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Prefacio 


Esta versión de la obra difiere de la versión regular de Cálculo. Trascendentes tempranas, 
octava edición, de varias maneras: 

Las unidades usadas en casi todos los ejemplos y ejercicios han sido cambiadas del 
sistema tradicional de Estados Unidos a unidades métricas. Hay un número reducido 
de excepciones: en algunas aplicaciones de ingeniería (principalmente en la sección 8.3) 
puede ser útil para algunos ingenieros estar familiarizados con las unidades usadas en 
Estados Unidos. Y yo quise conservar algunos ejercicios (por ejemplo, los relacionados 
con el beisbol) donde sería inapropiado usar unidades métricas. 

He cambiado los ejemplos y ejercicios relacionados con datos del mundo real para 
que sean de naturaleza más internacional, de manera que la inmensa mayoría de ellos 
procede ahora de países distintos a Estados Unidos. Por ejemplo, ahora hay ejercicios y 
ejemplos concernientes a las tarifas postales en Hong Kong; la deuda pública cana- 
diense; las tasas de desempleo en Australia; las horas de luz del sol en Ankara, Turquía; 
las isotermas en China; el porcentaje de la población en la Argentina rural; poblaciones 
de Malasia, Indonesia, México e India, y consumo de energía eléctrica en Ontario, entre 
muchos otros. 

Además de cambiar ejercicios para que las unidades sean métricas y los datos tengan 
un sabor más internacional, otros ejercicios han sido cambiados también, el resultado de lo 
cual es que alrededor de 10% de los ejercicios son diferentes de los de la versión regular. 


El arte de enseñar, dijo Mark Van Doren, es el arte de ayudar al descubrimiento. Yo he 
tratado de escribir un libro que ayude a los estudiantes a descubrir el cálculo, tanto por 
su eficacia práctica como por su sorprendente belleza. En esta edición, como en las 
siete primeras, intento transmitir al estudiante una noción de la utilidad del cálculo y 
desarrollar competencia técnica, pero también me empeño en dar cierta apreciación de 
la belleza intrínseca del tema. Newton experimentó indudablemente una sensación 
de triunfo cuando hizo sus grandes descubrimientos. Yo deseo que los estudiantes com- 
partan parte de esa emoción. 

El énfasis está en la comprensión de conceptos. Pienso que casi todos están de acuerdo 
en que esta debería ser la meta primaria de la enseñanza de cálculo. De hecho, el ímpetu 
del actual movimiento de reforma del cálculo procedió de la Conferencia de Tulane de 
1986, la cual formuló como su primera recomendación: 


Concentrarse en la comprensión conceptual. 


He tratado de implementar esta meta mediante la regla de tres: “Los temas deben pre- 
sentarse geométrica, numérica y algebraicamente”. La visualización, la experimentación 
numérica y gráfica y otros enfoques han cambiado la forma en que se enseña el razo- 
namiento conceptual de maneras fundamentales. Más recientemente, la regla de tres se 
ha ampliado para convertirse en la regla de cuatro enfatizando también el punto de vista 
verbal o descriptivo. 

Al escribir esta octava edición, mi premisa fue que sea posible alcanzar comprensión 
conceptual y retener todavía las mejores tradiciones del cálculo tradicional. El libro con- 
tiene elementos de reforma, pero en el contexto de un plan de estudios tradicional. 


xi 
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5 Versiones alternas 


He escrito otros libros de texto de cálculo que podrían ser preferibles para algunos pro- 
fesores. La mayoría de ellos también se presenta en versiones de una y varias variables. 


Calculus, octava edición, versión métrica internacional, es similar al presente libro 
de texto excepto que las funciones exponenciales, logarítmicas y trigonométricas 
inversas se cubren en el segundo semestre. 


Essential Calculus, segunda edición, edición internacional, es un libro mucho más 
breve (840 páginas), que, sin embargo, contiene casi todos los temas de Calculus, 
octava edición, versión métrica internacional. La relativa brevedad se logra mediante 
una exposición más breve de algunos temas al trasladar algunas características 

al sitio web. 


Essential Calculus: Early Transcendentals, segunda edición, edición internacional, 
se asemeja a Essential Calculus, edición internacional, pero las funciones exponen- 
ciales, logarítmicas y trigonométricas inversas se cubren en el capítulo 3. 


Calculus: Concepts and Contexts, cuarta edición, edición métrica internacional, 
enfatiza la comprensión conceptual con más fuerza todavía que este libro. 

La cobertura de temas no es enciclopédica y el material sobre funciones trascenden- 
tes y sobre ecuaciones paramétricas se entreteje a lo largo del libro en lugar de ser 
tratado en capítulos separados. 


Calculus: Early Vectors presenta los vectores y funciones vectoriales en el primer 
semestre y los integra a todo lo largo del libro. Este es conveniente para estudiantes 
que toman cursos de ingeniería y física al mismo tiempo que el de cálculo. 


Brief Applied Calculus, edición internacional, está dirigido a estudiantes de nego- 
cios, ciencias sociales y ciencias de la vida. 


Biocalculus: Calculus for the Life Sciences intenta mostrar a los estudiantes de las 
ciencias de la vida cómo se relaciona el cálculo con la biología. 


Biocalculus: Calculus, Probability, and Statistics for the Life Sciences abarca todo 
el contenido de Biocalculus: Calculus for the Life Sciences, así como tres capítulos 
adicionales que cubren probabilidad y estadística. 


SA ¿Qué hay de nuevo en la octava edición? 


Los cambios resultaron de conversar con mis colegas y estudiantes en la Universidad 
de Toronto y de leer revistas, así como de sugerencias de usuarios y revisores. He aquí 
algunas de las muchas mejoras que he incorporado en esta edición: 


Los datos en los ejemplos y ejercicios han sido actualizados para ser 
más oportunos. 


Se han añadido nuevos ejemplos (véanse los ejemplos 6.1.5, 11.2.5 y 14.3.3, 
entre otros), y las soluciones de algunos de los ejemplos existentes se ampliaron. 


Se agregaron tres nuevos proyectos: el proyecto Controlar la pérdida de glóbulos 
rojos durante una cirugía (página 244) describe el procedimiento ANH, en el 

que se extrae sangre del paciente antes de una operación y se le reemplaza por 

una solución salina. Esto diluye la sangre del paciente para que se pierdan menos 
glóbulos rojos durante hemorragias y la sangre extraída es devuelta al paciente 
después de la cirugía. El proyecto Aviones y pájaros: minimización de la energía 
(página 344) pregunta cómo pueden las aves minimizar fuerza y energía al comparar 
entre batir sus alas y planear. En el proyecto El Speedo LZR Racer (página 936) se 
explica que este traje de baño reduce la fricción en el agua y, como consecuencia, 
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se han roto muchos récords en la natación. Se pregunta a los estudiantes por qué un 
pequeño decremento en la fricción puede tener un efecto tan grande en el desempeño. 


e Hereestructurado el capítulo 15 (Integrales múltiples) combinando las dos primeras 
secciones para que las integrales iteradas se traten antes. 


e Más de 20% de los ejercicios en cada capítulo son nuevos. He aquí algunos de mis 
favoritos: 2.7.61, 2.8.36-38, 3.1.79-80, 3.11.54, 4.1.69, 4.3.34, 4.3.66, 4.4.80, 4.7.39, 
4.1.67, 5.1.19-20, 5.2.67-68, 5.4.70, 6.1.51, 8.1.39, 12.5.81, 12.6.29-30, 14.6.65-66. 
Además, hay nuevos y buenos Problemas adicionales. (Véanse los problemas 12-14 
de la página 272, el problema 13 de la página 363, los problemas 16-17 de la página 
426 y el problema 8 de la página 986.) 


E Ejercicios conceptuales 


El modo más importante de fomentar la comprensión conceptual es mediante los proble- 
mas que se asignan. Con ese fin he ideado varios tipos de problemas. Algunos conjuntos 
de ejercicios comienzan con peticiones de explicar los significados de conceptos básicos de 
la sección. (Véanse, por ejemplo, los primeros ejercicios de las secciones 2.2, 2.5, 11.2, 
14.2 y 14.3.) De igual forma, todas las secciones de repaso comienzan con una Verifi- 
cación de conceptos y un Examen verdadero-falso. Otros ejercicios ponen a prueba la 
comprensión conceptual por medio de gráficas o tablas (véanse los ejercicios 2.7.17, 
2.8.35-38, 2.8.47-52, 9.1.11-13, 10.1.24-27, 11.10.2, 13.2.1-2, 13.3.33-39, 14.1.1-2, 
14.1.32-38, 14.1.41-44, 14.3.3-10, 14.6.1-2, 14.7.3-4, 15.1.6-8, 16.1.11-18, 16.2.17-18 
y 16.3.1-2). 

Otro tipo de ejercicios usa la descripción verbal para probar la comprensión concep- 
tual (véanse los ejercicios 2.5.10, 2.8.66, 4.3.69-70 y 7.8.67). Valoro particularmente 
los problemas que combinan y comparan los enfoques gráfico, numérico y algebraico 
(véanse los ejercicios 2.6.45-46, 3.7.27 y 9.4.4). 


E Conjuntos de ejercicios graduados 


Cada conjunto de ejercicios está cuidadosamente graduado, progresando de ejercicios 
conceptuales básicos y problemas de desarrollo de habilidades a problemas más desa- 
fiantes que implican aplicaciones y comprobaciones. 


E Datos del mundo real 


Mis asistentes y yo dedicamos mucho tiempo a buscar en bibliotecas, hacer contacto con 
compañías y organismos gubernamentales y realizar búsquedas en internet en pos de 
datos interesantes del mundo real para presentar, motivar e ilustrar los conceptos del cálculo. 
En consecuencia, muchos de los ejemplos y ejercicios tienen que ver con funciones defi- 
nidas por esos datos numéricos o gráficas. Véanse, por ejemplo, la figura 1 de la sección 
1.1 (sismogramas del terremoto de Northridge), ejercicio 2.8.35 (tasas de desempleo), 
ejercicio 5.1.16 (velocidad del transbordador espacial Endeavour) y figura 4 de la sec- 
ción 5.4 (consumo de energía eléctrica en San Francisco). Las funciones de dos variables 
son ilustradas por una tabla de valores del índice viento-frío como una función de tempe- 
ratura del aire y velocidad del viento (ejemplo 14.1.12). Las derivadas parciales son pre- 
sentadas en la sección 14.3 examinando una columna en una tabla de valores del índice 
de calor (temperatura del aire percibida) como una función de la temperatura real y la 
humedad relativa. Este ejemplo se retoma después en relación con aproximaciones linea- 
les (ejemplo 14.4.3). Las derivadas direccionales se presentan en la sección 14.6 usando 
un mapa de contorno de temperatura para estimar la razón de cambio de la temperatura 
en Reno en la dirección de Las Vegas. Integrales dobles se usan para estimar la nevada 
promedio en Colorado del 20 y 21 de diciembre de 2006 (ejemplo 15.1.9). Los campos 
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vectoriales se presentan en la sección 16.1 mediante descripciones de campos vectoriales 
de velocidad reales, que muestran los patrones de viento de la bahía de San Francisco. 


E Proyectos 


Una forma de motivar a los estudiantes y convertirlos en aprendices activos es ponerlos a 
trabajar (quizás en grupos) en amplios proyectos que les den una sensación de logro sustan- 
cial al completarlos. He incluido cuatro tipos de proyectos: los Proyectos de aplicación 
que contienen aplicaciones diseñadas para estimular la imaginación de los alumnos. El 
proyecto que está después de la sección 9.3 pregunta si una pelota lanzada hacia arriba 
tarda más en llegar a su altura máxima o en caer a su altura original. (La respuesta podría 
sorprenderlo.) El proyecto posterior a la sección 14.8 usa multiplicadores de Lagrange 
para determinar las masas de las tres etapas de un cohete a fin de minimizar la masa total 
mientras que a la vez se permite que alcance una velocidad deseada. Los Proyectos de 
laboratorio implican tecnología; el que sigue a la sección 10.2 muestra cómo utilizar las 
curvas de Bézier para diseñar formas que representan letras para una impresora láser. 
Los Proyectos de redacción piden a los estudiantes comparar métodos actuales con los 
de los fundadores del cálculo, el método de Fermat para determinar tangentes por ejem- 
plo. Se proporcionan referencias sugeridas. Los Proyectos de descubrimiento anticipan 
resultados que se analizarán posteriormente o que alientan el descubrimiento mediante 
el reconocimiento de patrones (véase el que sigue a la sección 7.6). Otros exploran 
aspectos de geometría: tetraedros (después de la sección 12.4), hiperesferas (después de 
la sección 15.6) e intersecciones de tres cilindros (después de la sección 15.7). Proyectos 
adicionales pueden hallarse en la Jnstructor’s Guide* (véase, por ejemplo, Group Exer- 
cise 5.1: posición con base en muestras). 


E Resolución de problemas 


Los estudiantes suelen tener dificultades con problemas para los que no hay un proce- 
dimiento claramente definido para la obtención de la respuesta. Pienso que nadie ha 
mejorado mucho la estrategia de resolución de problemas en cuatro etapas de George Polya, 
así que he incluido una versión de sus principios de resolución de problemas después 
del capítulo 1. Estos se aplican, explícita e implícitamente, a lo largo de todo el libro. 
Después de los demás capítulos he colocado secciones llamadas Problemas adicionales, 
que contienen ejemplos de cómo atacar problemas de cálculo desafiantes. Al seleccionar 
los variados problemas para esas secciones tuve en mente el consejo siguiente de David 
Hilbert: “Un problema matemático debe ser difícil a fin de atraernos, pero no inaccesible 
como para hacer mofa de nuestros esfuerzos”. Cuando pongo estos problemas desafian- 
tes en tareas y exámenes, los califico de manera diferente. Aquí recompenso a los estu- 
diantes significativamente por ideas hacia una solución y por reconocer cuáles principios 
de resolución de problemas son relevantes. 


E Tecnología 


La disponibilidad de tecnología vuelve no menos sino más importante comprender con 
claridad los conceptos que subyacen en las imágenes en la pantalla. Calculadoras gra- 
ficadoras y computadoras son herramientas eficaces para descubrir y comprender esos 
conceptos cuando se les emplea en forma apropiada. Este libro de texto puede usarse con o 
sin tecnología, y yo uso dos símbolos especiales para indicar claramente cuándo se 
requiere un tipo particular de aparato. El icono Y indica un ejercicio que definiti- 
vamente requiere el uso de esa tecnología, aunque eso no quiere decir que no pueda 
usarse en los demás ejercicios también. El símbolo EN se reserva a problemas en los que 
se requieren los servicios completos de un sistema algebraico computacional (como 
Maple, Mathematica o el TI-89). Pero la tecnología no vuelve obsoletos el lápiz y el 
papel. El cálculo y los diagramas a mano suelen ser preferibles a la tecnología para ilus- 
trar y reforzar algunos conceptos. Tanto profesores como alumnos deben desarrollar la 
aptitud de decidir cuándo es apropiada la mano o la máquina. 


*Este material se encuentra solo disponible en inglés. 
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E Herramientas para enriquecer el cálculo* 


TEC es un suplemento del texto y busca enriquecer y complementar su contenido. (Ahora 
está disponible en el eBook vía CourseMate* y Enhanced WebAssign.* Visuals y Modules 
selectos están disponibles en www.stewartcalculus.com.*) Desarrollado por Harvey Key- 
nes, Dan Clegg, Hubert Hohn y yo, TEC usa un enfoque de descubrimiento y explora- 
ción. En secciones del libro donde la tecnología es particularmente apropiada, iconos al 
margen dirigen a los estudiantes a TEC Modules que brindan un entorno de laboratorio 
en el que pueden explorar el tema de maneras diversas y en niveles diferentes. Los 
Visuals son animaciones de figuras en el texto; los Modules son actividades más 
elaboradas e incluyen ejercicios. Los profesores pueden optar por involucrarse en 
diversos niveles, desde simplemente alentar a los alumnos a usar los Visuals y Modules 
para su exploración independiente hasta asignar ejercicios específicos de los incluidos 
en cada Module o crear ejercicios, prácticas y proyectos adicionales que hagan uso de 
los Visuals y Modules. 

TEC incluye asimismo Homework Hints para ejercicios representativos (usualmente con 
número impar) en cada sección del texto, indicados mediante la impresión del número 
del ejercicio en gris. Estas sugerencias suelen presentarse en forma de preguntas e inten- 
tan imitar a un asistente de aprendizaje eficaz funcionando como un tutor mudo. Están 
hechas para no revelar de la solución real más que lo mínimamente necesario para hacer 
progresos adicionales. 


E Enhanced WebAssign* 


La tecnología ya tiene impacto en la manera en que se asignan tareas a los estudiantes, par- 
ticularmente en grupos grandes. El uso de tareas en línea es creciente y su atractivo depende 
de la facilidad de empleo, la precisión de las calificaciones y la confiabilidad. Con la octava 
edición se ha trabajado con la comunidad del cálculo y WebAssign para desarrollar un sis- 
tema de tareas en línea. Hasta 70% de los ejercicios en cada sección se puede asignar como 
tareas en línea, incluidos formatos de respuesta libre, opción múltiple y partes múltiples. 

Este sistema también contiene Active Examples*, en los que los estudiantes son guia- 
dos en pequeños tutoriales paso a paso a través de ejemplos del texto, con vínculos con 
el libro de texto y soluciones en video. 


E Sitio web 


Visite CengageBrain.com* o stewartcalculus.com* para estos materiales adicionales: 
e Homework Hints 

e Algebra Review 

e Lies My Calculator and Computer Told Me 

e History of Mathematics con vínculos a los mejores sitios históricos 


e Additional Topics (con conjuntos de ejercicios): series de Fourier, fórmulas para el 
término residuo en las series de Taylor, rotación de ejes 


e Archived Problems (ejercicios desafiantes que aparecieron en ediciones anteriores, 
junto con sus soluciones) 


e Challenge Problems (algunas de las secciones de Problemas adicionales de ediciones 
anteriores) 


e Vínculos de temas especiales con recursos externos de la web 


e Selected Visuals y Modules de Tools for Enriching Calculus (TEC) 


*Este material se encuentra solo disponible en inglés. 
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Al Contenido 


Pruebas de diagnóstico 
Un adelanto del cálculo 


1 Funciones y modelos 


2 Límites y derivadas 


3 Reglas de derivación 


4 Aplicaciones de la derivada 


5 Integrales 


6 Aplicaciones de la integral 


7 Técnicas de integración 


8 Aplicaciones adicionales 
de la integración 


El libro comienza con cuatro pruebas de diagnóstico, en álgebra básica, geometría ana- 
lítica, funciones y trigonometría. 


Esta es una panorámica del tema e incluye una lista de preguntas para motivar el estudio 
del cálculo. 


Desde el principio se enfatizan representaciones múltiples de funciones: verbal, numé- 
rica, visual y algebraica. Un análisis de modelos matemáticos conduce a una revisión de 
las funciones estándar, entre ellas funciones exponenciales o logarítmicas, desde esos 
cuatro puntos de vista. 


El material sobre límites es motivado por un estudio previo de la tangente y problemas 
de velocidad. Los límites se tratan desde los puntos de vista descriptivo, gráfico, numé- 
rico y algebraico. La sección 2.4, sobre la definición precisa de un límite, es una sección 
opcional. Las secciones 2.7 y 2.8 tratan con derivadas (especialmente con funciones defi- 
nidas gráfica y numéricamente) antes de que las reglas de derivación sean cubiertas en el 
capítulo 3. Aquí los ejemplos y ejercicios exploran los significados de las derivadas en 
varios contextos. Las derivadas de orden superior se presentan en la sección 2.8. 


Todas las funciones básicas, incluidas las funciones exponenciales, logarítmicas y tri- 
gonométricas inversas, se derivan aquí. Cuando se calculan derivadas en situaciones de 
aplicación, se pide a los estudiantes explicar sus significados. El crecimiento y decai- 
miento exponenciales se cubren ahora en este capítulo. 


Los hechos básicos concernientes a valores extremos y formas de curvas se deducen 
del teorema del valor medio. La graficación con tecnología enfatiza la interacción entre 
cálculo y calculadoras y el análisis de familias de curvas. Algunos problemas de optimi- 
zación sustanciales son provistos como una explicación de por qué uno debe elevar la 
cabeza 42° para ver la punta de un arcoíris. 


El problema del área y el problema de la distancia sirven para motivar la integral defi- 
nida, con la presentación de la notación sigma cuando es necesario. (Una cobertura com- 
pleta de la notación sigma se proporciona en el apéndice E.) Se hace énfasis en explicar 
los significados de las integrales en varios contextos y en estimar sus valores a partir de 
gráficas y tablas. 


Aquí presento las aplicaciones de la integral —área, volumen, trabajo, valor prome- 
dio— que pueden hacerse razonablemente sin técnicas especializadas de integración. Se 
enfatizan métodos generales. La meta es que los estudiantes sean capaces de dividir una 
cantidad en piezas reducidas, estimar con sumas de Riemann y reconocer el límite como 
una integral. 


Se cubren todos los métodos estándar, aunque, desde luego, el verdadero reto es poder 
reconocer qué técnica es la que más conviene usar en una situación dada. En consecuencia, 
en la sección 7.5 presento una estrategia de integración. El uso de sistemas algebraicos 
computacionales se analiza en la sección 7.6. 


Aquí están las aplicaciones de la integral —longitud de arco y área de superficies— 
para las que es útil disponer de todas las técnicas de integración, así como aplicaciones 
a la biología, economía y física (energía hidrostática y centros de masa). También he 
incluido una sección sobre probabilidad. Hay muchas aplicaciones aquí que pueden ser 
cubiertas en términos realistas en un curso dado. Los profesores deben seleccionar aplica- 
ciones convenientes para sus alumnos y para las que ellos mismos tengan entusiasmo. 


9 Ecuaciones diferenciales 
10 Ecuaciones paramétricas 
y coordenadas polares 


11 Sucesiones y series infinitas 


12 Vectores y la geometría 
del espacio 


13 Funciones vectoriales 


14 Derivadas parciales 


15 Integrales múltiples 


16 Cálculo vectorial 


17 Ecuaciones diferenciales 
de segundo orden 


e Complementos 
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El modelado es el tema que unifica este tratamiento introductorio de las ecuaciones 
diferenciales. Campos direccionales y método de Euler se estudian antes de que las ecua- 
ciones separables y lineales se resuelvan explícitamente, de modo que a los métodos 
cualitativo, numérico y analítico se les da igual consideración. Estos métodos se aplican 
a los modelos exponencial, logístico y otros para el crecimiento de una población. Las 
cuatro o cinco primeras secciones de este capítulo sirven como una buena introducción a 
las ecuaciones diferenciales de primer orden. Una sección final opcional usa modelos de 
presa-depredador para ilustrar sistemas de ecuaciones diferenciales. 


Este capítulo presenta curvas paramétricas y polares y aplica los métodos del cálculo en 
ellas. Las curvas paramétricas son adecuadas para proyectos de laboratorio; las dos que 
se presentan aquí implican a familias de curvas y curvas de Bézier. Un breve tratamiento 
de las secciones cónicas en coordenadas polares prepara el camino para las leyes de 
Kepler en el capítulo 13. 


Las pruebas de convergencia tienen justificaciones intuitivas (véase la página 719), así 
como comprobaciones formales. Estimaciones numéricas de sumas de series se basan en 
la prueba que se haya usado para comprobar la convergencia. Se hace énfasis en la serie 
y polinomios de Taylor y sus aplicaciones a la física. Las estimaciones de error incluyen 
las de dispositivos de graficación. 


El material sobre geometría analítica tridimensional y vectores se divide en dos capítulos. E1 
capítulo 12 trata con vectores, los productos punto y cruz, rectas, planos y superficies. 


Este capítulo cubre las funciones con vectores como valores, sus derivadas e integrales, 
la longitud y curvatura de curvas en el espacio y la velocidad y aceleración a lo largo de 
curvas en el espacio, lo que culmina con las leyes de Kepler. 


Las funciones de dos o más variables se estudian desde el punto de vista verbal, numé- 
rico, visual y algebraico. En particular, presento las derivadas parciales examinando una 
columna específica de una tabla de valores del índice de calor (temperatura del aire perci- 
bida) como una función de la temperatura real y la humedad relativa. 


Los mapas de contorno y la regla del punto medio se utilizan para estimar la nevada 
promedio y temperatura promedio de regiones dadas. Las integrales dobles y triples se 
emplean para calcular probabilidades, áreas de superficies y (en proyectos) volúmenes 
de hiperesferas y volúmenes de intersecciones de tres cilindros. Se presentan coorde- 
nadas cilíndricas y esféricas en el contexto de evaluar integrales triples. 


Los campos vectoriales se presentan mediante imágenes de campos de velocidad que 
muestran patrones de viento de la bahía de San Francisco. Se enfatizan las semejanzas 
entre el teorema fundamental para integrales de línea, el teorema de Green, el teorema 
de Stokes y el teorema de la divergencia. 


Dado que las ecuaciones diferenciales de primer orden se cubren en el capítulo 9, este 
último capítulo trata con ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden, su aplicación 
a resortes vibratorios y circuitos eléctricos y soluciones de series. 


Cálculo. Trascendentes tempranas, octava edición, se apoya en un conjunto completo 
de complementos desarrollados bajo mi dirección. Cada pieza ha sido diseñada para 
favorecer la comprensión del estudiante y facilitar la enseñanza creativa. Las tablas de 
las páginas xxi-xxii describen cada uno de estos complementos. 
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Manual del instructor (Instructor's Guide)* 

Por Douglas Shaw 

ISBN 978-1-305-39371-4 
Cada sección de este texto es analizada desde varios puntos 
de vista. Instructor's Guide contiene tiempo sugerido por 
asignar, puntos por enfatizar, temas de análisis del texto, 
materiales básicos para exponer en clase, sugerencias de 
talleres/debates, ejercicios de trabajo grupal en forma con- 
veniente para su distribución y sugerencias de tareas. 


Manual de soluciones completas 
(Complete Solutions Manual)* 
Single Variable Early Transcendentals* 
ISBN 978-1-305-27262-0 


Multivariable* 

ISBN 978-1-305-38699-0 

Incluye soluciones desarrolladas de todos los ejercicios 
en el texto. 


Printed Test Bank* 
Por William Steven Harmon 
ISBN 978-1-305-38722-5 


Contiene elementos de exámenes de opción múltiple 
y respuesta libre específicos del texto. 


Cengage Learning Testing Powered by Cognero* 
(login.cengage.com) 
Este sistema en línea flexible le permite crear, editar y 
gestionar contenido del banco de exámenes con base en 
múltiples soluciones de Cengage Learning; crear múltiples 
versiones de exámenes en un instante y aplicar exámenes 
desde su LMS, salón de clases o donde usted quiera. 


Complementos para profesores 
y estudiantes 


Stewart Website* 

www.stewartcalculus.com 
Contenido: Homework Hints ma Algebra Review m Additional 
Topics ma Drill Exercises a Challenge Problems m Web 
Links a History of Mathematics m Tools for Enriching 
Calculus (TEC) 


TOOLS FOR ENRICHING"" CALCULUS* 

Por James Stewart, Harvey Keynes, Dan Clegg y el desarrollador 

Hubert Hohn 
Tools for Enriching Calculus (TEC) funciona como una 
herramienta eficaz para profesores lo mismo que como un 
entorno tutorial en que los estudiantes pueden explorar y 
repasar temas selectos. Los módulos de simulación Flash 
en TEC incluyen instrucciones, explicaciones por escrito 
y en audio de los conceptos y ejercicios. TEC está disponible 
en el eBook vía CourseMate y Enhanced WebAssign. 
Visuals y Modules especiales pueden conseguirse en 
www.stewartcalculus.com. 


PENHANCEOS A 
WebAssign 
www.webassign.net 

Código de acceso impreso: ISBN 978-1-285-85826-5 
Código de acceso instantáneo: ISBN 978-1-285-85825-8 
Exclusivamente de Cengage Learning, Enhanced WebAssign 


Enhanced WebAssign* 


ofrece un amplio programa en línea para el Cálculo de 
Stewart a fin de alentar la práctica decisiva para el dominio 
de conceptos. La pedagogía meticulosamente elaborada y 
los ejercicios de nuestros textos probados se vuelven aún 
más efectivos en Enhanced WebAssign, complementados 
por apoyo tutorial en multimedia y retroalimentación inme- 
diata a medida que los estudiantes completan sus tareas. 
Las características clave incluyen: 


a Miles de problemas de tarea que coinciden con los ejerci- 
cios de fin de sección del libro de texto 


a Oportunidades para que los alumnos repasen habilidades 
y contenido de prerrequisito tanto al principio del curso 
como al principio de cada sección 


m Páginas del eBook Read It, videos Watch It, tutoriales 
Master It y vínculos Chat About It 


m Un YouBook de Cengage personalizable con caracterís- 
ticas para resaltar, tomar apuntes y buscar, así como con 
vínculos a recursos multimedia 


m Personal Study Plans (basados en exámenes de diagnós- 
tico) que identifican temas de capítulos que los estudian- 
tes deberán dominar 


a Un Answer Evaluator de WebAssign que reconoce y 
acepta respuestas matemáticas equivalentes en la misma 
forma en que un profesor califica 


a Una característica de Show My Work que da a los 
profesores la opción de ver soluciones detalladas 
de los alumnos 


a Visualizing Calculus Animations, Lecture Videos y más 


*Este material se encuentra disponible en inglés. Visite www.cengage.com para acceder a estos recursos. 
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(La tabla continúa en la página xxii) 
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Cengage Customizable YouBook* 


YouBook es un eBook tanto interactivo como personalizable. 
Con todo el contenido del Cálculo de Stewart, YouBook 
ofrece una herramienta de edición de texto que permite a los 
profesores modificar la narración del libro de texto conforme 
sea necesario. Con YouBook, los profesores pueden reorde- 
nar rápidamente secciones y capítulos enteros o esconder 
contenido que no imparten para crear un eBook que se 
ajuste a la perfección a su curso. Los profesores pueden 
personalizar adicionalmente el texto añadiendo vínculos de 
video creados por ellos mismos o de YouTube. Elementos 
adicionales de medios incluyen figuras animadas, videoclips, 
características para resaltar y tomar apuntes y más. 
YouBook está disponible en Enhanced WebAssign. 


CourseMate* 


CourseMate es una perfecta herramienta de estudio personal 
para los alumnos y no requiere preparación alguna de los pro- 
fesores. CourseMate da vida a conceptos del curso con herra- 
mientas interactivas de aprendizaje, estudio y preparación 
para exámenes que prestan apoyo al libro de texto impreso. 
CourseMate para el Cálculo de Stewart incluye un eBook 
interactivo, Tools for Enriching Calculus, videos, exámenes, 
tarjetas de conceptos y más. Para los profesores, CourseMate 
incluye Engagement Tracker, una herramienta única en su tipo 
que monitorea la participación de los estudiantes. 


CengageBrain.com* 


Para tener acceso a materiales adicionales de cursos, visite 
por favor www.cengagebrain.com. En la página principal 
de CengageBrain.com, busque el ISBN de su título (en el 
reverso de su libro) usando el cuadro de búsqueda en la 
parte superior de la página. Esto lo llevará a la página 

del producto donde pueden encontrarse estos recursos. 
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Manual de soluciones para el estudiante 
(Student Solutions Manual)* 


Single Variable Early Transcendentals 
ISBN 978-1-305-27263-7 


Multivariable 

ISBN 978-1-305-38698-3 

Proporciona soluciones completamente elaboradas 

de todos los ejercicios de número impar del texto, dando 


a los estudiantes la oportunidad de verificar sus respuestas 
y cerciorarse de haber dado los pasos correctos para 
llegar a la respuesta. El Student Solutions Manual se puede 
ordenar o acceder a él en línea como un eBook en 
www.cengagebrain.com buscando el ISBN. 


Study Guide* 
Single Variable Early Transcendentals 
Por Richard St. Andre 
ISBN 978-1-305-27914-8 


Multivariable* 

Por Richard St. Andre 

ISBN 978-1-305-27184-5 

Para cada sección del texto, la Study Guide ofrece a los 
estudiantes una breve introducción, una lista corta de 
conceptos por dominar y preguntas de resumen y concen- 
tración con respuestas explicadas. La Study Guide también 
contiene pruebas de autoaplicación con preguntas tipo 
examen. La Study Guide se puede ordenar o acceder a 
ella en línea como un eBook en www.cengagebrain.com 
buscando el ISBN. 


A Companion to Calculus* 


Por Dennis Ebersole, Doris Schattschneider, Alicia Sevilla 

y Kay Somers 

ISBN 978-0-495-01124-8 
Escrito para mejorar habilidades de álgebra y resolución 
de problemas de los estudiantes que toman un curso de 
álgebra, cada capítulo de este complemento está dirigido a 
un tema de cálculo, ofreciendo fundamentos conceptuales y 
técnicas específicas de álgebra necesarios para entender 
y resolver problemas de cálculo relacionados con ese tema. 
Está diseñado para cursos de cálculo que integran el repaso 
de conceptos de precálculo o para uso individual. Pida un 
ejemplar del texto o acceda al eBook en línea en 
www.cengagebrain.com buscando el ISBN. 


Linear Algebra for Calculus* 


Por Konrad J. Heuvers, William P. Francis, John H. Kuisti, 
Deborah F. Lockhart, Daniel S. Moak y Gene M. Ortner 
ISBN 978-0-534-25248-9 
Este libro es muy completo, diseñado para complementar 
el curso de cálculo, ofrece una introducción y repaso de 
las ideas básicas del álgebra lineal. Pida un ejemplar del 
texto o acceda al eBook en línea en www.cengagebrain.com 
buscando el ISBN. 


*Este material se encuentra disponible en inglés. Visite www.cengage.com para acceder a estos recursos. 
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Al estudiante 


Leer un libro de texto de cálculo es diferente a leer un 
periódico o una novela, o incluso un libro de física. No se 
desanime si tiene que leer un pasaje más de una vez para 
comprenderlo. Debería tener lápiz y papel y una calculadora 
a la mano para trazar un diagrama o hacer un cálculo. 

Algunos estudiantes comienzan probando sus problemas 
de tarea y leen el texto solo si se atoran en un ejercicio. Yo 
sugiero que un plan mucho mejor es leer y comprender una 
sección del texto antes de intentar hacer los ejercicios. En 
particular, usted debería examinar las definiciones para ver 
los significados exactos de los términos. Y antes de leer cada 
ejemplo, sugiero que cubra la solución e intente resolver el 
problema usted mismo. Obtendrá mucho más al estudiar la 
solución si lo hace así. 

Parte de la finalidad de este curso es estimular su pensa- 
miento lógico. Aprenda a escribir las soluciones de los ejercicios 
en forma coherente paso a paso, con oraciones explicatorias, no 
solo como una cadena de ecuaciones o fórmulas inconexas. 

Las respuestas a los ejercicios con número impar aparecen 
al final del libro, en el apéndice I. Algunos ejercicios piden 
una explicación, interpretación o descripción verbal. En esos 
casos, no existe una manera correcta y única de expresar 
la respuesta, así que no se preocupe si no ha encontrado la 
respuesta definitiva. Además, hay varias formas en las cuales 
expresar una respuesta numérica o algebraica, así que si su 
respuesta difiere de la mía, no suponga de inmediato que 
está equivocado. Por ejemplo, si la respuesta dada al final del 
libro es /2 — 1 y usted obtiene 1/(1+ V2), entonces usted está 
en lo correcto y racionalizar el denominador mostrará que las 
respuestas son equivalentes. 

El icono [4 indica un ejercicio que definitivamente 
requiere el uso de una calculadora graficadora o una compu- 
tadora con software de graficación. Pero eso no significa que 
dispositivos de graficación no puedan usarse también para 
verificar su trabajo en los demás ejercicios. El símbolo EN se 
reserva a problemas en los que son requeridos los recursos 
completos de un sistema algebraico computacional (como 
Maple, Mathematica o el TI-89). 


Usted también encontrará el símbolo [Ø, el cual lo pre- 
viene de cometer un error. He puesto este símbolo al margen 
en situaciones en que he observado que una gran proporción 
de mis estudiantes tiende a cometer el mismo error. 

Tools for Enriching Calculus, que es un complemento de 
este texto, se refiere por medio del símbolo y puede ser 
consultado en el eBook vía Enhanced WebAssign 
y CourseMate (Visuals y Modules selectos están disponibles 
en www.stewartcalculus.com). Esto lo dirige a usted a módu- 
los en los que puede explorar aspectos del cálculo para los 
cuales la computadora es particularmente útil. 

Notará que algunos números de ejercicios están impresos 
en gris: 5. Esto indica que Homework Hints están disponibles 
para el ejercicio. Estas sugerencias pueden hallarse 
en stewartcalculus.com así como en Enhanced WebAssign 
y CourseMate. Las sugerencias de tareas hacen preguntas 
que le permiten realizar progresos hacia una solución 
sin realmente darle la respuesta. Usted debe seguir cada 
sugerencia en forma activa con lápiz y papel para resolver 
los detalles. Si una sugerencia particular no le permite 
resolver el problema, puede hacer clic para revelar la 
sugerencia siguiente. 

Le recomiendo conservar este libro para efectos de con- 
sulta después de terminar el curso. Dado que es probable que 
olvide algunos de los detalles específicos del cálculo, el libro 
servirá como un recordatorio útil cuando deba usar el cálculo 
en cursos subsecuentes. Y como este libro contiene más 
material del que puede cubrirse en un curso, también puede 
servir como un valioso recurso para un científico o ingeniero 
en ejercicio profesional. 

El cálculo es un tema muy interesante, con justicia con- 
siderado uno de los grandes logros del intelecto humano. 
Espero que usted descubra que es no solo útil, sino también 
intrínsecamente bello. 


JAMES STEWART 
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Calculadoras, computadoras 
y otros dispositivos de graficación 


11-84 Plus C ) 
BY Toas INSTRUMENTS 


NORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN C 


© Dan Clegg 


Usted también puede emplear software de 
computación como Graphing Calculator de Pacific 
Tech (www.pacifict.com) para ejecutar muchas de 
esas funciones, lo mismo que aplicaciones para telé- 
fonos y tabletas como Quick Graph (Colombiamug) 
o Math-Studio (Pomegranate Apps). Funcionalidad 
similar está disponible usando una interfaz web en 
WolframAlpha.com. 
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Los adelantos en tecnología siguen ofreciendo una variedad de 
herramientas cada vez más amplia para hacer matemáticas. Las 
calculadoras de bolsillo se han vuelto más potentes, lo mismo 
que los programas de software y los recursos en internet. Ade- 
más, muchas aplicaciones matemáticas han sido lanzadas para 
teléfonos inteligentes y tabletas como la iPad. 

Algunos ejercicios de este texto están marcados con un icono 
de graficación AY, que indica que el uso de alguna tecnología 
es requerido. A menudo esto significa que se desea que un 
dispositivo de graficación se use para dibujar la gráfica de una 
función o ecuación. Usted podría necesitar también tecnología 
para determinar los ceros de una gráfica o los puntos de intersec- 
ción de dos gráficas. En algunos casos se usará un dispositivo 
de cálculo para resolver una ecuación o evaluar numéricamente 
una integral definida. Muchas calculadoras científicas y grafi- 
cadoras llevan integradas estas características, como la Texas 
Instruments TI-84 o TI-Nspire CX. Calculadoras similares son 
fabricadas por Hewlett Packard, Casio y Sharp. 


| Tai 
Timb) 


© Dan Clegg 


© Dan Clegg 


En general, cuando se usa el término “calculadora” en este libro, se 
refiere al uso de cualquiera de los recursos que se han mencionado. 


El icono EN se reserva a problemas en los que son requeridos los 
recursos completos de un sistema algebraico computacional (sac). Un 
sac es capaz de hacer matemáticas (como resolver ecuaciones, calcular 
derivadas o integrales) simbólicamente más que solo numéricamente. 

Ejemplos de sistemas algebraicos computacionales firmemente 
establecidos son los paquetes de software de computación Maple 
y Mathematica. El sitio web de WolframAlpha usa el motor de 
Mathematica para proporcionar funcionalidad sac vía la web. 

Muchas calculadoras graficadoras de bolsillo tienen capacidades del 
sac, como la TI-89 y TI-Nspire CX CAS de Texas Instruments. Algunas 
aplicaciones para tabletas y teléfonos inteligentes brindan estas capaci- 
dades, como el ya mencionado MathStudio. 


O Dan Clegg 
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Pruebas de diagnóstico 


El éxito en cálculo depende en gran medida del conocimiento de las matemáticas que 
preceden al cálculo: álgebra, geometría analítica, funciones y trigonometría. Las 
pruebas siguientes buscan diagnosticar debilidades que usted podría tener en esas 


áreas. Después de realizar cada prueba, puede verificar sus respuestas contra las res- 
puestas dadas y, si es necesario, reactivar sus habilidades remitiéndose a los materia- 
les de repaso provistos. 


A Prueba de diagnóstico: álgebra 


1. Evalúe cada expresión sin usar una calculadora. 


(y (b) -3* (c) 3* 
53 A E 
(da (e) (2) (1 16% 


2. Simplifique cada expresión. Escriba su respuesta sin exponentes negativos. 


(a) 4200 -32 


(b) Ga?b?*)(4ab?y 


313/2y3 -2 
© (a 


3. Desarrolle y simplifique. 


(a) 3(x + 6) + 4(2x — 5) (b) (x + 3)(4x — 5) 
(c) (Va+ Vb Na —vb ) (d) (2x + 3) 
(e) (x + 2) 


4. Factorice cada expresión. 


(a) 4x? — 25 (b) 2x? + 5x — 12 
(0) x? — 3x? — 4x + 12 (d) xt + 27x 
(e) 3x — 9x2 + 6x1” @) xy — 4xy 


5. Simplifique la expresión racional. 


@ x +3x+2 b) e E ¿+3 
12=x-2 x-9 2x+1 
y x 
© s E (d) Xx y 
2-4 x+2 1 1 
yo ox 
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6. Racionalice la expresión y simplifique. 
y10 J4+h-2 
(a) (0) — ~~~ 
ys =2 h 
7. Reescriba completando el cuadrado. 
(Y) x’ +x+1 (b) 2x? — 12x + 11 
8. Resuelva la ecuación. (Halle solo las soluciones reales.) 
@x+5=14-} bh Ani 
Y 2x xl X 
(c) x? —-x—-12=0 (d) 2x? +4x+1=0 
(e) xt — 3x? +2 =0 (1) 3[x-4| = 10 
(8) 2x(4 — x) — 3y4 -x =0 
9. Resuelva cada desigualdad. Escriba su respuesta usando notación de intervalos. 
(a) -4 < 5- 3x < 17 (b) x? < 2x +8 
(c) x(x — D(x+2)>0 (d) [x= 4] <3 
DESA 
(e) x+1 el 
10. Diga si cada ecuación es verdadera o falsa. 
a (p+ 4 =p g (b) vab = ya yb 
(c) Vaa +b =a+b (d) 7 
t Lo 1/x 1 
Ox y 1 alx=b/x a-b 
RESPUESTAS DE LA PRUEBA DE DIAGNÓSTICO A: ÁLGEBRA 
1. (a) 81 (b) —81 (c) 3T 6. (a) 5/2 + 2/10 (b) A 
(d) 25 QE (M3 ES 
SA 12,3 
2. (a) 64/2 (b) 48a*b” (c) aj 20 (+) + b) Ax 3. =7 
y 
3. (a) 11x=2 (b) 4x? + 7x — 15 8. (a) 6 (b) 1 (c) —3, 4 
(c) a=b (d) 4x? + 12x + 9 (d) =1 + 1/2 (e) +1, +/2 (1) 22 
(e) x? + 6x? + 12x + 8 @ 2 
2) 3 
4. (a) (2x — 5)(2x + 5) (b) (2x — 3)(x + 4) 
(0) (x — 3)(x — 2)(x + 2) (d) x(x + 3)(x? — 3x + 9) 9. (a) [-4,3) (b) (-2, 4) 
(te) 3x — DG — 2) E) xy — Dr + 2) (c) (=2, 0) U (1, %) (d) (1,7) 
(e) 1,4] 
2 y=] 
5. (a) (b) 
x-2 1-3 10. (a) Falso (b) Verdadero (c) Falso 
(c) 1 a (d) —(x + y) (d) Falso (e) Falso (£) Verdadero 
E= 


Si tuvo dificultad con estos problemas, consulte el repaso de álgebra 


en el sitio web www.stewartcalculus.com. 
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B Prueba de diagnóstico: geometría analítica 


. Determine una ecuación para la recta que pasa por el punto (2, -5) y 


(a) tiene pendiente -3 
(b) es paralela al eje x 
(c) es paralela al eje y 
(d) es paralela a la recta 2x— 4y = 3 


. Determine una ecuación para la circunferencia que tiene centro (—1, 4) y pasa por el punto (3, 2). 


. Determine el centro y radio de la circunferencia con ecuación x? + y? — 6x + 10y + 9 = 0. 


. Sean AC7, 4) y B(5, -12) puntos en el plano. 


(a) Halle la pendiente de la recta que contiene a A y B. 

(b) Encuentre una ecuación de la recta que pasa por A y B. ¿Cuáles son las intersecciones? 
(c) Halle el punto medio del segmento AB. 

(d) Halle la longitud del segmento AB. 

(e) Encuentre una ecuación de la bisectriz perpendicular a AB. 

(Ê) Encuentre una ecuación de la circunferencia para el que AB es un diámetro. 


. Trace la región en el plano xy definida por la ecuación o desigualdades. 


(a) =I<y=<3 (b) |x] <4 y ly] <2 


(C) y<1- 4x (d) y>x? -1 


(e) x? +y? <4 (£) 9x? + 16y? = 144 


RESPUESTAS DE LA PRUEBA DE DIAGNÓSTICO B: GEOMETRÍA ANALÍTICA 


= 


w 


Si tuvo dificultad con estos problemas, consulte el repaso de geometría 


analítica en los apéndices B y C. 


.(a) y=-3x+1 (b) y= -5 5. 
©x=2 (d) y =3x=6 (a) y O) o4 O o4 
3 
. (x + 1 + (y — 4) = 52 EER Da ¡[A 1 72 
n 0 l i WS 
. Centro (3, —5), radio 5 > al 7 las o 
=l A 
. (a) -4 -2 
(b) 4x + 3y + 16 = 0; intersección en x = —4, intersección en y = — 6 
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Pruebas de diagnóstico xXxix 


C Prueba de diagnóstico: funciones 


YA 1. La gráfica de una función f se da a la izquierda. 
(a) Enuncie el valor de f(-1). 

(b) Estime el valor de £(2). 

1 (c) ¿Para cuáles valores de x es f(x) = 2? 

sl (d) Estime los valores de x tales que f(x) = 0. 
i (e) Enuncie el dominio y rango de f. 


2. Si f(x) = xX, evalúe el cociente de diferencia 


f +h) - f2) 
h 


y simplifique su respuesta. 


w 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 1 . Determine el dominio de cada función. 


E a Vx 
E A 1 


(a) fx) = (0) ha) = y4- x + yx?- 1 


4. ¿Cómo se obtienen las gráficas de las siguientes funciones a partir de la gráfica de f? 
@ y= -fa (b) y = 2f(x) -1 (c) y=f-3)+2 


5. Sin usar una calculadora, haga un diagrama preliminar de la gráfica. 


a y= (b) y = (x + 1) (0) y =(x 2) +3 
(d) y=4- x? (e) y = yx (1 y= 2yx 
(8) y = -2* (bh) y=1+x 


6. Sea . |= x? six=0 
NS r 
2x+1 six>0 


(a) Evalúe f2) y £(1). (b) Trace la gráfica de f. 
7. Si f(x) =x?+2x=1 y g(x) = 2x — 3, determine cada una de las funciones siguientes. 


(a) fog (bd) gof (c) gegog 


RESPUESTAS DE LA PRUEBA DE DIAGNÓSTICO C: FUNCIONES 


1. (a) —2 (b) 2.8 5. (a) 
(o) =3,1 (d) -2.5, 0.3 
(e) [=3, 31, [-2, 3] 


(c) y 


(2,3) 


2. 12 + 6h + h? 


3. (a) (o, -2) U (-2, 1) U (1, %) 
(b) (=o, 00) (dD ya (e) 
(e) (2, =1J 11,4] 


yA 
4. (a) Refleje a través del eje x > ' , > 


(b) Prolongue verticalmente por un factor de 2 y luego 
desplace 1 unidad hacia abajo 
(c) Desplace 3 unidades a la derecha y 2 unidades hacia arriba 


O y 


(g) YA (h) YA 


J 


XXX Pruebas de diagnóstico 


6. (a) —3,3 (b) 5 7. (a) (fo g(x) = 4x? — 8x +2 
b) (ge f)(x) = 2x1? + 4x -5 
(c) (gogo gx) = 8x — 21 


D Prueba de diagnóstico: trigonometría 


1. Convierta de grados a radianes. 
(a) 300° (b) -18° 


2. Convierta de radianes a grados. 


(a) 57/6 (b) 2 


3. Determine la longitud de un arco de un círculo con radio 12 cm si el arco subtiende un 
ángulo central de 30°. 


4. Determine los valores exactos. 


(a) tan(7r/3) (b) sen(77/6) (c) sec(57r/3) 


5. Exprese las longitudes de a y b en la figura en términos de 6. 


24 
a 6. Si sen x = ly sec y = 5 donde x y y se sitúan entre O y 7/2, evalúe sen(x + y). 
d] 7. Compruebe las identidades. 
b 2 tan x 
(a) tan sen + cos = sec b) 7 = sen 2x 
FIGURA PARA EL PROBLEMA 5 1 + taníx 


8. Determine todos los valores de x tales que sen 2x = sen x y 0 S x S 27. 


9. Trace la gráfica de la función y = 1 + sen 2x sin usar una calculadora. 


RESPUESTAS DE LA PRUEBA DE DIAGNÓSTICO D: TRIGONOMETRÍA 


1. (a) 57/3 (b) =7/10 

2. (a) 150° (b) 3607/71 = 114.6° 
3.27 cm 

4. (a) V3 (>) -3 (c) 2 
5. (a) 24 sen0 (b) 24 cos 0 


Si tuvo dificultad con estos problemas, examine el apéndice D de este libro. 


Un adelanto del cálculo 


Cuando termine este curso, será capaz de calcular la longitud 
de la curva utilizada para diseñar el Gateway Arch en St. Louis, 
determinar dónde un piloto debe iniciar el descenso para un 
aterrizaje suave, calcular la fuerza sobre un bate de béisbol 
cuando golpea la pelota y medir la cantidad de luz captada por 
el ojo humano conforme cambia el tamaño de la pupila. 


K 
14 
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EL CÁLCULO ES FUNDAMENTALMENTE DIFERENTE DE las matemáticas que ha estudiado ante- 
riormente: el cálculo es menos estático y más dinámico. Se ocupa de los cambios y del movi- 
miento; estudia cantidades que se aproximan a otras cantidades. Por eso puede ser útil tener una 
visión general del tema antes de comenzar su estudio intensivo. Aquí se da un vistazo de algunas de 
las ideas principales del cálculo, se muestran cómo surge el concepto de límite cuando se intentan 
resolver diferentes problemas. 


2 UN ADELANTO DEL CÁLCULO 


E El problema del área 


Los orígenes del cálculo se remontan a unos 2500 años a los antiguos griegos, quienes 
calcularon áreas usando el “método de agotamiento”. Los griegos sabían cómo encontrar 
el área de cualquier polígono al dividirlo en triángulos como se ve en la figura 1 y sumar 
las áreas de estos triángulos. 

A=A, +A, +A, +AL+As Un problema mucho más difícil es encontrar el área encerrada por una figura curvada. 
El método griego de agotamiento consistía en inscribir y circunscribir polígonos en la 
figura y luego aumentar el número de lados de los polígonos. La figura 2 ilustra este 
proceso para el caso especial de un círculo con polígonos regulares inscritos. 


FIGURA 2 G) © E) O 


Sea A, el área del polígono inscrito con n lados. A medida que aumenta n, el área se 
parece cada vez más y más al área del círculo. Se dice que el área del círculo es el límite 
de las áreas de los polígonos inscritos, y se escribe 


FIGURA 1 


En Preview Visual, puede ver 

cómo las áreas de los polígonos A = lím A, 
y . A ` a n—> œ 
inscritos y circunscritos se aproximan 


al área del círculo. : e ; : 
Los griegos no utilizaron de manera explícita el concepto de límite. Sin embargo, por 


razonamiento indirecto, Eudoxo (siglo v a. C.) utilizó la técnica de agotamiento para 
demostrar la conocida fórmula para el área de un círculo: A = mr’. 

En el capítulo 5 se utilizará una idea similar para encontrar las áreas de regiones del 
tipo que se muestra en la figura 3. Se aproximará al área deseada por medio de áreas de 
rectángulos (como en la figura 4), disminuyendo el ancho de los rectángulos y luego 
calculando el área A como el límite de estas sumas de áreas de rectángulos. 


(1, 1) (1,1) (1,1) 


p 
N|= 
Alw 


FIGURA 3 FIGURA 4 


El problema del área es el problema central en la rama del cálculo llamado cálculo 
integral. Las técnicas que se desarrollarán en el capítulo 5 para encontrar áreas también 
permitirán calcular el volumen de un sólido, la longitud de una curva, la fuerza de las aguas 
contra una presa, la masa y el centro de gravedad de una varilla y el trabajo realizado al 
bombear agua hacia afuera de un tanque. 


E El problema de la tangente 


Considere el problema de encontrar la ecuación de la recta tangente t a una curva con 
ecuación y = f(x) en un punto dado P. (En el capítulo 2 se dará una definición precisa de 
una recta tangente. Por ahora la puede considerar como una recta que toca la curva en P 


0 X 


FIGURA 5 
La recta tangente en P 


FIGURA 6 
La recta secante PO 


yA 


=Y 


FIGURA 7 
Recta secante aproximándose a la recta 
tangente 


UN ADELANTO DEL CÁLCULO 3 


como en la figura 5.) Como se sabe que el punto P se encuentra en la recta tangente, 
se puede encontrar la ecuación de £ si se sabe su pendiente m. El problema es que se 
necesitan dos puntos para calcular la pendiente y se tiene solo un punto P de t. Como 
una solución alternativa al problema se encuentra en primer lugar una aproximación 
a m tomando un punto cercano Q de la curva y se calcula la pendiente m,,, de la recta 
secante PO. De la figura 6 se ve que 


_ fœ) -fa 
(1) Mpo = Tea 


Ahora imagine que Q se mueve a lo largo de la curva hacia P como en la figura 7. 
Puede verse que la recta secante gira y se acerca a la recta tangente como su posición 
límite. Esto significa que la pendiente de la recta secante se acerca más y más a la pen- 
diente m,,, de la recta tangente. Escriba 


m= lím mro 
Q>P 
y diga que m es el límite de m,, cuando Q se aproxima a P a lo largo de la curva. Puesto 


que x se aproxima a a cuando Q se aproxima a P, también se puede utilizar la ecuación 1 
para escribir 


(2) m= lím f= He) 


x>a xa 


En el capítulo 2 se verán ejemplos específicos de este procedimiento. 

El problema de la tangente ha dado lugar a la rama del cálculo llamada cálculo dife- 
rencial, inventada más de 2000 años después que el cálculo integral. Las principales 
ideas detrás del cálculo diferencial se deben al matemático francés Pierre de Fermat 
(1601-1665) y fueron desarrolladas por los matemáticos ingleses John Wallis (1616-1703), 
Isaac Barrow (1630-1677) e Isaac Newton (1642-1727); y el matemático alemán Gottfried 
Leibniz (1646-1716). 

Las dos ramas de cálculo y sus principales problemas, el problema del área y el pro- 
blema de la tangente, parecen ser muy diferentes, pero resulta que hay una conexión muy 
estrecha entre ellas. El problema de la tangente y el área son problemas inversos en un 
sentido que se describe en el capítulo 5. 


E Velocidad 


Cuando se ve el velocímetro de un automóvil y se lee que se está desplazando a 48 km/h, 
¿qué información se obtiene? Si la velocidad se mantiene constante, después de una hora 
se habrá desplazado 48 km. Pero, si la velocidad del auto varía, ¿qué significa decir que 
la velocidad en un instante dado es 48 km/h? 

Para analizar esta situación, examine el caso de un automóvil que viaja a lo largo 
de una carretera recta en el que se supone que es posible medir la distancia recorrida 
por el vehículo (en metros) a intervalos de un segundo como se registra en la tabla 
siguiente: 


t = tiempo transcurrido (s) 0 1 2 3 4 5 


d = distancia (m) 0 2 9 24 42 71 


4 UN ADELANTO DEL CÁLCULO 


Un primer paso para determinar la velocidad una vez que han transcurrido 2 segundos, 
es encontrar la velocidad promedio durante el intervalo 2 <S t S 4: 


cambio en la posición 


velocidad promedio = — - 
tiempo transcurrido 


42-9 
4-2 
= 16.5 m/s 


Del mismo modo, la velocidad promedio en el intervalo 2 < t = 3 es 


24 - 9 


3-2. 15 m/s 


velocidad promedio = 


Se tiene la sensación de que la velocidad en el instante t = 2 no puede ser muy diferente 
de la velocidad promedio durante un corto intervalo de tiempo desde t = 2. Así que 
imagine que se ha medido la distancia recorrida en intervalos de tiempo de 0.1 segundo 
como se ve en la tabla siguiente: 


t 2.0 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 


d 9.00 10.02 11.16 12.45 13.96 15.80 


Entonces se puede calcular, por ejemplo, la velocidad promedio en el intervalo de 
tiempo [2, 2.5]: 


15.80 — 9.00 
23 =2 


Los resultados de estos cálculos se muestran en la tabla siguiente: 


velocidad promedio = = 13.6 m/s 


Intervalo de tiempo [2,3] | [2, 2.5] | [2, 2.4] | [2, 2.3] | [2, 2.2] | [2, 2.1] 


Velocidad promedio (m/s) 15.0 13.6 12.4 11.5 10.8 10.2 


Las velocidades promedio durante intervalos sucesivamente más pequeños parecen 
estar aproximándose cada vez más a un número cercano a 10 y, por tanto, se esperaría 
que la velocidad exactamente en t = 2 fuera de 10 m/s. En el capítulo 2 se definirá la 
velocidad instantánea de un objeto en movimiento, como el valor límite de las velocida- 

dA des promedio durante intervalos de tiempo cada vez más pequeños. 

En la figura 8 se muestra una representación gráfica del movimiento del automóvil al 
trazar la distancia recorrida como función del tiempo. Si se escribe d = f(t), entonces f(t) 
es el número de metros recorridos después de £ segundos. La velocidad promedio en el 
intervalo de tiempo [2, t] es 


cambio en la posición — f(t) — f(2) 


velocidad promedio = — - 
tiempo transcurrido t=2 


que es lo mismo que la pendiente de la recta secante PQ en la figura 8. La velocidad v 
cuando f£ = 2 es el valor límite de esta velocidad promedio cuando 1 se aproxima a 2; es 


decir, 
OO) 
v= lím 
122 £=2 
FIGURA 8 y de la ecuación 2 se reconoce que esta es igual a la pendiente de la recta tangente a la 


curva en P. 


FIGURA 9 


a; 


poi 
N 
TES 


FIGURA 10 


n+ o 


te 
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Así, cuando se resuelve el problema de la tangente en el cálculo diferencial, tam- 
bién se da solución a problemas relativos a velocidades. Las mismas técnicas permi- 
ten resolver problemas relacionados con tasas de cambio en las ciencias naturales y 
sociales. 


E El límite de una sucesión 


En el siglo v a. C., el filósofo griego Zenón de Elea planteó cuatro problemas, ahora 
conocidos como Paradojas de Zenón, que estaban diseñados para cuestionar algunas de 
las ideas sobre el espacio y el tiempo que se sostenían en esos días. La segunda paradoja 
de Zenón se refiere a una carrera entre Aquiles, el héroe griego, y una tortuga a la que se 
ha dado cierta ventaja al inicio. Zenón argumentaba que Aquiles nunca podría rebasar 
a la tortuga. Suponga que Aquiles empieza en la posición a, y la tortuga comienza en 
posición 1, (véase la figura 9). Cuando Aquiles alcanza el punto a, = t,, la tortuga está 
más adelante en la posición £,. Cuando Aquiles llega a a, = t, la tortuga está en £,. Este 
proceso continúa indefinidamente y así parece que ¡la tortuga siempre estará por delante! 
Pero esto desafía el sentido común. 


a; az a; Aa As 


Aquiles 


Tortuga > -- . . 


Una manera de explicar esta paradoja es con el concepto de sucesión. Las posiciones 
sucesivas de Aquiles (a,, a,, a,,....) o las posiciones sucesivas de la tortuga (t, t, £,,....) 
forman lo que se conoce como una sucesión. 

En general, una sucesión {a} es un conjunto de números escritos en un orden defi- 
nido. Por ejemplo, la sucesión 


Puede visualizar esta sucesión ubicando sus términos en una recta numérica como 
en la figura 10(a) o dibujando su gráfica como en la figura 10(b). En cualesquiera de las 
dos representaciones se observa que los términos de la sucesión a” = 1/n se aproximan 
cada vez más y más a O conforme n aumenta. De hecho, se pueden encontrar términos 
tan pequeños como se quiera haciendo n suficientemente grande. En estas condiciones, 
se dice que el límite de la sucesión es 0, y se indica escribiendo 


1 
lím — = 0 
n>» n 
En general, la notación 
lím a, = L 


n— æ 


se utiliza si los términos a, se aproximan al número Ł cuando n es suficientemente 
grande. Esto significa que los números a, pueden acercarse al número £ tanto como se 
quiera si se toma una n suficientemente grande. 


6 UN ADELANTO DEL CÁLCULO 


El concepto de límite de una sucesión aparece cada vez que se utiliza la representa- 
ción decimal de un número real. Por ejemplo, si 


ay =3.1 

a: = 3.14 

a3 = 3.141 

a, = 3.1415 
as = 3.14159 
as = 3.141592 


a = 3.1415926 


entonces lím a, =T 


n— æ 


Los términos de esta sucesión son aproximaciones racionales de 7. 

Regrese a la paradoja de Zenón. Las posiciones sucesivas de Aquiles y la tortuga 
forman sucesiones (a,) y {t,}, donde a, < t, para toda n. Puede demostrarse que ambas 
sucesiones tienen el mismo límite: 


lím a, =p = lím h 
n> 2 n>0 


Es precisamente en este punto p que Aquiles alcanza a la tortuga. 


E La suma de una serie 


Otra de las paradojas de Zenón, según Aristóteles, es la siguiente: “un hombre parado 
en una sala no puede caminar hasta la pared. Para ello, primero tendría que recorrer la 
mitad de la distancia, después recorrer la mitad de la distancia restante y, luego, recorrer 
la mitad de lo que falta. Este proceso puede mantenerse siempre y nunca puede termi- 
narse” (véase la figura 11). 


N|= 
| 
o0 
DR 


FIGURA 11 


Por supuesto, se sabe que el hombre realmente puede llegar a la pared, lo que sugiere 
que tal vez la distancia total puede expresarse como la suma de una infinidad de distan- 
cias cada vez más pequeñas como sigue: 


1 1 1 1 
[B] l=> ESTIRAR Eat. 


UN AVANCE DE CÁLCULO 7 


Zenón argumentaba que no tiene sentido sumar una infinidad de números. Pero hay otras 
situaciones en que se utilizan implícitamente sumas infinitas. Por ejemplo, en notación 
decimal, el símbolo 0.3 = 0.3333 ... significa 


3 3 3 3 
+ + + ho. 
10 100 1000 10000 


y así, en cierto sentido, debe ser cierto que 


3 3 3 3 
+ + + ho... 
10 100 1000 10000 3 


Más generalmente, si d, denota el enésimo dígito en la representación decimal de un 
número, entonces 


dı dz d dn 
.didadida...= — + + ++ 
Odisea 10 10 103 10" 


Por tanto, algunas sumas infinitas o series infinitas, como se les llama, tienen un signifi- 
cado. Pero se debe definir con cuidado lo que es la suma de una serie infinita. 

Regresando a la serie en la ecuación 3, se denota por s, la suma de los n primeros 
términos de la serie. Por tanto, 


s=3=0,5 
sa =3+1=0.75 
ss =} +} +4 = 0.875 


s=3+4+5 + ķ = 0.9375 


ss=}4+}+i+ b +$ = 0.96875 
s=} +} +4 +h +a +a = 0.984375 
s=}+1+4+ k +a +t t r = 09921875 
so =4 +4 +... + i ~ 0.99902344 

E A. b 


Observe que como le se añadieron cada vez más términos, las sumas parciales parecen 
estar más cercanas a 1. De hecho, puede demostrarse que si n es suficientemente grande 
(es decir, si se suman suficientes términos de la serie), se puede aproximar la suma par- 
cial tanto como se quiera al número 1. Por tanto, parece razonable decir que la suma de 
la serie infinita es 1 y escribir 


Eh. + 


L 
8 Ja 


1,1 
24 
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Rayos del Sol 


Rayos del Sol 


“y 
SS 
sx 


Observador ~ 


FIGURA 12 


En otras palabras, la razón de que la suma de la serie sea 1 es que 


lim s, = 1 
n>0 
En el capítulo 11 se analizarán con más detalle estas ideas y se utilizará la propuesta 
de Newton de combinar las series infinitas con el cálculo diferencial e integral. 


Ml Resumen 


Se vio que el concepto de límite surge al intentar encontrar el área de una región, la 
pendiente de la recta tangente a una curva, la velocidad de un auto o la suma de una serie 
infinita. En cada caso el problema común es el cálculo de una cantidad como el límite 
de otras cantidades fáciles de calcular. Esta idea básica de límite separa al cálculo de 
otras áreas de las matemáticas. De hecho, podría definirse el cálculo como la parte de las 
matemáticas que estudia límites. 

Después de que Sir Isaac Newton inventó su versión del cálculo, lo usó para explicar 
el movimiento de los planetas alrededor del Sol. Hoy el cálculo se utiliza para determi- 
nar las órbitas de los satélites y naves espaciales, en la predicción de tamaños de pobla- 
ción, en la estimación de la rapidez con la que los precios del petróleo suben o bajan, en 
el pronóstico del clima, en medir el gasto cardiaco, en el cálculo de las primas de seguros 
de vida y en una gran variedad de otras áreas. En este libro se explorarán algunos de estos 
usos del cálculo. 

Con el fin de dar una idea del poder del cálculo, se termina este panorama preli- 
minar con una lista de algunas de las preguntas que usted podrá responder al usar el 
cálculo: 


1. ¿Cómo podría explicar el hecho, ilustrado en la figura 12, de que el ángulo de 
elevación desde un observador hasta el punto más alto en un arcoíris es 42°? 
(Véase la página 285). 


2. ¿Cómo podría explicar las formas de las latas en los estantes del supermercado? 
(Véase la página 343). 


3. ¿Dónde está el mejor lugar para sentarse en una sala de cine? (Véase la página 465). 
4. ¿Cómo diseñaría una montaña rusa para un viaje suave? (Véase la página 182). 


5. ¿A qué distancia de la pista de un aeropuerto debe un piloto iniciar el descenso? 
(Véase la página 208). 


6. ¿Cómo podría ajustar distintas curvas para que al unirlas sirvan para diseñar 
letras que puedan ser impresas en una impresora láser? (Véase la página 657). 


7. ¿Cómo estimaría el número de trabajadores que fueron necesarios para construir 
la gran pirámide de Keops en Egipto? (Véase la página 460). 


8. ¿Dónde debe colocarse un parador en corto para atrapar una pelota de béisbol 
lanzada por un jardinero y arrojarla al plato (home)? (Véase la página 465). 


9. Una bola lanzada verticalmente hacia arriba, ¿tarda más tiempo en llegar a su 
altura máxima o en volver a su posición original de lanzamiento? (Véase la 
página 609). 


10. ¿Cómo podría explicar el hecho de que planetas y satélites se mueven en órbitas 
elípticas? (Véase la página 876). 


11. ¿Cómo distribuiría el caudal entre las turbinas en una central hidroeléctrica para 
maximizar la producción total de energía? (Véase la página 980). 


12. Si una canica, una pelota de squash, una barra de acero y un tubo de plomo bajan 
una pendiente, ¿cuál de ellos llega primero al fondo? (Véase la página 1052). 


A menudo una gráfica es la 
mejor manera de representar 
una función porque transmite 
mucha información en un 
vistazo. Se muestra la gráfica 
de la aceleración vertical del 
suelo, creada por el terremoto 
de 2011 cerca de Tohoku en 
Japón. El terremoto tuvo una 
magnitud de 9.0 en la escala 
de Ritcher y fue tan fuerte que 
movió el norte de Japón 2.4 
metros más cerca de América 
del Norte. 


Funciones y modelos 


O Pictura Collectus/Alamy 


tiempo 


| | | | 
0 50 100 150 200 


© Seismological Society of America 


LOS OBJETOS FUNDAMENTALES CON LOS que trata el cálculo son las funciones. Este capí- 
tulo prepara el camino para el cálculo discutiendo las ideas básicas sobre las gráficas de funcio- 
nes y la manera de transformarlas y combinarlas. Se destaca que una función puede representarse 
de diferentes maneras: mediante una ecuación, una tabla, una gráfica o con palabras. Se verán 
los principales tipos de funciones que se presentan en el cálculo y se describirán cómo se utilizan 
estas funciones para modelar matemáticamente fenómenos del mundo real. 
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CAPÍTULO 1 Funciones y modelos 


1.1 Cuatro maneras de representar una función 


Población 
Año (millones) 
1900 1650 
1910 1750 
1920 1860 
1930 2070 
1940 2300 
1950 2560 
1960 3040 
1970 3710 
1980 4450 
1990 5280 
2000 6080 
2010 6870 

FIGURA 1 


Aceleración vertical de suelo durante 


el terremoto de Northridge 


Las funciones surgen siempre que una cantidad depende de otra. Considere las cuatro 
situaciones siguientes: 


A. El área A de un círculo depende de su radio r. La regla que relaciona A con r está 
dada por la ecuación A = 7rr?. Con cada número positivo r hay asociado un valor de 
A, por lo que se dice que A es una función de r. 


B. La población humana del mundo P depende del tiempo t. La tabla muestra las 
estimaciones de la población mundial P(t) en el tiempo t, para algunos años. Por 
ejemplo, 


P(1950) = 2 560 000 000 


Pero para cada valor del tiempo £ hay un valor correspondiente de P, por lo que se 
dice que P es una función de t. 


C. El costo C de envío de un paquete por correo depende de su peso w. Aunque no hay 
alguna fórmula simple que relacione a w con C, la oficina de correos tiene una regla 
para determinar C cuando se conoce w. 


D. La aceleración vertical a del suelo, medida por un sismógrafo durante un terremoto, 
es una función del tiempo transcurrido t. La figura 1 muestra una gráfica generada 
por la actividad sísmica durante el terremoto de Northridge que sacudió Los Ángeles 
en 1994. Para un determinado valor de t, la gráfica proporciona un valor correspon- 


diente de a. 
aa (em/s?) 
100 + 
507 
t (segundos) 
—50 a 
© Calif. Dept. of Mines and Geology 


Cada uno de estos ejemplos describe una regla de acuerdo con la cual, a un número 
dado (r, t, w o t), se le asigna otro número (A, P, C o a). En cada caso se dice que el 
segundo número es una función del primero. 


Una función f es una regla que asigna a cada elemento x de un conjunto D 
exactamente un elemento, llamado f(x), de un conjunto E. 


Usualmente se consideran funciones para las cuales los conjuntos D y E son con- 
juntos de números reales. Al conjunto D se le denomina dominio de la función. El 
número f(x) es el valor de f en x y se lee “f de x”. El rango de fes el conjunto de todos 
los valores posibles de f(x) conforme x varía a través de todo el dominio. Un símbolo 
que representa un número arbitrario en el dominio de una función f se llama variable 
independiente. Un símbolo que representa un número en el rango de f se conoce 
como variable dependiente. En el ejemplo A, r es la variable independiente, y A es la 
variable dependiente. 


pa > y | fx) 
(entrada) (salida) 


FIGURA 2 
Diagrama de una función f como una 
máquina 


FIGURA 3 
Diagrama de flechas para f 


< 
> 


FIGURA 6 


La notación por intervalos está dada en 
el apéndice A. 
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Es útil pensar en una función como una máquina (véase la figura 2). Si x está en el 
dominio de la función f, cuando x entra en la máquina, esta la acepta como una entrada 
apropiada y produce una salida f(x) de acuerdo con la regla de la función. Así, puede 
pensar el dominio como el conjunto de todas las posibles entradas, y en el rango como el 
conjunto de todas las posibles salidas. 

Las funciones preprogramadas en una calculadora son ejemplos de una función como 
una máquina. Por ejemplo, la tecla raíz cuadrada en la calculadora calcula esa función. 
Oprima la tecla etiquetada y/ (o y/x) e introduzca la entrada x; si x < 0, entonces x no 
está en el dominio de esta función; es decir, x no es una entrada aceptable, y la calcu- 
ladora indicará un error. Si x > 0, entonces se presentará una aproximación a yx en la 
pantalla. Así, la tecla /x en la calculadora no es exactamente lo mismo que la función 
matemática f definida por f (x) = yx. 

Otra forma de imaginar una función es con un diagrama de flechas como en la figura 3. 
Cada flecha conecta un elemento de D con un elemento de E. La flecha indica que f(x) 
está asociada con x, fía) está asociada con a, y así sucesivamente. 

El método más común para visualizar una función es su gráfica. Si fes una función 
con dominio D, entonces su gráfica es el conjunto de pares ordenados 


(f) | x E Dj 


(Observe que estos son pares de entrada-salida). En otras palabras, la gráfica de f consta 
de todos los puntos (x, y) en el plano coordenado tales que y = fx) y x está en el domi- 
nio de f. 

La gráfica de una función f presenta una imagen útil del comportamiento o “historia 
de vida” de una función. Dado que la coordenada y de cualquier punto (x, y) en la gráfica 
es y = f(x), se puede leer el valor de f(x) de la gráfica como la altura de la gráfica arriba 
del punto x (véase la figura 4). La gráfica de f permite también tener una imagen 
visual del dominio de f en el eje x y su rango en el eje y como en la figura 5. 


rango 


=y 


dominio 


FIGURA 4 FIGURA 5 


EJEMPLO 1 La gráfica de una función f se muestra en la figura 6. 
(a) Encuentre los valores de (1) y f5). 
(b) ¿Cuál es el dominio y el rango de f? 


SOLUCIÓN 
(a) De la figura 6 se ve que el punto (1, 3) está en la gráfica de f, por lo que el valor de f 
en 1 es (1) = 3. (En otras palabras, el punto en la gráfica que se encuentra arriba de 
x = 1 está 3 unidades arriba del eje x.) 

Cuando x = 5, la gráfica se encuentra aproximadamente a 0.7 unidades por debajo del 
eje x, así que se estima que f(5) ~ —0.7. 
(b) Vea que f (x) está definida cuando O < x < 7, por lo que el dominio de f es el inter- 
valo cerrado [0, 7]. Observe que f toma todos los valores de —2 a 4, por lo que el rango 
de f es 


{y| -2 < y < 4) = [-2,4] | 
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y=2x-1 


FIGURA 7 


FIGURA 8 


La expresión 


fla + h) — fla) 
h 


en el ejemplo 3 se llama cociente de 
diferencias y se presenta en cálculo 
con frecuencia. Como se verá en 

el capítulo 2, representa la razón 

de cambio de f(x) entre x = a y 
x=aw+h. 


EJEMPLO 2 Trace la gráfica y encuentre el dominio y rango de cada una de las funcio- 
nes siguientes: 
(a) f(x) = 2x1 b) ga) = 


SOLUCIÓN 

(a) La ecuación de la gráfica es y = 2x — 1, y representa la ecuación de una recta 
con pendiente 2 e intersección con el eje y en —1. (Recuerde que la forma pen- 
diente-intersección de la ecuación de la recta es y = mx + b. Véase el apéndice B). 
Esto permite dibujar una parte de la gráfica de fen la figura 7. La expresión 2x — 1 

está definida para todos los números reales, por lo que el dominio de f es el conjunto 
de todos los números reales, que se denota por R. La gráfica muestra que el rango 
también es R. 

(b) Dado que g(2) = 2? = 4 y g(—1) = (— 1) = 1, se pueden colocar los puntos (2, 4) 
y (— 1, 1) junto con algunos otros puntos de la gráfica, y después unirlos para obtener 
la gráfica (figura 8). La ecuación de la gráfica es y = 1? y representa una parábola 
(véase el apéndice C). El dominio de g es R. El rango de g consiste de todos los 
valores de g(x), esto es, todos los números de la forma x?. Pero x° = 0 para todos los 
números x, y cualquier número positivo y es un cuadrado. Por lo que el rango de g es 
{y | y = 0} = [0, o). Esto se puede ver en la figura 8. E 


fla + W -fA 


EJEMPLO 3 Si f(x) = 2x? — 5x + 1 y h A 0, evalúe n 


SOLUCIÓN Primero evalúe f(a + h) reemplazando x por a + h en la expresión para f(x): 
fla + h) = 2(a +h? — Sía +h) + 1 
= 2(a? + 2ah + h’) — Sía + h) + 1 
= 2a? + 4ah + 2h? — 5a — 5h + 1 
Después se sustituye en la expresión dada y se simplifica: 


fla+h)-— fla) _ (2a? +4ah +2 - 5a — 5h + 1) - La? — 5a + 1) 


h h 
La + 4ah + 2h? — 5a — 5h + 1 — 2a? + 5a — 1 
h 
4ah + 2h? — 5h 
== ~ = 4a + 2h 5 
h a 


E Representaciones de funciones 


Hay cuatro posibles maneras de representar una función: 


e verbalmente (con una descripción en palabras) 
+ numéricamente (con una tabla de valores) 

e visualmente (con una gráfica) 

e algebraicamente (con una fórmula explícita) 


Si una función puede representarse de las cuatro maneras, con frecuencia es muy 
útil pasar de una representación a otra a fin de disponer de información adicional de 
la función. (En el ejemplo 2, se empezó con formas algebraicas y luego se obtuvieron 
gráficas.) Pero ciertas funciones se describen más naturalmente por una forma que por 
otra. Con esto en mente, se reexaminarán las cuatro situaciones que se consideraron al 
inicio de esta sección. 
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A. Larepresentación quizá más útil del área de un círculo como una función de su radio 


es la fórmula algebraica A(r) = 7rr?, aunque es posible compilar una tabla de valores 
para trazar una gráfica (la mitad de una parábola). Debido a que un círculo tiene un 
radio positivo, el dominio es {r | r > 0) = (0, %) y el rango (0, %). 


B. Se da una descripción de la función en palabras: P(t) es la población humana del 
a Población mundo en el tiempo t. Ahora medirá t, así que t = 0 corresponde al año 1900. La 
desde 1900) llene) tabla de valores de la población mundial proporciona una representación adecuada 
de esta función. Si se grafican estos valores, se obtiene la gráfica (llamada gráfica de 
0 1650 dispersión) en la figura 9. También es una representación útil porque la gráfica per- 
10 1750 mite disponer de todos los datos a la vez. ¿Qué pasa con una fórmula? Por supuesto, 
20 1860 es imposible concebir una fórmula explícita que proporcione la población humana 
30 2070 exacta P(t) en cualquier tiempo t. Pero es posible encontrar una expresión para una 
40 2300 función que se aproxime a P(t). De hecho, utilizando los métodos que se explican en 
50 2560 la sección 1.2, se obtiene la aproximación 
60 3040 
70 3710 P(t) = f(t) = (1.43653 X 10?) : (1.01395)' 
80 a La figura 10 muestra que es un “ajuste” razonablemente bueno. La función f se llama 
X 3200 modelo matemático para el crecimiento de la población. En otras palabras, es una fun- 
100 6080 ción con una fórmula explícita que aproxima el comportamiento de la función dada. 
ela 6810 Sin embargo, se verá que las ideas del cálculo también pueden aplicarse a una tabla de 
valores; una fórmula explícita no es necesaria. 
PA PA 
5X10°+ 5x10 + 5 
H H H H H H > + + H i H ! > 
0 20 40 60 80 100 120 t 0 20 40 60 80 100 120 t 
Años desde 1900 Años desde 1900 
FIGURA 9 FIGURA 10 


Una función definida por una tabla 
de valores se llama función tabular. 


w (gramos) C(w) (dólares) 
0<w=20 2.90 

20 < w < 30 5.50 

30 < w < 40 7.00 

40 < w < 50 8.50 


La función P es típica de aquellas que surgen cuando se intenta aplicar el cálculo 
en el mundo real. Comienza con una descripción verbal de una función. Quizá sea 
capaz de elaborar una tabla de valores de la función, tal vez de lecturas del ins- 
trumento en un experimento científico. A pesar de que no tenga un conocimiento 
completo de los valores de la función, se verá durante el desarrollo de este libro que 
todavía es posible realizar las operaciones del cálculo con dicha función. 


Nuevamente la función se describe con palabras: sea C(w) el costo de envío por 
correo de un paquete con peso w. La regla que el Servicio Postal de Hong Kong 
utiliza desde 2015 para el correo a Taiwán es la siguiente: el costo es $2.90 para 
20 g o menos, $5.50 por 30 g o menos, y $1.50 por cada 10 g más o parte de 
estos. La tabla de valores que se muestra al margen es la representación más 
conveniente para esta función, aunque es posible trazar una gráfica (véase el 
ejemplo 10). 

La gráfica que se muestra en la figura 1 es la representación más natural de la 
función aceleración vertical a(t). Es cierto que podría construirse una tabla de 
valores, y que incluso es posible idear una fórmula aproximada. Pero todo lo que 
necesita saber un geólogo, las amplitudes y los patrones, puede verse fácilmente en la 
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FIGURA 11 


h 


2w 
FIGURA 12 


El] Para establecer funciones aplicadas 
como en el ejemplo 5, puede ser útil 
revisar los principios de la resolución 
de problemas como se explica en la 
página 71, particularmente el Paso 1: 
Comprenda el problema. 


~y 


gráfica. (Lo mismo es cierto para los patrones que se observan en los electrocar- 
diogramas de pacientes que sufren del corazón y en polígrafos para la detección 
de mentiras). 


En el ejemplo siguiente, se traza la gráfica de una función definida verbalmente. 


EJEMPLO 4 Al abrir un grifo de agua caliente, la temperatura T del agua depende de 
cuánto tiempo ha estado saliendo el agua. Dibuje una gráfica de T como una función 
del tiempo £ que ha transcurrido desde que fue abierto el grifo. 


SOLUCIÓN La temperatura inicial del agua corriente es cercana a la temperatura 
ambiente porque el agua ha permanecido en las tuberías. Cuando empieza a salir el 
agua desde el tanque de agua caliente, T aumenta rápidamente. En la siguiente fase, T 
es constante a la temperatura del agua caliente en el tanque. Cuando el tanque se drena, 
T disminuye hasta la temperatura de la fuente de agua. Esto permite hacer la gráfica de T 
en función de / en la figura 11. E 


El ejemplo siguiente inicia con una descripción verbal de una función en una situa- 
ción física, y hay que obtener una fórmula algebraica explícita. La capacidad para hacer 
esto es una habilidad útil para resolver problemas de cálculo en los que se piden los 
valores máximo o mínimo de cantidades. 


EJEMPLO 5 Un contenedor rectangular sin tapa tiene un volumen de 10 m’. La lon- 
gitud de su base es dos veces su ancho. El material para la base cuesta $10 por metro 
cuadrado, y el material para los lados cuesta $6 por metro cuadrado. Exprese el costo 
de los materiales como una función del ancho de la base. 


SOLUCIÓN Dibuje un diagrama como el de la figura 12 e introduzca la notación w y 2w 
para el ancho y la longitud de la base, respectivamente, y h para la altura. 

El área de la base es (2w)w = 2w”, por lo que el costo en dólares de los materiales 
para la base es 10(2w°). Dos de los lados tienen área wh, y los otros dos tienen área 2wh, 
por lo que el costo de los materiales para los lados es 6[2(wh) + 2(2wh)]. El costo total 
es, por tanto, 


C = 10(2w?) + 6[2(wh) + 2(2wh)] = 20w? + 36wh 


Para expresar C solo como una función de w, se necesita eliminar h y para hacerlo se 
utiliza el hecho de que el volumen es de 10 m°. Por tanto, 


wQw)h = 10 
10 
esto da h = -= oa 
2w* w 


Sustituyendo en la expresión para C, se tiene 


A 5 5 180 
C = 20u? + 36u ,) = 20w" + — 
w” w 


Por tanto, la ecuación 
5 180 
C(w) = 20w* + — w>0 
w 


expresa C como una función de w. E 


EJEMPLO 6 Encuentre el dominio de cada una de las funciones siguientes: 


@ fa) =y/x+2 (0) gn = E 


Convención para el dominio 

Si una función está dada por una 
fórmula y el dominio no se expresa 
explícitamente, la convención es que 
el dominio es el conjunto de todos 
los números para los que la fórmula 
tiene sentido y define un número 
real. 


YA 
x=a 
(a, b) 

> 

0 a x 


(a) Esta curva representa una función. 


YA 


xy 


(b) Esta curva no representa una 
función. 


FIGURA 13 


FIGURA 14 
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SOLUCIÓN 

(a) Debido a que la raíz cuadrada de un número negativo no está definida (como un 
número real), el dominio de f consta de todos los valores de x tales que x + 2 = 0. Esto 
es equivalente a x > —2, por lo que el dominio es el intervalo [—2, 2%). 


(b) Como 
1 1 


=x =l 


g) == 
x 
y no se permite la división entre O, vea que g(x) no está definida cuando x = 0 o x = 1. 
Por tanto, el dominio de g es 
{x |x #0, x #1} 
que también puede escribirse en notación de intervalos como 
(—%, 0) U (0, 1) U (1, %) m 


La gráfica de una función es una curva en el plano xy. Pero surge la pregunta: ¿qué 
curvas en el plano xy son gráficas de funciones? Esta pregunta se contesta con la siguiente 
prueba. 


La prueba de la recta vertical Una curva en el plano xy es la gráfica de una 


función de x si y solo si no hay recta vertical que se interseque con la curva más 
de una vez. 


La razón de la validez de la prueba de la vertical puede verse en la figura 13. Si cada 
recta vertical x = a se interseca con una curva solo una vez, en (a, b), entonces se define 
exactamente un valor funcional para fía) = b. Pero si una recta x = a se interseca con la 
curva dos veces, en (a, b) y en (a, c), entonces la curva no puede representar una función 
debido a que una función no puede asignar dos valores diferentes a a. 

Por ejemplo, la parábola x = y? — 2 que se muestra en la figura 14(a) no es la 
gráfica de una función de x porque, como puede ver, hay rectas verticales que se 
intersecan con la parábola dos veces. La parábola, sin embargo, contiene las gráficas 
de dos funciones de x. Observe que la ecuación x = y? — 2 implica que y? = x + 2, 
por lo que y = + yx + 2. Por tanto, las mitades superior e inferior de la parábola 
son las gráficas de las funciones f(x) = yx + 2 del ejemplo 6(a) y gx) = —= yx + 2. 
Véanse las figuras 14(b) y (c). 

Observe que si invierte los roles de x y y, entonces la ecuación x = h(y) = y? — 2 
define a x como una función de y (con y como la variable independiente y x como la 
variable dependiente), y la parábola aparece ahora como la gráfica de la función h. 


y y y 
2 
> + > t > 
(2, 0.0 x —2 0 xX 0 x 
(a) x=y?-2 (b) y=y/x+2 ()y=-yx+2 


E Funciones definidas por partes 


Las funciones en los siguientes cuatro ejemplos se definen mediante diferentes fórmulas 
en distintas partes de sus dominios. Estas funciones se llaman funciones definidas por 
partes. 
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EJEMPLO 7 Una función f está definida por 


Pre ia x sixs<-1 
Xx 


six>-—l 


Evalúe f(—2), K(— 1) y K0) y trace la gráfica de la función. 


SOLUCIÓN Recuerde que una función es una regla. Para esta función en particular la 
regla es la siguiente: primero vea el valor de la entrada x. Si sucede que x S — 1, enton- 
ces el valor de f(x) es 1 — x. Por otro lado, si x > —1, entonces el valor de f(x) es x?. 


Puesto que —2 = —1, se tiene f(—2) = 1 —(-2) = 3. 
Puesto que —1 = —1, se tiene f(—1) = 1 —(-1) = 2. 
Puesto que 0 > — 1, se tiene f(0) = 0? = 0. 


¿Cómo obtiene la gráfica de f? Observe que si x S —1, entonces f(x) = 1 — x, 

por lo que la parte de la gráfica de f que se encuentra a la izquierda de la recta vertical 

x = —1 debe coincidir con la recta y = 1 — x, que tiene pendiente — 1 e intersección 

y =1.Six> —1, entonces f(x) = x?, por lo que la parte de la gráfica de f que se 
> encuentra a la derecha de la recta x = —1 debe coincidir con la gráfica de y = x?, 
1 Y que es una parábola. Esto permite trazar la gráfica en la figura 15. El punto relleno 
indica que (— 1, 2) está incluido en la gráfica; el punto hueco indica que (— 1, 1) está 
excluido de la gráfica. a 


-1 


FIGURA 15 


El ejemplo siguiente de una función definida por partes es la función valor absoluto. 
Recuerde que el valor absoluto de un número a, se denota por | a |, es la distancia desde 
a hasta O en la recta de números reales. Las distancias son siempre positivas o cero, así 
se tiene que 


Para un repaso más amplio de valores 
z ar E 2 
absolutos, véase el apéndice A. | a | =0 para todo número a 


Por ejemplo, 
[3|=3 |-3|=3 |oļ=0 |yY2-1|]=yY2-1 |3-r|=r-3 


En general, se tiene 


la| =a sia=0 


|a| =-—a sia<0 


(Recuerde que, si a es negativa, entonces —a es positiva.) 


EJEMPLO 8 Trace la gráfica de la función valor absoluto f(x) = |x|. 


YA SOLUCIÓN De la discusión anterior se sabe que 
y=|xl] 
x six=0 
|x| = E 
=% six<0 
0 Y Utilizando el mismo método que en el ejemplo 7, vea que la gráfica de f coincide con la 
recta y = x a la derecha del eje y, y coincide con la recta y = —x a la izquierda del eje y 


FIGURA 16 (véase la figura 16). a 


MOI 
| | | 
El K | 
(UN T]] 
¡EU 
FIGURA 17 


Forma punto-pendiente de la ecuación 
de la recta: 


Y 7 y, Zma- x,) 


Véase el apéndice B. 


CA 
10.00 + 
8.00 L A 
+ —— 
6.00 | 
4.00 4 
es 
2.00 + 
+ + + + + > 
0 10 20 30 40 50 Y 


FIGURA 18 


yA 


FIGURA 19 
Una función par 
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EJEMPLO 9 Encuentre una fórmula para la función f graficada en la figura 17. 


SOLUCIÓN La recta que pasa por (0, 0) y (1, 1) tiene pendiente m = 1 e intersección 
con el eje y en b = 0, por lo que su ecuación es y = x. Así, para la parte de la gráfica de 
f que une a (0, 0) con (1, 1), se tiene 


fa) =x si0=x=< l 


La recta que une a (1, 1) y (2, 0) tiene pendiente m = —1, por lo que su forma punto- 
pendiente es 


y=0=(-D4-2 o y=2-x 


Así se tiene f0)=2-x sil=x=2 


También se ve que la gráfica de f coincide con el eje x para x > 2. Reuniendo esta 
información, se tiene la fórmula siguiente en tres partes para f: 


xX s 0sxsl 
Fa) =32=x sil<x=2 
0 si x2 


EJEMPLO 10 En el ejemplo C al principio de esta sección se consideró el costo C(w) 
de enviar por correo paquetes con peso w. En efecto, esto define una función por partes 
porque, de la tabla de valores en la página 13, se tiene 


2.90 si 0<w=2 
5.50 si20<w<3 
C(w) = 4 7.00 si 30< w=< 40 
8.50 si40<w=5 


La gráfica se muestra en la figura 18. Puede ver por qué funciones similares a esta se 
llaman funciones escalón: saltan de un valor al siguiente. Estas funciones se estudiarán 
en el capítulo 2. m 


E Simetría 


Si una función f satisface f(—x) = f(x) para todo x en su dominio, entonces f es una 
función par. Por ejemplo, la función fx) = x? es par porque 


$0) = (=== fæ) 


El significado geométrico de una función par es que su gráfica es simétrica con respecto 
al eje y (véase la figura 19). Esto significa que, si ha dibujado la gráfica para x = 0, se 
obtiene toda la gráfica simplemente reflejándola con respecto al eje y. 

Si f satisface f(—x) = — f(x) para cada x en su dominio, entonces f es una función 
impar. Por ejemplo, la función f(x) = x° es impar porque 


fea == === (2) 
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FIGURA 20 
Una función impar 


FIGURA 21 


FIGURA 22 


La gráfica de una función impar es simétrica en relación con el origen (véase la figura 20). 
Si ya tiene la gráfica de f para x > 0, se puede obtener toda la gráfica rotando 180° esta 
parte con respecto al origen. 


EJEMPLO 11 Determine si cada una de las funciones siguientes es par, impar o nin- 
guna de las dos. 


(a) fx) =x (b) gx) = 1 — x* (c) h(x) = 2x — x? 
SOLUCIÓN 
(a) F(x) = (~x) + (~x) = (—1)x5 + (—x) 

= =x — x = —(xf + x) 

= -f(x) 


Por tanto, f es una función impar. 


(b) ada = 1 — (—x)} = 1 — xí = g(x) 


Por lo que g es par. 


(c) h=x) = 2(—x) — (=x? = -2x — x? 
Como h(—x) 4 h(x) y h(—x) 4 —h(x), se concluye que h no es par ni impar. E 


Las gráficas de las funciones del ejemplo 11 se muestran en la figura 21. Observe que 
la gráfica de h no es simétrica con respecto al eje y ni en relación con el origen. 


YA YA 


(a) (b) (c) 


El Funciones crecientes y decrecientes 


La gráfica que se muestra en la figura 22 sube de A a B, desciende de B a C y sube otra 
vez de C a D. Se dice que la función f es creciente sobre el intervalo [a, b], decreciente 
de [b, c] y creciente nuevamente de [c, d]. Observe que si x, y x, son dos números entre a 
y b con x, < x, entonces f(x,) < f(x,). Se utiliza esta propiedad para definir una función 
creciente. 
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Una función f se llama creciente sobre un intervalo / si 
Fœ < fæ) siempre que x, < x, en I 


2 Se llama decreciente sobre / si 


fœ) > fæ) siempre que x, < x, en I 


=y 


0 


Xx, <X,: 


En la definición de una función creciente, es importante darse cuenta de que la 
desigualdad f(x,) < f(x,) debe cumplirse para todo par de números x, y x, en Z con 


FIGURA 23 Puede observarse en la figura 23 que la función f(x) = x? es decreciente sobre el inter- 
valo (—%, 0] y creciente sobre el intervalo [0, 00). 


1.1 EJERCICIOS 


1. Si f(x) =x + y2 — x y glu) = u + y2 — u, ¿es verdad 
que f= g? 
2. Si 


> 
x xX 


fœ) = y gx) =x 


b 1 
¿es verdad que f = g? 

3. La gráfica de una función f está dada. 
(a) Indique el valor de f1). 
(b) Calcule el valor de K(— 1). 
(c) ¿Para qué valores de x es fx) = 1? 
(d) Calcule el valor de x tal que fx) = 0. 
(e) Indique el dominio y el rango de f. 
(£) ¿En qué intervalo fes creciente? 


YA 
Fá NN 
7 
154 N 
ol 1 x 
4. Las gráficas de f y g están dadas. 
YA 
g 
TINA 
ja 
) 
i > 
0 2 X 


(a) Indique los valores de f(—4) y g(3). 
(b) ¿Para qué valores de x es f(x) = go)? 


(c) Estime la solución de la ecuación f(x) = —1. 
(d) ¿Sobre qué intervalo fes decreciente? 
(e) Establezca el dominio y el rango de f. 
(£) Establezca el dominio y el rango de g. 


5. La gráfica de la figura 1 fue registrada por un instrumento 
operado por el Departamento de Minas y Geología de California 
en el Hospital Universitario de la Universidad de California del 
Sur en Los Ángeles. Utilice esta gráfica para estimar el rango 
de la función aceleración vertical de suelo, en la Universidad de 
California del Sur, durante el terremoto de Northridge. 


6. En esta sección se discuten ejemplos de funciones cotidianas: la 
población es una función del tiempo, el costo de envío postal es 
una función del peso, la temperatura del agua es una función del 
tiempo. Dé otros tres ejemplos de funciones de la vida cotidiana 
que se describen verbalmente. ¿Qué puede decir sobre el 
dominio y el rango de cada una de sus funciones? Si es posible, 
trace una gráfica de cada función. 


7-10 Determine si la curva es la gráfica de una función de x. Si lo 
es, establezca el dominio y el rango de la función. 


7. YA 8. YA 
A HA 
a 
1, 1 q 
< Ñ 7 
> 
Obs 1 X 0/1 x 
9 IAN 10 yA 
Y 
“1 1 
/ > > 
/ |O 1 Xx oj 1 ï 
4 
14 


20 


11. 


12. 


13. 


14. 
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En la figura se muestra una gráfica de la temperatura media 
global T durante el siglo XX. Estime lo siguiente. 

(a) La temperatura media mundial en 1950. 

(b) El año en que la temperatura promedio fue de 14.2 °C. 
(c) ¿En qué año la temperatura fue más baja? ¿Más alta? 
(d) El rango de 7. 


TALO 


13+ 


1 fi > 


1950 2000 * 


1900 


Fuente: adaptado de Globe and Mail [Toronto], 
5 de diciembre de 2009. Impreso. 


Los árboles crecen más rápido y forman anillos más amplios 

en los años cálidos y crecen más lentamente y forman 

anillos más angostos en los años más fríos. La figura 

muestra anillos anchos del pino siberiano de 1500 a 2000. 

(a) ¿Cuál es el rango de la función de ancho de anillo? 

(b) ¿Qué dice la gráfica acerca de la temperatura de la tierra? 
¿La gráfica refleja las erupciones volcánicas de la mitad 
del siglo XIX? 


Anillo ancho (mm) 


+ + + + + e 


1500 1600 1700 1800 1900 2000“ 
Año 


Fuente: adaptado de G. Jacoby et al., “Mongolian Tree Rings and 
20th-Century Warming,” Science 273(1996): 771-773. 


Se ponen unos cubitos de hielo en un vaso, se llena el vaso 
con agua fría y luego se coloca sobre una mesa. Describa 
cómo cambia la temperatura del agua conforme transcurre el 
tiempo. Luego trace una gráfica de la temperatura del agua 
como una función del tiempo transcurrido. 


Tres corredores compiten en una carrera de 100 metros. 

La gráfica muestra la distancia recorrida como una función 
del tiempo de cada corredor. Describa en palabras lo que la 
gráfica indica acerca de esta carrera. ¿Quién ganó la carrera? 
¿Cada corredor terminó la carrera? 


15. 


16. 


17. 


18 


19 


20 


21 


22. 


y A (metros) 


100 7 


t > 


0 20 t (segundos) 


La gráfica muestra el consumo de energía para un día de 
septiembre en San Francisco. (P se mide en megawatts; t se 
registra en horas a partir de la medianoche). 
(a) ¿Cuál fue el consumo de potencia a las 6:00? 
¿A las 18:00? 
(b) ¿Cuándo fue el consumo de energía más bajo? ¿Cuándo 
fue el más alto? ¿Estos tiempos parecen razonables? 


PA 
800 q 


600 + 


400 O> 


200 


> 


0 3 6 9 12 15 18 21 t 
Pacific Gas & Electric 


Trace una gráfica aproximada del número de horas de luz en 
función de la época del año. 


Trace una gráfica de la temperatura exterior en función del 
tiempo, durante un día típico de primavera. 


Trace una gráfica aproximada del valor de mercado de un 
nuevo automóvil en función del tiempo, durante un período 
de 20 años. Suponga que el automóvil se mantiene en buen 
estado. 


Trace la gráfica de la cantidad de una determinada marca de 
café vendido por una tienda, en función del precio del café. 


Coloque una tarta congelada en un horno y caliéntela durante 
una hora. Luego sáquela y déjela enfriar antes de comerla. 
Describa cómo cambia la temperatura de la tarta conforme 
pasa el tiempo. Luego trace una gráfica de la temperatura de 
la tarta en función del tiempo. 


El propietario de una casa poda el césped cada miércoles por 
la tarde. Trace una gráfica de la altura del césped como una 
función del tiempo, en el transcurso de un período de cuatro 
semanas. 


Un avión despega desde un aeropuerto y aterriza una hora 
más tarde en otro aeropuerto a 400 km de distancia. Si t 
representa el tiempo en minutos desde que el avión ha dejado 
la terminal, x(t) es la distancia horizontal recorrida y y(1) la 
altitud del avión, trace 

(a) Una posible gráfica de x(t). 

(b) Una posible gráfica de y(1). 


(c) Una posible gráfica de la rapidez respecto al suelo. 
(d) Una posible gráfica de la velocidad vertical. 


23. Las siguientes lecturas de temperatura 7 (en *C) se registraron 


cada tres horas desde la medianoche a las 15:00 en Montreal, el 
13 de junio de 2004. El tiempo ż se midió en horas a partir de la 
medianoche 


t 0 3 6 9 12 15 


T |21.5 | 19.8 | 20.0 | 22.2 | 24.8 | 25.8 


(a) Utilice las lecturas para trazar una gráfica de T como una 
función de t. 
(b) Utilice la gráfica para estimar la temperatura a las 11:00. 


24. Los investigadores midieron la concentración de alcohol en la 


sangre (BAC, por su sigla en inglés) de ocho sujetos masculinos 

adultos después de consumir en forma rápida 30 mL de etanol 

(correspondiente a dos bebidas alcohólicas estándar). La tabla 

muestra los datos que se obtuvieron promediando la BAC (en 

mg/mL) de los ocho hombres. 

(a) Utilice las lecturas para trazar la gráfica de la BAC en fun- 
ción de t. 

(b) Utilice la gráfica para describir cómo el efecto del alcohol 
varía con el tiempo. 


t (horas) BAC t (horas) BAC 
0 0 1.75 0.22 
0.2 0.25 2.0 0.18 
0.5 0.41 2.25 0.15 
0.75 0.40 2.5 0.12 
1.0 0.33 3.0 0.07 
1.25 0.29 35 0.03 
1.5 0.24 4.0 0.01 
Fuente: adaptado de P. Wilkinson et al., “Pharmacokinetics of Ethanol after 


Oral Administration in the Fasting State,” Journal of Pharmacokinetics and 
Biopharmaceutics 5(1977): 207-224. 


25. Si f(x) = 3x1? — x + 2, determine fQ), (72), f(a), Kia), 
Ka + 1), 2a), (Qa), Ka), IKAP, y Fa + h). 


26. Un globo esférico con radio de r centímetros tiene volumen 
V(r) = Far? . Encuentre una función que represente la 
cantidad de aire necesaria para inflar el globo de un radio de r 
centímetros a un radio r + 1 centímetros. 


27-30 Evalúe el cociente de diferencias de cada una de las 
funciones siguientes. Simplifique su respuesta. 


fG + h) - f8) 
h 


27. f(x) =4 + 3x- x’, 


Fla + h) - fla) 


28. f(x) = x°, a 
29. f(x) L, da = 
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30. f(x) : E 3 FG) fa) 


E1’ x—1 


31-37 Encuentre el dominio de cada una de las funciones 
siguientes. 


xX 4 2; 3 5 
31. f(x) = == 9 32. f(x) = Ed 
33. f0) = 21- 1 34. g) = 3 =t -/2FTf 
35. h(x) = l 36. f(u) = u +1 


e= 5 1+ 1 
_ u+l 
37. F(p) = v2 — y/p 


38. Encuentre el dominio y el rango, y dibuje la gráfica de la 


función h(x) = /4 — x2. 


39-40 Encuentre el dominio y grafique cada una de las funciones 
siguientes: 

=i 

t+1 


39. f(x) = 1.6x — 2.4 40. g(t) = 


41-44 Evalúe f(—3), f(0), y f(2) para la función definida por 
partes. Luego trace la gráfica de la función. 


a gat? iasi 
e l=x six>0 
3=3x six<2 
42. f(x) = 
fO) o si x= 2 
43. f x+1 six=-—l 
se 
j x? si x> -l1 
P ix<1 
ai 7-2x six>1 


45-50 Trace la gráfica de la función. 


45. f(x) =x + |x] 46. f(x) = |x +2] 


47. g(t) = |1 — 3t| 48. h(t) =]|t| + [2 +1] 


|x| si |x|] <1 


50. gx) = ||x| — 1 
1 sijļx|>1 s= il =A 


49. f(x) = | 


51-56 Encuentre una expresión para la función cuya gráfica es la 
curva dada. 


51. El segmento de recta que une los puntos (1, —3) y (5, 7). 
52. El segmento de recta que une los puntos (—5, 10) y (7, —10). 
53. La mitad inferior de la parábola x + (y — 1? = 0. 


54. La mitad superior de la circunferencia xX? + (y — 2? = 4. 
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55. [YX | TT TT ] 56 (ITTIR TT TT 64. Un plan de telefonía celular tiene una carga básica de 35 
| dólares al mes. El plan incluye 400 minutos gratis y cargos 


de 10 centavos de dólar por cada minuto adicional de uso. 


< > | - E Escriba el costo mensual C como una función del número 
j= A / | \ Aj LA x de minutos utilizados, y trace la gráfica de C como una 


función de x para 0 = x < 600. 


> 
°] 1 1 at. i 65. En cierto estado del país, la velocidad máxima permitida en 
autopistas es 100 km/h y la velocidad mínima es de 50 km/h. 
57-61 Encuentre una fórmula y el dominio para cada una de las La multa para los conductores que violan estos límites es $10 
funciones siguientes. por cada kilómetro por hora arriba de la velocidad máxima o 
debajo de la velocidad mínima. Exprese el monto de la multa 
57. Un rectángulo tiene 20 m de perímetro. Exprese el área del F como una función de la velocidad x a la que se conduce y 
rectángulo en función de la longitud de uno de sus lados. trace la gráfica de F(x) para 0 < x < 180. 
58. Un rectángulo tiene 16 m? de área. Exprese el perímetro del 66. Una compañía de electricidad cobra a sus clientes una tasa 
rectángulo en función de la longitud de uno de sus lados. base de 10 dólares al mes, más 6 centavos de dólar por 


kilowatt-hora (kWh) por los primeros 1200 kWh y 7 centavos 
de dólar por kWh para todo uso arriba de 1200 kWh. Exprese 
el costo mensual £ como una función de la cantidad x de 


59. Exprese el área de un triángulo equilátero, como función de la 
longitud de un lado. 


60. Una caja rectangular cerrada con volumen 6 mí tiene un largo electricidad utilizada. Luego trace la gráfica de la función E 
de dos veces el ancho. Exprese la altura de la caja como una para 0 = x = 2000. 
función del ancho. 67. En un determinado país, el impuesto sobre la renta se calcula 


como sigue. No hay impuesto sobre la renta para ingresos de 
hasta $10 000. Los ingresos de más de $10 000 se gravan con 
una tasa de 10%, hasta un ingreso de $20 000. Los ingresos 
superiores a $20 000 se gravan en 15%. 

(a) Trace la gráfica de la tasa de impuestos R en función del 


61. Una caja rectangular abierta con 2 m* de volumen tiene una 
base cuadrada. Exprese el área superficial de la caja en función 
de la longitud de uno de los lados de la base. 


62. Una ventana normanda tiene la forma de un rectángulo ingreso /. 
coronado por un semicírculo. Si el perímetro de la ventana (b) ¿Qué impuesto corresponde a un ingreso de $14 000? 
es de 10 m, exprese el área A de la ventana en función del ¿Y de $26 000? 
ancho x de la ventana. (c) Trace la gráfica del impuesto total T en función del 
ingreso 1. 


68. Las funciones del ejemplo 10 y el ejercicio 67 se llaman 
funciones escalón porque sus gráficas parecen escaleras. 
Sugiera dos ejemplos de funciones escalón que surgen en la 
vida cotidiana. 


69-70 Se muestran las gráficas de f y g. Determine si cada función 
es par, impar o ninguna de las dos. Explique su razonamiento. 


69. 70. yA 


[1] 


63. Se va a construir una caja sin tapa, a partir de una hoja 
rectangular de cartón que tiene dimensiones de 12 por 20 
centímetros, recortando cuadrados iguales de lado x en 
cada una de las esquinas y doblando los lados como se 
ilustra en la figura. Exprese el volumen V de la caja en 
función de x. 


71. (a) Si el punto (5, 3) está en la gráfica de una función par, 


le 20 > ¿cuál otro punto también debe estar en la gráfica? 
T j (b) Si el punto (5, 3) está en la gráfica de una función impar, 
| E ol x x o ¿cuál otro punto también debe estar en la gráfica? 
12 A à 72. Una función f tiene dominio [—5, 5] y se muestra una 
| pen Eee porción de su gráfica. 
lx xl (a) Complete la gráfica de f si se sabe que f es par. 
~ _R 


(b) Complete la gráfica de f si se conoce que fes impar. 
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yA ' 75. f(x) = a 76. f(x) =x|x] 


77. f(x) =1 + 3x? — xt 


78. f(x) =1 + 3x? — x’ 


35 0 i 
79. Si f y g son funciones pares, ¿es f + g par? Si f y g son 
funciones impares, ¿es f + g impar? ¿Qué sucede si fes par y g 
73-78 Determine si fes par, impar o ninguna de las dos. Si tiene es impar? Justifique sus respuestas. 
una calculadora graficadora, utilícela para verificar visualmente su 80. Si fyg son dos funciones pares, ¿es el producto fg par? Si f y 
Tespucsta: g son dos funciones impares, ¿es fg impar? ¿Qué sucede si f es 
2 . A 
xX x ar y g es impar? Justifique sus respuestas. 
73. fa) == 74. fx) == par y g p q p 
l x +1 


1.2 Modelos matemáticos: un catálogo de funciones esenciales 


Un modelo matemático es una descripción matemática (a menudo por medio de una 
función o una ecuación) de un fenómeno real, como el tamaño de una población, la 
demanda de un producto, la rapidez de un objeto que cae, la concentración de un pro- 
ducto en una reacción química, la esperanza de vida de una persona al nacer, o el costo 
de la reducción de las emisiones. El propósito del modelo es comprender el fenómeno y 
tal vez hacer predicciones sobre su comportamiento futuro. 

La figura 1 ilustra el proceso de modelado matemático. Dado un problema del mundo 
real, la primera tarea es formular un modelo matemático mediante la identificación y 
etiquetado de las variables dependientes e independientes, y hacer suposiciones que 
simplifiquen lo suficiente el fenómeno para que sea matemáticamente manejable. Uti- 
lice su conocimiento de la situación física y sus habilidades matemáticas para obtener 
ecuaciones que relacionen las variables. En situaciones donde no hay ninguna ley física 
que lo guíe, recopile los datos (ya sea en una biblioteca, en internet o mediante la realiza- 
ción de sus propios experimentos) y organícelos en una tabla para identificar patrones. 
A partir de esa representación numérica de una función, puede obtener una represen- 
tación gráfica. La gráfica podría sugerir incluso una fórmula algebraica apropiada en 
algunos casos. 


Problema en Formular Modelo Resolver Conclusiones Interpretar Predicción en 
el mundo real > matemático > matemáticas > el mundo real 
Prueba 
FIGURA 1 


peo a modelado La segunda etapa consiste en aplicar las matemáticas que conoce (como el cálculo 


que se desarrollará en este libro) al modelo matemático que se ha formulado para obtener 
conclusiones matemáticas. Luego, en la tercera etapa, se toman esas conclusiones mate- 
máticas y se interpretan como información sobre el fenómeno original del mundo real 
con el propósito de dar explicaciones o hacer predicciones. El último paso es probar sus 
predicciones y compararlas contra nuevos datos reales. Si las predicciones no coinciden 
con una buena aproximación de la realidad, se necesita afinar el modelo o formular uno 
nuevo y empezar otra vez el ciclo. 

Un modelo matemático nunca es una representación completamente precisa de una 
situación física: es una idealización. Un buen modelo simplifica la realidad lo suficiente 
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En el apéndice B se repasa la 
geometría analítica de las rectas. 


FIGURA 2 


para permitir hacer cálculos matemáticos, pero es razonablemente preciso para propor- 
cionar valiosas conclusiones. Es importante darse cuenta de las limitaciones del modelo 
porque, finalmente, la Madre Naturaleza tiene la última palabra. 

Hay muchos tipos diferentes de funciones que pueden utilizarse para modelar rela- 
ciones observadas en el mundo real. En lo que sigue, se analizarán el comportamiento 
y la gráfica de estas funciones y se darán ejemplos de situaciones modeladas por ellas 
adecuadamente. 


E Modelos lineales 


Cuando se dice que y es una función lineal de x, quiere decir que la gráfica de la función 
es una recta, de manera que puede utilizar la forma pendiente-intersección de la ecuación 
de la recta para escribir una fórmula para la función como 


y = f0) =mx + b 


donde m es la pendiente de la recta y b es la intersección de la recta con el eje y. 

Una característica de las funciones lineales es que crecen a una razón constante. Por 
ejemplo, la figura 2 muestra una gráfica de la función lineal f(x) = 3x — 2 y una tabla con 
algunos de sus valores. Observe que cuando x aumenta por 0.1, el valor de f(x) aumenta 
por 0.3. Por lo que f(x) aumenta tres veces más rápido que x. De este modo, la pendiente 
de la gráfica y = 3x — 2, es decir 3, puede interpretarse como la razón de cambio de y 
con respecto a x. 


YA 
x IOS 
y=3x—2 

1.0 1.0 

1.1 1.3 

0 j a {1.2 1.6 

1.3 1.9 

-2 1.4 2-2 

1.5 2.3 


EJEMPLO 1 

(a) Cuando el aire seco se mueve hacia arriba, se expande y se enfría. Si la temperatura 
del suelo es 20 *C, y la temperatura a 1 km de altura es de 10 *C, exprese la tempe- 
ratura T (en °C) en función de la altura h (en kilómetros), suponiendo que un modelo 
lineal es adecuado. 

(b) Dibuje la gráfica de la función del inciso (a). ¿Qué representa la pendiente? 

(c) ¿Cuál es la temperatura a 2.5 km de altura? 


SOLUCIÓN 
(a) Ya que se supone que T es una función lineal de h, se puede escribir 


T=mh+b 
Se tiene que T = 20 cuando A = O, por lo que 
20=m:+0+b=b 


En otras palabras, la intersección con el eje y es b = 20. 
También se tiene que T = 10 cuando h = 1, por lo que 


10=m:1 +20 


La pendiente de la recta es, por tanto, m = 10 — 20 = — 10, y la función lineal requerida es 


T = —10h + 20 


T =—10h + 20 
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(b) En la figura 3 se muestra la gráfica. La pendiente es m = — 10 °C/km y representa la 
razón de cambio de la temperatura respecto a la altura. 


(c) A una altura de h = 2.5 km, la temperatura es 


T = —10(2.5) + 20 = -5°C m 


yl É Si no hay ley o principio físicos que ayude a formular un modelo, se construye un 
+ modelo empírico que se base exclusivamente en los datos recopilados. Se busca una curva 
que “ajuste” en los datos, en el sentido que sugiera la tendencia básica de los puntos que 
FIGURA 3 representan los datos. 
EJEMPLO 2 La tabla 1 muestra el nivel promedio de dióxido de carbono en la atmós- 
fera, medido en partes por millón en el Observatorio Mauna Loa, desde 1980 a 2012. 
Utilice los datos de la tabla 1 para encontrar un modelo para el nivel de dióxido de 
carbono. 
SOLUCIÓN Se utilizan los datos de la tabla 1 para hacer la gráfica de dispersión en 
la figura 4, donde t representa el tiempo (en años) y C, el nivel de CO, (en partes por 
millón, ppm). 
Tabla 1 CA (ppm) 
400 + 
Nivel de CO, Nivel de CO, 
Año (en ppm) i Año (en ppm) f 390 L 
1980 338.7 1998 366.5 
1982 341.2 2000 369.4 380 L 
1984 344.4 2002 373.2 
1986 347.2 2004 377.5 370 4 ` 
1988 351.5 2006 381.9 
1990 354.2 2008 385.6 360 + " 
1992 356.3 2010 389.9 
1994 358.6 2012 393.8 350 + 
1996 362.4 š 
340+ . 
+ H + H + + > 
1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 £ 


FIGURA 4 La gráfica de dispersión para el nivel promedio de CO, 


Observe que los puntos de datos parecen estar cercanos a una recta, por lo que es 


natural que se elija un modelo lineal en este caso. Pero hay muchas rectas posibles 
que se aproximan a estos puntos de datos, así que, ¿cuál se debe usar? Una posibili- 
dad es la recta que pasa por el primero y el último punto de datos. La pendiente de 
esta recta es 


393.8 — 338.7 _ 55.1 
2012 — 1980 32 


= 1.721875 = 1.722 


Su ecuación se escribe como 


C — 338.7 = 1.722(t — 1980) 


[1] C = 1.722t — 3070.86 
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FIGURA 5 
Modelo lineal a través del primero y el 
último punto de datos 


Una computadora o una calculadora 
eraficadora encuentra la recta de 
regresión por el método de mínimos 
cuadrados, que consiste en minimizar 
la suma de los cuadrados de las distan- 
cias verticales entre los puntos de datos 
y la recta. Los detalles se explican en la 
sección 14.7. 


FIGURA 6 


Recta de regresión 


La ecuación 1 da un posible modelo lineal para el nivel de dióxido de carbono y se 
representa gráficamente en la figura 5. 


CA (ppm) 
400 + 


390 + 
380 + 
370 + 
360 + 


350 + 


3407 


> 
t 


1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 


Observe que este modelo da valores por encima de la mayoría de los niveles 
reales de CO,. Un mejor modelo lineal se obtiene por un procedimiento estadístico lla- 
mado regresión lineal. Si utiliza una calculadora graficadora, introduzca los datos de la 
tabla 1 en el editor de datos y elija el comando de regresión lineal (en Maple se utiliza 
el comando fit[leastsquare] en el paquete de estadística; con Mathematica se utiliza el 
comando Fit), la máquina da la pendiente y la intersección con el eje y de la recta de 
regresión como 


m = 1.71262 b = —3054.14 


Por lo que el modelo de mínimos cuadrados para el nivel de CO, es 


2 C = 1.71262t — 3054.14 


En la figura 6 se grafica la recta de regresión, así como los puntos de datos. 
Comparado con la figura 5, se ve que da un mejor ajuste que el modelo lineal 
anterior. 


CA (ppm) 


ym 4 } } 


1 | > 


1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 £ = 


=y 


(a) y=+x+1 


yA 


= d 


(b) y =-21?+3x+1 


FIGURA 7 
Las gráficas de funciones cuadráticas 
son parábolas 
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EJEMPLO 3 Utilice el modelo lineal dado por la ecuación 2 para estimar el nivel 
promedio de CO, para 1987 y predecir el nivel para el año 2020. De acuerdo con este 
modelo, ¿cuándo superará el nivel de CO, las 420 partes por millón? 


SOLUCIÓN Mediante la ecuación 2 con £ = 1987, se estima que el nivel promedio de 
CO, en 1987 fue 


C(1987) = (1.71262)(1987) — 3054.14 = 348.84 


Este es un ejemplo de interpolación porque se ha estimado un valor entre los 
valores observados. (De hecho, el Observatorio Mauna Loa informó que el nivel 
promedio de CO, en 1987 fue de 348.93 ppm, por lo que la estimación es bastante 
precisa.) 

Con £ = 2020, se obtiene 


C(2020) = (1.71262)(2020) — 3054.14 = 405.35 


Por lo que se pronostica que el nivel promedio de CO, en el año 2020 será 405.4 ppm. 
Este es un ejemplo de extrapolación porque se predijo un valor fuera de la región de 
observaciones. En consecuencia, se está menos seguro acerca de la precisión de la 
predicción. 

Utilizando la ecuación 2, se ve que el nivel de CO, excede las 420 ppm cuando 


1.71262t — 3054.14 > 420 
Resolviendo esta desigualdad, se obtiene 


3474.14 


-=n “2028. 
1.71262 ed 


t> 


Por tanto, se predice que el nivel de CO, superará 420 ppm para el año 2029. Esta pre- 
dicción es riesgosa porque se trata de un tiempo bastante alejado de las observaciones. 
De hecho, se puede ver en la figura 6 que la tendencia ha sido de un rápido aumento 
para los niveles de CO, en los últimos años, por lo que el nivel podría superar los 420 ppm 
antes de 2029. E 


E Polinomios 


Una función P es un polinomio si 
P(x) = a,x" + anx"! + + ax? + aix + ao 


donde n es un número entero no negativo y a,, a,, 4,, ... , a, son constantes llamadas los 
coeficientes de la función polinomial. El dominio de cualquier polinomio es R = (—%, 00), 
Si el coeficiente principal a, + 0, entonces el grado del polinomio es n. Por ejemplo, la 


función 
P(x) = 2x6 — x + x? + 2 


es un polinomio de grado 6. 

Una función polinomial de grado 1 es de la forma P(x) = mx + b, por lo que es 
una función lineal. Un polinomio de grado 2 es de la forma P(x) = ax? + bx + c y se 
llama función cuadrática. Su gráfica es siempre una parábola obtenida por desplaza- 
mientos de la parábola y = ax?, como se verá en la siguiente sección. La parábola abre 
hacia arriba si a > 0 y hacia abajo si a < 0 (véase la figura 7). 

Una polinomial de grado 3 es de la forma 


P(x) = ax? + bx? + cx+ d a#0 
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y se llama función cúbica. La figura 8 muestra la gráfica de una función cúbica en el 
inciso (a) y las gráficas de polinomios de grados 4 y 5 en los incisos (b) y (c). Se verá 
más adelante por qué las gráficas tienen esas formas. 
> 
xX 
FIGURA 8 
()y=-x+1 (b) y= xt- 3x? +x (c) y = 3x? — 25x? + 60x 
Los polinomios se utilizan por lo común para modelar diversas cantidades que se 
presentan en las ciencias naturales y sociales. Por ejemplo, en la sección 3.7 se explica 
por qué los economistas usan a menudo un polinomio P(x) para representar el costo 
de producir x unidades de una mercancía. En el ejemplo siguiente, se utiliza una función 
cuadrática para modelar la caída de una pelota. 
Tabla 2 EJEMPLO 4 Se deja caer una pelota desde la plataforma de observación de la Torre 
Tiempo Aitra CN, a 450 m por encima del suelo. Las sucesivas alturas h de la pelota por encima del 
(segundos) (metros) suelo están registradas a intervalos de 1 segundo, en la tabla 2. Encuentre un modelo 
0 450 para ajustar los datos y utilícelo para predecir el momento en que la pelota golpeará el 
suelo. 
1 445 
2 431 A A : ij : EERE ; 
3 408 SOLUCIÓN Fn la figura 9 se traza una gráfica de dispersión con la información disponi- 
j 375 ble y se observa que un modelo ideal no es adecuado. Pero parece ser que los puntos de 
datos podrían acomodarse a una parábola, por lo que se intenta un modelo cuadrático. 
5 332 5h igi F 
6 279 Utilizando una calculadora graficadora o computadora (que utiliza el método de los 
7 216 mínimos cuadrados), se obtiene el siguiente modelo cuadrático: 
š pa El h = 449.36 + 0.961 — 4.901? 
hA (metros) hA 
O 400 + 
200 7 i 200 7 T 
+ + + + > + + + x > 
0 2 4 t 0 2 4 6 8 t 
(segundos) 
FIGURA 9 FIGURA 10 


Gráfica de dispersión para la caída de una pelota Modelo cuadrático para la caída de una pelota 


En la figura 10 se dibuja la gráfica de la ecuación 3 junto con los puntos de datos y 
se ve que el modelo cuadrático da un muy buen ajuste. 
La pelota golpea el suelo cuando h = 0, por lo que resuelve la ecuación cuadrática 


4.904 + 0.961 + 449.36 = 0 


SECCIÓN 1.2 Modelos matemáticos: un catálogo de funciones esenciales 29 


La ecuación cuadrática da 


a 0.96 + (0.96)? — 4(—4.90) (449.36) 
2(-4.90) 


La raíz positiva es t = 9.67, por lo que se pronostica que la pelota golpeará el suelo 
después de aproximadamente 9.7 segundos. a 


E Funciones potencia 


Una función de la forma fx) = x“, donde a es una constante, se llama función potencia. 
Se consideran varios casos. 


(i) a = n, donde n es un número entero positivo 


Las gráficas de fx) = x" paran = 1, 2, 3, 4 y 5 se muestran en la figura 11. (Estas son 
funciones polinomiales con un solo término.) Ya se sabe la forma de la gráfica de y = x 
(una recta que pasa por el origen con pendiente 1) y y = x° [una parábola, véase el 
ejemplo 1.1.2(b)]. 


x 
Il 
= 
Re 
Il 
=- 
< 
l 
= 


FIGURA 11 Gráficas de fx)= x" para n = 1, 2, 3,4,5 


Una familia de funciones es un con- 
junto de funciones cuyas ecuaciones 
se relacionan. La figura 12 muestra 
dos familias de funciones potencia, 
una con potencias pares y otra con 
potencias impares. 


FIGURA 12 


La forma general de la gráfica de fx) = x" depende de si n es par o impar. Si n es 
par, entonces f(x) = x” es una función par, y su gráfica es similar a la parábola y = x?. 
Si n es impar, entonces f(x) = x" es una función impar, y su gráfica es similar a la de 
y = xX. Observe en la figura 12, sin embargo, que cuando n aumenta, la gráfica de y = x’ 
se aplana más cerca de O y es más pronunciada cuando | X | = 1. (Si x es pequeña, 
entonces x° es más pequeña, x° es aún más pequeña, x* es todavía más pequeña aún, y 
así sucesivamente.) 


(ii) a = Un, donde n es un número entero positivo 


La función f(x) = x 1/n = Yx es una función raíz. Para n = 2 es la función raíz cuadrada 
f(x) = yx con dominio en [0, 00) y cuya gráfica es la mitad superior de la parábola 
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FIGURA 13 


Gráficas de funciones raíz 


FIGURA 14 


La función recíproca 


VA 


FIGURA 15 
El volumen como una función de 
la presión a temperatura constante. 


JT U 


20+ 


FIGURA 16 


x = y. [Véase la figura 13(a)]. Para otros valores pares de n, la gráfica de y = y/x es 
similar a la de y = Vx. Para n = 3 se tiene la función raíz cúbica o) = Yx cuyo domi- 
nio es R (recuerde que todo número real tiene raíz cúbica) y cuya gráfica se muestra en la 
figura 13(b). La gráfica de y = 4/x para n impar (n > 3) es similar a la de y = /x. 


y y 


(1,1) 


(9) Fe0=yx b) Fla) =x 


(iii) a = —1 

La gráfica de la función recíproca f(x) = x™' = 1/x se muestra en la figura 14. Su 
gráfica tiene la ecuación y = 1/x o xy = 1, y es una hipérbola con los ejes de coorde- 
nadas como sus asíntotas. Esta función surge en física y química en relación con la ley 
de Boyle, que dice que, cuando la temperatura es constante, el volumen V de un gas es 
inversamente proporcional a la presión P: 


e 
P 


donde C es una constante. Así, la gráfica de V en función de P (véase la figura 15) tiene 
la misma forma general que la mitad derecha de la figura 14. 

Las funciones potencia también se utilizan para modelar relaciones especie-área 
(ejercicios 30-31), la iluminación como una función de la distancia a una fuente de 
luz (ejercicio 29) y el período de revolución de un planeta en función de su distancia 
al Sol (ejercicio 32). 


E Funciones racionales 


Una función racional f es un cociente de dos funciones polinomiales: 


donde P y Q son polinomios. El dominio consiste en todos los valores de x tales que 
Q(x) # 0. Un ejemplo simple de una función racional es f(x) = 1/x, cuyo dominio es 
{xlx 4 0}; esta es la función recíproca graficada en la figura 14. La función 


2x =x? +1 
MAR 
x*= 


es una función racional con dominio {x | x 4 +2). La gráfica se muestra en la figura 16. 


@ Funciones algebraicas 


Una función f se llama función algebraica si puede construirse utilizando operaciones 
algebraicas (como suma, resta, multiplicación, división y tomando raíces) comenzando 
con los polinomios. Cualquier función racional es automáticamente una función alge- 
braica. Aquí hay dos ejemplos más: 


x*— 16x? 


fl) = Vx? +1 g(x) = == x= 2) 4% se 1 
X= Vx 
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Cuando trace funciones algebraicas en el capítulo 4, verá que sus gráficas pueden tener 
una variedad de formas. La figura 17 ilustra algunas de las posibilidades. 


=Y 
y 


ol 5 0 1 x 


FIGURA 17 
(a) fo) =xVx+3 b) ga) =Y1? 25 (c) h(x) == 2} 


Un ejemplo de una función algebraica se produce en la teoría de la relatividad. La 
masa de una partícula con velocidad v es 


donde m, es la masa en reposo de la partícula y c = 3.0 X 10* km/s es la velocidad de 
la luz en el vacío. 


E Funciones trigonométricas 


Las páginas de referencia se encuen- La trigonometría y las funciones trigonométricas se repasan en la página de referencia 2 y 

tran en la parte final del libro. también en el apéndice D. En cálculo, por convención, siempre se utilizan medidas en 
radianes (excepto cuando se indique lo contrario). Por ejemplo, cuando se utiliza la función 
Ax) = sen x, se sobreentiende que sen x significa el seno de un ángulo cuya medida 
en radianes es x. Así, las gráficas de las funciones seno y coseno son como se muestra en 
la figura 18. 


(a) f(x) = sen x (b) g(x) = cos x 
FIGURA 18 


Observe que para las funciones seno y coseno el dominio es (—%, 00), y el rango es el 
intervalo cerrado [—1, 1]. Por tanto, para todos los valores de x, se tiene 


o, en términos de valor absoluto, 
Isen xl = 1 lcos xl = 1 
También, los ceros de la función seno se producen en los múltiplos enteros de p; es decir, 


senx=0 cuando x=nNnT n es un entero 
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37 T m 3m x 
2 2 
FIGURA 19 
y = tan x 
y y 
l 1 
oj 1 0l 1 xX 
(a) y =2* (b) y = (0.5)' 
FIGURA 20 


Funciones y modelos 


Una propiedad importante de las funciones seno y coseno es que son funciones perió- 
dicas con período 27. Esto significa que, para todos los valores de x, 


sen(x + 27r) = sen x cos(x + 277) = cos x 


El carácter periódico de estas funciones las hace adecuadas para modelar fenómenos 
repetitivos, como las olas del mar, resortes en vibración y las ondas de sonido. Por ejem- 
plo, en el ejemplo 1.3.4 vea que un modelo razonable para el número de horas de luz 
solar en Filadelfia £ días de después del 1 de enero viene dado por la función 


21 


L(t) = 12 + 2.8 saf 365 (1 — so) | 


1 
EJEMPLO 5 ¿Cuál es el dominio de la función f(x) = ———————? 
1 — 2 cos x 


SOLUCIÓN Esta función se define para todos los valores de x excepto los que hacen el 
denominador 0. Pero 


1 T 5m 
l-=2csx=0 <> cosx= y => 1 aa O > 


donde n es cualquier número entero (ya que la función coseno tiene período 277). 
Por tanto, el dominio de f es el conjunto de todos los números reales excepto los 
mencionados. a 


La función tangente está relacionada con las funciones seno y coseno por la ecuación 


y su gráfica se muestra en la figura 19. Está definida siempre que cos x = 0, que es, 
cuando x = +71/2, +37/2, ... Su rango es (—%, 0), Observe que la función tangente 
tiene período 7: 


tan(x + 7) = tan x para toda x 


Las tres funciones trigonométricas restantes (cosecante, secante y cotangente) son 
las recíprocas de las funciones seno, coseno y tangente. Sus gráficas se muestran en el 
apéndice D. 


E Funciones exponenciales 


Las funciones exponenciales son funciones de la forma f(x) = b*, donde la base b es 
una constante positiva. Las gráficas de y = 2* y y = (0.5) se muestran en la figura 20. En 
ambos casos el dominio es (—%, 00), y el rango es (0, 0), 

Las funciones exponenciales serán estudiadas en detalle en la sección 1.4, y se verá 
que son útiles para modelar muchos fenómenos naturales, como el crecimiento de una 
población (si b > 1) y la desintegración radiactiva (si b < 1). 


B Funciones logarítmicas 


Las funciones logarítmicas f(x) = log, x, donde la base b es una constante positiva, son 
las funciones inversas de las funciones exponenciales; se estudiarán en la sección 1.5. 
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cuando x > 1. 


que se han discutido. 


(a) fa) =5* 
os 
(c) hix) = ER 


FIGURA 21 SOLUCIÓN 


La figura 21 muestra las gráficas de cuatro funciones logarítmicas con diferentes bases. 
En cada caso el dominio es (0, 0), el rango es (—%, œ), y la función crece lentamente 


EJEMPLO 6 Clasifique las funciones siguientes como uno de los tipos de funciones 


(b) gx) = x° 


(d) ult) = 1 — t + 5t 


(a) f(x) = 5 es una función exponencial. (La x es el exponente.) 


(b) g(x) = x es una función potencia. (La x es la base.) Se podría considerar como una 
función polinomial de grado 5. 


E A: función algebrai 
Ç MX) = + es una tuncion algebraica. 
ERA id 


(d) u(t) = 1 — t + 5f es una función polinomial de grado 4. a 
1.2 EJERCICIOS 
1-2 Clasifique cada función como una función potencia, función 4. (a) y =3x (b) y =3* O y=x? (d) y= Yx 
raíz, polinomial (establezca su grado), función racional, función alge- 
braica, función trigonométrica, función exponencial o función 
logarítmica. Pa F 
1. (a) f(x) = logax ©) ga) = Yx 
2x? a 
(c) h(x) = a (d) ult) = 1 — 1.11 + 2.541” g 
lEn 
(e) v(t) = 5' (1) w(0) = sen O cos + 
2. (a) y= r“ (b) y =x” > 
(0) y =x14Q2 ax?) (d) y = tant — cos t És 
s x= 1 
Ea E J 


3-4 Relacione cada una de las siguientes ecuaciones con su gráfica. 


Explique el porqué de su elección. (No utilice computadora o 
calculadora graficadora.) 


3. (a) y =x? (b) y =x* (0) y=x 


YA g 


5-6 Encuentre el dominio de la función. 


E o 


1 — senx I = tanx 


7. (a) Determine una ecuación para la familia de funciones 
lineales con pendiente 2 y trace la gráfica de varios 
miembros de la familia. 

(b) Encuentre una ecuación para la familia de funciones 
lineales tal que f(2) = 1 y trace varios miembros de la 
familia. 

(c) ¿Qué función pertenece a ambas familias? 


8. ¿Qué tienen en común todos los miembros de la familia 
de funciones lineales f(x) = 1 + m(x + 3)? Trace varios 
miembros de la familia. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
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. ¿Qué todos los miembros de la familia de funciones lineales 


f(x) = c — x tienen en común? Trace varios miembros de la 
familia. 


Encuentre expresiones para las funciones cuadráticas cuyas 
gráficas se muestran. 


o| 3 X 


Encuentre una expresión para una función cúbica f si 


fQ) = 6y (=D) = f0) = f2) = 0. 


Estudios recientes indican que la temperatura promedio de 

la superficie de la Tierra ha estado aumentando. Algunos 

científicos han modelado la temperatura con la función 

lineal T = 0.02żt + 8.50, donde T es la temperatura en °C 

y t representa años desde 1900. 

(a) ¿Qué representan la pendiente y la intersección con el 
eje T? 

(b) Utilice la ecuación para predecir la temperatura prome- 
dio de la superficie global en 2100. 


Si D (en mg) es la dosis de un medicamento recomendada 

para adultos, entonces, para determinar la dosis apropiada 

c para un niño de edad a, el farmacéutico utiliza la 

ecuación c = 0.0417D(a + 1). Suponga que la dosis para 

un adulto es de 200 mg. 

(a) Encuentre la pendiente de la gráfica de c. ¿Qué repre- 
senta? 

(b) ¿Cuál es la dosis para un recién nacido? 


El administrador de un bazar de fin de semana sabe por 
experiencia que, si cobra x dólares por el alquiler de un 
espacio en el bazar, entonces el número y de espacios que 
puede alquilar está dado por la ecuación y = 200 — 4x. 

(a) Trace la gráfica de esta función lineal. (Recuerde que la 
renta por el espacio y el número de espacios alquilados 
no pueden ser cantidades negativas.) 

(b) ¿Qué representan la pendiente, la intersección con el eje 
y la intersección con el eje x de la gráfica? 


La relación entre las escalas de temperatura Fahrenheit (F) y 

Celsius (C) está dada por la función lineal F = 2C + 32. 

(a) Trace la gráfica de esta función. 

(b) ¿Cuál es la pendiente de la gráfica y qué representa? 
¿Cuál es la intersección con el eje F y qué representa? 


Kelly sale de Winnipeg a las 14:00 y conduce a rapidez 

constante hacia el oeste a lo largo de la carretera Trans- 

Canadá. Pasa por Brandon, a 210 km de Winnipeg, a 

las 16:00. 

(a) Exprese la distancia recorrida en términos del tiempo 
transcurrido. 

(b) Dibuje la gráfica de la ecuación del inciso (a). 

(c) ¿Cuál es la pendiente de esta recta? ¿Qué representa? 


17. 


18. 


19. 


Los biólogos han observado que la tasa de chirridos 

que emiten los grillos de una determinada especie está 

relacionada con la temperatura, y la relación parece ser casi 

lineal. Un grillo produce 112 chirridos por minuto a 20 *C y 

180 chirridos por minuto a 29 °C. 

(a) Encuentre una ecuación lineal que modele la tempe- 
ratura T, en función del número N de chirridos por 
minuto. 

(b) ¿Cuál es la pendiente de la gráfica? ¿Qué representa? 

(c) Si los grillos producen 150 chirridos por minuto, estime 
la temperatura. 


El gerente de una fábrica de muebles encontró que cuesta 

$2200 fabricar 100 sillas en un día y $4800 producir 300 

sillas en un solo día. 

(a) Exprese el costo en función del número de sillas produ- 
cidas, suponiendo que es lineal. Luego trace la gráfica. 

(b) ¿Cuál es la pendiente de la gráfica y qué representa? 

(c) ¿Cuál es la intersección en y de la gráfica y qué repre- 
senta? 


En la superficie del océano, la presión del agua es la misma 

que la presión del aire por encima del agua, 1.05 kg/cm?. 

Debajo de la superficie, la presión del agua aumenta en 

0.10 kg/cm? por cada metro de descenso. 

(a) Exprese la presión del agua en función de la profundidad 
bajo la superficie del océano. 

(b) ¿A qué profundidad la presión es de 7 kg/cm?? 


20. El costo mensual de conducir un auto depende del número 


de kilómetros recorridos. Lynn encontró que en mayo 

le costó $380 conducir 768 km y en junio le costó $460 

conducir 1280 km. 

(a) Exprese el costo mensual C como una función de la 
distancia recorrida d, suponiendo que una relación lineal 
da un modelo adecuado. 

(b) Utilice el inciso (a) para predecir el costo de conducir 
2400 km por mes. 

(c) Dibuje la gráfica de la función lineal. ¿Qué representa la 
pendiente? 

(d) ¿Qué representa la intersección en y? 

(e) ¿Por qué una función lineal es un modelo adecuado en 
esta situación? 


21-22 Para cada una de las gráficas de dispersión siguientes, 
¿qué tipo de función elegiría como un modelo para los datos? 
Explique sus elecciones. 


21. 


(a) YA (b) YA 
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(8) yA A (b) yA 


> > 
0 x 0 X 


FE 23 


. La tabla muestra la tasa de úlcera péptica (de por vida) 
(por cada 100 habitantes) en relación con el ingreso familiar 
como lo informa la Encuesta Nacional de Entrevista de 
Salud. 


Tasa de úlcera 
(por cada 

Ingreso 100 habitantes) 
$4,000 14.1 
$6,000 13.0 
$8,000 13.4 
$12,000 12.5 
$16,000 12.0 
$20,000 12.4 
$30,000 10.5 
$45,000 9.4 
$60,000 8.2 


(a) Trace una gráfica de dispersión con estos datos y decida 
si es apropiado un modelo lineal. 

(b) Encuentre y grafique un modelo lineal utilizando el 
primero y el último punto de datos. 

(c) Encuentre y grafique la recta de regresión por mínimos 
cuadrados. 

(d) Utilice el modelo lineal del inciso (c) para estimar la 
tasa de úlcera para un ingreso de $25 000. 

(e) De acuerdo con el modelo, ¿qué tan probable es que 
alguien que tiene un ingreso de $80 000 sufra de úlcera 
péptica? 

(£) ¿Cree que sería razonable aplicar el modelo a alguien 
con un ingreso de $200 000? 


9 24. Los biólogos han observado que la tasa de chirridos de 
grillos de una determinada especie, parece estar relacionada 
con la temperatura. La tabla muestra la cantidad de 
chirridos para distintas temperaturas. 

Tasa de Tasa de 
Tempera- E Tempe- DE 
tura (°C) eS a ratura (°C) eS : 
(chirridos/min) (chirridos/min) 

20 113 30 188 

22 128 32 203 

24 143 34 218 

26 158 36 233 

28 173 


(a) Haga una gráfica de dispersión de los datos. 

(b) Encuentre y grafique la recta de regresión. 

(c) Utilice el modelo lineal del inciso (b) para estimar la 
tasa chirridos a 40 °C. 


25. Los antropólogos usan un modelo lineal que relaciona la 
longitud del fémur humano a la altura. El modelo permite 
que un antropólogo determine la altura de una persona 
cuando se encuentra solamente una parte de esqueleto 
(incluido el fémur). Aquí tiene el modelo mediante el análisis 
de los datos sobre la longitud del fémur y altura para los ocho 
humanos masculinos dados en la tabla siguiente. 

(a) Haga un diagrama de dispersión de los datos. 

(b) Determine y trace la recta de regresión que modela los 
datos. 

(c) Un antropólogo encuentra un fémur humano de 53 cm 
de largo. ¿Cuál era la altura de la persona? 


Fémur Altura Fémur Altura 
longitud (cm) (cm) longitud (cm) (cm) 
50.1 178.5 44.5 168.3 
48.3 173.6 42.7 165.0 
45.2 164.8 39.5 155.4 
44.7 163.7 38.0 155.8 


26. Cuando las ratas de laboratorio están expuestas a fibras de 
asbesto, algunas de ellas desarrollan tumores de pulmón. 

La tabla muestra los resultados de varios experimentos 

realizados por científicos diferentes. 

(a) Determine la recta de regresión para los datos. 

(b) Haga una gráfica de dispersión y la gráfica de la recta 
de regresión. ¿La línea de regresión parece ser un 
modelo adecuado para los datos? 

(c) ¿Qué representa la intersección con el eje y de la recta 
de regresión? 


SF Porcentaje de PEI Porcentaje de 
Exposición Exposición 
ratones que desa- ratones que desa- 
al asbesto rrollan tumores al asbesto rrollan tumores 
(fibras/mL) A (fibras/mL) z 
de pulmón de pulmón 
50 2 1600 42 
400 6 1800 37 
500 5 2000 38 
900 10 3000 50 
1100 26 


FS 27. La tabla muestra el consumo mundial diario promedio de 

aceite entre 1985 y 2010 medido en miles de barriles por día. 

(a) Realice una gráfica de dispersión y decida si es adecua- 
do un modelo lineal. 

(b) Determine y trace la gráfica de la recta de regresión. 

(c) Use el modelo lineal para estimar el consumo de petró- 


leo entre 2002 y 2012. 
Años desde Miles de barriles de 
1985 aceite por día 
0 60,083 
5 66,533 
10 70,099 
15 76,784 
20 84,077 
25 87,302 


Fuente: US Energy Information Administration 
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FS 28. La tabla muestra el porcentaje de la población de Argentina 


que ha vivido en las zonas rurales de 1955 al 2000. 
Encuentre un modelo para los datos y utilícelo para estimar 
el porcentaje rural en 1988 y 2002. 


Porcentaje Porcentaje 
Año rural Año rural 
1955 30.4 1980 17.1 
1960 26.4 1985 15.0 
1965 23.6 1990 13.0 
1970 21.1 1995 11.7 
1975 19.0 2000 10.5 


Muchas de las cantidades físicas están relacionadas 
mediante leyes de los cuadrados inversos, es decir, por las 
funciones potencia de la forma f(x) = kx”?. En particular, 
la iluminación de un objeto por una fuente de luz es 
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia a la 
fuente. Suponga que al anochecer está en una habitación 
con una lámpara y que está intentando leer un libro. La luz 
es demasiado tenue, por lo que mueve la lámpara a la mitad 
de la distancia. ¿Cuánto más ilumina la luz al libro? 


(b) La isla caribeña de Dominica tiene un área 291 m2. 
¿Cuántas especies de reptiles y anfibios esperaría en- 
contrar en Dominica? 


Isla A N 
Saba 4 
Monserrat 40 9 
Puerto Rico 3,459 40 
Jamaica 4,411 39 
Española 29,418 84 
Cuba 44,218 76 


32. La tabla muestra las distancias d (promedio) del Sol 


(tomando la unidad de medida como la distancia entre la 

Tierra y el Sol) y sus períodos T (tiempo de revolución en 

años). 

(a) Ajuste un modelo potencia para los datos. 

(b) La tercera ley de movimiento planetario de Kepler 
afirma que “el cuadrado del período de revolución 


de un planeta es proporcional al cubo de su distancia 
media al Sol”. ¿El modelo del inciso (a) corrobora la 
tercera ley de Kepler? 


30. Tiene sentido afirmar que cuanto mayor sea el área de una 
región, es mayor el número de especies que habitan en 
la región. Muchos ecólogos han modelado la relación de 
especies de la zona con una función potencia y, en particular, 


el número de especies S de murciélagos que habitan en Planeta d T 
cuevas en México ha estado relacionado con el área super- - 
ficial A de las cuevas por la ecuación S = 0.740, Mercurio 0.387 0.241 


(a) La cueva llamada Misión imposible, situada cerca de Venus 0.723 0.615 
Puebla, México, tiene una superficie de A = 60 m?. 


A f H , Tierra 1.000 1.000 
¿Cuántas especies de murciélagos esperaría encontrar 
en esa cueva? Marte 1.523 1.881 
(b) Si descubre que cuatro especies de murciélagos viven Júpiter 5.203 11.861 
en una cueva, estime el área de la cueva. a 9.541 29.457 
FA 31. La tabla muestra el número N de especies de reptiles y Dun 19.190 84.008 


anfibios que habitan en las islas del Caribe y el área A de la 

isla en millas cuadradas. 

(a) Utilice una función potencia para modelar N como una 
función de A. 


Neptuno 30.086 164.784 


1.3 Funciones nuevas a partir de funciones previas 


Esta sección empieza con las funciones básicas discutidas en la sección 1.2 para obtener 
funciones nuevas por medio del desplazamiento, estiramiento y reflexión de las gráficas. 
También se muestra cómo combinar pares de funciones utilizando operaciones aritméti- 
cas estándar y composición. 


E Transformaciones de funciones 


Mediante la aplicación de ciertas transformaciones de la gráfica de una función dada, se 
pueden obtener las gráficas de algunas funciones relacionadas. Esto dará la posibilidad 
de esbozar las gráficas de muchas funciones rápidamente a mano. También permitirá 
expresar ecuaciones para las gráficas dadas. 

Considere primero las traslaciones. Si c es un número positivo, entonces la gráfica de 
y = f(x) + ces la gráfica de y = f(x) desplazada verticalmente hacia arriba una distancia 
de c unidades (ya que cada coordenada y se incrementa por el mismo número c). Por otro 
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lado, si g(x) = f(x — c), donde c > 0, entonces el valor de g en x es el mismo que el valor 
de fen x — c (c unidades a la izquierda de x). Por tanto, la gráfica de y = f(x — c) es la 
gráfica de y = f(x), desplazada c unidades a la derecha (véase la figura 1). 


Desplazamientos vertical y horizontal Suponga que c > 0. Para obtener la gráfica de 


y = f(x) + c, desplace verticalmente c unidades hacia arriba la gráfica 

de y = f(x) 

y = f(x) — c, desplace verticalmente c unidades hacia abajo la gráfica 

de y = f(x) 

y = f(x — c), desplace horizontalmente c unidades a la derecha la gráfica 
de y = f(x) 

y = f(x + c), desplace horizontalmente c unidades a la izquierda la gráfica 
de y = f(x) 


yA 


FIGURA 1 Traslación de la gráfica de f 


=Y 
=y 


y= fx) c 
y= f(x) 


FIGURA 2 Estiramiento y reflexión de la gráfica de f 


Ahora considere las transformaciones por estiramiento y reflexión. Si c > 1, 
entonces la gráfica de y = cf(x) es la gráfica de y = f(x) alargada verticalmente por un 
factor de c (porque cada coordenada y se multiplica por el número c). La gráfica de 
y = —f(x) es la gráfica de y = f(x) reflejada en relación con el eje x porque el punto 
(x, y) se reemplaza por el punto (x, —y). (Véanse la figura 2 y el siguiente cuadro, donde 
también se dan los resultados de otras transformaciones de alargamiento, compresión y 
reflexión.) 


Alargamientos y reflexiones vertical y horizontal Suponga que c > 1. Para obtener 
la gráfica de 


y = cf(x), alargue verticalmente la gráfica de y = f(x) por un factor de c 

y = (l/c) fx), comprima verticalmente la gráfica de y = f(x) por un factor de c 
y = fí(cx), comprima horizontalmente la gráfica de y = f(x) por un factor de c 
y = —fí(x/c), alargue horizontalmente la gráfica de y = f(x) por un factor de c 
y = — f(x), refleje la gráfica de y = f(x) a través del eje x 

y = f(—x), refleje la gráfica de y = f(x) a través del eje y 
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La figura 3 ilustra estas transformaciones de alargamiento cuando se aplican a la fun- 
ción coseno con c = 2. Por ejemplo, para obtener la gráfica de y = 2 cos x multiplique la 
coordenada y de cada punto en la gráfica de y = cos x por 2. Esto significa que la gráfica 
de y = cos x se alarga verticalmente por un factor de 2. 


YA y=2 cosx 


y=cosx 


=l e 
y =>3 COS x 


FIGURA 3 


EJEMPLO 1 Dada la gráfica de y = y/x, use transformaciones para trazar la gráfica de 


y=4yJx —2, y =Vx—2y =-=4y/x,y =2/x,yy =x/=x. 


SOLUCIÓN La gráfica de la función raíz cuadrada y = y/x , obtenida de la figura 1.2.13(a) 
se muestra en la figura 4(a). En otras partes de la figura se ha trazado y = y//x — 2 

desplazándola 2 unidades hacia abajo, y = /x — 2 por desplazamiento de 2 unidades a 
la derecha, y =—/x reflejando a través del eje x, y =2/x estirando verticalmente por 


un factor de 2, y y = y —x reflejando a través del eje y. 


N 
y 
v 
y 
v 
=y 
v 


(a) y=vx (b) y =v/x-2 (c)y=yx-2 (d) y =-Vx (e) y=2vVx My=V=x 


FIGURA 4 a 
EJEMPLO 2 Trace la gráfica de la función f(x) = x? + 6x + 10. 


SOLUCIÓN Completando el cuadrado, se escribe la ecuación de la gráfica como 


y=x2+6x + 10 = (3 + 3 + 1 


Esto significa que se obtiene la gráfica deseada iniciando con la parábola y = x° y des- 
plazándola 3 unidades a la izquierda y, luego 1 unidad hacia arriba (véase la figura 5). 


YA : YA 


=y 
v 


FIGURA 5 (a) y=x" (0) y =(x+3)+1 > 
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EJEMPLO 3 Trace las gráficas de las funciones siguientes. 
(a) y = sen 2x (b) y =1-—senx 


SOLUCIÓN 

(a) Se obtiene la gráfica de y = sen 2x comprimiendo horizontalmente a y = sen x 
por un factor de 2 (véanse las figuras 6 y 7). Por tanto, considerando que el período de 
y = sen x es 271, el período de y = sen 2x es 271/2 = m. 


xy 


FIGURA 6 FIGURA 7 


(b) Para obtener la gráfica de y = 1 — sen x, se empieza de nuevo con y = sen x. 
Se refleja a través del eje x para obtener la gráfica de y = —sen x, luego se desplaza 1 
unidad hacia arriba para obtener y = 1 — sen x (véase la figura 8). 


y 
2 y=1-—senx 
i 
+ > 
o a T 37 271 x 
FIGURA 8 2 2 a 
EJEMPLO 4 La figura 9 muestra gráficas del número de horas de luz natural como 
funciones de la época del año en varias latitudes. Dado que Ankara, Turquía, se encuen- 
tra a una latitud de aproximadamente 40 *N, determine una función que modele la 
longitud del día en Ankara. 
20 
18 
16 
14 
12 
20 °N 
Horas 10 30 °N 
40 °N 
à 50 °N 
FIGURA 9 6 
Gráfica de la duración de la luz del día 60 °N 
del 21 de marzo al 21 de diciembre en 4 
diferentes latitudes 2 
Fuente: adaptado de L. Harrison, Daylight, 
Twilight, Darkness and Time (New York: Silver, 


0 
Burdett, 1935), 40. Mar. Abr. May Jun. Jul. Agos. Sept. Oct. Nov. Dic. 
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=y 


(b) y=|x 


FIGURA 10 


SOLUCIÓN Observe que cada curva se parece a una función seno desplazada y alarga- 
da. Al ver la curva respectiva se tiene que, en la latitud de Ankara, la luz de día dura 
unas 14.8 horas el 21 de junio y 9.2 horas el 21 de diciembre, por lo que la amplitud 
de la curva (el factor por el cual se tiene que alargar verticalmente la curva seno) es 
2(14.8 — 9.2) = 2.8. 

¿Por cuál factor se necesita alargar horizontalmente la curva seno si se mide el tiempo 
t en días? Como hay aproximadamente 365 días en un año, el período del modelo debe 
ser 365. Pero el período de y = sen t es 27r, por lo que el factor de alargamiento hori- 
zontal es 27/365. 

También se ve que la curva comienza su ciclo el 21 de marzo, el día 80 del año, así 
que se tiene que desplazar la curva 80 unidades a la derecha. Además, debe desplazarla 
12 unidades hacia arriba. Por tanto, se modela la duración del día en Ankara el t-ésimo 
día del año por la función 

2r 


L(t) = 12 + 2.8 saf 365 (1 — so) | Z 


Otra transformación de cierto interés se obtiene tomando el valor absoluto de una 
función. Si y = | fx) | entonces, de acuerdo con la definición de valor absoluto, y = f(x) 
cuando f(x) = 0 y y = — f(x) cuando f(x) < 0. Esto dice cómo obtener la gráfica de 
y = | x)| a partir de la gráfica de y = f(x): la parte de la gráfica que se encuentra arriba 
del eje x sigue siendo la misma; la parte que se encuentra debajo del eje x se refleja a 
través de este eje. 


EJEMPLO 5 Trace la gráfica de la función y = |x? — 1|. 


SOLUCIÓN En primer lugar, se grafica la parábola y = x?— 1 en la figura 10(a), des- 
plazando verticalmente 1 unidad hacia abajo la parábola y = x’. Se ve que la gráfica se 
encuentra por debajo del eje x cuando: —1 < x < 1, por lo que se refleja esa parte de la 
gráfica respecto al eje x para obtener la gráfica de y = | xX- 1l en la figura 10(b). E 


E Combinación de funciones 

Dos funciones f y g pueden combinarse para formar funciones nuevas f + g, f — g, fg 
y flg en forma similar a la suma, resta, multiplicación y división de números reales. La 
suma y diferencia de funciones se definen mediante: 


(F+ gx) = Fx) + ga) F= 9) = f(x) — ga) 


Si el dominio de f es A y el dominio de g es B, el dominio de f + g es la intersección A N B 
porque f(x) y g(x) tienen que estar definidas. Por ejemplo, el dominio de f(x) = y/x es 
A = [0, œ), y el dominio de g(x) = y2 — x es B = (—0o, 2], por lo que el dominio de 
(A +ga) = yx +/2=xesANB = [0,2]. 


Del mismo modo, se definen el producto y cociente de funciones por 


EDA = Fg) (+ TEE 


El dominio de fg es A N B, pero no se puede dividir entre 0, por lo que el domi- 
nio de f/g es {xx EAN B | g(x) # 0}. Por ejemplo, si fx) =x? y g(x) =x — 1, 
entonces el dominio de la función racional (f/gMx) = x(x — 1) es {x | xl) o 
bien (—0, 1) U (1, œ). 

Hay otra forma de combinar dos funciones para obtener una función nueva. Por 
ejemplo, suponga que y = f(u) = yu y u = g(x) = x? + 1. Como y es una función de u 
y u es, a su vez, una función de x, se concluye que, finalmente, y es una función de x. 


x (entrada) 
| 

Es 
y 


g(x) ig 


E 
\ 
f(g(x) (salida) 


FIGURA 11 

La máquina f° g se compone de la 
máquina g (primero) y luego de 

la máquina f. 


Si 0 < a <S b, entonces a? < b’. 
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Se puede calcular esto por sustitución: 
y =f) = fa) =f +1) S= yeH 


Este procedimiento se denomina composición porque la función nueva se compone de 
las dos funciones dadas f y g. 

En general, dadas dos funciones cualesquiera f y g, se empieza con un número x en 
el dominio de g y se calcula su imagen g(x). Si este número g(x) está en el dominio de f, 
entonces se puede calcular el valor de f(g(x)). Observe que la salida de una función se usa 
como entrada para la próxima función. El resultado es una función nueva h(x) = fí(g(x)) 
obtenida mediante la sustitución de g en f y se llama la composición (o compuesta) de f 
y g, y se denota por f ° g (“f círculo g”). 


Definición Dadas dos funciones f y g, la función compuesta f° g (también llamada 
la composición de f y g) se define como 


(Fe Da) = Ago) 


El dominio de f° g es el conjunto de todas las x en el dominio de g tales que g(x) está 
en el dominio de f. En otras palabras, (f ° g)(x) está definida siempre que g(x) y fíg(x)) 
estén definidas. La figura 11 muestra f° g en términos de máquinas. 


EJEMPLO 6 Si f(x) = x y g(x) = x — 3, encuentre la composición de las funciones 


Fogygof. 


SOLUCIÓN Se tiene 


(Fe D =FR) = f(x — 3) = (1 — 3Y 


(g eP = FA) = gl?) = x? — 3 o 


NOTA En el ejemplo 6 puede verse que, en general, f° g = g ° f. Recuerde, la nota- 
ción f° g significa que la función g se aplica primero y, luego se aplica f. En el ejemplo 6, 


feg es la función que primero resta 3 y, luego eleva al cuadrado; g ° f es la función que 


primero se eleva al cuadrado y, luego resta 3. 


EJEMPLO 7 Sif(x) = Vx y g(x) = v2 — x, encuentre cada una de las funciones 


siguientes y su dominio. 


(a) Fog b) gof 


SOLUCIÓN 


(a) (Fo DNA =F =FV2 -= x)= V2 =x =42=x 


(o) fof (d)g°g 


El dominio de f° g es {x | 2 — x = 0} = {x | x = 2} = (-o0, 2]. 


(b) (g o AD = FA) =gl/x) = V2 — yx 


Para que yx esté definida debe cumplirse con que x => 0. Para que a 2 — „/x esté 
definida debe cumplirse con que 2 — /x = 0, esto es, /x < 2 o x < 4. Así que 
0 <S x < 4, por lo que el dominio de g > f es el intervalo cerrado [0, 4]. 


(c) (oA = FEO) = Fx) = Vx = Yx 


El dominio de f° f es [0, 00). 
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(d) (g ° y) = gg) = gl V2 


2=x)=y2 


e 


Esta expresión está definida cuando 2 — x > 0 y2 — y 2 — x= 0. La primera 
desigualdad significa x = 2, y la segunda es equivalente a y 2-x=<=2,02-x=<=4 
ox > —2. Así, —2 < x < 2, por lo que el dominio de g ° g es el intervalo cerrado 


[-2, 2]. 


Es posible tomar la composición de tres o más funciones. Por ejemplo, la composi- 
ción f° g ° h se encuentra aplicando primero h, después g y, por último, f como sigue: 


(Fog ° mo) = FA) 


EJEMPLO 8 Encuentre f° g ° h si fx) = xIx + 1), gœ) = x y h(x) = x +3. 


SOLUCIÓN 


(Fe g ° Wax) = gta) = F + 3)) 


E w at 3) 
= f(x +3) = TI FI E 


Hasta ahora ha utilizado la composición para construir funciones complicadas a partir 
de otras más sencillas. Pero en cálculo es útil a menudo ser capaz de descomponer una 
función compleja en otras más simples, como en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO9 Dada F(x) = cos? (x + 9), encuentre las funciones f,g y htalesque F = fogoh. 


SOLUCIÓN Como F(x) = [cos(x + 9)}?°, la fórmula para F dice: primero sume 9, des- 
pués tome el coseno del resultado y, finalmente, eleve al cuadrado. Así, se tiene 


hx) =x+9 


Entonces 


1.3 EJERCICIOS 


Suponga que la gráfica de f está dada. Escriba las ecuaciones 
para las gráficas que se obtienen a partir de la gráfica f como 
sigue: 

(a) Desplazar 3 unidades hacia arriba. 

(b) Desplazar 3 unidades hacia abajo. 

(c) Desplazar 3 unidades hacia la derecha. 

(d) Desplazar 3 unidades hacia la izquierda. 

(e) Reflejar respecto al eje x. 

(f) Reflejar respecto al eje y. 

(g) Alargada verticalmente por un factor de 3. 

(h) Contraída verticalmente por un factor de 3. 


. Explique cómo se obtiene cada gráfica a partir de la gráfica de 
y = fœ. 
(a) y =f(0) +8 (b) y=f(x + 8) 
© y = 8f(x) (d) y = f(8x) 
(e) y= $691 O y =8f(3x) 


fa) =x 


g(x) = cos x 


(feg ° h(x) = fig) = fx + 9)) = flcos(x + 9)) 
= [cos(x + 9)? = F(x) E 


3. Se da la gráfica de y = f(x). Relacione cada ecuación con su 
gráfica y argumente sus elecciones. 
(a) y = f(x 4) (b) y = f(x) + 3 
© y =3f(0) (d) y= f(x + 4) 
(e) y = 2f(x + 6) 


e) 
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4. Se da la gráfica de f. Trace las gráficas de las funciones 9-24 Grafique la función a mano, sin trazar puntos, sino 
siguientes. empezando con la gráfica de una de las funciones esenciales 
(a) y =f() -3 b) y =f(x+1) de la o 1.2 y después aplique las transformaciones 

apropiadas. 
© y= 3£0) (d) y ==F6) 
9. y=-x? 10. y= (x — 3) 
YA , 1 
11. y=x +1 12. y=1-— 
X 
4=L- 2 4 
13. y = 2 cos 3x 14. y=2y/x+1 
of 1 Xx 
15. y =x?-4x+5 16. y = 1 + sen mx 
17. y=2 — yx 18. y =3 — 2 cosx 
5. Se da la gráfica de f. Utilícela para trazar las gráficas de las 2 
funciones siguientes. 19. y= sen (4x) 20. y=4-2 
x 
() y =/0x) o) y =f) 
= lij AN TEE E 
(c) y = f(-x) (d) y= -f (—x) 21. k z(1 cos x) 22. y 1 2yx +3 
23. y=|vx -1| 24. y= |cos 7x | 
DIA 
| ¡INM 
AS AE 
| | N | | | | J 25. La ciudad de Nueva Delhi, India, se encuentra en la latitud 
| ol 1 | | W dl | x 30 °N. Utilice la figura 9 para encontrar una función que 
| | | | | | | | | modele el número de horas de luz diurna en Nueva Delhi 


como una función de la época del año. Para comprobar la 
exactitud de su modelo, utilice el hecho de que el 31 de 
marzo el Sol sale a las 6:13 y se pone a las 18:39 en esta 
6-7 La gráfica de y = y3x — x? está dada. Utilice transformaciones ciudad. 


ara crear una función cuya gráfica es como se muestra. : ; 
P yag 26. Una estrella variable es aquella cuyo brillo aumenta y 


disminuye alternándose. Para la estrella variable más visible, 
Delta Cephei, el tiempo transcurrido entre períodos de brillo 
máximo es de 5.4 días, el brillo promedio (o magnitud) de la 
estrella es 4.0, y su brillo varía en una magnitud de +0.35. 
Encuentre una función que modele el brillo de Delta Cephei, 
como una función del tiempo. 


=y 


27. Algunas de las mareas más altas en el mundo ocurren en la 
bahía de Fundy en la costa atlántica de Canadá. En Hopewell 
Cape la profundidad del agua durante la marea baja es de 

0 S 7. y 2.0 m y con la marea alta es de aproximadamente 12.0 m. 

El período natural de oscilación es de alrededor de 12 horas 

sa t o ` y el 30 de junio de 2009 la marea alta se produjo a las 6:45. 


L +-1 Determine una función que implique la función de coseno 


que modele la profundidad D(f) (en metros) en función del 
> 12.5 tiempo £ (en horas después de la medianoche) en ese día. 


28. En un ciclo respiratorio normal, el volumen de aire que se 
mueve dentro y fuera de los pulmones es de unos 500 mL. 
Los volúmenes de reserva y de residuo de aire que perma- 
necen en los pulmones ocupan aproximadamente 2000 mL 
8. (a) ¿Cómo es la gráfica de y = 2 sen x en relación con la gráfica y un solo ciclo respiratorio para un humano promedio toma 
de y = sen x? Utilice su respuesta y la figura 6 para trazar alrededor de 4 segundos. Determine un modelo para el 
la gráfica de y = 2 sen x. volumen total de aire V(t) en los pulmones como una función 
(b) ¿Cómo es la gráfica de y = 1 + Vx en relación con la gráfica del tiempo. 
de y = Vx? Utilice su respuesta y la figura 4(a) para trazar 29. (a) ¿Cómo es la gráfica de y = (|x|) en relación con la 
la gráfica de y = 1 + x. gráfica de f? 
(b) Trace la gráfica de y = sen |x|. 
(c) Trace la gráfica de y = VIz]. 


44 CAPÍTULO 1 Funciones y modelos 


30. Utilice la gráfica de f para trazar la de y = 1/f(x). ¿Qué 
características de f son las más importantes en el trazado de 
y = 1/f(x)? Explique cómo se utilizan. 


YA 


=y 


31-32 Encuentre (a) f + g, (b) f — g, (c) fg y (d) f/g y establezca 
sus dominios. 


31. f(0) =x4+2x? ga) = 3x? — 1 
32. f(1)=43=x, gía) = yx? 1 


33-38 Encuentre las funciones (a) f ° g, (b) g ° f, (c) fe f, y (d)geg 


y sus dominios. 
33. f(x x+5, gl) =x +x 


j= 
34. f(x) =x? — 2, gx) =1-— 4x 
)= 
J= 


35. f(x) =Yx +1, glx) =4x-— 3 
36. f(x) = sen x, ga) =x?+1 
1 a | 
37. fC E, 
Ot g= 


38. f(x =x, di) =Y1=x 


39-42 Encuentre f °g ° h. 

39. f(x) =3x— 2, g(x) = sen x, 
gl) =2%, h(x) = yx 
Vx =3, ga) =x, 


ga => M= 3% 


40. f(x 


41. f(x) = h(x) =x? +2 


42. f(x) = tanx, 


43-48 Exprese la función en la forma f ° g. 


43. F(x) = (2x + 1?) 44. F(x) = cos’x 
as. F) = E 46. GO) -y E 
1+Yx 1x 
tan t 
47. v(t) = t°) tan(t? 48. ult) = ——— 
v(t) = sec(1”) tan(t”) u(t) a 


49-51 Exprese la función en la forma f ° g ° h. 


yyx -1 50. H(x) = Y2 + |x| 


51. S( = sen”(cos £) 


49. R(x) = 


52. Utilice la tabla para evaluar cada una de las expresiones 
siguientes: 
(y) f) 
(d) g(g(1)) 


(0) FO) 
(e) (g ° £)6) 


© ALO) 
(0 (fe 9)66) 


x 1 2 3 4 5 6 
fœ 3 1 4 
g(x) 6 3 2 1 2 3 


53. Utilice las gráficas dadas de f y g para evaluar cada una 
de las expresiones siguientes, o explique por qué no están 
definidas: 


(a) f(g(2)) 
(d) (g e f)6) 


(b) g(£(0)) 
(e) (g ° gí-2) 


) (200) 
®© ANA 


54. Utilice las gráficas dadas de f y g para estimar el valor de 
F(gGo)) para x = —5, —4, —3, . . . , 5. Utilice estas estimaciones 
para trazar la gráfica f ° g. 


JA 


g 


=Y 


55. Una piedra se deja caer en un lago, creando una onda circular 
que viaja hacia fuera a una velocidad de 60 cm/s. 
(a) Exprese el radio r del círculo en función del tiempo 1 (en 
segundos). 
(b) Si A es el área de este círculo como una función del radio, 
encuentre A > r e interprétela. 


56. Un globo esférico está siendo inflado de manera que su radio 
aumenta a razón de 2 cm/s. 
(a) Exprese el radio r del globo en función del tiempo t (en 
segundos). 
(b) Si V es el volumen del globo en función del radio, encuen- 
tre V > r e interprétela. 


57. Un barco se está moviendo con una velocidad de 30 km/h 
paralelamente a una costa recta. El barco está a 6 km de la 
costa y pasa por un faro al mediodía. 


58. 


59. 


60. 


(a) Exprese la distancia s entre el faro y el barco en función de 
la distancia d, que el barco ha recorrido desde el mediodía; 
es decir, encuentre f de modo que s = f(d). 

(b) Exprese d como una función de f, el tiempo transcurrido 
desde el mediodía; es decir, encuentre g de modo que 
d = g(t). 

(c) Encuentre f ° g. ¿Qué representa esta función? 


Un avión está volando con una velocidad de 350 km/h, a una 

altitud de una milla y pasa directamente sobre una estación de 

radar en el tiempo £ = 0. 

(a) Exprese la distancia horizontal d (en kilómetros) que el 
avión ha volado, en función de t. 

(b) Exprese la distancia s entre el avión y la estación de radar 
en función de d. 

(c) Utilice la composición para expresar s como una función de t. 


La función de Heaviside H está definida por 


H(i) = t 


Se utiliza en el estudio de circuitos eléctricos para representar 
aumentos repentinos de la corriente eléctrica, o de voltaje, 
cuando el interruptor se activa de manera instantánea. 

(a) Trace la gráfica de la función de Heaviside. 

(b) Dibuje la gráfica del voltaje V(t) en un circuito cuando 
el interruptor se enciende en el tiempo t = 0 y se aplican 
instantáneamente 120 volts al circuito. Escriba una fór- 
mula para V(t) en términos de H(t). 

(c) Trace la gráfica del voltaje V(t) en un circuito cuando el 
interruptor se enciende en el tiempo t = 5 segundos y se 
aplican instantáneamente 240 volts al circuito. Escriba 
una fórmula para V(t) en términos de H(t). (Observe que a 
partir de £ = 5 corresponde a una traslación.) 


sit<0 


sit=0 


La función de Heaviside que se define en el ejercicio 59 también 
puede utilizarse para definir la función rampa y = ctH(t), que 


1.4 Funciones exponenciales 


En el apéndice G se presenta un 
enfoque alternativo a las funciones 
exponenciales y logarítmicas utilizando 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 
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representa un aumento gradual del voltaje o de corriente en un 

circuito. 

(a) Trace la gráfica de la función rampa y = tH(t). 

(b) Dibuje la gráfica del voltaje V(t) en un circuito cuando el 
interruptor se enciende en el tiempo t = 0, y el voltaje se 
aumenta gradualmente a 120 volts durante un intervalo de 
tiempo de 60 segundos. Escriba una fórmula para V(t) en 
términos de H(t) para t = 60. 

(c) Trace la gráfica del voltaje V(t) en un circuito cuando 
el interruptor se enciende en el tiempo t = 7 segundos y el 
voltaje se incrementa gradualmente a 100 volts durante un 
período de 25 segundos. Escriba una fórmula para V(t) en 
términos de H(t) para t = 32. 


Sean f y g funciones lineales con ecuaciones fx) = mx + b, 
y gŒ) = m,x + b,. ¿Es f ° g también una función lineal? Si es 
así, ¿cuál es la pendiente de su gráfica? 


Si usted invierte x dólares al 4% de interés compuesto 
anualmente, entonces la cantidad A(x) de la inversión después 
de un año es A(x) = 1.04x. Encuentre A ° A, A ° A ° A, y 

AC AC ACA. ¿Qué representan estas composiciones? Encuentre 
una fórmula para la composición de n copias de A. 


(a) Sig(x) = 2x + 1 y h(x) = 4x? + 4x + 7, encuentre una 
función f tal que f ° g = h. (Piense qué operaciones tendrá 
que realizar en la fórmula para g para determinar la 
fórmula para h.) 

(b) Si fo) = 3x +5 y h(x) = 3x 4 
función g tal que f eg = h. 


3x + 2, encuentre una 


Si fx) = x + 4 y h(x) = 4x — 1, encuentre una función g tal 
queg ef =h. 

Suponga que g es una función par y sea h = f ° g. ¿Es h 
siempre una función par? 

Suponga que g es una función impar y sea h = f ° g. ¿Es h 
siempre una función impar? ¿Qué pasa si f es impar? ¿Qué 
pasa si fes par? 


La función f(x) = 2* se llama una función exponencial porque la variable, x, es el expo- 
nente. No se debe confundir con la función potencia g(x) = x?, en la que la variable es 


la base. 


En general, una función exponencial es una función de la forma 


cálculo integral. 


fx) = b 


donde b es una constante positiva. Recuerde el significado de esto. 
Si x = n, un entero positivo, entonces 


b"=b:b::--*b 
A 


n factores 


Si x = 0, entonces b° = 1, y six = —n, donde n es un entero positivo, entonces 


br" = 


b” 
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FIGURA 1 


Representación de y = 2*, x racional 


Una demostración de este hecho 
se presenta en J. Marsden y A. 
Weinstein, Calculus Unlimited 
(Menlo Park, CA: Benjamin/ 
Cummings, 1981). 


FIGURA 2 


y = 2*, para x real 


Si x es un número racional, x = p/q, donde p y q son números enteros y q > 0, entonces 
b* = pr/1= Ip = (Ib y 


Pero ¿cuál es el significado de b* si x es un número irracional? Por ejemplo, ¿qué signi- 
fica 2% o 57? 

Para ayudar a responder esta pregunta, se examina la gráfica de la función y = 2*, 
donde x es racional. Una representación de esta gráfica se muestra en la figura 1. Se 
quiere ampliar el dominio de y = 2* para incluir tanto los números racionales como los 
irracionales. 

Hay huecos en la gráfica de la figura 1 correspondientes a valores irracionales de x. 
Se quiere llenarlos mediante la definición de f(x) = 2*, donde x € R, por lo que fes una 
función creciente. En particular, puesto que el número irracional V3 satisface 


17438 < 18 


se debe tener 217 < 2⁄3 < 218 


y se sabe lo que 2*” y 2'8 significan ya que 1.7 y 1.8 son números racionales. Del mismo 
modo, si usa mejores aproximaciones para V3, se obtienen mejores aproximaciones 
para 2: 


1.73 < V3 < 1.74 > 21B <27 <2 
1.732 < y3 < 1.733 => 22 <29 <23 
1.7320 < y3 < 1.7321 = 2P% < 2% < 21 


1.73205 < 4/3 < 1.73206 = 217205 < 2V3 < 2173206 


Puede demostrarse que hay exactamente un número que es mayor que todos los números 


917 9173 971.732 917320 9173205 
, $ > > 


> 
y menor que todos los números 


218 9174 91.733 917321 21.73206 
El > 3 > 


> 


Este número se define como 2'* y, utilizando este procedimiento de aproximación, se 
puede calcular con una aproximación de seis decimales: 


2% = 3.321997 


De la misma manera, se puede definir 2* (o b*, si b > 0) donde x es cualquier número 
irracional. En la figura 2 se muestra cómo todos los huecos en la figura 1 han sido 
llenados para completar la gráfica de la función fx) = 2%, x E R. 
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Las gráficas de los miembros de la familia de funciones y = b* se muestran en la 
figura 3 para varios valores de la base b. Observe que todas estas gráficas pasan por el 
mismo punto (0, 1) porque b? = 1 para b # 0. Observe también que cuando la base b se 
hace más grande, la función exponencial crece más rápidamente (para x > 0). 


G y YA 10* 4* 9* 


1,3" 


SiO < b < 1, entonces b* se aproxima 
a 0 cuando x es muy grande. Sib > 1, 
entonces b* se aproxima a 0 cuando x 
disminuye al tomar valores negativos. 
En ambos casos el eje x es una asíntota 
horizontal. Estas cuestiones se tratan en 
la sección 2.6. 


FIGURA 3 


En la figura 3 puede verse que existen básicamente tres tipos de funciones exponen- 
ciales y = b*. SiO < b < 1, la función exponencial decrece; si b = 1, es una constante, y 
si b > 1, crece. Estos tres casos se ilustran en la figura 4. Observe que si b # 1, entonces 
la función exponencial y = b* tiene dominio R y rango (0, œ). Observe también que, 
dado que (1/b)" = 1/b* = b”*, entonces la gráfica de y = (1/b)' es justamente la reflexión 
de la gráfica de y = b" a través del eje y. 


y y y 


xy 


0| x 0| 


FIGURA 4 (a) y=b", 0<b<1 (b) y =1* (c)y=b", b>1 


Una de las razones de la importancia de la función exponencial se encuentra en las 
siguientes propiedades. Si x y y son números racionales, entonces estas leyes son bien 
conocidas del álgebra elemental. Puede demostrarse que seguirán siendo válidas para 
números reales x y y arbitrarios. 


www.stewartcalculus.com Leyes de los exponentes Si a y b son números positivos, y los números x y y son 


Para un repaso de las leyes de reales cualesquiera, entonces 

exponentes, haga clic en Review of 

Algebra. qe p O qee p T 
1. b = bb’ 2. b° = py 3. (b*) = b? 4. (ab) = ab" 


EJEMPLO 1 Trace la gráfica de la función y = 3 — 2*, determine su dominio y 
rango. 


Para un repaso de la reflexión y 
desplazamiento de gráficas, consulte la 
sección 1.3. 


SOLUCIÓN Primero refleje la gráfica de y = 2* [se muestran en las figuras 2 y 5(a)] a 
través del eje x para obtener la gráfica de y = —2* en la figura 5(b). Después se desplaza 


48 CAPÍTULO 1 Funciones y modelos 


FIGURA 5 


En el ejemplo 2 se muestra que y = 2* 
aumenta más rápidamente que y = x?. 
Para demostrar lo rápido que fx) = 2* 
aumenta, realice el experimento mental 
siguiente. Suponga que se empieza 
con un trozo de papel de un décimo 

de milímetro de espesor y lo dobla por 
la mitad 50 veces. Cada vez que dobla 
el papel por la mitad, el grosor del papel 
se duplica, por lo que el grosor del 
papel resultante sería 210000 m. 

¿De qué grosor cree usted que es? 
¡Más de cien millones de kilómetros! 


3 unidades hacia arriba la gráfica de y = —2* para obtener la gráfica de y = 3 — 2* en 
la figura 5(c). El dominio es R, y el rango es (—%, 3). 


(a) y =2* (b) y =-2* (c)y=3-2* 


EJEMPLO 2 Utilice un dispositivo de graficación para comparar la función exponen- 
cial f(x) = 2* con la de la función potencia g(x) = x?. ¿Cuál función crece más rápida- 
mente cuando x es muy grande? 


SOLUCIÓN La figura 6 muestra ambas funciones representadas gráficamente en el 
rectángulo de vista [—2, 6] por [0, 40]. Vea que las gráficas se intersecan tres 
veces, pero para x > 4 la gráfica de f(x) = 2* permanece por encima de la gráfica de 
g(x) = x?. La figura 7 da una visión más global y muestra que para valores grandes 
de x, la función exponencial y = 2* crece mucho más rápidamente que la función 
potencia y = x?. 


250 


FIGURA 6 FIGURA 7 E] 


Ml Aplicaciones de las funciones exponenciales 


La función exponencial ocurre con mucha frecuencia en los modelos matemáticos de las 
ciencias naturales y sociales. Aquí se indica brevemente cómo surge en la descripción 
del crecimiento de una población y decaimiento radioactivo. En capítulos posteriores se 
seguirán estas y otras aplicaciones en mayor detalle. 

En primer lugar, considere una población de bacterias en un medio nutritivo homo- 
géneo. Suponga que por muestreo de la población a ciertos intervalos se determina 
que la población se duplica cada hora. Si el número de bacterias en el tiempo tes p(t), 
donde f se mide en horas, y la población inicial es p(0) = 1000, entonces se tiene 


p(1) = 2p(0) = 2 X 1000 
pQ) = 2p(1) = 2? X 1000 


p(3) = 2p(2) = 2* X 1000 


Tabla 1 

t Población 

(años desde 1900) | (millones) 
0 1650 
10 1750 
20 1860 
30 2070 
40 2300 
50 2560 
60 3040 
70 3710 
80 4450 
90 5280 
100 6080 
110 6870 

FIGURA 8 


Gráfica de dispersión para el 
crecimiento de la población mundial 


FIGURA 9 
Modelo exponencial para el 
crecimiento de población 
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De este patrón, parece ser que, en general: 
p(t) = 2' X 1000 = (1000)2' 


Esta función de la población es un múltiplo constante de la función exponencial y = 2, 
por lo que muestra el rápido crecimiento observado en las figuras 2 y 7. En condiciones 
ideales (nutrientes, espacio ilimitado y la ausencia de enfermedad), este crecimiento 
exponencial es típico de lo que ocurre de hecho en la naturaleza. 

¿Qué pasa con la población humana? La tabla 1 muestra los datos de la población 
del mundo en el siglo XX, y en la figura 8 se muestra la gráfica de dispersión corres- 
pondiente. 


5x10%+ 


t y > 
0 20 40 60 80 100 120 t 
Años desde 1900 


El patrón de los puntos de datos en la figura 8 sugiere un crecimiento exponencial, 
por eso se usa una calculadora graficadora con capacidad de regresión exponencial para 
aplicar el método de mínimos cuadrados y obtener el modelo exponencial 


P = (1436.53) * (1.01395)' 


donde £ = 0 corresponde a 1900. La figura 9 muestra la gráfica de esta función expo- 
nencial junto con los puntos de datos originales. Se ve que la curva exponencial ajusta 
razonablemente bien en el conjunto de datos. El período de crecimiento relativamente 
lento de la población se explica por las dos Guerras Mundiales y la Gran Depresión de 
la década de 1930. 


5x10? 4 


Años desde 1900 
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FIGURA 11 
Modelo viral para la carga viral 


En 1995 apareció un documento detallando el efecto del inhibidor de proteasa ABT-538 
en el virus de inmunodeficiencia humana VIH-1.' La tabla 2 muestra valores de plasma 
viral cargado V(t) del paciente 303, medidos en copias/mL de ARN, £ días después de que 


inició el tratamiento con ABT-538. En la figura 10 se muestra la correspondiente gráfica 
de dispersión. 


Tabla 2 YA, 
t (dí: 
(días) V(t) z 60] 
76.0 P . 
4 53.0 2 40- 
18.0 E al , 
11 9.4 g 
15 5.2 F o ys w T 
1as 
an 56 10 20 30 


FIGURA 10 Plasma viral cargado de paciente 303 


La disminución más dramática de la carga viral que se ve en la figura 10 recuerda las 
gráficas de la función exponencial y = b* en las figuras 3 y 4 para el caso donde la base 
b es menor de 1. Se modela la función V(t) con una función exponencial. Usando una 
calculadora graficadora o una computadora para ajustar los datos en la tabla 2 con 
una función exponencial de la forma y = a : b', se obtiene el modelo 


V = 96.39785 - (0.818656)' 


En la figura 11 se traza la gráfica de esta función exponencial con los puntos de datos y 


se ve que el modelo representa la carga viral razonablemente bien durante el primer mes 
de tratamiento. 


VA 


copias / mL de ARN 
ÉS 
= 


J— 
0 10 20 30 *(días) 


Podría utilizar la gráfica de la figura 11 para estimar la vida media de V, es decir, el 
tiempo requerido para que la carga viral se reduzca a la mitad de su valor inicial (véase 
el ejercicio 33). En el ejemplo siguiente se da la vida media de un elemento radioactivo 
y se pide encontrar la masa de una muestra en cualquier momento. 


EJEMPLO 3 La vida media del estroncio 90, “Sr, es 25 años. Esto significa que la 
mitad de cualquier cantidad dada de Sr se desintegrará en 25 años. 

(a) Si una muestra de “Sr tiene una masa de 24 mg, determine una expresión para la 
masa m(t) que queda después de £ años. 

(b) Determine la masa restante después de 40 años, correcto al miligramo más cercano. 
(c) Utilice un dispositivo de graficación para trazar la gráfica de m(t) y utilícela para 
estimar el tiempo requerido para que la masa se reduzca a 5 mg. 


1. D. Ho et al., “Rapid Turnover of Plasma Virions and CD4 Lymphocytes in HIV-1 Infection,” Nature 
373(1995): 123-126. 


30 


-1/25 
m=24. 7" 


0 


FIGURA 12 


100 
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SOLUCIÓN 
(a) La masa es inicialmente 24 mg y se reduce a la mitad durante cada período de 
25 años, así 


mí0) = 24 
m(25) = 504) 
1 1 1 
m(50) = 2 . 704) = 204) 


m(15) = - : - (24) = > (24) 


1 1 1 
m(100) = Pi 304 = zeA 
De este patrón, se obtiene que la masa restante después de ¢ años 
1 
m(t) = 7504) = 24 - 275 = 24 - (2713) 


Esta es una función exponencial con base b = 271% = 1/29, 


(b) La masa que queda después de 40 años es 
m(40) = 24 - 2% = 7.9 mg 


(c) Utilice una calculadora graficadora o una computadora para ver la función 

m(t) = 24 - 27% en la figura 12. Observe también la gráfica de la recta m = 5 y utilice 
el cursor para estimar que m(t) = 5 cuando t = 57. Así, la masa de la muestra se redu- 
cirá a 5 mg después de 57 años. E 


Ml El número e 


De todas las posibles bases para una función exponencial, hay una que es más conve- 
niente para los fines del cálculo. La elección de una base b está influida por la forma en 
que la gráfica de y = b* cruza el eje y. Las figuras 13 y 14 muestran las rectas tangentes 
a las gráficas de y = 2* y y = 3" en el punto (0, 1). (Se definirán las rectas tangentes de 
manera precisa en la sección 2.7. Para los fines presentes, puede considerarse que la recta 
tangente a una gráfica exponencial en un punto es la recta que toca la gráfica solo en ese 
punto.) Si se miden las pendientes de estas rectas tangentes en (0, 1), se encuentra que 
m = 0.7 para y = 2* y m = 1.1 para y = 3”. 


YA 


y=2* 


FIGURA 13 FIGURA 14 


Resulta que, como se verá en el capítulo 3, algunas de las fórmulas del cálculo que- 
darán muy simplificadas si elige la base b para la que la pendiente de la recta tangente 
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m=1 


FIGURA 15 
La función exponencial natural corta el 
eje y con una pendiente de 1. 


Module 1.4 le permite graficar 
funciones exponenciales con diver- 
sas bases y sus rectas tangentes para 
calcular más de cerca el valor de b 
para la cual la recta tangente tiene 
pendiente 1. 


FIGURA 16 


YA 


ay = ben (0, 1) es exactamente 1. (Véase la figura 15.) De hecho, existe tal número y se 
denota con la letra e. (Esta notación fue elegida por el matemático suizo Leonhard Euler 
en 1727, probablemente porque es la primera letra de la palabra exponencial.) En vista 
de las figuras 13 y 14, no causa ninguna sorpresa que el número e se encuentre entre 2 
y 3 y que la gráfica de y = e* se encuentre entre las gráficas de y = 2* y y = 3". (Véase 
la figura 16.) En el capítulo 3 se verá que el valor de e, con una aproximación de cinco 
decimales, es 


e ~= 2.11828 


A la función f(x) = e* se le llama función exponencial natural. 


EJEMPLO 4 Trace la gráfica de la función y = je * — 1 y establezca el dominio y el 
rango. 


SOLUCIÓN Empiece con la gráfica de y = e* de las figuras 15 y 17(a) y refléjela a 
través del eje y para obtener la gráfica de y = e™ en la figura 17(b). (Observe que la 
gráfica interseca el eje y con una pendiente de — 1.) Entonces se comprime la gráfica 
verticalmente por un factor de dos para obtener la gráfica de y = Lo en la figura 17(c). 
Por último, se desplazará la gráfica hacia abajo una unidad para obtener la gráfica 
deseada en la figura 17(d). El dominio es R, y el rango es (—1, 00). 


YA YA yA 


(a)y=e" 


FIGURA 17 


y 
xy 


f 


y=-1 


byse” (c) y= }e™ (d) y=}e™-1 
E 


¿Hasta qué valor de x a la derecha de cero cree usted que se tendría que ir para 
que la altura de la gráfica de y = e* sea superior a un millón? En el ejemplo siguiente 
se muestra el rápido crecimiento de esta función proporcionando una respuesta que 
podría sorprenderle. 


EJEMPLO 5 Utilice un dispositivo de graficación para encontrar los valores de x para 
los cuales e* > 1 000 000. 
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SOLUCIÓN En la figura 18 se ve la gráfica de la función y = e* y la recta horizontal 
y = 1 000 000. Se ve que estas curvas se intersecan cuando x = 13.8. Por tanto, 
e* > 10% cuando x > 13.8. Tal vez le sorprenda que los valores de la función exponen- 
cial ya han superado un millón cuando x es solo 14. 


FIGURA 18 


1.4 EJERCICIOS 


1-4 Utilice las leyes de los exponentes para simplificar cada una 
de las expresiones siguientes: 


473 b 1 
Ls UT 
2. (a) 8*5 (b) x(3x?) 
3 4 
3. (a) bë(2b)* (b) ES 
e a apahal al 
a () o E 


x Yab 


5. (a) Escriba una ecuación que defina la función exponencial 
con base b > 0. 


(b) ¿Cuál es el dominio de esta función? 
(c) Sib # 1, ¿cuál es el rango de esta función? 


(d) Dibuje la forma general de la gráfica de la función expo- 
nencial para cada uno de los siguientes casos. 


G) b>1 
GD) b=1 
(ii) 0<b<1 
6. (a) ¿Cómo se define el número e? 


(b) ¿Cuál es un valor aproximado de e? 
(c) ¿Cuál es la función exponencial natural? 


FS 7-10 Trace la gráfica de cada una de las funciones siguientes en 


una pantalla común. ¿Cómo se relacionan estas gráficas? 


7. y=2 y=e y=5, y=20* 


1.5 X 10° 


y= 10% 


9. y=3, y=10% y=} y= 


10. y =0.9% y=0.6%, y=0.3% y=0.1* 


11-16 Haga un trazo de la gráfica de la función. No utilice 
calculadora. Solo utilice las gráficas que se presentan en las 
figuras 3 y 13 y si es necesario, las transformaciones de la 
sección 1.3. 


11. y=4'-1 12. y = (0.5)*7 


13. y = 10%? 14. y = (0.5)* — 2 


15. y =1-—]je* 16. y =2(1 — e”) 


17. Comenzando con la gráfica de y = e*, encuentre la ecuación 
de la gráfica que resulta de: 
(a) desplazarla 2 unidades hacia abajo. 
(b) desplazarla 2 unidades a la derecha. 
(c) reflejarla con respecto al eje x. 
(d) reflejarla con respecto al eje y. 
(e) reflejarla con respecto al eje x y luego reflejarla con 
respecto al eje y. 


18. Comenzando con la gráfica de y = e*, encuentre la ecuación 
de la gráfica que resulta de: 
(a) reflejarla con respecto a la recta y = 4. 
(b) reflejarla con respecto a la recta x = 2. 


19-20 Encuentre el dominio de cada una de las funciones 
siguientes. 

1 — e” l+x 
19. (a) f(x) = 7 (d) f(x) = posa 


e 


20. (a) g() = /10' = 100 


(b) g(t) = sen[e' — 1) 
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21-22 Encuentre la función exponencial Ax) = Cb* cuya 
gráfica está dada. 


21. 


23. 


24. 


25 


FS 28. 


FS 29. 


Si f(x) = 5*, demuestre que 


fa + mf) 


3 5h — 1 


Suponga que se le ofrece trabajo por un mes. ¿Cuál de los 
siguientes métodos de pago prefiere? 
I. Un millón de dólares al final del mes. 
IL. Un centavo en el primer día del mes, dos centavos en 
el segundo día, cuatro centavos en el tercer día y, en 
general, 2"”! centavos el enésimo día. 


Suponga que las gráficas de f(x) = x° y g(x) = 2* se 
dibujan en una cuadrícula de coordenadas con 1 cm como 
unidad de medida. Demuestre que, a una distancia de 1 m 
a la derecha del origen, la altura de la gráfica de f es de 
100 m, pero la altura de la gráfica de g es aproximada- 
mente 10% km. 


. Compare las funciones f(x) = x y g(x) = 5* graficando 


ambas funciones en varios rectángulos de vista. Encuentre 
todos los puntos de intersección de las gráficas con 
aproximación a un decimal. ¿Cuál función crece más 
rápidamente cuando x es muy grande? 


. Compare las funciones f(x) = x y g(x) = e al graficar a f 


y g en varios rectángulos de visión. ¿Cuándo la gráfica de g 
finalmente supera a la gráfica de f? 


Utilice una gráfica para estimar los valores de x tales que 
e" > 1 000 000 000. 


Un investigador está tratando de determinar el tiempo de 
duplicación para una población de la bacteria Giardia 
lamblia. Comienza un cultivo en una solución nutritiva y 
estima los conteos de bacterias cada cuatro horas. Sus datos 
se muestran en la tabla 


Tiempo (horas) | 0 4 8 12 | 16 | 20 | 24 


Conteo de 


bacterias 37 | 47 | 63 | 78 
(CFU/mL) 


105 | 130 | 173 


(a) Realice una gráfica de dispersión de los datos. 

(b) Utilice una calculadora graficadora para encontrar una 
curva exponencial f(t) = a : b' que modele la población 
de bacterias después de t horas. 


(c) 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


M 35. 


Trace la gráfica del modelo del inciso (b) junto con el 
diagrama de dispersión del inciso (a). Utilice la función 
TRACE para determinar cuánto tarda el conteo de bacterias 
en duplicarse. 


O Sebastian Kaulitzki / Shutterstock.com 


G. lamblia 


Un cultivo de bacterias comienza con 500 bacterias y 

duplica su tamaño cada media hora. 

(a) ¿Cuántas bacterias hay después de 3 horas? 

(b) ¿Cuántas bacterias hay después de t horas? 

(c) ¿Cuántas bacterias hay después de 40 minutos? 

(d) Trace la gráfica de la función de la población y calcule 
el tiempo en que la población llega a 100 000. 


La vida media del bismuto-210, ?'"Bi, es 5 días. 

(a) Si una muestra tiene una masa de 200 mg, determine la 
cantidad restante después de 15 días. 

(b) Determine la cantidad restante después de 1 días. 

(c) Calcule la cantidad restante después de 3 semanas. 

(d) Utilice una gráfica para estimar el tiempo necesario 
para que la masa se reduzca a 1 mg. 


Un isótopo de sodio, Na, tiene una vida media de 15 

horas. Una muestra de este isótopo tiene masa 2 g. 

(a) Determine la cantidad restante después de 60 horas. 

(b) Encuentre la cantidad restante después de £ horas. 

(c) Calcule la cantidad restante después de 4 días. 

(d) Utilice una gráfica para estimar el tiempo requerido 
para que la masa se reduzca a 0.01 g. 


Utilice la gráfica de V en la figura 11 para estimar la vida 
media de la carga viral del paciente 303 durante el primer 
mes de tratamiento. 


Después de que el alcohol es absorbido por completo 

en el cuerpo, se metaboliza con una vida media aproxi- 

mada de 1.5 horas. Suponga que usted ha bebido tres 

bebidas alcohólicas y una hora más tarde, a medianoche, 

su concentración de alcohol en la sangre (BAC) es 

0.6 mg/mL. 

(a) Determine un modelo de decaimiento exponencial para 
su BAC £ horas después de la medianoche. 

(b) Trace la gráfica de su BAC y utilice la gráfica para 
determinar cuándo su BAC es de 0.08 mg/mL. 


Fuente: adaptado de P. Wilkinson et al., “Pharmacokinetics of Ethanol after 
Oral Administration in the Fasting State,” Journal of Pharmacokinetics and 
Biopharmaceutics 5(1977): 207-224. 


Utilice una calculadora gráfica con capacidad para calcular 
una regresión exponencial para modelar la población 


del mundo con los datos de 1950 a 2010 de la tabla 1 en la 
página 49. Utilice el modelo para estimar la población en 
1993 y para predecir la población en el año 2020. 
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la capacidad de calcular una regresión exponencial para 
modelar la población de Malasia desde 1950. Utilice 
el modelo para estimar la población en 1975 y 2010, 
y para predecir la población en 2020. 


FA 36. La tabla muestra la población de Malasia, en millones, 
para los años 1950-2000. Utilice una calculadora grafica- FS 37. Si usted traza la gráfica de la función 
dora con jogi 
US gg 
Año Población Año Población e 
verá que f parece ser una función impar. Demuéstrelo. 
1950 6.1 1980 13.8 i . A 
1955 7.0 1985 15.7 FH 38. Trace la gráfica de varios miembros de la familia de 
1960 8.1 1990 17.8 idas 
1965 9.5 1995 20.4 f= 1 
1970 10.9 2000 23.0 1 + ae™ 
1975 12.3 donde a > 0. ¿Cómo cambia la gráfica cuando b cambia? 
¿Cómo cambia la gráfica cuando a cambia? 
1.5 Funciones inversas y logarítmicas 
La tabla 1 muestra los datos de un experimento en el que un cultivo de bacterias inició 
con 100 de ellas en un medio limitado de nutrientes; el tamaño de la población de bac- 
terias se registró a intervalos de una hora. El número N de bacterias es una función del 
tiempo t: N = f(t). 

Suponga, sin embargo, que la bióloga cambia su punto de vista y se interesa en el 
tiempo requerido para que la población alcance distintos niveles. En otras palabras, 
piensa en £ como una función de N. Esta función se llama función inversa de f, denotada 
por f | y se lee “f inversa”. Así, t = FUN) es el tiempo requerido para que el nivel 
de la población llegue a N. Los valores de f~! pueden encontrarse mediante la lectura de 
la tabla 1 de derecha a izquierda o consultando la tabla 2. Por ejemplo, f '(550) = 6 ya 
que f(6) = 550. 

Tabla 1 N como función de t Tabla 2 ¿como función de N 
t N= f(t) = ON) 
(horas) = población al tiempo t N = tiempo en alcanzar las N bacterias 
0 100 100 0 
1 168 168 1 
2 259 259 2 
3 358 358 3 
4 445 445 4 
5 509 509 5 
A f Š 6 550 550 6 
7 573 573 7 
8 586 586 8 
HA No todas las funciones poseen inversa. Se compararán las funciones f y g cuyos dia- 
To AN gramas de flechas se muestran en la figura 1. Observe que f nunca tiene el mismo valor 
dos veces (cualquier par de entradas en A tienen diferentes salidas), mientras que g toma 
g el mismo valor dos veces (2 y 3 tienen la misma salida, 4). En símbolos, 
A h B 
FIGURA 1 90) = g6) 


fes inyectiva; g no lo es. 


pero 


Fx) # f(x2) 


siempre que xı Æ x2 


Las funciones que comparten esta propiedad con f se llaman funciones inyectivas. 
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En el lenguaje de entradas y salidas, 01) Definición Una función f se llama función inyectiva si nunca toma el mismo 
esta definición indica que f es inyectiva valor dos veces; esto es, 

si cada salida corresponde a una sola 

entradas f(x) # f(x2) siempre que xı % x2 


Si una recta horizontal interseca la gráfica de f en más de un punto, entonces se ve 
en la figura 2 que hay números x, y x, tales que f(x,) = f(x,). Esto significa que f no es 
inyectiva, 


FIGURA 2 
Esta función no es inyectiva ya que 


fœ) = fœ). oj x Xx 


=y 


Por tanto, con el siguiente método geométrico se puede determinar si una función es 
inyectiva. 


Prueba de la recta horizontal Una función es inyectiva si y solo si no existe una 
recta horizontal que interseque su gráfica más de una vez. 


P EJEMPLO 1 ¿Es la función f(x) = x* inyectiva? 


3 SOLUCIÓN 1 Si x, % x,, entonces xi % x? (dos números diferentes no pueden tener el 
mismo cubo). Por tanto, por la definición 1, f(x) = x es inyectiva. 


0 x SOLUCIÓN 2 De la figura 3 se observa que no existe recta horizontal que interseque a la 
gráfica de f(x) = x más de una vez. Por tanto, por la prueba de la recta horizontal, f es 
inyectiva. u 


FIGURA 3 EJEMPLO 2 ¿Es inyectiva la función g(x) = x°? 


fŒ) = es inyectiva. š vý ] : ; 
SOLUCIÓN 1 Esta función no es inyectiva, ya que, por ejemplo, 


g) = 1 =g(~1) 
por lo que 1 y —1 tienen la misma salida. 


SOLUCIÓN 2 De la figura 4 se observa que existen rectas horizontales que cruzan la 
gráfica de g más de una vez. Por tanto, por la prueba de la recta horizontal, g no es 
inyectiva. El 


Las funciones inyectivas son importantes porque son precisamente aquellas que poseen 
funciones inversas de acuerdo con la definición siguiente. 


FIGURA 4 


g(x) = xno es inyectiva. 


(2] Definición Sea funa función inyectiva con dominio A y rango B. Entonces, la 
función inversa f ' tiene dominio B y rango A y está definida por 


PO= e fa) =y 


para cualquier y en B. 
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A > La definición dice que si f mapea x con y, entonces f”' mapea de regreso y con x. 

f f` (Si f no fuera inyectiva, entonces f~ ' no estaría definida de manera única). El diagrama 

de flechas en la figura 5 indica que f”' invierte el efecto de f. Observe que 
B > 
y 
FIGURA E 
i dominio de f ' = rango de f 
rango de f”' = dominio de f 


Por ejemplo, la función inversa de f(x) = x? es f'(x) = x? ya que si y = x°, 
entonces 


FO EFTE) S aa 
2 CUIDADO No cometa el error de pensar en —1 en f”* como un exponente. Es decir, 


l 
Fx) 


f'(x) no significa 
Sin embargo, la función recíproca, 1/f(x), podría escribirse como [fœ]. 


EJEMPLO 3 Si f(1) = 5, f£(3) = 7 y f(8) = —10, encuentre f~! (7), f! (5) y 
A B f 10). 


y SOLUCIÓN De la definición de f !, se tiene 
| FM=3  yaque f6)=7 


f US) =1 ya que fa)=5 
A a FU=10)=8  yaque  f(8)=-10 


— El diagrama en la figura 6 aclara cómo f' invierte el efecto de f en este caso. Ei 


4 La letra x es tradicionalmente utilizada como la variable independiente, así que 
f cuando se concentre en f ' en vez de f, usualmente se cambian los roles de x y y en la 


definición 2, y se escribe 
FIGURA 6 


La función inversa invierte las salidas 


y las entradas. 


LJ fi)=y e fo) =x 


Al sustituir por y en la definición 2 y sustituyendo por x en (3), se obtienen las 
ecuaciones de cancelación: 


f(f(x) =x para todo x en A 


[4] 


f(f(x) =x para todo x en B 
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FIGURA 7 


En el ejemplo 4, observe cómo f~! 
invierte el efecto de f. La función fes la 
regla “elevar al cubo, luego sumar 2”; 
f es la regla “Restar 2, luego sacar la 
raíz cúbica.” 


La primera ecuación de cancelación indica que si se comienza con x, se aplica f y 
luego f` ', se llega de regreso a x, donde se empezó (consulte el diagrama de máquinas 
en la figura 7). Así, f ' deshace a f. La segunda ecuación indica que f deshace lo que 
hace f!. 


Por ejemplo, si f(x) = x°, entonces f'(x) = x'? y, por tanto, las ecuaciones de can- 
celación son 


PU) =P => 
IU) == 


Estas ecuaciones dicen simplemente que la función elevar al cubo y la función raíz 
cúbica se anulan mutuamente cuando se aplican una después de la otra. 

Ahora vea cómo calcular funciones inversas. Si se tiene una función y = f(x) y es 
capaz de resolver esta ecuación para x en términos de y, entonces, de acuerdo con la 
definición 2, debe obtener x = f '(y). Si quiere llamar a la variable independiente x, 
intercambie x por y y llegará a la ecuación y = f(x). 


[5] Cómo encontrar la función inversa de una función f inyectiva 
PASO1 Escribir y = f(x). 
PASO2 Resolver esta ecuación para x en términos de y (si es posible). 


PASO3 Para expresar f ' en función de x, intercambiar x por y. La ecuación 
resultante es y = f(x). 


EJEMPLO 4 Encuentre la función inversa de f(x) = x + 2. 

SOLUCIÓN De acuerdo con (5) empiece escribiendo 
y=14+2 

Después, despeje x: 


a=y-2 


x =4y/y - 2 


Por último, intercambie x y y: 


y =/x=2 
Por tanto, la función inversa es f(x) = yx — 2. m 


El principio de intercambio de x e y para encontrar la función inversa también da el 
método para obtener la gráfica de f”' a partir de la gráfica de f. Ya que f(a) = b si y solo 
si f'(b) = a, el punto (a, b) está en la gráfica de f si y solo si el punto (b, a) está en la 


FIGURA 10 


(0, —1) 


y=f(x) 


=y 


SECCIÓN 1.5 Funciones inversas y logarítmicas 59 


gráfica de f '. Pero se obtiene el punto (b, a) a partir del punto (a, b) reflejando el segundo 
a través de la recta y = x. (Véase la figura 8.) 


YA (b, a) 
o PA 
i ~ (a, b) 


71 


K 


> 
X 


=y 


FIGURA 8 FIGURA 9 


Por tanto, como se ejemplifica en la figura 9: 


La gráfica de f* se obtiene reflejando la gráfica de f a través de la recta y = x. 


EJEMPLO 5 Trace las gráficas de f(x) = y—1 — x y su función inversa utilizando el 
mismo eje de coordenadas. 


SOLUCIÓN Primero trace la curva y = Y—1 — x (la mitad superior de la parábola 

y =-1-x0x= —y — 1), luego refleje respecto a la recta y = x para obtener la gráfica 
de f*. (Véase la figura 10.) Para comprobar nuestra gráfica, observe que la expresión 
para f ' es f(x) = —x? — 1, x > 0. Por lo que la gráfica de f~' es la mitad derecha de 
la parábola y = —x? —1, y esto parece razonable a partir de la figura 10. o 


E Funciones logarítmicas 


Si b > 0 y b # 1, la función exponencial f(x) = b* siempre es creciente o decreciente, así 
que es inyectiva por la prueba de la recta horizontal. Por tanto, tiene una función inversa 
f' que se llama la función logarítmica con base b y se denota por log,. Si se utiliza la 
formulación de una función inversa dada por (3) 


FO=y e fM=x 


entonces se tiene 


[6] logyx=y & bD =x 


Así, si x > 0, entonces log, x es el exponente al que hay que elevar la base b para 
obtener x. Por ejemplo, el log,,0.001 = —3, ya que 10”? = 0.001. 

Las ecuaciones de cancelación (4), cuando se aplican a las funciones f(x) = b* y 
fio = log, x, se convierten en 


log,(b*) =x para todo x € R 


pex =x para todox> 0 
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YA 


y=x 


y=b",b>1 


A 


y =1log, x, b>1 


FIGURA 11 


FIGURA 12 


Notación de los logaritmos 

En la mayoría de los libros de texto 
de cálculo y ciencias, así como en 

las calculadoras, se usa la notación 

In x para el logaritmo natural de x, 

y log x para el “logaritmo común”, 
log,,*. Sin embargo, en la literatura 
matemática y científica más avanzada, 
así como en los lenguajes de progra- 
mación de computadoras, la notación 
log x denota por lo general el logaritmo 
natural. 


Funciones y modelos 


La función logarítmica log, tiene dominio (0, œ) y rango R. Su gráfica es la reflexión 
de la gráfica de y = b' a través de la recta y = x. 

La figura 11 muestra el caso en que b > 1. (Las funciones logarítmicas más impor- 
tantes tienen una base b > 1.) El hecho de que y = b* sea una función de rápido cre- 
cimiento para x > 0 se refleja en el hecho de que y = log,x es una función de lento 
crecimiento para x > 1. 

La figura 12 muestra las gráficas de y = log,x con varios valores de la base b > 1. 
Puesto que log,1 = 0, las gráficas de todas las funciones logarítmicas pasan por el 
punto (1, 0). 


y = logio x 


Las siguientes propiedades de las funciones logarítmicas se derivan de las correspon- 
dientes propiedades de las funciones exponenciales dadas en la sección 1.4. 


Leyes de los logaritmos Si x e y son números positivos, entonces 
1. log,(xy) = log,x + log, y 


2. vež) = log,x — log, y 
y 


3. log,(x") = rlog,x (donde r es cualquier número real) 


EJEMPLO 6 Use las leyes de los logaritmos para evaluar log,80 — log,5. 
SOLUCIÓN Con la ley 2, se tiene 


80 
log,80 — log,5 = os 5 ) = log: 16 = 4 


porque 2* = 16. [a 


@ Logaritmos naturales 


De todas las posibles bases b de los logaritmos, se verá en el capítulo 3 que la más con- 
veniente es el número e, que se definió en la sección 1.4. Al logaritmo con base e se le 
llama logaritmo natural y tiene una notación especial: 


logex = In x 


Si se hace b = e y se sustituye log, con “In” en (6) y (7), entonces las propiedades que 
definen a la función logaritmo natural se convierten en 
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nx=y & =x 


In(e*) = x xER 


[9] 


e" =y x>0 


En particular, si se hace x = 1, se obtiene 


lne = 1 
EJEMPLO 7 Encuentre x si ln x = 5. 
SOLUCIÓN 1 De (8) se ve que 
Inx=5 significa e =x 


Por tanto, x = e5. 

(Si tiene problemas para trabajar con la notación “In”, simplemente reemplácela por 
log, . Entonces la ecuación se convierte en log x = 5; así que, por la definición de loga- 
ritmo, e = x.) 


SOLUCIÓN 2 Comience con la ecuación 


Inx=5 


y aplique la función exponencial a ambos lados de la ecuación: 


Pero la segunda ecuación de cancelación en (9) indica que e'"* = x. Por tanto, x = e°. E 


EJEMPLO 8 Resuelva la ecuación e*** = 10. 
SOLUCIÓN Se toman logaritmos naturales de ambos lados de la ecuación y se usa (9): 
In(e*9*) = In 10 
5-3x=1In10 
3x=35-—In10 
x =3(5 — In 10) 


Ya que el logaritmo natural se encuentra en las calculadoras científicas, se puede 
aproximar la solución; para cuatro decimales se tiene: x = 0.8991. [a 


EJEMPLO 9 Exprese In a + 5 In b con un solo logaritmo. 
SOLUCIÓN Con las leyes 3 y 1 de los logaritmos, se tiene 
Ina + 5Inb= Ina + Inb'? 
= Ina + InvVb 


= In(ayb) E 
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YA 


FIGURA 13 
La gráfica de y = In x es la reflexión de 
la gráfica y = e* sobre la recta y = x. 


FIGURA 14 


La fórmula siguiente muestra que los logaritmos de cualquier base pueden expresarse 
en términos del logaritmo natural. 


Fórmula para el cambio de base Para cualquier número positivo b (b 4 1), 
se tiene 
In x 
log,x = =— 


In b 


DEMOSTRACIÓN Sea y = log,x. Entonces, a partir de (6), se tiene b” = x. Tomando 
logaritmos naturales de ambos lados de esta ecuación, se obtiene y In b = In x. Por 
tanto, 


lnx 


=— E 
ln b 


y 


Las calculadoras científicas tienen un comando para los logaritmos naturales, por lo 
que la fórmula 10 permite utilizar una calculadora para calcular un logaritmo de cualquier 
base (como se muestra en el siguiente ejemplo). Del mismo modo, la fórmula 10 per- 
mite graficar cualquier función logarítmica en una calculadora graficadora o computadora 
(véanse los ejercicios 43 y 44). 


EJEMPLO 10 Evalúe log,5 con una precisión de seis decimales. 


SOLUCIÓN La fórmula 10 da 


ln 5 
logg5 = — =~ 0.773976 
In 8 = 


E Gráfica y crecimiento del logaritmo natural 


Las gráficas de la función exponencial y = e* y su función inversa, la función logaritmo 
natural, se muestran en la figura 13. Debido a que la curva y = e* cruza el eje y con una 
pendiente de 1, se deduce que la curva reflejada y = In x cruza el eje x con una pen- 
diente de 1. 

Al igual que todas las demás funciones logarítmicas con base mayor que 1, el loga- 
ritmo natural es una función creciente definida en (0, œ), y el eje y es una asíntota verti- 
cal. (Esto significa que los valores de ln x son números negativos cada vez más grandes 
cuando x se aproxima a 0.) 


EJEMPLO 11 Trace la gráfica de la función y = In(x — 2) — 1. 


SOLUCIÓN Empiece con la gráfica de y = In x como se indica en la figura 13. Usando 
las transformaciones de la sección 1.3, desplácela 2 unidades a la derecha para obtener 
la gráfica de y = In (x — 2) y luego desplácela una unidad hacia abajo para obtener la 
gráfica de y = ln(x — 2) — 1. (Véase la figura 14.) 


YA YA x=2 
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A pesar de que ln x es una función creciente, su crecimiento es muy lento cuando 
x > 1. De hecho, ln x crece más lentamente que cualquier potencia positiva de x. Para 
ilustrar este hecho, se comparan los valores aproximados de las funciones y = ln x 
yy =x” = Vx en la tabla siguiente y se muestran sus gráficas en las figuras 15 y 16. 
Usted puede ver que en un principio las gráficas de y = yx y y = In x crecen a un ritmo 


comparable, pero al final la función raíz supera con creces al logaritmo. 


x 1 2 5 10 50 100 500 1000 10000 100000 
Inx 0 0.69 1.61 2.30 3.91 4.6 6.2 6.9 9.2 11.5 
Vx 1 1.41 2.24 3.16 7.07 10.0 22.4 31.6 100 316 


0 0.49 0.72 0.73 0.55 0.46 0.28 0.22 0.09 0.04 


FIGURA 15 FIGURA 16 


E Funciones trigonométricas inversas 


Cuando se trata de encontrar las funciones trigonométricas inversas, hay una pequeña 
dificultad: debido a que las funciones trigonométricas no son inyectivas, no tienen fun- 
ciones inversas. La dificultad se supera restringiendo los dominios de estas funciones 
para que sean inyectivas. 

Puede verse en la figura 17 que la función seno, y = sen x, no es inyectiva (utilice la 
prueba de la recta horizontal). Pero la función fx) = sen x, — 7/2 S x <= 7/2, es inyectiva 
(véase la figura 18). La función inversa de la función seno restringida fexiste y se denota 
por sen”! o arcsen. Se llama función seno inverso o función arco seno. 


y 


y=senx 


FIGURA 17 FIGURA 18 


y =senx -7 Sx S3 
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B sen x + 
sen x 


22 


FIGURA 19 


FIGURA 20 


y = sen”! x = arcsen x 


YA 


FIGURA 21 


y=cosx0=x=<mr 


Dado que la definición de una función inversa indica que 


FoO=y e fo)=x 


se tiene 


T T 
sen ix =y <= seny=x y A 


Por tanto, — 1 S x < 1 es el número entre —77/2 y 7/2 cuyo seno es x. 


EJEMPLO 12 Evalúe (a) sen” !(1) y (b) tan(arcsen 1). 
SOLUCIÓN 
(a) Se tiene que 


T T 
sen (4) = — 


porque sen(7r/6) = ly m/6 se encuentra entre — 77/2 y 1/2. 


(b) Sea 0 = arcsen L por lo que el sen 0 = L Entonces, se puede dibujar un triángulo 
rectángulo con un ángulo 0 como en la figura 19 y deducir por el teorema de Pitágoras 
que el tercer lado del triángulo tiene una longitud de y 9 — 1 = 2/2. Esto permite leer 
del triángulo que 


1 
tan(aresen 1) = tan 0 = 2/7 . 


Las ecuaciones de cancelación para las funciones inversas resultan ser, en este caso, 


E T T 
sen (sen x) =x para = zs En 


sen(sen lx) =x para-=1=<=x=<l 


La función inversa del seno, sen”, tiene dominio [—1, 1] y rango [—71/2, 7/2], y su 
gráfica, que se muestra en la figura 20, se obtiene a partir de la función seno restringido 
(figura 18), mediante la reflexión a través de la recta y = x. 

La función coseno inverso se maneja en forma similar. La función coseno restringida 
f(x) = cos x, para 0 S x < 7, es inyectiva (figura 21) y, por tanto, tiene una función 
inversa denotada por cos”* o arccos. 


colr=y $ coy=x y 0O<y<mT 


Las ecuaciones de cancelación son 


cos" H(cosx)=x parabl=x=<xwxf 


cosí(cos lx) =x para —l=x=1 
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YA La función coseno inverso, cos”!, tiene dominio [—1, 1] y rango [0, 7]. Su gráfica se 
muestra en la figura 22. 

La función tangente puede hacerse inyectiva mediante la restricción de que el inter- 
valo sea (— 7/2, 1/2). Así, la función tangente inversa se define como la inversa de 
la función f(x) = tan x, —7r/2 < x < 7/2. (Véase la figura 23), y se denota por tan”! o 


arctan. 
> 
x 
T T 
FIGURA 22 tan x=y $ tany=x y A Ary 
y = cos lx = arccos x 
Y EJEMPLO 13 Simplifique la expresión cos(tan”|x). 
SOLUCIÓN 1 Sea y = tan”! x. Entonces tan y = x y —71r/2 < y < 71/2. Se quiere encon- 
trar COS y, pero, ya que tan y es conocida, es más fácil encontrar primero sec y: 
a 0 F i ; ; 
secy =1 + tany = 1 + x° 
sec y = y1 +x? (ya que sec y > O para — 7/2 < y < 11/2) 
l l 
FIGURA 23 1 Í 
tanx, I<x<T Así cos(tan™'x) = cos —— 
y = tanx, 27 Xx <7 ) dl secy  yl+x? 
TE SOLUCIÓN 2 En lugar de utilizar las identidades trigonométricas como en la solución 1, 
y x es quizá más fácil usar un diagrama. Si y = tan™'x, entonces tan y = x, y se puede leer 
de la figura 24 (que ilustra el caso y > 0) que 
1 
1 
FIGURA 24 cos(tan™'x) = cos y = = 
V1 +x? 
La función tangente inversa, tan”! = arctan, tiene dominio R y rango (— 7/2, 1/2). Su 
gráfica se muestra en la figura 25. 
YA 
2 
0 
> 
x 
FIGURA 25 -7 
y = tan lx =arctan x 


Se sabe que las rectas x = +7/2 son asíntotas verticales de la gráfica de tan. Dado 
que la gráfica de tan”' se obtiene reflejando la gráfica de la función tangente restringida, 
respecto a la recta y = x, se deduce que las rectas y = 7/2 y y = —71r/2 son asíntotas 


horizontales de la gráfica de tan”. 
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El resto de las funciones trigonométricas inversas no se utilizan con tanta frecuencia 


y se resumen aquí. 


y =cot lx (x ER) 


(1) y = csc™'x (|x| > 1) e cscy=x y y€(0,7/2]U (r, 31/2] 
YA y = sec™'x (|x| > 1) e secy=x y yE€l0,7/2) U [r, 37/2) 


S coty=x y yE (0,7) 


Y 


La elección de los intervalos para y en las definiciones de csc™! y sec”! no es aceptada 


universalmente. Por ejemplo, algunos autores utilizan y E [0, 7/2) U (7/2, 7r)] en la 


FIGURA 26 definición de sec”' 


y = sec x 


1.5 EJERCICIOS 


1. (a) ¿Qué es una función inyectiva? 
(b) ¿Cómo puede decirse, a partir de la gráfica de una función, 
que es inyectiva? 


2. (a) Suponga que fes una función inyectiva con dominio A 
y rango B. ¿Cómo se define la función inversa f”'? ¿Cuál 
es el dominio de f~'? ¿Cuál es el rango de f '? 
(b) Si se le da una fórmula para f, ¿cómo encuentra una 
fórmula para f~!? 
(c) Si se le da la gráfica para f, ¿cómo encuentra la gráfica 
de f*? 


3-14 Una función está dada por una tabla de valores, una 
gráfica, una fórmula o una descripción verbal. Determine si es 
inyectiva. 


3 X 1 2 3 4 5 6 
fœ 1.5 2.0 3.6 5.3 2.8 2.0 
4 K 1 2 3 4 5 6 
fœ) 1.0 1.9 2.8 3.5 3.1 2.9 
5 y 6. yA 
> 
X 
x 
7 y 8. YA 
— $ 


13. 


14. 


fOQ =2x- 3 


. g(x) = 1 — senx 


. [Se puede ver en la gráfica de la función secante en la figura 26 que 
tanto esta opción como la que se encuentra en (11) funcionan.] 


10. f(x) =x*-— 16 
12. g(x) = Yx 


f(® es la altura de una flecha t segundos después de que se 
lanza hacia arriba. 


F(0 es el tamaño de su zapato a la edad t. 


15. 


16. 
17. 


18. 


19. 


Suponga que f es una función inyectiva. 
(a) Si f(4)= 7, ¿qué es f (7)? 
(b) Si $ '(8)= 2, ¿qué es f(2)? 


Si fŒ) = x + xX + x, determine $ U3) y AF O). 
Si g(x) = 3 + x + e”, determine g”'(4). 


La gráfica de f está dada. 

(a) ¿Por qué f es inyectiva? 

(b) ¿Cuáles son el dominio y el rango de f~'? 
(c) ¿Cuál es el valor de f7(2)? 

(d) Calcule el valor de f”'(0). 


PanENE 


La fórmula C = ¿(F — 32), donde F > —459.67, 
expresa la temperatura Celsius C, en función de la tempe- 
ratura Fahrenheit F. Encuentre una fórmula para la 
función inversa e interprétela. ¿Cuál es el dominio de 
la función inversa? 


20. En la teoría de la relatividad, la masa de una partícula con 
rapidez v es 
mo 


donde m, es la masa en reposo de la partícula y c es la veloci- 


dad de la luz en el vacío. Encuentre la función inversa de f y 
explique su significado. 


m = f(v) 


21-26 Determine una fórmula para la inversa de la función. 


=== 4x1 
21. f(x) =1 + y2 + 3x 22. = 
Fo) v ü fi) 2x+3 
23. f(x) = e! 24. y = ———— 
fa) =e Si 
==. 
25. y = In(x + 3) 26. y = 7 
+ e” 


27-28 Encuentre una fórmula explícita para f”! y utilícela para 


graficar f~', fy la recta y = x en la misma pantalla. Para comprobar 


su trabajo, vea si las gráficas de fy f”' son reflexiones a través de 
la recta. 


27. f(x) = Y4x + 3 


28. f(1)=1+e* 


29-30 Use la gráfica dada de f, para trazar la gráfica de f~'. 
29. | [YA | E 


31. Sea f(x) = V1 — x?, 0S x< 1. 
(a) Encuentre f”*. ¿Cómo se relaciona con f? 
(b) Identifique la gráfica de f y explique su respuesta al 
inciso (a). 


32. Sea g(x) =/1 - x° . 
(a) Encuentre g”!. ¿Cómo se relaciona con la g? 
(b) Grafique g. ¿Cómo explica usted su respuesta al inciso (a)? 


33. (a) ¿Cómo se define la función logarítmica y = log, x? 
(b) ¿Cuál es el dominio de esta función? 
(c) ¿Cuál es el rango de esta función? 
(d) Dibuje la forma general de la gráfica de la función 
y= logxsib> 1. 


34. (a) ¿Qué es el logaritmo natural? 
(b) ¿Qué es el logaritmo común? 
(c) Trace las gráficas de la función logaritmo natural y 
la función exponencial natural en un mismo conjunto 
de ejes. 


35-38 Encuentre el valor exacto de cada una de las expresiones 
siguientes. 


35. (a) log232 
36. (a) logs 25 


37. (a) logio 40 + logio 2.5 
(b) logs 60 — logs 3 — logs 5 


(b) logs 2 
(b) In(1/e?) 


M 
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38. (a) ¿m2 (b) erne’) 


39-41 Exprese cada una de las siguientes cantidades dadas 
como un solo logaritmo. 


39. In20 — 21n 2 40.lnb + 2lnc — 3lnd 


41. 5 In(x + 2) + 35 [In x — In(x? + 3x + 2)?] 


42. Use la fórmula 10 para evaluar cada logaritmo con 
precisión de seis decimales. 


(a) log510 (b) log; 57 


43-44 Use la fórmula 10 para graficar cada una de las funciones 
siguientes en una pantalla común. ¿Cómo se relacionan estas 
gráficas? 


43. y = logisx, y=lnx, y=logiwx, y = logsox 
44. y= lnx, y=logwx y=e' y= 10" 


45. Suponga que la gráfica de y = log,x se dibuja sobre una 
cuadrícula de coordenadas, donde la unidad de medida es 
de un centímetro. ¿Cuántos kilómetros a la derecha del 
origen se tiene que mover antes de que la altura de la curva 
alcance 1 m? 


46. Compare las funciones f(x) = x%* y g(x) = In x graficando 
ambas, f y g, en varios rectángulos de visualización. 
¿Cuándo la gráfica de f supera finalmente a la gráfica de g? 


47-48 Haga un trazo de la gráfica de cada una de las 
funciones siguientes. No utilice calculadora. Solo tiene que 
usar las gráficas de las figuras 12 y 13 y, si es necesario, las 
transformaciones de la sección 1.3. 


47. (a) y = logio(x + 5) 
48. (a) y = In(=x) 


(b) y = —Inx 
(b) y = In] x] 


49-50 a) ¿Cuáles son el dominio y el rango de f? 
(b) ¿Cuál es la intersección en x de la gráfica? 
(c) Trace la gráfica de f. 


49. f(x) = Inx +2 50. f(x) = In(x — 1) — 1 


51-54 Resuelva cada ecuación para x. 
51. (a) e *=6 (b) In(3x — 10) = 2 
52. (a) In(x? — 1) =3 (b) e — 3e"+2=0 
53. (a) 253 =3 (b) Inx + In(x-1)=1 


54. (a) In(ln x) = 1 (b) e“ = Ce”*, donde a # b 


55-56 Resuelva cada desigualdad para x. 
55. (a) Inx < 1 (b) er > 3 


56. (a) 1< e! <2 (b) 1-2Inx<3 


57. (a) Encuentre el dominio de f(x) = In(e* — 3). 
(b) Determine f* y su dominio. 
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58. 


EN 59. 


En 60. 


61. 


62. 
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(a) ¿Cuáles son los valores de e" *% y In(e*%)? 

(b) Use su calculadora para evaluar e 3% y In(e*%), ¿Qué 
observa? ¿Puede explicar por qué la calculadora tiene 
problemas? 


Grafique la función f(x) = yx? + x? + x + 1 y explique 
por qué es inyectiva. Luego utilice un sistema de algebraico 
computacional para encontrar una expresión explícita 
para f(x). (El sac produce tres posibles expresiones. 
Explique por qué dos de ellas son irrelevantes en este 
contexto.) 


(a) SigGo) = xf + x%, x > 0, utilice un sistema de 
algebraico computacional para encontrar una expresión 
para go). 

(b) Utilice la expresión del inciso (a) para graficar y = gx), 
y =xyy = g (xx), en la misma pantalla. 


Si una población de bacterias comienza con 100 bacterias y 

se duplica cada tres horas, entonces el número de bacterias 

después de 1 horas es n = f( = 100 - 2%, 

(a) Determine la inversa de esta función y explique su 
significado. 

(b) ¿Cuándo la población alcanzará 50 000 bacterias? 


Cuando el flash de una cámara se apaga, las baterías 
comienzan a recargar de inmediato el condensador del 
flash, que almacena una carga eléctrica dada por 


QÀ = Qoll — e~“) 


(La capacidad de carga máxima es Q, y t se mide en 

segundos.) 

(a) Encuentre la inversa de esta función y explique su 
significado. 

(b) ¿Cuánto tiempo se tarda en recargar el condensador a 
90% de la capacidad si a = 2? 


63-68 Encuentre el valor exacto de cada una de las expresiones 


63. 
64. 


siguientes. 
(a) cos”'(—1) (b) sen”'(0.5) 
(a) tan! y3 (b) arctan(—1) 


E] repaso 


VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


65. (a) esc '/2 (b) arcsen 1 

66. (a) sen '(-1/y2) (b) cos”!(Y3 /2) 
67. (a) cot(—y3) (b) sec”' 2 

68. (a) arcsen(sen(571/4)) (b) cos(2 sen”! ($) 


69. Pruebe que cos(sen™! x) = y1 — x?. 
70-72 Simplifique cada una de las expresiones siguientes: 


70. tan(sen”!x) 71. sen(tan”'x) 72. sen(2 arccos x) 


2 73-74 Trace la gráfica de las funciones dadas, en la misma 
g 
pantalla. ¿Cómo se relacionan estas gráficas? 


73. y= sen x, -7/2=<x<7/2; y= sen lx y=x 


74. y=tanx, -71/2<x<x350/2; y=tan x; y=x 


75. Encuentre el dominio y el rango de la función 


g(x) = sen (3x + 1) 


76. (a) Trace la gráfica de la función f(x) = sen(sen™!x) y 
explique la apariencia de la gráfica. 
(b) Trace la gráfica de la función g(x) = sen”'(sen x). 
¿Cómo se explica la apariencia de esta gráfica? 


77. (a) Si desplaza la curva a la izquierda, ¿qué sucede con 
su reflexión a través de la recta y = x? En vista de este 
principio geométrico, encuentre una expresión para 
la inversa de g(x) = f(x + c), donde f es una función 
inyectiva. 
(b) Encuentre una expresión para la inversa de h(x) = f(cx), 
donde c 4 0. 


Las respuestas a la verificación de conceptos se encuentran en las páginas finales del libro. 


1. (a) 


(b) 
(c) 


¿Qué es una función? ¿Cuáles son su dominio y su 
rango? 

¿Qué es la gráfica de una función? 

¿Cómo se puede saber si una curva dada es la gráfica de 
una función? 


2. Analice cuatro maneras de representar una función. Ilustre la 
discusión con ejemplos. 


3. (a) 


(b) 


¿Qué es una función par? ¿Cómo puede saber si una 
función es par observando su gráfica? Dé tres ejemplos 
de una función par. 

¿Qué es una función impar? ¿Cómo puede saber si una 
función es impar observando su gráfica? Dé tres ejemplos 
de una función impar. 


4. ¿Qué es una función creciente? 
5. ¿Qué es un modelo matemático? 


6. Dé un ejemplo de cada tipo de función 


(a) lineal (b) potencia 
(c) exponencial (d) cuadrática 
(e) polinomial de grado 5 (f) racional 


7. Trace a mano, en los mismos ejes, las gráficas de las funciones 


siguientes. 
(a) fa) =x (b) g(x) = x? 
(c) h(x) = x? (d) jœ) =x* 


8. Trace a mano un bosquejo de la gráfica de cada una de las 
funciones siguientes. 


(a) y = senx (b) y = tanx (c) y=e* 
(d y =1nx (e) y = 1/x ®© y= |x| 
(a) y= vx (h) y =tan lx 


9. Suponga que f tiene dominio A y g tiene dominio B. 
(a) ¿Cuál es el dominio de f + g? 
(b) ¿Cuál es el dominio de fg? 
(c) ¿Cuál es el dominio de fig? 


10. ¿Cómo se define la función compuesta f ° g? ¿Cuál es su 
dominio? 


11. Suponga que la gráfica de f está dada. Escriba una ecuación 
para cada una de las gráficas que se obtienen de f de la 
siguiente manera. 

(a) Desplazar 2 unidades hacia arriba. 
(b) Desplazar 2 unidades hacia abajo. 
(c) Desplazar 2 unidades a la derecha. 


EXAMEN VERDADERO-FALSO 


12. 


13. 


CAPÍTULO 1 Repaso 69 


(d) Desplazar 2 unidades a la izquierda. 

(e) Reflejar a través del eje x. 

(f) Reflejar a través del eje y. 

(g) Alargar verticalmente por un factor de 2. 

(h) Contraer verticalmente por un factor de 2. 
(1) Alargar horizontalmente por un factor de 2. 
(j) Contraer horizontalmente por un factor de 2. 


(a) ¿Qué es una función inyectiva? ¿Cómo puede saber si 
una función es inyectiva observando su gráfica? 

(b) Si fes una función inyectiva, ¿cómo se define su función 
inversa f~!? ¿Cómo se obtiene la gráfica de f~! a partir de 
la gráfica de f? 


(a) ¿Cómo se define la función seno inverso f(x) = sen”! x? 
¿Cuáles son su dominio y su rango? 

(b) ¿Cómo se define la función coseno inverso f(x) = cos”! x? 
¿Cuáles son su dominio y rango? 

(c) ¿Cómo se define la función tangente inversa f(x) = tan”! x? 
¿Cuáles son su dominio y rango? 


Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero, 
explique por qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo 
que refute el enunciado. 


1. Sifes una función, entonces f(s + t) = f(s) + fÀ. 
2. Si f(s) = f(0), entonces s = t. 

3. Si fes una función, entonces f(3x) = 3f(x). 
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. Six, < x, y fes una función decreciente, entonces 


fœ) > fœ). 


5. Una recta vertical interseca la gráfica de una función a lo más 


una vez. 


6. Sify g son funciones, entonces f ° g =g ° f. 


EJERCICIOS 


1 
7. Si f es inyectiva, entonces f(x) = ——. 
F(x) 
8. Siempre puede dividirse entre e”. 
9. SiO < a < b, entonces In a < In b. 
. Si x > 0, entonces (ln x)' = 6 In x. 
i lnx xX 
.Six>0ya> 1, entonces — =ln —. 
Ina a 


, tan”! (1) = 37/4. 
e sen lx 
sta x= 7 
cos” lx 


. Six es cualquier número real, entonces yx? =y, 


1. Sea fla función cuya gráfica está dada. 


(a) Calcule el valor de f(2). 

(b) Calcule los valores de x tales que f(x) = 3. 
(c) Indique el dominio de f. 

(d) Establezca el rango de f. 

(e) ¿Sobre qué intervalo es creciente f? 


(£) ¿Es f inyectiva? Explique. 
(g) ¿Es f par, impar, o ninguno de los dos? Explique. 


. La gráfica de g está dada 


YA 


=y 


(a) Obtenga el valor de g(2). 
(b) ¿Por qué g es inyectiva? 
(c) Calcule el valor de g”'(2). 
(d) Calcule el dominio de g™!. 
(e) Trace la gráfica de g *. 
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3. 


CAPÍTULO 1 Funciones y modelos 


Si f(x) = x? — 2x + 3, evalúe el cociente de diferencias 


fla + h) = fla) 
h 


4. Dibuje una gráfica aproximada de la producción de un cultivo 


en función de la cantidad de fertilizante utilizado. 


5-8 Encuentre el dominio y rango de cada una de las funciones 
siguientes. Escriba su respuesta en notación de intervalos. 


5. 
7. 


6. g(x) = V16 — x* 
8. F(t) = 1 + sen 2t 


fœ) =2/(3x — 1) 
h(x) = In(x + 6) 


9. 


10. 


Suponga que la gráfica de f está dada. Describa cómo se 
pueden obtener las gráficas de las funciones siguientes a partir 
de la gráfica de f. 


(a) y =f(x) + 8 
(ce) y =1+2f(x) 
(e) y ==f(0) 


(b) y =f(x + 8) 
(d) y = f(x — 2) — 2 
Œ) y =f) 


La gráfica de f está dada. Dibuje las gráficas de las funciones 
siguientes. 


(a) y =f(x— 8) b) y = f(x) 
6) y=2-f(x1) (d) y =3f(x) — 1 
(e) y =f7(x) (£) y=f(x + 3) 


Ft 


lol ai 


11-16 Utilice transformaciones para trazar la gráfica de la 


función. 

11. y= x- 2 12. y=2vVx 

13. y=x°— 2x +2 14. y =1In(x + 1) 

15. f(x) = —cos 2x 16. f(x) = 1 six <0 
er=1 six=>=0 

17. Determine si f es par, impar o ninguna de las dos. 


18. 


19. 


20. 


(a) f(x) =2x* — 3x? + 2 
b) fœ) == 


O Fa = e (d) fœ) = 1 + senx 


Encuentre una expresión para la función cuya gráfica consiste 
en el segmento de recta desde el punto (—2, 2) hasta el punto 
(— 1, 0), junto con la mitad superior de la circunferencia con 
centro en el origen y radio 1. 


Si fœ) = In xy g(x) = xX — 9, encuentre las funciones (a) f °g, 
(b) g ° f, (c) f ° f, (d) g ° g, y sus dominios. 


Exprese la función F(x) = 1/yx + a como una 


composición de tres funciones. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


La tabla muestra la población de Indonesia (en millones) 
durante los años 1950-2000. Decida qué tipo de modelo es 
apropiado y utilice el modelo para estimar la población de 
Indonesia en 2010. 


Año Población Año Población 
1950 80 1980 150 
1955 86 1985 166 
1960 96 1990 182 
1965 107 1995 197 
1970 120 2000 212 
1975 134 


Un pequeño fabricante de electrodomésticos encuentra que 
cuesta $9000 producir 1000 hornos tostadores a la semana y 
$12 000 producir 1500 hornos tostadores a la semana. 

(a) Exprese el costo en función del número de hornos tosta- 
dores producidos, suponiendo que es lineal. Luego trace 
la gráfica. 

(b) ¿Cuál es la pendiente de la gráfica y qué representa? 

(c) ¿Cuál es la intersección de la gráfica con el eje y y qué 
representa? 


Si fœ) = 2x + In x, determine f~ !(2). 


x+l 
2x + 1' 


Encuentre la función inversa de f(x) = 


Encuentre el valor exacto de cada una de las expresiones 
siguientes. 


(a) e?™ (b) logi025 + log104 


(c) tan(arcsen 1) (d) sen(cos”!(¿) 


Resuelva cada una de las ecuaciones siguientes para x. 
(a) er =5 (b) nx =2 
(c) e =2 (d) tan lx = 1 


La vida media del paladio-100, '“Pd, es de cuatro días. 

(Así que la mitad de cualquier cantidad dada de '“Pd se 

desintegrará en cuatro días.) La masa inicial de una muestra 

es un gramo. 

(a) Encuentre la masa que queda después de 16 días. 

(b) Determine la masa m(t) que queda después de + días. 

(c) Encuentre la inversa de esta función y explique su sig- 
nificado. 

(d) ¿Cuándo se reducirá la masa a 0.01 g? 


La población de ciertas especies en un ambiente limitado con 
una población inicial de 100 y capacidad de carga de 1000 es 


100000 


P) = ——— 
(O = T00 + 90007 


donde f se mide en años. 

(a) Grafique esta función y estime cuánto tiempo le toma a la 
población llegar a 900. 

(b) Encuentre la inversa de esta función y explique su sig- 
nificado. 

(c) Utilice la función inversa para encontrar el tiempo nece- 
sario para que la población llegue a 900. Compare con el 
resultado del inciso (a). 


Principios para 
la resolución de 
problemas 


1 COMPRENDA EL PROBLEMA 


2 PIENSE EN UN PLAN 


No hay reglas sólidas ni inmediatas que aseguren el éxito en la resolución de problemas. 
Sin embargo, es posible delinear algunos pasos generales en el proceso de resolución de 
problemas y dar algunos principios que pueden ser útiles en la resolución de algunos 
de ellos. Estos pasos y principios no hacen otra cosa que explicitar el sentido común y se 
han adaptado del libro de George Polya, How To Solve It. 


El primer paso es leer el problema y asegurarse de que lo comprende con claridad. 
Plantéese las siguientes preguntas: 


¿Cuál es la incógnita? 
¿Cuáles son las cantidades que se conocen? 
¿Cuáles son las condiciones dadas ? 
Para muchos problemas es útil 
dibujar un diagrama 


e identificar en el diagrama las cantidades dadas y las requeridas. 
Por lo general, es necesario 


introducir una notación adecuada 


En la elección de símbolos para las incógnitas, a menudo se usan letras como a, b, c, m, 
n, x O y, aunque en algunos casos es mejor usar las iniciales de las cantidades involucra- 
das como símbolos sugerentes; por ejemplo, V para el volumen o f para tiempo. 


Es importante encontrar una conexión entre la información dada y la desconocida, lo 
que le permitirá calcular las incógnitas. Con frecuencia es útil preguntarse a sí mismo 
de manera explícita: “¿Cómo relaciono lo conocido con lo desconocido?” Si usted no 
ve una conexión inmediata, las siguientes ideas pueden serle útiles en la concepción de 
un plan. 


Intente reconocer algo conocido Relacione la situación dada con los conocimientos 
previos. Observe lo desconocido y trate de recordar un problema más conocido que 
cuente con una incógnita similar. 


Intente reconocer patrones Algunos problemas se resuelven mediante el reconoci- 
miento de algún tipo de patrón que está ocurriendo. El patrón puede ser geométrico, 
numérico o algebraico. Si usted puede ver la regularidad o repetición en un problema, 
podría ser capaz de inferir el patrón y luego probarlo. 


Utilice analogías Trate de pensar en un problema análogo, es decir, un problema simi- 
lar, un problema relacionado, pero que sea más fácil de resolver que el problema original. 
Si usted puede resolver el problema similar, pero más sencillo, entonces podría dar con 
las claves que necesita para resolver el problema original, que es más difícil. Por ejem- 
plo, si un problema implica cantidades muy grandes, podría intentar primero resolver un 
problema similar con cifras más pequeñas. O si el problema implica geometría en tres 
dimensiones, puede buscarse un problema geométrico similar en dos dimensiones. O si 
el problema inicial es de carácter general, puede empezar con un caso particular. 


Introduzca algo extra A veces puede ser necesario introducir algo nuevo, un apoyo 
auxiliar para ayudar a hacer la conexión entre lo dado y lo desconocido. Por ejemplo, en un 
problema donde un diagrama es útil, lo auxiliar podría ser una nueva línea trazada en el 
diagrama. En un problema más algebraico, podría ser una nueva incógnita relacionada 
con la original. 


Establezca casos A veces puede tener que dividir un problema en varios casos y dar 
un argumento diferente para cada uno de los casos. Por ejemplo, a menudo se tiene que 
utilizar esta estrategia al tratar con valores absolutos. 
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3 EJECUTE EL PLAN 


4 REVISE 


E Entienda el problema 
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Trabaje hacia atrás A veces es útil imaginar que el problema está resuelto y trabajar 
hacia atrás, paso a paso, hasta llegar a los datos proporcionados. Entonces usted puede 
revertir sus pasos y construir una solución al problema original. Este procedimiento es 
utilizado, por lo común, en la resolución de ecuaciones. Por ejemplo, en la resolución 
de la ecuación 3x — 5 = 7, suponga que x es un número que satisface 3x — 5 = 7 y 
trabaje hacia atrás. Sume 5 a cada lado de la ecuación y luego divida ambos lados 
entre 3 para obtener x = 4. Como cada uno de estos pasos puede revertirse, ha resuelto 
el problema. 


Establezca metas parciales En un problema complejo a menudo es útil establecer 
objetivos parciales (en los que la situación deseada se cumple solo parcialmente). Si 
primero puede llegar a estos objetivos parciales, entonces puede construir conclusiones 
sobre ellos para llegar a la meta final. 


Razonamiento indirecto Con frecuencia es apropiado atacar en forma indirecta un 
problema. En el uso de la demostración por contradicción para demostrar que P implica 
Q, suponga que P es cierta y Q es falsa y trate de ver por qué esto no puede suceder. De 
alguna manera, tiene que utilizar esta información y llegar a una contradicción de lo que 
sabe que es verdadero. 


Inducción matemática En la demostración de proposiciones que implican un entero 
positivo n, frecuentemente es útil usar el siguiente principio. 


Principio de inducción matemática Sea S, ser un enunciado sobre el número entero 
positivo n. Suponga que 
1. S es verdadero. 


2. S, es verdadero siempre que S, es verdadero. 


Entonces S, es cierto para todos los enteros positivos n. 


Esto es razonable porque, dado que S, es verdadera, se deduce de la condición 2 (con 
k = 1) que la S, es verdadera. Luego, utilizando la condición 2 con k = 2, se ve que S, 
es verdadera. Una vez más, con la condición 2, esta vez con k = 3, se tiene que S, es 
verdadera. Este procedimiento puede seguirse indefinidamente. 


En el paso 2 se ideó un plan. Para llevar a cabo ese plan hay que verificar cada etapa de 
este y escribir los detalles que demuestran que cada etapa es correcta. 


Después de haber completado la solución, es conveniente revisarla, en parte para ver si 
no se han cometido errores en la solución y en parte para ver si puede pensar una manera 
más fácil de resolver el problema. Otra razón para revisar es familiarizarse con el método 
de solución, lo que puede ser útil para resolver un problema en el futuro. Descartes dijo: 
“Cada problema que resolví se convirtió en una regla que sirvió después para resolver 
otros problemas.” 


Estos principios de la resolución de problemas se ilustran en los ejemplos siguientes. 
Intente resolverlos antes de mirar las soluciones. Consulte estos principios de resolución 
de problemas si se queda atascado. Usted puede encontrar útil referirse a esta sección de 
vez en cuando al resolver los ejercicios en los restantes capítulos de este libro. 


EJEMPLO 1 Exprese la hipotenusa A de un triángulo rectángulo con un área de 25 m? 
en función de su perímetro P. 


SOLUCIÓN Primero clasifique la información mediante la identificación de la incógnita 
y los datos: 
Incógnita: hipotenusa h 


Datos: perímetro P, área 25 m? 


E Dibuje un diagrama 


E Relacione los datos con las incógnitas 
El Introduzca algo extra 


E Relacione con algo conocido 


Dibujar un diagrama como el de la figura 1 puede ser de gran ayuda. 


h 


FIGURA 1 


a 


Para establecer la relación entre las incógnitas y los datos, introduzca dos variables 
adicionales a y b, que representen las longitudes de los otros dos lados del triángulo. 
Esto permite expresar la condición dada, que es un triángulo rectángulo, por el teorema 
de Pitágoras: 


h =a +b? 


Las otras relaciones entre las variables se obtienen al escribir las expresiones para el área 
y el perímetro: 


P=a+b+h 


Ya que P está dado, ahora tiene tres ecuaciones con tres incógnitas a, b y h: 


(1) h?=a? + p? 
(2) 25 = lab 
E P=a+b+h 


Aunque tiene el número correcto de ecuaciones, no son fáciles de resolver en una 
forma sencilla. Pero si usa la estrategia de resolución de problemas tratando de 
reconocer algo conocido, entonces puede resolver estas ecuaciones por un método 
más fácil. Observe el lado derecho de las ecuaciones 1, 2 y 3. ¿Estas expresiones 
le recuerdan algo familiar? Observe que contienen los ingredientes de una fórmula 
conocida: 


(a + b? = a? + 2ab + b?’ 
Con esta idea, se expresa (a + by? de dos maneras. De las ecuaciones 1 y 2 se tiene 
(a + b? = (a? + b?) + 2ab = h? + 4(25) 


De la ecuación 3 se tiene 


(a + b}? = (P — h? = P? — 2Ph + h? 
Así h? + 100 = P? — 2Ph + h? 
2Ph = P? — 100 
P? — 100 
h = == 
2P 
Esta es la expresión requerida para h en función de P. E 


Como se ilustra en el ejemplo siguiente, con frecuencia es necesario utilizar el prin- 
cipio de considerar casos en la resolución de problemas, cuando se trata con valores 
absolutos. 


EJEMPLO2 Resuelva la desigualdad |x — 3| + |x + 2| < 11. 


SOLUCIÓN Recuerde la definición de valor absoluto: 


Xx 
lx f 


si x> 0 
six<0 
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El] Considere casos 
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Se tiene que 


| 3| x=3 six-3=0 
g= z= 
=(x 3) six-3<0 
x-3 six=3 
=x +3 six<3 
Del mismo modo 
jaja x+2 six+2=0 
dd =(x+2) six+2<0 


Estas expresiones muestran que es necesario considerar tres casos: 
E =2 =2=x<3 x=3 
CASO I Six < —2, se tiene 
|x= 3|+|x+2|<11 
ES 21 
—2x < 10 
y>=5 
CASO II Si —2 < x < 3, la desigualdad dada se convierte en 
=x+3+x+2<11 
5<11 (siempre verdadera) 
CASO lll Si x > 3, la desigualdad se convierte en 
x=3+x+2=<11 
2x < 12 


x<6 


De la combinación de los casos I, II y IMI, se ve que se cumple con la desigualdad 


cuando —5 < x < 6. Por lo que la solución es el intervalo (—5, 6). 


En el ejemplo siguiente, primero se estima una respuesta revisando los casos particu- 
lares y buscando un patrón. Luego se demuestra la conjetura por inducción matemática. 


Usando el principio de inducción matemática, se siguen tres pasos: 


Paso 1 Demuestre que S, es verdadera cuando n = 1. 


Paso 2 Suponga que S, es verdadera cuando n = k y deduzca que S, es verdadera 


cuando n = k + 1. 


Paso 3 Concluya que S, es verdadera para toda n por el principio de inducción 


matemática. 


El Analogía: intente un problema 


similar más simple 


EJEMPLO 3 Sif @= x(x + I)yf,,, = fef, paran = 0, 1,2,..., encuentre una 
fórmula para f(x). 


SOLUCIÓN Empiece por encontrar fórmulas para f (x) para los casos particulares más 
sencillos n = 1, 2, y 3. 


A) = h AA = A) -s= A z) 


xX xX 
E x=+1 E `| xX 
x 2x+ 1 2x+ 1 
+1 
x+l x+l 


fala) = (2400) = (AD) ls -) 


X 


X 


2x+ 1 


 2x+1 _ x 


x 
2x+ 1 


3x + 1 3x + 1 
2x+ 1 


E = h AA = AA) i - ) 


3x + 1 
X X 
EJ Busque un patrón o 3x+1 oati x 
x 4x+ 1 4x +1 
3x +1 3x+ 1 


Se ve un patrón: el coeficiente de x en el denominador de f (x) es n + 1 en los tres 
casos calculados. Así que se hace la suposición de que, en general, 


cy A 


Para demostrar esto, se utiliza el principio de inducción matemática. Ya se ha 
comprobado que (4) es verdadera para n = 1. Suponga que es verdadera para n = k, 
es decir, 


X 


DE 1 


Entonces felx) = (P ° fA = (440) sl ER r + -) 


x x 
(k+1I)xx+1 _— (@k+I)x+1l x 
x (k + 2)x +1 (k + 2)x + 1 


— +4] 
(k + 1)x+1 (k + 1)x+1 


Esta expresión demuestra que (4) es verdadera para n = k + 1. Por tanto, por inducción 
matemática, es verdadera para todo entero positivo n. a 


75 


Problemas 


76 


2. La altura perpendicular a la hipotenusa de un triángulo rectángulo es 12 cm. Exprese la 
longitud de la hipotenusa en función del perímetro. 
3. Resuelva la ecuación | 2x — 1 | — |x + 5| = 3. 
4. Resuelva la desigualdad |x — 1| — |x — 3| > 5. 
5. Trace la gráfica de la función f(x) = | x? — 4| x| + 3]. 
6. Trace la gráfica de la función g(x) = |x? — 1| — |x? — 4]. 
7. Dibuje la gráfica de la ecuación x + |x| = y + |y]. 
8. Dibuje la región en el plano formado por todos los puntos (x, y) tales que 
[x= y] + |x] — [y] <2 
9. La notación máx(a, b,... .) significa el mayor de los números a, b, ... . Dibuje la gráfica de 
cada función. 
(a) f(x) = máxix, 1/x} 
(b) f(x) = máx{sen x, cos x} 
(c) f(x) = máx{x?°,2 + x,2 — x} 
10. Trace la región en el plano definido por cada una de las ecuaciones o desigualdades siguientes. 
(a) máx{x, 2y} = 1 
(b) —1 < máxtx, 2y} = 1 
(c) máx(x, y?) = 1 
11. Evalúe (log, 3) (log3 4) (loga 5)- - -(log3, 32). 
12. (a) Demuestre que la función f(x) = In(x + yx? + 1) es una función impar. 
(b) Encuentre la función inversa de f. 
13. Resuelva la desigualdad In(x? — 2x — 2) < 0. 


+ Uno de los catetos de un triángulo rectángulo tiene una longitud de 4 cm. Exprese la longi- 


tud de la altura perpendicular a la hipotenusa en función de la longitud de esta última. 


. Use un razonamiento indirecto para probar que log,5 es un número irracional. 


+ Una conductora emprende un viaje. Durante la primera mitad del trayecto conduce a un 


ritmo lento de 60 km/h; en la segunda mitad conduce a 120 km/h. ¿Cuál es su rapidez pro- 
medio durante este viaje? 


. ¿Es verdad que fo (g + h) =fo0g + fo h? 

. Demuestre que si n es un entero positivo, entonces 7” — 1 es divisible entre 6. 

. Demuestre que 1 + 3 + 5 +--*+(2n— 1) = n’. 

e Si Ax) = x? y fila) = (4.0) para n = 0, 1,2,..., encuentre una fórmula para f (x). 
. (a) Si p(x) = — Y farı = fo ° fa paran = O, 1, 2, ..., encuentre una expresión para 


f œ) y utilice inducción matemática para demostrarla. 


(b) Trace la gráfica de f, f,» f,, f,, en la misma pantalla y describa los efectos de la com- 
posición repetida. 


La velocidad máxima sos- 
tenible S del salmón depende 
de la temperatura T del agua. 

En el ejercicio 58 de la 
sección 2.7 se le pide que 
analice cómo varía S cuando 
cambia T, calculando la 
derivada de S respecto de 7. 


Límites y derivadas 


O Jody Ann / Shutterstock.com 


EN UN ADELANTO DEL CÁLCULO (página 1) se vio cómo la idea de límite sustenta las distintas 
ramas del cálculo. Por tanto, es apropiado comenzar nuestro estudio investigando sus límites y 
sus propiedades. El tipo especial de límite que se usa para encontrar rectas tangentes y velocidades 
da lugar a la idea central del cálculo diferencial, la derivada. 
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2.1 Problemas de la tangente y la velocidad 


(a) 


(b) 
FIGURA 1 


FIGURA 2 
Xx Mpo 
2 3 
1.5 2.5 
1.1 2.1 
1.01 2.01 
1.001 2.001 
X Mpo 
0 1 
0.5 1.5 
0.9 1.9 
0.99 1.99 
0.999 1.999 


=y 


En esta sección se verá cómo surgen los límites cuando se trata de encontrar la recta 
tangente a una curva o la velocidad de un objeto. 


E El problema de la tangente 


La palabra tangente se deriva de la voz latina tangens, que significa “tocar”. Así, una 
tangente a una curva es una recta que toca la curva. En otras palabras, una recta tangente 
debe tener la misma dirección que la curva en el punto de contacto, pero, ¿cómo puede 
hacer precisa esta idea? 

Para una circunferencia se puede simplemente seguir la idea de Euclides y decir 
que la tangente es una recta que interseca la circunferencia una y solo una vez, como se 
muestra en la figura 1(a). Para curvas más complicadas esta definición es inadecuada. 
La figura 1(b) muestra dos rectas l y t que pasan por un punto P en una curva C. La 
recta | cruza C solo una vez, pero ciertamente no es la idea que se tiene de lo que es una 
tangente. La recta t, por otro lado, se parece más a una tangente, pero interseca a C dos 
veces. 

Para ser más específicos, intente resolver el problema de encontrar una recta tangente 
t a la parábola y = 1? en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 1 Encuentre la ecuación de la recta tangente a la parábola y = x? en el 
punto P(1, 1). 


SOLUCIÓN Puede encontrar la ecuación de la recta tangente f tan pronto conozca su 
pendiente m. La dificultad es que solo se conoce un punto P sobre t, y para calcular 
la pendiente se necesitan dos puntos. Sin embargo, se observa que puede calcular una 
aproximación a m eligiendo un punto cercano Q(x, x°) sobre la parábola (como en la 
figura 2) y calculando la pendiente m, y de la recta secante PO. [Una recta secante, 
de la palabra latina secans, que significa cortar, es una recta que interseca (corta) una 
curva más de una vez.] 

Elija x 4 1 de manera que O 4 P. Entonces 


x?—1 
mro = ———— 
x—1 


Por ejemplo, para el punto Q(1.5, 2.25), se tiene 


225-1 _ 125 _ 
15-—1 0.5 


2.5 


Mpo 


Las tablas en el margen muestran los valores de m,,,para varios valores de x cercanos a 1. 
Cuanto más cerca está O de P, la x es más cercana a 1 y, de las tablas, Mpo está más 
cerca de 2. Esto sugiere que la pendiente de la recta tangente t debe ser m = 2. 

Se dice que la pendiente de la recta tangente es el límite de las pendientes de las rectas 
secantes, y esto se expresa simbólicamente escribiendo 


x= 1 
lím mro = m y ím ———— = 2 
gp. ` ral y= 1 


Suponiendo que la pendiente de la recta tangente finalmente es 2, se utiliza la ecua- 
ción de la recta en la forma punto-pendiente [y — y, = m(x — x,), véase el apéndice B) 
para escribir la ecuación de la recta tangente en (1, 1) como 


y=1=2(x- 1) O y=2x-1 


= Y 


FIGURA 3 


En Visual 2.1 puede ver cómo 
funciona el proceso en la figura 3 para 


otras funciones. 


t Q 
0.00 100.00 
0.02 81.87 
0.04 67.03 
0.06 54.88 
0.08 44.93 
0.10 36.76 


FIGURA 4 
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La figura 3 muestra el proceso de límite que se presenta en este ejemplo. Cuando 
Q se aproxima a P a lo largo de la parábola, las rectas secantes correspondientes giran 
alrededor de P y se aproximan a la recta tangente t. 


Q se aproxima a P por la derecha 


YA 


=Y 


Q se aproxima a P por la izquierda E 


Muchas de las funciones que se producen en la ciencia no están descritas por ecua- 
ciones explícitas, sino que están definidas por datos experimentales. El ejemplo siguiente 
muestra cómo calcular la pendiente de la recta tangente a la gráfica de este tipo de 
funciones. 


EJEMPLO 2 La unidad de destello (flash) de una cámara funciona mediante el alma- 
cenamiento de carga en un condensador y su liberación repentina cuando el flash se 
activa. Los datos de la tabla describen la carga Q restante en el condensador (medida 
en microcoulombs) en el tiempo t (medido en segundos después de que el flash se 
dispara). Utilice los datos para dibujar la gráfica de esta función y calcule la pendiente 
de la recta tangente en el punto donde £ = 0.04. [Nota: la pendiente de la recta tangente 
representa la corriente eléctrica (medida en microamperes) que fluye desde el conden- 
sador a la lámpara del flash.] 


SOLUCIÓN En la figura 4 se grafican los datos dados y se usan para trazar una curva 
que se aproxima a la gráfica de la función. 


QA (microcoulombs) 

100 
H 

80 N 

70 | 

a K 


0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 7 (segundos) 
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El significado físico de la respuesta 
en el ejemplo 2 es que la corriente 


R MPR 
(0.00, 100.00) 824.25 
(0.02, 81.87) 742.00 
(0.06, 54.88) — 607.50 
(0.08, 44.93) —552.50 
(0.10, 36.76) — 504.50 
FIGURA 5 


eléctrica que circula desde el 


condensador a la bombilla de flash 


después de 0.04 segundos es de 
aproximadamente —670 micro- 


amperes. 


Dados los puntos P(0.04, 67.03) y R(0.00, 100.00) en la gráfica, se encuentra con que 
la pendiente de la recta secante PR es 


_ 100.00 — 67.03 _ os 
MPR O00 — 0.04 ' 


La tabla de la izquierda muestra los resultados de cálculos similares para las pendientes 
de otras rectas secantes. De esta tabla se esperaría que la pendiente de la recta tangente 
en £ = 0.04 se encuentre en algún valor entre —742 y —607.5. De hecho, el promedio 
de las pendientes de las dos rectas secantes más próximas es 


}(—742 — 607.5) = —674.75 


Así, por este método, se estima la pendiente de la recta tangente como —675. 
Otro método consiste en elaborar una aproximación a la tangente en P y medir los 
lados del triángulo ABC, como en la figura 5. 


04 (microcoulombs) 


100 
K 


90 + — —— — 


80 A 


70 


soj —— B} -C} 


0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 j (segundos) 


Esto da una estimación de la pendiente de la recta tangente como 


0 |AB| _ 80.4- 53.6 _ 
|BC| 0.06 — 0.02 


670 


E El problema de la velocidad 


Si usted mira el velocímetro de un automóvil mientras viaja en el tráfico de la ciudad, se 
ve que la aguja no se queda quieta por mucho tiempo; es decir, la velocidad del automó- 
vil no es constante. Suponga al ver el velocímetro, que el auto tiene una velocidad deter- 
minada en cada instante, pero ¿cómo se define la velocidad “instantánea”? Investigue el 
ejemplo de la caída de una pelota. 


EJEMPLO 3 Suponga que una pelota se deja caer desde la plataforma superior de 
observación de la Torre CN en Toronto, a 450 m sobre el suelo. Encuentre la velocidad 
de la pelota después de 5 segundos. 


SOLUCIÓN Por medio de experimentos llevados a cabo hace cuatro siglos, Galileo 
descubrió que la distancia que recorre cualquier cuerpo en caída libre es proporcional al 
cuadrado del tiempo que ha estado cayendo. (Este modelo de caída libre no considera 


a 
ES 
> 
T 
£ 
a 
© 
= 
o 
= 

ES 

2 
El 
E 

5 

Nn 

= 
= 

23 

ī 

g 
2 
3 
5 
Nn 


La Torre CN en Toronto fue el 
edificio autoestable más alto en el 
mundo durante 32 años. 


SA 


pendiente de la recta 
secante 
= velocidad promedio 


SA 


~Y 


pendiente de la recta tangente 
= velocidad instantánea 


FIGURA 6 


Y 
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la resistencia del aire.) Si la distancia de caída después de t segundos se denota por s(t) 
y se mide en metros, entonces la ley de Galileo se expresa por la ecuación 


s(1) = 4.91? 


La dificultad para encontrar la velocidad después de 5 s es que se trata de un solo ins- 
tante de tiempo (t = 5), por lo que no se cuenta con un intervalo de tiempo. Sin embargo, 
se puede aproximar la cantidad deseada mediante el cálculo de la velocidad promedio en 
el breve intervalo de tiempo de una décima de segundo, desde t = 5 hasta £ = 5.1: 


cambio en la posición 


velocidad promedio = — : 
tiempo transcurrido 


s(5.1) — s(5) 
0.1 


_ 4.9(5.1) — 4.9(5} 
0.1 


= 49.49 m/s 


La tabla siguiente muestra los resultados de cálculos similares de la velocidad promedio 
durante períodos cada vez más pequeños. 


Intervalo de tiempo Velocidad promedio (m/s) 
5=1=<6 53.9 
5=1=<5.1 49.49 
5=1=< 5.05 49.245 
5=1=<5.01 49.049 
5=1=< 5.001 49.0049 


Parece que, a medida que se acorta el período, la velocidad promedio es cada vez más 
cercana a 49 m/s. La velocidad instantánea cuando 1 = 5 se define como el valor límite 
de estas velocidades promedio, durante períodos cada vez más cortos que comienzan en 
t = 5. Así, la velocidad (instantánea) después de 5 segundos es 


v = 49 m/s nm 


Usted puede sentir que los cálculos utilizados en la solución de este problema son 
muy similares a los utilizados anteriormente en esta sección para encontrar tangentes. 
De hecho, hay una estrecha conexión entre el problema de obtener la tangente y aquel de 
encontrar la velocidad. Si se dibuja la gráfica de la función de la distancia recorrida por la 
pelota (como en la figura 6) y se consideran los puntos P(a, 4.9a?) y Ola + h, 4.9a + hy) 
sobre la gráfica, entonces la pendiente de la recta secante PO es 


_ 49a + h) — 4.9a? 
(a+ h-=a 


Mpo 


que es la misma que la velocidad promedio en el intervalo de tiempo [a, a + h]. Por 
tanto, la velocidad en el instante £ = a (el límite de las velocidades promedio cuando h 
tiende a 0) debe ser igual a la pendiente de la recta tangente en P (el límite de las pen- 
dientes de las rectas secantes). 

Los ejemplos 1 y 3 muestran que, para resolver los problemas de la tangente y la velo- 
cidad, debe ser capaz de calcular límites. Después de estudiar los métodos para calcular 
límites en las cinco secciones siguientes, se regresará a estos problemas de encontrar 
tangentes y velocidades en la sección 2.7. 
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2.1 EJERCICIOS 


1. Un tanque contiene 1000 litros de agua que se drenan por la 
parte inferior del tanque en media hora. Los valores de la tabla 
muestran el volumen V de agua que queda en el tanque (en 
litros) después de £ minutos. 


t (min) 5 10 | 15 | 20 | 25 | 30 


V (L) 694 | 444 | 250 | 111 28 0 


(a) Si P es el punto (15, 250) sobre la gráfica de V, encuentre 
las pendientes de las rectas secantes PQ cuando Q es el 
punto sobre la gráfica con £ = 5, 10, 20, 25 y 30. 

(b) Calcule la pendiente de la recta tangente en P por medio 
del promedio de las pendientes de dos rectas secantes. 

(c) Utilice una gráfica de la función para calcular la pendiente 
de la recta tangente en P. (Esta pendiente representa la 
rapidez a la que fluye el agua del tanque después de 15 
minutos.) 


. Un monitor se utiliza para medir la frecuencia cardiaca de un 
paciente después de una cirugía. El aparato compila el número 
de latidos del corazón después de £ minutos y se registran 
en una tabla. Cuando los datos de la tabla se representan 
gráficamente, la pendiente de la recta tangente representa la 
frecuencia cardiaca en latidos por minuto. 


t (min) 36 | 38 | 40 | 42 | 44 


Latidos 2530 | 2661 | 2806 | 2948 | 3080 


El monitor estima este valor calculando la pendiente de una 
recta secante. Utilice los datos para calcular el ritmo cardíaco 
del paciente después de 42 minutos, utilizando la recta secante 
entre los puntos con los valores dados de t. 

(a) 1=36 y 1=42 (b)1=38 y 1=42 
(c) 1=40 y 1=42 (d) 1=42 y t=44 


¿Cuáles son sus conclusiones? 


. El punto PQ, —1) se encuentra en la curva y = 1/(1 — x). 

(a) Si Q es el punto (x, 1/(1 — x)), utilice la calculadora 
para determinar la pendiente de la recta secante PO (con 
una precisión de seis decimales) para los valores de x 
siguientes: 
G) 15 (iy) 1.9 (111) 1.99 (iv) 1.999 
(v) 2.5 (vi) 2.1 (vii) 2.01 (viii) 2.001 

(b) Utilice los resultados del inciso (a), para intuir el valor de 
la pendiente de la recta tangente a la curva en P(2, —1). 

(c) Utilizando la pendiente del inciso (b), obtenga la ecuación 
de la recta tangente a la curva en P(2, — 1). 


. El punto P(0.5, 0) se encuentra sobre la curva y = cos mx. 
(a) Si Q es el punto (x, cos 7x), utilice la calculadora para 
encontrar la pendiente de la secante PO (redondeada a seis 
decimales) para los valores de x siguientes: 


M0 Gi) 0.4 (iii) 0.49 
(iv) 0.499 (1 (vi) 0.6 
(vii) 0.51 (viii) 0.501 


(b) Utilice los resultados del inciso (a), para intuir el valor 
de la pendiente de la recta tangente a la curva en 
P(0.5, 0). 

(c) Utilice la pendiente del inciso (b), para determinar la 
ecuación de la recta tangente a la curva en P(0.5, 0). 

(d) Trace la curva, dos de las rectas secantes y la recta 
tangente. 


5. Si se lanza una pelota al aire con una velocidad de 10 m/s, 
su altura en metros después de £ segundos está dada por 
y = 101 — 4.98, 
(a) Encuentre la velocidad promedio para el período que 
comienza cuando t = 1.5 y permanece 
G) 0.5 segundos Gi) 0.1 segundos 
Gii) 0.05 segundos (iv) 0.01 segundos 
(b) Calcule la velocidad instantánea cuando żź = 1.5. 


6. Si una piedra se lanza hacia arriba en el planeta Marte a una 
velocidad de 10 m/s, su altura en metros t segundos después 
está dada por y = 101 — 1.86? 

(a) Encuentre la velocidad promedio en los intervalos de 
tiempo dados: 
© [1,2] Gi) [1, 1.5] 
Gii) [1, 1.1] (iv) [1, 1.01] 
(v) [1, 1.001] 
(b) Calcule la velocidad instantánea cuando f = 1. 


7. La tabla muestra la posición de un ciclista después de que 
acelera a partir del reposo. 


t (segundos) 0 1 2 3 4 5 


s (metros) 0 14 | 5.1 | 10.7 | 17.7 | 25.8 


(a) Encuentre la velocidad promedio para cada período: 
© 0,3] (Gy[2,3] (Gi) [3,5] Gv [3,4] 

(b) Utilice la gráfica de s en función de t para calcular la 
velocidad instantánea cuando £ = 3. 


8. El desplazamiento (en centímetros) de una partícula que 


se mueve hacia adelante y hacia atrás a lo largo de una 

línea recta está dado por la ecuación de movimiento 

s = 2 sen rt + 3 cos mt, donde f se mide en segundos. 

(a) Encuentre la velocidad promedio durante cada período: 
G) [1,2] Gi) [1, 1.1] 
Gii) [1, 1.01] Gv) [1, 1.001] 

(b) Calcule la velocidad instantánea de la partícula cuando 
t=1. 


9. El punto P(1, 0) se encuentra sobre la curva y = sen(107/x). 

(a) Si Q es el punto (x, sen(1077/x)), encuentre la pendiente 
de la recta secante PO (con una precisión de cuatro de- 
cimales) para x = 2, 1.5, 1.4, 1.3, 1.2, 1.1, 0.5, 0.6, 0.7, 
0.8 y 0.9. ¿Las pendientes parecen estar acercándose a 
un límite? 

(b) Utilice la gráfica de la curva para explicar por qué las 
pendientes de las rectas secantes en el inciso (a) no 
están cercanas a la pendiente de la recta tangente en P. 

(c) Eligiendo rectas secantes apropiadas, calcule la pen- 
diente de la recta tangente en P. 
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2.2 El límite de una función 


YA 
F) y y=x-x+2 
se aproxima + 4 
A 
a4. 
i > 
0 —2«- A 
Cuando x se aproxima a 2 
FIGURA 1 


En la sección anterior se vio cómo surgen los límites cuando se quiere encontrar la recta 
tangente a una curva o la velocidad de un objeto; ahora dirija la atención a los límites en 
general y los métodos numéricos y gráficos para calcularlos. 


Investigue el comportamiento de la función f definida por f(x) = x — x + 2 para 


valores de x cercanos a 2. La tabla siguiente muestra los valores de f(x) para valores de x 
cercanos a 2, pero no iguales a 2. 


x FW) x Fx) 
1.0 2.000000 3.0 8.000000 
1:3 2.750000 2.5 5.750000 
1.8 3.440000 2.2 4.640000 
1.9 3.710000 2.1 4.310000 
1.95 3.852500 2.05 4.152500 
1.99 3.970100 2.01 4.030100 
1.995 3.985025 2.005 4.015025 
1.999 3.997001 2.001 4.003001 


De la tabla y la gráfica de f (una parábola) que se muestra en la figura 1, se ve que 


cuando x se aproxima a 2 (por ambos lados de 2), f(x) se aproxima a 4. De hecho, 
parece que se puede hacer que los valores de f(x) estén tan cerca de 4 como se quiera, 
tomando x suficientemente cerca de 2. Esto se expresa al decir que “el límite de la 
función f(x) = x — x — 2 cuando x tiende a 2 es igual a 4”. La notación para esto es 


lím (x? =x +2)=4 


En general, se usa la siguiente notación. 


(1) Definición intuitiva de un límite Suponga que f(x) está definida cuando 
x está cerca del número a. (Esto significa que f está definida en algún inter- 
valo abierto que contiene a a, excepto posiblemente en a misma.) Entonces se 
escribe 


lim f) =L 


x>Qq 
y se dice que “el límite de f(x), cuando x tiende a a, es igual a L” 


si se puede hacer que los valores de f(x) estén arbitrariamente cercanos a L (tan 
cercanos a L como se quiera), tomando valores de x suficientemente cerca de a (por 
ambos lados de a), pero no iguales a a. 


En términos generales, esto quiere decir que los valores de f(x) se aproximan a L 


cuando x tiende a a. En otras palabras, los valores de f(x) tienden a estar más y más cerca 
del número L cuando x se acerca cada vez más al número a (de ambos lados de a), pero 
x % a. (En la sección 2.4 se dará una definición más precisa.) 


es 


Una notación alternativa para 


lím fa) =L 
fa) —>L cuando x>a 


que suele leerse “f(x) tiende a L cuando ~x tiende a a”. 
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FIGURA 2 lím fœ) = L en los tres casos 


(a) 


ssl f(x) 

0.5 0.666667 
0.9 0.526316 
0.99 0.502513 
0.999 0.500250 
0.9999 0.500025 
a il f(x) 

1.5 0.400000 
1.1 0.476190 
1.01 0.497512 
1.001 0.499750 
1.0001 0.499975 

1 0.5 


Observe la frase “pero x # a” en la definición de límite. Esto significa que, al encon- 
trar el límite de f(x) cuando x se aproxima a a, no se considera x = a. De hecho, f(x) 
podría no estar definida cuando x = a. Lo único que importa es cómo se define f cerca 
de a. 

La figura 2 muestra las gráficas de tres funciones. Observe que en el inciso (c), f(a) 
no está definida y, en el inciso (b), f(a) 4 L. Sin embargo, en cada caso, independiente- 
mente de lo que sucede en a, es cierto que lím fœ = L. 


YA YA 
E E 
0 a y 0 a x 
(b) (œ) 
a X=: l 
EJEMPLO 1 Infiera el valor de lím zT 
x>l x^ — 


SOLUCIÓN Observe que la función f(x) = (x — 1)/G? — 1) no está definida cuando 
x = 1, pero eso no importa, porque la definición de lím. f(x) dice que se consideran 
los valores de x que están cerca de a, pero que no son iguales a a. 

Las tablas de la izquierda dan valores de f(x) (con una precisión de seis decimales) 
para valores de x que tienden a 1 (pero no iguales a 1). Con base en los valores en las 
tablas, haga la suposición de que 


xl 
lím += = 0.5 E 
x>I xy“ — 1 


El ejemplo 1 se ilustra en la gráfica de f, en la figura 3. Ahora se va a cambiar un poco f, 
dándole el valor de 2 cuando x = 1 y llamando g a la función obtenida: 


o six #1 
gl) =x] 


2 six= 1 


Esta nueva función g conserva el mismo límite cuando x tiende a 1 (véase la figura 4). 


YA 


FIGURA 3 FIGURA 4 


Ue =3 


t F 


+0.001 0.166667 
+0.0001 0.166670 
+0.00001 0.167000 
+0.000001 0.000000 


www.stewartcalculus.com 

Para una mayor explicación de por 
qué las calculadoras, a veces, dan 
valores falsos, haga clic en Lies 
My Calculator and Computer Told 
Me. En particular, véase la sección 
llamada The Perils of Subtraction. 
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v1?+9-—3 
EJEMPLO 2 Calcule el valor de lím ~or 
> = 


SOLUCIÓN La tabla presenta los valores de la función para varios valores de f cerca- 
nos a 0. 


VP +9 -3 

t Taa 
+1.0 0.162277... 
+0.5 0.165525... 
+0.1 0.166620... 
+0.05 0.166655... 
+0.01 0.166666... 


A medida que ż se acerca a 0, los valores de la función parecen acercarse a 0.1666666..., 
por lo que suponga que 


En el ejemplo 2, ¿qué habría sucedido si se hubiera tomado valores aún más pequeños 
de t? La tabla en el margen muestra los resultados de una calculadora; sin duda, ¡algo 
extraño parece estar sucediendo! 

Si trata de obtener estos cálculos en su propia calculadora podría obtener valores 
diferentes, pero al final obtendrá el valor O si hace t suficientemente pequeña. ¿Significa 
esto que la respuesta es realmente 0, en lugar de 3? No, el valor del límite es $; como se 


[2] demuestra en la siguiente sección. El problema es que la calculadora dio valores falsos 


porque vyť + 9 está muy cerca de 3 cuando 1 es pequeña. (De hecho, cuando 1 es sufi- 
cientemente pequeña, una calculadora da el valor de 3.000... para tantos dígitos como la 
calculadora sea capaz de aceptar.) 

Algo similar sucede cuando se trata de graficar la función 


f= 1o a 


Í 


del ejemplo 2, en una calculadora graficadora o computadora. Los incisos (a) y (b) de la 
figura 5 muestran gráficas bastante precisas de f, y cuando se utiliza el modo trace (si está 
disponible) se puede calcular fácilmente que el límite es cercano a L Pero si se acerca 
demasiado, como en los incisos (c) y (d), entonces obtiene gráficas incorrectas, de nuevo 
debido a problemas con la sustracción. 


0.2 0.2 
[> 
0.1 0.1 
()-5=<1<5 (b) 0.1 <1=<0.1 (c) 10 < t < 10™% (d) —107 < t< 107” 


FIGURA 5 
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sen x 
x 
de 
=1.0 0.84147098 
=0.5 0.95885108 
=0.4 0.97354586 
=0.3 0.98506736 
=0.2 0.99334665 
=0.1 0.99833417 
+0.05 0.99958339 
+0.01 0.99998333 
+0.005 0.99999583 
+0.001 0.99999983 


Sistemas algebraicos 
computacionales 

Los sistemas algebraicos computacio- 
nales (SAC) tienen instrucciones que 
calculan límites. Para evitar los tipos 
de trampas como las de los ejemplos 

2, 4 y 5, no calculan límites a partir de 
la experimentación numérica. En su 
lugar, utilizan técnicas más sofisticadas, 
como el cálculo de series infinitas. Si 
usted tiene acceso a un Sac, utilice las 
instrucciones de límites para calcular 
los límites de los ejemplos de esta 
sección y para revisar sus respuestas en 
los ejercicios de este capítulo. 


FIGURA 7 


Límites y derivadas 


sen x 


EJEMPLO 3 Obtenga el valor de lím 

x= Xx 
SOLUCIÓN La función f(x) = (sen x)/x no está definida cuando x = 0. Usando una 
calculadora (y recordando que, si x € R, sen x significa el seno del ángulo x medido en 
radianes) puede elaborar una tabla de valores con una precisión de hasta ocho decimales. 
De la tabla a la izquierda y la gráfica en la figura 6 suponga que 


De hecho, esta conjetura es correcta como se demostrará en el capítulo 3, utilizando un 
argumento geométrico. 


YA 
A 

FIGURA 6 5 
1 0 1 Xx 


EJEMPLO 4 Investigue lím sen Z, 
> X 


SOLUCIÓN Una vez más la función f(x) = sen(7/x) no está definida en O. Evaluando la 
función para algunos valores pequeños de x, obtenga 


fA) =senr=0 f) = sen 27 = 0 
fO) = sen 3r = 0 sa = sen 4r = 0 


f(0.1) = sen 10r = 0 f(0.01) = sen 1007 = 0 


Del mismo modo, f(0.001) = f(0.0001) = 0. Con base en esta información se puede 
estar tentado a suponer 


y T 
lím sen — = 0 
x>0 x 


pero esta vez la suposición es errónea. Observe que, aunque f(1/n) = sen nm = 0 para 


cualquier entero n, también es cierto que f(x) = 1 para muchos valores de x (tal como 
2/5 o 2/101). Esto se puede ver en la gráfica de f que se muestra en la figura 7. 


y = sen(7/x) 


z Ja QEN 
10 000 
1 1.000028 
0.5 0.124920 
0.1 0.001088 
0.05 0.000222 
0.01 0.000101 
3 cos 5x 
E 
10 000 
0.005 0.00010009 
0.001 0.00010000 


FIGURA 8 


La función de Heaviside 
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Las líneas punteadas, cerca del eje y indican que los valores del sen(7/x) oscilan infi- 
nitamente entre 1 y —1 cuando x tiende a 0. (Véase el ejercicio 51.) 
Ya que los valores de f(x) no se acercan a un número fijo cuando x tiende a 0, 


- T x 
lím sen — no existe 
X 


x>0 3 E 
5 A 
EJEMPLO 5 Encuentre el lím | x? + LX]. 
x>0 10 000 
SOLUCIÓN Como antes, se elabora una tabla de valores. De la primera tabla en el 
margen parece que 
s 5: 
lím | x + HL) =0 
x—>0 10 000 
Pero si se persevera con valores más pequeños de x, la segunda tabla sugiere que 
E 3 cos 5x 
lím | x* + ——— | = 0.000100 = 
x>0 10 000 10 000 
Más adelante verá que lím,-.cos 5x =1; entonces se deducirá que el 
límite es 0.0001. = 


Los ejemplos 4 y 5 ilustran algunos de los riesgos al intentar conjeturar el valor de un 
límite. Es fácil caer en el valor incorrecto si se utilizan valores inadecuados de x, pero 
es difícil saber cuándo dejar de calcular valores. Y, como muestra la discusión después 
del ejemplo 2, a veces las calculadoras y las computadoras dan valores incorrectos. En 
la sección siguiente, sin embargo, se van a desarrollar métodos infalibles para el cálculo 
de límites. 


E Límites laterales 


EJEMPLO 6 La función de Heaviside H se define por 


0 si 1<0 
H = . 
l si 1=0 


[Esta función lleva el nombre del ingeniero eléctrico Oliver Heaviside (1850-1925) y 
se utiliza para describir una corriente eléctrica en un circuito en el tiempo t = 0.] Su 
gráfica se muestra en la figura 8. 

Cuando f se aproxima a 0 por la izquierda, H(£) se aproxima a 0. Conforme se aproxima 
a 0 por la derecha, A(t) se aproxima a 1. No hay un único número al que se aproxime H(t) 
cuando f se aproxima a 0. Por tanto, lím, —o H(t) no existe. E 


Ha observado en el ejemplo 6 que H(t) tiende a O cuando f se aproxima a O por la 
izquierda y H(t) tiende a 1 a medida que f se aproxima a 0 por la derecha. Esta situación 
se indica simbólicamente al escribir 


lím H(t) =0 y ím H(t) = 1 
1>07 =0+ 


El símbolo t => 0” indica que se consideran solo los valores de t que son menores de 0. 
De igual modo, t — 0* indica que se consideran solo los valores de t que son mayores 
de 0. 
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FIGURA 9 


FIGURA 10 


(2) Definición de límites unilaterales Cuando se escribe 
ím fx) =L 


se expresa que el límite por la izquierda de f(x) cuando x se aproxima a a [o el 
límite de f(x) cuando x tiende a a por la izquierda] es igual a L si se puede 
hacer que los valores de f(x) se acerquen arbitrariamente a £, tanto como se quiera, 
tomando x suficientemente cercanos a a, pero menores que a. 


Observe que la definición 2 difiere de la definición 1 solo en el hecho de que se pide 
que x sea necesariamente menor que a. Del mismo modo, si se requiere que x sea 
mayor que a, se obtiene que “el límite por la derecha de f(x) cuando x tiende a a es 
igual a L” y se escribe 

lím fo) =L 

x>at ` 
Así, la notación x —> a* significa que se consideran solo x mayores que a. Estas defini- 
ciones se ilustran en la figura 9. 


YA YA 
A 
$) = L fx) 
0 x—a x 0 a x x 
(a) lím f(x)=L (b) lím f(x)=L 


xo x>4 


Al comparar la definición 1 con las de los límites laterales, vea que se satisface lo 
siguiente. 


B] lm fœ) =L  siysolo si lím f()=L y lm fx) =L 


x>a x>a7r x—>at 


EJEMPLO 7 La gráfica de una función g se muestra en la figura 10. Utilícela para 
establecer los valores (si existen) de los siguientes: 


(a) lím g(x) (b) lím, g(x) (c) lím g(x) 
(d) lím glx) (e) lím gl) (£) lím gl») 


SOLUCIÓN En la gráfica vea que los valores de g(x) tienden a 3 conforme x tiende 
a 2 por la izquierda, pero se acercan a 1 a medida que x tiende a 2 por la derecha. 
Por tanto, 


(a) lím g(x) = 3 y (b) ím g() = 1 
(c) Dado que los límites por la izquierda y por la derecha son diferentes, se llega a la 
conclusión de que lím,— g(x) no existe. 


La gráfica también muestra que 


(d) lím gl) =2 y (e) lím g(x) =2 


1 
s z 
x? 
+1 1 
+0.5 4 
+0.2 25 
+0.1 100 
+0.05 400 
+0.01 10,000 
+0.001 1,000,000 
FIGURA 11 
YA 
y= fx) 
0 a 
x=a 
FIGURA 12 


lím f(a) = œ 
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(f) Esta vez los límites por la izquierda y por la derecha son los mismos, así que, 
por (3), se tiene 


lím g(x) = 2 


x>5 


A pesar de esto, observe que g(5) + 2. [nn 


Ml Límites infinitos 


1 
EJEMPLO 8 Encuentre lím — si existe. 


x>0 y” 
SOLUCIÓN Conforme x se acerca a 0, x? también se acerca a 0, y 1/1 se hace muy 
grande. (Véase la tabla en el margen.) De hecho, se desprende de la gráfica de la 
función f(x) = 1/x? en la figura 11, que los valores de f(x) pueden ser arbitrariamente 
grandes, tomando x suficientemente cerca de 0. Así, los valores de f(x) no se aproximan 
a un número, por lo que lím,->0(1/x?) no existe. E 


Para indicar el tipo de comportamiento exhibido en el ejemplo 8, se usa la notación 


7 1 

lím — = 0% 

x=>0 x? 
Esto no quiere decir que se esté considerando a œ% como un número. Tampoco signi- 
fica que el límite existe. Simplemente expresa la forma particular en que el límite no 
existe: 1/x? puede hacerse tan grande como se quiera, tomando a x suficientemente 
cerca de 0. 

En general, puede escribir simbólicamente 


lím f(x) =% 


x>a ` 


para indicar que los valores de f(x) tienden a ser más y más grandes (o “crecen sin 
límite”) a medida que x se acerca más y más a a. 


o Definición intuitiva de un límite infinito Sea funa función definida por 
ambos lados de a, excepto posiblemente en la misma a. Entonces 


lím f(x) = o 


zg 


significa que los valores de f(x) pueden hacerse arbitrariamente grandes (tan grandes 
como se quiera), tomando x suficientemente cerca de a, pero no igual a a. 


Otra notación para lím,-. f(x) = % es 
f (x) > 0 es xa 


De nuevo, el símbolo œ no es un número, pero la expresión lím,-. f(x) = % se lee a 
menudo como 


“el límite de f(x), cuando x tiende a a, es infinito” 
o “f(x) tiende al infinito cuando x se aproxima a a” 
o “f(x) crece sin límite cuando x se aproxima a a”. 


Esta definición se ilustra gráficamente en la figura 12. 
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Cuando se dice que un número es Un tipo similar de límite, para las funciones que se convierten en negativos muy 


“negativo muy grande”, se quiere decir grandes conforme x se aproxima a a, se precisa en la definición 5 y se ilustra en la 
que es negativo, pero su magnitud (valor figura 13. 


absoluto) es grande. 


YA 


m i 


[5] Definición Sea f definida por ambos lados de a, excepto posiblemente en a 
x=a misma. Entonces 


lím f(x) = —% 


x>a 


significa que los valores de f(x) pueden ser negativos arbitrariamente grandes, 
tomando x suficientemente cerca de a, pero no igual a a. 


FIGURA 13 

lím f(x) = —% El símbolo lím,.,, f(x) = —% puede leerse como “el límite de f(x), cuando x se 

UN aproxima a a, es infinito negativo” o “f(x) decrece sin límite conforme x tiende a a”. 
Como ejemplo se tiene 


Definiciones similares pueden darse a los límites laterales infinitos 


lím f(x) =% lím, f(x) = 0 
lím f(x) = —o lím _f(a) = —0 


recordando que x > a” significa que se consideran solo los valores de x que son menores 
que a, y del mismo modo x —> a* significa que se consideran solo x > a. En la figura 14, 
se ilustran estos cuatro casos. 


y de y y 
> > <> 
0 a x 0 | 0 a c 0 a X 


(a) lím f(x) =00 (b) lím fíx)=00 (c) lím f(x) ==00 (d) lím f(x) ==00 


xa a 


=y 


x>a x>d 


FIGURA 14 


[6] Definición La recta x = a se llama asíntota vertical de la curva y = f(x) si 
al menos uno de los enunciados siguientes son verdaderos: 


lím f(x) = % lím f(x) =% lím f(x) = œ 
lím f(x) = —% lím f(x) = —0o lím f(x) = —% 


Por ejemplo, el eje y es una asíntota vertical de la curva y = 1/x? debido a que 
lím,0(= 1/12)= oo, En la figura 14 la recta x = a es una asíntota vertical en cada uno 


=y 


FIGURA 15 


FIGURA 16 


y= tanx 


YA 


FIGURA 17 
El eje y es una asíntota vertical de la 
función logaritmo natural. 
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de los cuatro casos que se muestran. En general, el conocimiento de asíntotas verticales 
es muy útil para dibujar gráficas. 


2) 
EJEMPLO 9 Encuentre lím -7 lím 
x>3+ y 


x>37 x e 


SOLUCIÓN Si x tiende a 3 con valores mayores que 3, entonces el denominador x — 3 
es un número positivo muy pequeño y 2x está muy cerca de 6, por lo que el cociente 
2x/(x — 3) es un número positivo muy grande. Por tanto, intuitivamente, se puede 
ver que 


' 2% 
lím = 00 
x>3t x-3 


Asimismo, si x es cercano a 3, pero con valores menores que 3, entonces x — 3 es 
un número negativo pequeño, pero 2x es aún un número positivo (cercano a 6). Así, 
2x/(x — 3) es un número negativo muy grande. Por tanto, 


2x 


lím = 00 
3 x-3 


La gráfica de la curva y = 2x/(x — 3) se ilustra en la figura 15. La recta x = 3 es una 
asíntota vertical. a 


EJEMPLO 10 Encuentre las asíntotas verticales de f(x) = tan x. 


SOLUCIÓN Ya que 


sen x 


tan x = 
COS x 


hay posibles asíntotas verticales donde cos x = 0. De hecho, puesto que cos x —> 0* 
cuando x > (7r/2)” y cos x > 07 cuando x —> (7/2)", mientras que sen x es positivo 
(cerca de 1) cuando x está cerca de 77/2, se tiene 


lím tanx = œ y lím _ tanx = —œ 
x>(m/2)— x>(11/2)+ 


Esto muestra que la recta x = 7/2 es una asíntota vertical. Un razonamiento similar 
muestra que las rectas x = 7/2 + nm, donde n es un número entero, son todas asíntotas 
verticales de f(x) = tan x. La gráfica en la figura 16 confirma esto. E 


Otro ejemplo de una función cuya gráfica tiene una asíntota vertical es la función 
logaritmo natural y = In x. En la figura 17 se ve que 


lím lnx = ~% 
x—0+ 


y así, la recta x = O (el eje y) es una asíntota vertical. De hecho, lo mismo es cierto para 
y = log, x siempre que b > 1. (Véase las figuras 1.5.11 y 1.5.12.) 
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2.2 EJERCICIOS 


1. Explique el significado de la ecuación (GQ) (k) lím A(x) (1) lím h(x) 
lím fa) =5 


¿Es posible que se cumpla con este enunciado aunque 
f(2) = 3? Explique. 


2. Explique qué significa decir que YN dl Il 


mafas y MAIS an 


En esta situación, ¿es posible que exista lím,1 f(x)? 
Explique. 


=Y 


3. Explique el significado de cada una de las expresiones 


siguientes. 7. Para la función g cuya gráfica está dada, establezca el valor 


(a) m fa) =% (b) ím, f(x) = -œ de cada una de las cantidades siguientes si existe. Si no, 
i a explique por qué. 
4. Utilice la gráfica de f para establecer el valor de cada cantidad 


si esta existe. Si no existe, explique por qué. (a) Mm g(1) (b) Mm, g() (c) lím g() 
(a) lim f(x) (b) lím f(x) (©) lím f(x) (d) lím gl) © lím g() (£) lím g() 
(d f2) (e) lím f(x) (1) £(4) (8) 90) (h) lím g() 
yA yA 
4 4 
> 


=Y 


JNE NA 


5. Para la función f cuya gráfica está dada, establezca el valor de 


cada una de las cantidades siguientes. Si no existe, explique 8. Para la función A cuya gráfica se muestra, establezca lo 
por qué. siguiente. 
(a) lím f(x) (b) lím f) © lím fa) (a) lím AQ) (b) lím A(x) 
(d) lím f(x) (e) f3) (c) lím AQ) (d) lím AQ) 
(e) Las ecuaciones de las asíntotas verticales. 
YA 
YA 
—-4 i 
2] 
3 0 2 5 E 
0 J 4 x Bi 
6. Para la función h cuya gráfica está dada, establezca el | 


valor de cada una de las cantidades siguientes. Si no existe, 
explique por qué. 
9. Para la función f cuya gráfica se muestra, establezca lo 


(a) lím Alx) (b) lím Alx) (©) lím h(x) siguiente. 
(d) h(=3) (e) lím ha) (£) lím h(x) (a) lím f) (b) lím fa) (c) lím f(x) 


(8) lím hla) (h) A0) G) lím h(x) (d) lím f) (e) lím, f(x) 


(f) Las ecuaciones de las asíntotas verticales. 


I| P} 
/ | 


\ 
| | 


10. Un paciente recibe una inyección de 150 mg de un 
medicamento cada 4 horas. La gráfica muestra la cantidad 
f(t) del medicamento en el torrente sanguíneo después de t 
horas. Encuentre 


lím f(0) 


1>12+ 


m fO y 


y explique el significado de estos límites laterales. 


i 
a NS 


F(t) A 


300 + 


11-12 Trace la gráfica de cada una de las funciones siguientes 
y utilícela para determinar los valores de a para los cuales 
lím,-. f(x) existe. 


LEX SA == 
11. f(x) =34x? si-l=x<1 
2=x six=l 
l+senx six<0O 
12. f(x) =3 cosx si0s<x<mw 
sen x six> m 


FS 13-14 Utilice la gráfica de la función f para establecer el valor 
de cada uno de los límites siguientes, si es que existen. Si no, 
explique por qué. 


(a) lím fa) 


O mfo © lm fa) 


1 x? +x 


13. f(x) = TER 14. f(x) = JEFE 
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17. lím, f(x) = 4, lím fa) =2, lím, f(x) = 2, 


f6)=3, f(-2)=1 


18. lím f()=2, lím f0)=0, lím f()=3, 


im fœ =0 f0)=2 f@=1 


19-22 Conjeture el valor de cada uno de los límites siguientes 
(si existen) evaluando la función dada en los números 
propuestos (con una precisión de seis decimales). 
ME 3x 
19. lím < 
3=3 X= 9 


x = 3.1, 3.05, 3.01, 3.001, 3.0001, 
2.9, 2.95, 2.99, 2.999, 2.9999 


x?—3x 
20. ím =—, 
r>3x*-0 
X 2.5, -2.9, —2.95, —2.99, —2.999, —2.9999, 
3.5, 3.1, -3.05, —3.01, —3.001, —3.0001 
e] 
21. lím > t = +0.5, +0.1, +0.01, +0.001, +0.0001 
S 
4 + hy — 
22. lím Exp 
h=>0 h 
h = =0.5, +0.1, +0.01, +0.001, +0.0001 


23-28 Utilice una tabla de valores para calcular el valor 
de cada uno de los límites siguientes. Si dispone usted de 
una calculadora o computadora, utilícela para confirmar 
gráficamente su resultado. 


~ Inx—In4 2 1+p? 
23. ím ————— 24. lím E 
24 g= pasi 1 po 
“=i 
25. lím 38 26. lím 
0>0 tan 20 1>0 f 
27. lím x* 28. lím x’lnx 
x—>0+t x>0 
FA 29. (a) Por medio de la gráfica de la función 


f(x) = (cos 2x —cos x)/x? y un acercamiento al 
punto donde la gráfica interseca el eje y, calcule 
el valor de lím,—o f(x). 

(b) Verifique su respuesta del inciso (a) mediante la eva- 
luación de f(x) para valores de x que tiendan a 0. 


FA 30. (a) Calcule el valor de 


15-18 Trace la gráfica de un ejemplo de una función f que 
satisfaga todas las condiciones dadas. 


15. m f()=2, Imf()=-2 f(1)=2 


16. lím fœ) =1, lím, f()=-1, lím f()=0, 


x=>07 
ím f()=1 f3)=1, 


x>2+ 


f(0) es indefinido 


sen x 


lím 
x>0 sen TX 
al trazar la gráfica de la función f(x) = (sen x)/(sen Tx). 
Exprese su respuesta con una precisión de dos deci- 
males. 
(b) Verifique su respuesta del inciso (a) evaluando f(x) 
para valores de x que tiendan a 0. 
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31- 


33. 


35. 


37. 


39. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


47. 


49. 


FA 46. 


M 48. 
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43 Determine cada uno de los límites infinitos siguientes. 


x+l x+l 
lím 32. lím 
st x= 5 57 xi =.5 
2-x A 
lím == 34. lím qe 
1>1 (x — 1) x—>37 (x — 3y 
lím ln(x? — 25) 36. lím In(sen x) 
x—>5+ x—>0+ 
1 
lím —secx 38. lím cotx 
x>(5/2+ x x>m 
y y x?—2x 
lím xcscx 40. lím 


Zar 


1527 x? — 4x+4 


x?-2x-8 


lim = 
ES G 


1 
lím | — — Inx 
x>0t A x 


lím (In x? — x°?) 
x>0 
(a) Encuentre las asíntotas verticales de la función 
x +l 
y == 
j 3x — 2x? 


(b) Verifique su respuesta al inciso (a) al trazar la gráfica 
de la función. 


Determine lím — 


lím 
== x= ] y 


1>1+ xy? — 1 

(a) evaluando f(x) = 1/@œ@ — 1) para valores de x que 
tiendan a 1, por el lado izquierdo y por el lado 
derecho. 

(b) razonando como en el ejemplo 9, y 

(c) a partir de la gráfica de f. 


(a) Por medio de la gráfica de la función f(x) = (tan 4x)/x 
y un acercamiento al punto donde la gráfica interseca 
el eje y, calcule el valor de lím,—o f(x). 

(b) Verifique su respuesta del inciso (a) para evaluar f(x) 
para valores de x que tiendan a 0. 


(a) Calcule el valor de lím,-. (1 + x)'* con una 
precisión de cinco decimales. ¿Le parece conocido 
este número? 

(b) Ilustre el inciso (a) al trazar la gráfica de la función 
y= (1 +x". 


(a) Trace la gráfica de f(x) = e* + In |x — 4] para 
0 <x < 5. ¿Piensa que la gráfica es una represen- 
tación precisa de f? 

(b) ¿Cómo conseguiría una gráfica que represente 
mejor a f? 


(a) Evalúe la función f(x) = x? —(2*/1000) para 
x = 1, 0.8, 0.6, 0.4, 0.2, 0.1 y 0.05 e infiera el valor de 


EA 2 ~ 
lím | x? — 
x>0 1000 


50. 


52. 


54. 


(b) Evalúe f(x) para x = 0.04, 0.02, 0.01, 0.005, 0.003 y 
0.001. Infiera otra vez. 


(a) Evalúe h(x) = (tan x — x)/x* para x = 1, 0.5, 0.1, 
0.05, 0.01 y 0.005. 

(b) Suponga el valor de lím E 

(c) Evalúe h(x) para valores pequeños sucesivos de x 
hasta que finalmente alcance un valor de 0 para h(x). 
¿Aún confía en que su conjetura en el inciso (b) es 
correcta? Explique por qué finalmente obtuvo valores 
0. (En la sección 4.4 se explicará un método para 
evaluar el límite.) 

(d) Trace la gráfica de la función h en un rectángulo de 
vista [1, 1] por [0, 1]. Después haga un acercamiento 
hacia el punto donde la gráfica interseca el eje y, para 
calcular el límite de A(x) cuando x tienda a 0. Con- 
tinúe el acercamiento hasta que observe distorsiones 
en la gráfica de h. Compare con los resultados del 
inciso (c). 


. Trace la gráfica de la función f(x) = sen(77/x) del ejemplo 


4 en el rectángulo de vista [—1, 1] por [—1, 1]. Después 
haga acercamientos al origen varias veces. Haga comen- 
tarios acerca del comportamiento de esta función. 


1 
Considere la función f(x) = tan —. 

xX 
(a) Demuestre que f(x) = 0 para x = 


(b) Demuestre que f(x) = 1 para x = 


> > 


1 1 
an 37” 
4 4 
sy oam 


ale aj= 


E i 1 
(c) ¿Qué puede concluir acerca de lím tan — ? 
x>0+ x 


. Utilice una gráfica para calcular las ecuaciones de todas 


las asíntotas de la curva 


y = tan(2 sen x) =_TSXS<T 
Luego determine las ecuaciones exactas de estas 
asíntotas. 


En la teoría de la relatividad, la masa de una partícula con 
velocidad v es 


mo 


J1 = v/e 


m = 


donde m, = 0 es la masa de la partícula en reposo y c es 
la rapidez de la luz. ¿Qué pasa cuando v —> c7? 


. (a) Utilice una evidencia numérica y gráfica para intuir 


el valor del límite 


í x—1 
ím == — 
| 


(b) ¿Qué tan cerca de 1 tiene que estar x para garantizar 
que la función en el inciso (a) esté dentro de una 
distancia de 0.5 de este límite? 
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2.3 Cálculo de límites usando las leyes de los límites 


Ley de la suma 
Ley de la diferencia 


Ley del múltiplo constante 


Ley del producto 


Ley del cociente 


FIGURA 1 


En la sección 2.2 se utilizan calculadoras y gráficas para inferir los valores de un límite, 
pero se observa que estos métodos no siempre conducen a la respuesta correcta. En esta 
sección se utilizan las propiedades de los límites siguientes, llamadas leyes de los límites, 
para calcularlos. 


Leyes de los límites Suponga que c es una constante y que los límites 
lím f(x) y lím g(x) 
xa xa 

existen. Entonces 


1. lím [£G0) + g(0] = lím f(a) + lím g6) 
2. lím [fŒ — g0] = lím fo) — lím glo) 
3. lím [cf()] = c lím £() 

4. lím [f()g(a)] = lím fa) - lím ga) 


a A 
ím == si lím g(x) 4 0 
x>a g(x) lím g(x) x>a g 


Estas cinco leyes se pueden expresar verbalmente como sigue: 
1. El límite de una suma es la suma de los límites. 
2. El límite de una diferencia es la diferencia de los límites. 


3. El límite de una constante por una función es la constante por el límite de la 
función. 


4. El límite de un producto es el producto de los límites. 


5. El límite de un cociente es el cociente de los límites (siempre que el límite del 
denominador no sea cero). 


Es fácil creer que estas propiedades son verdaderas. Por ejemplo, si f(x) está cerca de 
L y g(x) está cerca de M, es razonable concluir que f(x) + g(x) está muy cerca de L + M. 
Esto da una base intuitiva para creer que la ley 1 es verdadera. En la sección 2.4 se dará 
una definición precisa de la idea de límite y se utilizará para demostrar esta ley. Las 
demostraciones del resto de las leyes se presentan en el apéndice E. 


EJEMPLO 1 Utilice las leyes de los límites y las gráficas de f y g en la figura 1 para 
evaluar los límites siguientes, si es que existen. 


D m FIL O RA A 


SOLUCIÓN 
(a) De las gráficas de f y g se observa que 


lím f(x) = 1 y lím, g(x) = -1 


z2 
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Ley de la potencia 


Por tanto, se tiene 


lím, L(x) + 5g(x)] = lím, f(x) + lím, [5g(x)] (por la ley 1) 


II 


lím, fa) +5 lím, g(x) (por la ley 3) 


= 1 +5(-1) = —4 


(b) Observe que lím,->, f(x) = 2. Pero lím,.>¡ g(x) no existe porque los límites por la 
izquierda y por la derecha son diferentes: 


lím g(x) = -2 lím g(x) = —1 


> 1+ 
Por lo que no se puede utilizar la ley 4 para el límite deseado, pero se puede utilizar 
para los límites laterales: 
lím [fW] lim fa) + lím g6) =2 + (2) = -4 
Jm, [f] = lim 69 > lim 900 =2 +1) = -2 
Los límites por la izquierda y por la derecha no son iguales, por lo que lím,-1 [fex] 


no existe. 


(c) La gráfica muestra que 


lím f(x) = 1.4 y lím g(x) = 0 


x>2 


Ya que el límite del denominador es 0, no se puede utilizar la ley 5. El límite dado no 
existe porque el denominador tiende a O, mientras que el numerador se acerca a un 
número diferente de cero. m 


Si se utiliza repetidamente la ley del producto con g(x) = f(x), se obtiene la 
siguiente ley. 


| 6. lím [fœ] = [lim f o] donde n es un número entero positivo | 


En la aplicación de estas seis leyes, se necesitan utilizar dos límites especiales: 


7 lmco=c 8. lmx=a 
xa x>Qa 


Estos límites son obvios desde un punto de vista intuitivo (expréselos con palabras o 
dibuje las gráficas de y = c y y = x), pero en los ejercicios de la sección 2.4 se requieren 
las demostraciones con base en la definición precisa. 

Si se hace f(x) = x en la ley 6 y se utiliza la ley 8, se obtiene otra forma especial de 
límite. 


9. límx"=a” donde n es un entero positivo 


xa 


Un límite similar que es válido para raíces es el siguiente. (Para la raíz cuadrada, la 
demostración se resume en el ejercicio 2.4.37.) 


10. lím /x =x/a donde nes un entero positivo 
t=a 


(Si n es par, se supone que a > 0.) 


Ley de la raíz 


Newton y los límites 


Isaac Newton nació el día de Navidad en 
1642, año en que murió Galileo. Cuando 
entró en la Universidad de Cambridge 
en 1661, Newton no sabía muchas 
matemáticas, pero aprendió rápida- 
mente leyendo a Euclides y Descartes, 

y asistiendo a las conferencias de Isaac 
Barrow. Cambridge fue cerrada a causa 
de la peste en 1665 y 1666, y Newton 
regresó a su casa a reflexionar sobre 

lo que había aprendido. Esos dos años 
fueron extraordinariamente productivos 
porque hizo cuatro de sus descubri- 
mientos más importantes: 1) su repre- 
sentación de funciones como sumas de 
series infinitas, incluyendo el teorema 
del binomio; 2) su trabajo sobre el 
cálculo diferencial e integral; 3) sus leyes 
del movimiento y la ley de la gravitación 
universal y 4) sus experimentos con el 
prisma relacionados con la naturaleza 
de la luz y el color. Debido a un temor 

a la controversia y la crítica, se mostró 
reacio a publicar sus descubrimientos y 
no fue sino hasta 1687, a instancias del 
astrónomo Halley, que Newton publicó 
Principia Mathematica. En este trabajo, 
el tratado científico más grande jamás 
escrito, Newton expone su versión del 
cálculo y su utilización en la investi- 
gación de la mecánica, la dinámica de 
fluidos y el movimiento ondulatorio, así 
como en la explicación del movimiento 
de los planetas y los cometas. 

Los inicios del cálculo se encuentran 
en los procedimientos para obtener áreas 
y volúmenes ideados por los antiguos 
sabios griegos Eudoxo y Arquímedes. A 
pesar de que los aspectos de la idea de 
límite están implícitos en su“método 
de agotamiento”, Eudoxo y Arquímedes 
nunca formularon explícitamente el 
concepto de límite. Tampoco matemáti- 
cos como Cavalieri, Fermat ni Barrow, 
antecesores inmediatos de Newton en 
el desarrollo del cálculo, utilizaron los 
límites. Isaac Newton fue el primero en 
hablar explícitamente de límites. Explicó 
que la idea principal detrás de los límites 
es que las cantidades “se acercan más 
que cualquier diferencia dada”. Newton 
dijo que el límite era el concepto básico 
en el cálculo, pero fue el posterior trabajo 
de matemáticos como Cauchy y otros 
más el que finalmente clarificó las ideas 
relacionadas con los límites. 
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Más generalmente, se tiene la ley siguiente que se demuestra en la sección 2.5 como 
una consecuencia de la ley 10. 


11. lím f~) = lím fo) 


[Si n es par, se supone que lím f(x) > o.| 


donde n es un entero positivo 


EJEMPLO 2 Evalúe los límites siguientes y justifique cada paso 


(a) lím (2x? — 3x + 4) (b) lí A 
a im e IS Y E im 

A 1>5 x>-2 5 — 3x 
SOLUCIÓN 


(a) lím (2x? — 3x + 4) = lím (2x?) — lím (3x) + lím 4 (por las leyes 1 y 2) 
>) xD) AD x> 


= 2 lím x? — 3 lím x + lím 4 (por la ley 3) 
>> x>5 >) 


= 2(5*) — 3(5) + 4 (por las leyes 9, 8 y 7) 


=39 


(b) Empiece utilizando la ley 5, pero su uso está completamente justificado solo en la 
etapa final cuando observe que los límites del numerador y el denominador existen y el 
límite del denominador no es cero. 


lím, (x? + 2x? — 1) 


ím —; 3; 7 Im (5-3 


(por la ley 5 
9-2. 53x ím, porya 


lím x? +2 lím x? — lím 1 
x>-2 x>-2 x>-2 


ím 5-3 lím x 


>—2 x>-—2 


(por las leyes 1, 2 y 3) 


(APA AA 1 
5 = 3(-2) 


(por las leyes 9, 8 y 7) 


an 
11 


NOTA Si se hace f(x) = 2x? — 3x + 4, entonces f(5) = 39. En otras palabras, habría 
obtenido la respuesta correcta del ejemplo 2(a) sustituyendo 5 por x. Del mismo modo, 
la sustitución directa aporta la respuesta correcta en el inciso (b). Las funciones en 
el ejemplo 2 son una función polinomial y una función racional, respectivamente, y el 
mismo uso de las leyes de los límites demuestra que la sustitución directa siempre sirve 
para este tipo de funciones (Véase los ejercicios 57 y 58). Este hecho se expresa de la 
manera siguiente: 


Propiedad de sustitución directa Si fes una función polinomial o una función 
racional y a está en el dominio de f, entonces 


lím f6) = f(a) 
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Observe que en el ejemplo 3 no se tiene 
un límite infinito a pesar de que el 
denominador tiende a O cuando x > 1. 
Cuando tanto el numerador como el 
denominador tienden a O, el límite 
puede ser infinito o puede tener algún 
valor finito. 


FIGURA 2 
Las gráficas de las funciones f (del 
ejemplo 3) y g (del ejemplo 4) 


Las funciones con la propiedad de sustitución directa se llaman continuas en a y se 
estudiaran en la sección 2.5. Sin embargo, no todos los límites se pueden evaluar por 
sustitución directa, como se muestra en los ejemplos siguientes. 


2-1 
EJEMPLO 3 Encuentre lím 2 . 


x= 


SOLUCIÓN Sea f(x) =(x? — 1)/(x — 1). No se puede encontrar el límite por sus- 
titución directa de x = 1 porque f(1) no está definida. Tampoco se puede aplicar 
la ley del cociente porque el límite del denominador es 0. Así, se necesita de un 
proceso algebraico preliminar. Factorizando el numerador como una diferencia de 
cuadrados: 


“-=1_G-D6E+D 


x= 1 x=1 


El numerador y el denominador tienen un factor común de x — 1. Cuando se toma 
el límite cuando tiende a 1, se tiene que x 4 1 y, por tanto, x — 1 4 0. Así, se puede 
eliminar el factor común y calcular el límite por sustitución directa como sigue: 


2x1 lí (x — Dx + 1) 
= lí 

x>1 x— 1 x>1 x— 1 
= lím (x + 1) 
=1+1=2 


El límite en este ejemplo surgió en la sección 2.1.1 cuando se intenta encontrar la recta 
tangente a la parábola y = xen el punto (1, 1). E 


NOTA En el ejemplo 3 se pudo calcular el límite sustituyendo la función dada, 
fœ) = (2— D/(x — 1), por la función más sencilla, g(x) = x + 1, con el mismo límite. 
Esto es válido ya que f(x) = g(x), excepto cuando x = 1, y al calcular el límite cuando x 
tiende a 1, no se considera qué sucede cuando x es en realidad igual a 1. En general, 
se tiene el hecho útil siguiente. 


Si f(x) = g(x) cuando x % a, entonces lím f(x) = lím g(x), siempre que el límite exista. 


EJEMPLO 4 Encuentre lím g(x) donde 


de x+1 Six#l 
ci Six =1 


SOLUCIÓN Aquí g está definida en x = 1 y g(1) = m, pero el valor del límite cuando x 
tiende a 1, no depende del valor de la función en 1. Ya que g(x) = x + 1 para x #1, se 
tiene 


lím g(x) = lím (x+ 1) =2 [ul 


Observe que los valores de las funciones en los ejemplos 3 y 4 son idénticos, excepto 
cuando x = 1 (véase la figura 2) y tienen el mismo límite cuando x tiende a 1. 


Aquí se utilizan varias propiedades 
de los límites de (5, 1, 10, 7, 9). 
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+ hy - 
EJEMPLO 5 Evalúe lím an 
SOLUCIÓN Si se define 
+h’ -— 
F(h) = G+nN-9 


h 


entonces, como en el ejemplo 3, no se puede calcular lím,—o F(A) haciendo que A = 0, 
ya que F(0) es indefinida. Pero si se simplifica algebraicamente F(h), se encuentra que 


(9+6h+h")-9 _ 6h+h* _ h6+h) _ 
h h h 


F(h) = 6+h 


(Recuerde que se considera solo h 4 O cuando se hace que h tienda a 0.) Así 


3+h?-9 
im EW? — tim (6 + 1) = 6 E 


V a 3 


EJEMPLO 6 Encuentre lím 7 
t> E 


SOLUCIÓN No se puede aplicar inmediatamente la ley del cociente, ya que el límite 
del denominador es 0. Aquí, el álgebra preliminar consiste en la racionalización del 
numerador: 


lím P E t VARO +3 
y (4 +9)-9 
1>0 (VR +9 +3) 


2 


f 
0 ARE O +3) 
1 


20 /B+9 +3 


1 


y lím (1? + 9) + 3 


1>0 


Este cálculo confirma la conjetura que se hizo en el ejemplo 2.2.2. E 


Algunos límites se calculan mejor encontrando primero los límites por la izquierda 
y por la derecha. El siguiente teorema es un recordatorio de lo que se descubrió en la 
sección 2.2. Se dice que los límites por los dos lados existen si y solo si ambos límites 
existen y son iguales. 


(1) Teorema lím f(x) = L si y solo si lím f(x) = L= lím fœ 
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Cuando se calculan los límites laterales, se utiliza el hecho de que las leyes de los 
límites también son válidas para los límites laterales. 


EJEMPLO 7 Demuestre que lím |x| = 0. 


SOLUCIÓN Recuerde que 


Al ver la figura 3, el resultado del ejem- _ Jx six=0 
plo 7 parece razonable. lx] = =x six<0 
YA 
igl Dado que |x| = x para x > 0, se tiene 
y=|x 
lím |x| = ím x=0 
x>0+ x>0+ 


Para x < 0 se tiene | x| = —x así que 


lím |x| = lím (—x)=0 
FIGURA 3 i i 
Por tanto, por el teorema 1, 


ím |x| =0 a 


x>0 


EJEMPLO 8 Demuestre que lím dal. no existe. 
x> £ 


SOLUCIÓN Usando que | x| = x cuando x > 0 y |x| = —x cuando x < O, se tiene 


x 
y lím S lím — = lím 1 = 


=|= 


= y 


Puesto que los límites por la izquierda y por la derecha son diferentes, se sigue, del 
teorema 1, que lím | x |x no existe. La gráfica de la función f(x) = | x lx se presenta 
FIGURA 4 en la figura 4 y exhibe la coincidencia con los límites laterales que se encuentran. E 


EJEMPLO 9 Si 


8- 2x six<4 


i= t =4 six>4 


determine si lím _, f(x) existe. 


En el ejemplo 2.4.3 se muestra que SOLUCIÓN Ya que f(x) = yx — 4 para x > 4, se tiene 
lím,0+ Vx = 0. 


lím f(x) = ím yx=4=y4-4=0 


x>4+ x>4+ 


Dado que f(x) = 8 — 2x para x < 4, se tiene 


lím f(x) = lím (8 - 2x)=8-2:4=0 


Los límites por la izquierda y por la derecha son iguales. Por lo que el límite existe y 


0 4 xX lím f(x) = 0 


x>4 


FIGURA 5 La gráfica de f se muestra en la figura 5. m 


Otras notaciones para [| x || son [x] y |x]. 
A veces, la función parte entera se 


llama función piso. 


4+ .—o 
3+ ——o 
2+ aco y=] 
1+ o 
Y o 
el t 2 a A 5 
FIGURA 6 


Función parte entera 


YA 
\ h 
g 
L 
f 
> 
0 a x 
FIGURA 7 
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EJEMPLO 10 La función parte entera está definida por [|x] = el mayor entero que 
es menor que o igual a x. (Por ejemplo, [4] = 4, 14.8] = 4, [r] = 3, [v2] =1, 


[2] = —1.) Demuestre que lím,->x]| no existe. 


SOLUCIÓN La gráfica de la función parte entera se muestra en la figura 6. Ya que 
[x] = 3 para 3 < x < 4, se tiene 


lím, [x] = lím, 3=3 
Ya que [x] = 2 para 2 <= x < 3, se tiene 


lím [x] = ím 2=2 


x537 x>3 
Ya que estos límites laterales no son iguales, lím,—; [x] no existe por el teorema 1. m 


Los dos teoremas siguientes dan dos propiedades adicionales para los límites. Sus 
demostraciones se encuentran en el apéndice F. 


(2) Teorema Si f(x) = g(x) cuando x tiende a a (excepto posiblemente en a) y los 
límites de f y g existen cuando x tiende a a, entonces 


lím f(x) = lím g(x) 


xa 


El El teorema de la compresión Si f(x) S g(x) < h(x) cuando x tiende a a 
(excepto posiblemente en a) y 


lím f(x) = lím h(x) = L 


entonces lím g(x) = L 
x>a 


El teorema de la compresión, llamado a veces teorema del sándwich o del apretón, 
se ilustra en la figura 7. Se dice que si g(x) se comprime entre f(x) y h(x) cerca de a, y 
sif y h tienen el mismo límite L en a, entonces g es forzada a tener el mismo límite 
Lena. 


1 
EJEMPLO 11 Demuestre que lím x’ sen— = Q. 
> Xx 


SOLUCIÓN Primero observe que no puede utilizar 


Z, A 1 Z 2 Z 
lím x?sen— = lím x^ - lím sen— 
x>0 XxX x>0 x>0 xX 


ya que lím,—o sen(1/x) no existe (véase el ejemplo 2.2.4). 
En su lugar se aplica el teorema de la compresión, por lo que se tiene que encontrar 
una función f menor que g(x)= x? sen(1/x) y una función h mayor que g tal que tanto f(x) 
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como h(x) tiendan a O. Para hacer esto, se utiliza lo que se sabe de la función seno. Ya que 
el seno de cualquier número está entre —1 y 1, se puede escribir 


(4) =1-=:sen s 


Cualquier desigualdad permanece válida cuando se multiplica por un número positivo. 
Se sabe que x? = 0 para toda x, así multiplicando cada lado de la desigualdad en (4) 
por x?, se obtiene 


il 
yA ” 
=x? < x’ sen — < x’ 
x 


como se ilustra en la figura 8. Se sabe que 


a lím x? =0 y lím (x?) =0 

Tomando f(x) = ~x, g(x) = x° sen(1/x) y h(x) = x? del teorema de la compresión, se 
obtiene 

FIGURA 8 o aanl 

y = xX sen (1/x) lím x’ AS 0 a 

2.3 EJERCICIOS 
1. Dado que 4. lím, (x? + (3x? + 6) 
lím fla) =4 lím g(x) = -2 lím h(x) = 0 l 


a -2 A 
5. ím >> —— 6. lím yYu*+3u +6 


m p 
encuentre los límites que existen. Si el límite no existe, 1-2 21% — 3t + 2 Una 
explique por qué. 2-2 2 
z P 7. lím (1 + Yx)Q — 6x? + x’ 8. lím| === 
(a) lím [f(2) + 59] ©) lím [T -a ta ( -3+5 
- 3) 24 
(c) lím /fG9) (d) lím 2 9. lím Tr 
x—>2 x>2 g(x) 1>2 3x— 2 
i x)h 
(e) lím qa (£) lím Ih) 
A 2 f) 10. (a) ¿Cuál es el error en la siguiente ecuación? 
2. Las gráficas de f y g están dadas. Utilícelas para evaluar cada 5 
o i as ; ; z x +x-6 
límite si es que existe. Si el límite no existe, explique por qué. A A 
x-2 
(a) lím [f(x) + g(x) (b) lím [ f(x) — g(x) 
e ly gl 1>0 I 900) (b) Usando el inciso (a), explique por qué la ecuación 
j > J 2 
(c) lím [£()g(0] (d) lím — A EXO arofa 
x=>-1 1>3 g(x) lím TED lím (x T 3) 
(e) lím fo] (9) He 1) + m g(x) es correcta. 
y YA 11-32 Evalúe cada uno de los límites siguientes si existen. 
+ 
= = n+x-6 AS 
Ei A 11. ím 22 12. lím —— 
"AN DAN 122 x-2 x>-3 x? — x — 12 
1 1 
»| >  —x+6 7 x? + 3x 
0 1 x ol 1 x 13. ím ———— 14. ím => 
x>2 x-2 O E a 
, ?-9 2. 21+3x+1 
A o 15. lím 5-72 16. lím — 
3-9 Evalúe el límite y justifique cada paso indicando las leyes de -3 21% + Tt + 3 a>-1 1% 2x3 
los límites apropiadas. , Et QA 8 


3. Jm, (3x* + 21? =x+ 1) 17. E 18. lím 3 


SECCIÓN 2.3 Cálculo de límites usando las leyes de los límites 


o, ME 1 
19. ím ==> 20. lím + 
x>3 x? — 27 mit’ — l 
VI +h-— du +13 
H. im Eo 22: lima 
h=0 h u>2 u=2 
1 1l 
Xx EA 37 
23. lím E am 
133 x-3 h=>0 h 
VAL tt yl—t z X +2x+1 
25. lím ———2— 26. lím - 
1>0 t 1>-1 = 1 
4- y x*—4x+4 
27. lím Ya 28. lím == 
x>16 16% = x“ sea — I S 
; 1 1 Y 9-5 
29. lím | —== - — 30. ím ———— 
o \ y1 ++t t >.  x+4 
1 1 
x+ hP- x? + hy 3 
s dal a A 
h=0 h h—=>0 h 
FA 33. (a) Calcule el valor de 


37. 


38. 


39. 


Xx 
lím ===— 
20 J1 +3x -1 


al trazar la gráfica de la función f(x) = x/( 1 + 3x0 = 1). 
(b) Haga una tabla de valores de f(x) para x cercana a 0 e 
infiera el valor del límite. 
(c) Utilice las leyes de los límites para demostrar que su 
conjetura es correcta. 


. (a) Utilice la gráfica de 


. JBE 
fo = — 


para calcular el valor de lím _,, f(x) con dos decimales. 
(b) Utilice una tabla de valores de f(x) para calcular el 
límite con cuatro decimales. 
(c) Utilice las leyes de los límites para encontrar el valor 
exacto del límite. 


. Utilice el teorema de la compresión para demostrar que 


lím,0 (x° cos 207rx) = 0. Ilustre trazando las gráficas de 
las funciones f(x) = —x?, g(x) = xX cos 207rx y h(x) = xal 
trazar la gráfica en la misma pantalla. 


. Utilice el teorema de la compresión para demostrar que 


x>0 


— T 
lím yx? + x? sen— = 0 
x 


Tústrelo con las gráficas de las funciones f, g y h (en la 
notación del teorema de la compresión), en la misma 
pantalla. 


Si 4x — 9 < f(x) S xX? — 4x + 7 para x > 0, encuentre 
lím f(x). 


Si 2x < g(x) S xf — x? + 2 para toda x, evalúe lím g(x). 


2 
Demuestre que lím x*cos == 0. 
x—>0 XxX 
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40. Demuestre que lím, Vx esntr/ = q). 
x>0 


41-46 Encuentre cada uno de los límites siguientes si estos 
existen. Si el límite no existe, explique por qué. 


2% TZ 
41. lím (2x + |x- 3|) 42. lím == — 
1>3 x>-6 | + 6| 
2x1 2 |x| 
43. lí > 44. lím 
x>0.5 PE >2..2+x 


47. La función signum (o signo), que se denota por sgn, está 
definida por 


=1 six<0 
sgn x = 0 six=0 
l six>0 


(a) Trace la gráfica de esta función. 
(b) Encuentre cada uno de los límites siguientes o explique 
por qué no existen. 


(1) m, sgn x (11) AE sgn x 


Gii) lím sgn x (iv) lím |sgn x| 
x>0 x>0 
48. Sea g(x)= sgn(sen x). 
(a) Encuentre cada uno de los límites siguientes o explique 
por qué no existen. 


O lím, g(x) GD lím gx) Gi) ím g(x) 


Gv) lím, g(x) (v) lím g(x) (vi) lím g(x) 
(b) Para qué valores de a ¿no existe lím,-. g(x)? 
(c) Trace la gráfica de g. 
Xx+x-6 
49. Sea g(x) = =——— 
[x= 2] 


(a) Encuentre 
() lím gQ) (ii) lím ge) 

(b) ¿Existe lím,, g(x)? 

(c) Trace la gráfica de g. 


50. Sea 


(1-2? six> 1 


wit six< 1 


(a) Encuentre lím,>1_ fŒ) y ím.—=ı+ fæ. 
(b) ¿Existe lím, — ı fx)? 
(c) Trace la gráfica de f. 


51. Sea 


sit<2 


4-1; 
B® = 2 
m o 


Determine el valor de c tal que lím B(t) exista. 
t—2 


sit > 2 
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52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 
58. 


CAPÍTULO 2 Límites y derivadas 


Sea 
pa six< 1 
3 six= 1l 
9) = 2=-x? sil<xs<2 
x=3 six>2 


(a) Evalúe cada una de los límites siguientes si es que existen. 


Gii) g0) 
(vi) lím g(x) 


© lím gu) (ii) lím g(x) 


(iv) lím g(x) (v) lím, g(x) 

(b) Trace la gráfica de g. 

(a) Si el símbolo || || denota la función parte entera definida 
en el ejemplo 10, evalúe: 


G) lím, [x] (1) lím [x] 
(b) Si n es un entero, evalúe 
G) lím [x] (ii) lím, [ix] 


P a 


Gii) lím [x] 


(c) ¿Para qué valores de a existe el lím, alx]? 


Sea f(x) = [cos x], =r <x=< r. 

(a) Trace la gráfica de f. 

(b) Evalúe cada uno de los límites siguientes si existen. 
0) lím f) i) lm f) 


Gid lím , f6) Gv lim, fo) 


(c) ¿Para qué valores de a existe el lím, —4a f(x)? 


Si f(0) = [x] + [-x], muestre que lím,-, f(x) existe, pero 
no es igual a f(2). 


En la teoría de la relatividad, la fórmula de contracción de 
Lorentz 


L= Lovl = vc? 


expresa la longitud L de un objeto como función de su velo- 
cidad v con respecto a un observador, donde Les la longitud 
del objeto en reposo y c es la rapidez de la luz. Encuentre 
lím,>.-£ e interprete el resultado. ¿Por qué es necesario el 
límite lateral por la izquierda? 


Si p es una función polinomial, demuestre que lím,-. pQ)= pla). 


Si r es una función racional, utilice el ejercicio 57 para 
demostrar que lím,-.r(x) = r(a) para todo número a en el 
dominio de r. 


2.4 Definición precisa de límite 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


x)-8 

Si lím A = 10 encuentre lím FG). 

> b > 

pias JO i PESEE: 

Si lím 57 = 5 encuentre cada uno de los límites siguientes. 

0) At 
(a) lím fœ b) tim LY 

x>0 x>0 X 

Si 


Fla) = 


x? sixes racional 
O sixes irracional 


demuestre que lím,=0 f(x) = 0 


Demuestre por medio de un ejemplo que puede existir el 
lím,>4 [fŒ@) + g(x)], aunque no exista el lím,-. f(x) ni 
el lím, =a g(x). 


Demuestre por medio de un ejemplo que puede existir 
el lím, >. [fg @Œ)], aunque no exista el lím,—, f(x) ni el 
líim,>. g(x). 


Evalúe lím AY — a 
>22 J3 -x-1 
¿Existe un número a tal que exista el 
3x? +ax+a+ 3, 
FFs * 


Si es así, encuentre el valor de a y el valor del límite. 


lím 


>=2 


La figura muestra una circunferencia C, con ecuación 

(x— 1? + y? = 1 y una circunferencia C, con radio r y centro 
en el origen que se contrae. P es el punto (0, r), O es el punto 
superior de intersección de las dos circunferencias y R es el 
punto de intersección de la recta PQ y el eje de las x. ¿Qué 
pasa con R cuando C, se contrae, esto es, cuando r — 0+? 


YA 


P 


Ci 


La definición intuitiva de límite dada en la sección 2.2 es inadecuada para algunos pro- 
pósitos porque frases como “x es muy cercano a 2” y “f(x) se acerca más y más a L” son 
muy vagas. Para demostrar convincentemente que 


J sen x 
sssr) = 0.0001 o lím =1 


se debe precisar la definición de límite. 


Es tradición usar la letra griega ô 
(delta) en este caso. 
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Para motivar la definición precisa de límite, considere la siguiente función 


2x= 1 six#3 
wi six=3 


Intuitivamente, es claro que cuando x está cerca de 3, pero x 4 3, entonces f(x) está cerca 
de 5, y así lím,3 f(x) = 5. 

Para obtener una información más detallada de cómo varía f(x) cuando x está cerca de 3, 
habrá que preguntar: 


¿Qué tan cerca tiene que estar x de 3 para que f(x) difiera de 5 en menos de 0.1? 


La distancia de xa 3 es | x — 3 |, y la distancia de f(x) a 5 es | f(x) — 5 |, por lo que el 
problema es encontrar un número ô tal que 


fœ) -= 5|< 01 si |x= 3|<8 perox#3 


Si |x — 3 | > 0, entonces x 4 3, por lo que una formulación equivalente del problema es 
encontrar un número ô tal que 


If@-5|<0.1 si  0<|r-3|<8 


Observe que si 0 < | x — 3 | <0.1/2 = 0.05, entonces 


IF® -5| = | 2x- 1) — 5| = |2x — 6| = 2|x — 3| < 2(0.05) = 0.1 


esto es, fœ) -= 5| < 0.1 si 0< |x = 3| < 0.05 


Así, una respuesta al problema está dada por ô = 0.05; esto es, si x está dentro de una 
distancia de 0.05 de 3, entonces f(x) deberá estar dentro de una distancia de 0.1 de 5. 

Si se cambia el número 0.1 en el problema por el número menor 0.01, entonces, uti- 
lizando el mismo método, se encuentra que f(x) diferirá de 5 por menos de 0.01 siempre 
que x difiera de 3 por menos de (0.01)/2 = 0.005: 


LF) =5|<001. si  0<|x*-—3|<0.005 


Del mismo modo, 
| FG) — 5| < 0.001 si 0 < |x — 3| < 0.0005 


Los números 0.1, 0.01 y 0.001 que ha considerado son las tolerancias de error que 
puede permitir. Para que 5 sea el límite exacto de f(x) cuando x tiende a 3, se debe 
no solo poder hacer la diferencia entre f(x) y 5 por debajo de cada uno de estos tres 
números; también se debe ser capaz de estar por debajo de cualquier número posi- 
tivo. Y, por el mismo razonamiento, ¡claro que es posible! Si se escribe e (la letra 
griega épsilon) para un número positivo arbitrario, entonces se encuentra al igual 
que antes 


a A) =5|<e si 0 (1=3)<5=> 


Esta es una forma precisa de decir que f(x) está cerca de 5 cuando x se acerca a 3 por- 
que (1) dice que puede hacer que los valores de f(x) queden dentro de una distancia 
arbitraria e a partir de 5, tomando los valores de x dentro de una distancia e/2 de 3 
(pero x 4 3). 


106 


CAPÍTULO 2 Límites y derivadas 


Note que (1) se puede reescribir como sigue: 


Si 3-8<x<3+08 (1x3) entonces S5S-e<fla<5+e 


y se ilustra en la figura 1. Tomando los valores de x (4 3) en el intervalo (3 — ô, 3 + ô), 
se puede lograr que los valores de f(x) estén en el intervalo (5 — e, 5 + e). 
Utilizando (1) como un modelo, se da una definición precisa de límite. 


YA 
. 

fx) 5+e 
está | 5 
aquí | 5— g 
dentro 

0 

cuando x está acá dentro 

(x+ 3) 

FIGURA 1 


= 


[2] Definición precisa de un límite Sea fla función definida sobre algún inter- 


3-0 3+ô valo abierto que contiene el número a, excepto posiblemente en a misma. Entonces, 


se dice que el límite de f(x) cuando x tiende a a es L, y se expresa como 


lím f(x) = L 


x>a 


si para cada número € > 0 existe un número ô > 0 tal que 


si 0<|x-aļ|< ô entonces |f&) -= L|< e 


Puesto que | x-a | es la distancia de x a a y | Fa) =L | es la distancia de f(x) a L, y 
como e puede ser arbitrariamente pequeña, la definición de límite se puede expresar en 
palabras como sigue: 


lím, >. f(x) = L significa que la distancia entre f(x) y L puede hacerse arbitrariamente 
pequeña, tomando la distancia de x a a suficientemente pequeña (pero no 0). 


Alternamente, 


lím, —a fŒ) = L significa que los valores de f(x) pueden hacerse tan cercanos a L como se 
quiera, tomando x suficientemente cerca de a (pero no igual a a). 


También se puede reformular la definición 2 en términos de intervalos, observando que 
la desigualdad | xa | < ô es equivalente a — ô < | xa | < 6, que puede escribirse 
como a — ô < x < a + ô. Además, 0 < | x — a | es verdadera si y solo si x — a # 0; 
esto es, x % a. Del mismo modo, la desigualdad | fœ- L | < e es equivalente al par de 
desigualdades L — e < f(x) < L + e. Por tanto, en términos de intervalos, la definición 
2 se puede establecer como sigue: 


Km,—a f(x) = L significa que para toda e > 0 (sin importar qué tan pequeña sea e), se puede 
encontrar una ô > 0 tal que si x está dentro del intervalo abierto (a — ô, a + ô) y x% a, 
entonces f(x) está dentro del intervalo abierto (L — e, L + e). 


Geométricamente, este enunciado se interpreta representando una función por un dia- 
grama de flechas, como en la figura 2, donde f hace corresponder un subconjunto de R 
con otro subconjunto de R. 


FIGURA 2 x a fia) fx) 


La definición de límite dice que si cualquier intervalo pequeño (L — e, L + e) está 
dado alrededor de L, entonces se puede encontrar un intervalo (a — ô, a + ô) alrededor 
de a tal que f mapea todos los puntos de (a — ô, a + ô) (excepto posiblemente a a) en el 
intervalo (L — e, L + e). (Véase la figura 3.) 


FIGURA 3 


0 a x 
FIGURA 4 
15 
-3 3 
-5 
FIGURA 7 
2,3 


0.8 1.2 
1.7 


FIGURA 8 
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p f 
A a AS N 
E A ~S fo) 
a-8 4 a+ô L=e L L+e 


Geométricamente, puede darse otra interpretación de límite en términos de la gráfica 
de una función. Si e > O está dada, entonces se dibujan las rectas horizontales y = L + e, 
yy = L- e y la gráfica de f (véase la figura 4). Si lím,—4 f(x) = L, entonces se puede 
encontrar un número ô > 0 tal que si se restringe a x en el intervalo (a — ô, a + ô) y 
se toma x 4 a, entonces la curva y = f(x) está entre las rectas y =L—eyy=L+w+ e. 
(Véase la figura 5.) Puede usted ver que si se encuentra tal ô, entonces cualquier ô más 
pequeña también funcionará. 

Es importante darse cuenta de que el proceso ilustrado en las figuras 4 y 5 debe fun- 
cionar para todo número positivo e, sin importar qué tan pequeño se elija. En la figura 
6 se muestra que si se elige un e más pequeño, entonces se podría requerir una ô más 
pequeña. 


YA 

y=L+e 
f(x) 
está Ls 
aquí 
dentro 

0 / i N x 
a—ô a+ó 
cuando x está acá dentro 
(x%* a) 

FIGURA 5 FIGURA 6 


EJEMPLO 1 Ya que f(x) = x? — 5x + 6 es un polinomio, se sabe por la propiedad de 
la sustitución directa que lím,—; fœ) = FA) = 1? — 5(1) + 6 = 2. Utilice una gráfica 
para encontrar un número ô tal que si x está a menos de ô desde 1, entonces y está a 
menos de 0.2 desde 2, esto es, 


si [|x=1|<8 entonces  |(x*—5x+ 6) — 2|<0.2 


En otras palabras, encuentre un número ô que corresponda a e = 0.2 en la definición de 
un límite para la función fx) = x — 5x + 6 = 1 cona = 1yL=2. 


SOLUCIÓN En la figura 7 se muestra una gráfica de f. se está interesado en la región 
cerca del punto (1, 2). Observe que puede reescribir la desigualdad 


|œ — 5x + 6) — 2| < 0.2 
como —0.2 < (x? — 5x + 6) — 2 < 0.2 


o en forma equivalente 1.8 < x? — 5x + 6 < 2.2 


Por lo que necesita determinar los valores de x para los cuales la curva y = xX? — 5x + 6 
está entre las rectas horizontales y = 1.8 y y = 2.2. Por eso, grafique las curvas 
y =x — 5x + 6, y = 1.8 y y = 2.2 cerca del punto (1, 2) en la figura 8. Después 
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En Module 2.4/ 2.6 usted puede 
explorar la definición precisa de límite 
de una forma gráfica y numérica. 


utilice el cursor para calcular que la coordenada x del punto de intersección 

de la recta y = 2.2 y la curva y = x? — 5x + 6 está cerca de 0.911. Del mismo modo, 
y =x — 5x + 6 interseca la recta y = 1.8 cuando x = 1.124. Así, al redondear hacia 1 
para estar seguro, se puede decir que 


si 0.92 < x < 1.12 entonces 1.8 < x? — 5x + 6 < 2.2 


Este intervalo (0.92, 1.12) no es simétrico con respecto a x = 1. La distancia de x = 1 
al punto extremo izquierdo es 1 — 0.92 = 0.08, y la distancia al punto final derecho es 
0.12. Es posible elegir a ô como el menor de estos números, esto es, ô = 0.08. Enton- 
ces, se puede reescribir las desigualdades en términos de distancias como sigue: 


si  |x—1|<0.08 entonces |(x?— 5x + 6) — 2| < 0.2 


Esto dice justamente que manteniendo a x dentro del 0.08 de 1, se mantiene f(x) dentro 
del 0.2 de 2. 

Aunque seleccione ô = 0.08, cualquier valor positivo más pequeño también habría 
funcionado. m 


El procedimiento gráfico en el ejemplo 1 proporciona una ilustración de la definición 
para e = 0.2, pero no demuestra que el límite es igual a 2. Una demostración tiene que 
proporcionar una ô para toda e. 

Para pulir los enunciados de límite sería útil pensar en la definición de límite como 
un desafío. Primero lo retan con un número e. Después, debe usted ser capaz de pro- 
ducir una ô adecuada. Debe ser capaz de hacerlo para toda e > 0, no solo para una e 
en particular. 

Imagine una contienda entre dos personas A y B, en la que usted es B. La persona A 
le indica que se debe aproximar al número fijo L por medio de valores de f(x) dentro de 
un grado de exactitud e, (digamos 0.01). Por tanto, la persona B responde determinando un 
número ô tal que si 0 < | xa | < 6, entonces | fœ- L | < g. Luego, A podría exigir 
aún más y desafío a B con un valor más pequeño de ô, (digamos 0.0001). Una vez más, 
B tiene que responder encontrando una ô apropiada. Usualmente, a medida que el valor 
de e es más pequeño, el correspondiente valor de ô se reduce. Si B siempre gana, sin 
importar qué tan pequeño haga A a e, entonces lím fæ) =L. 


EJEMPLO 2 Pruebe que lím,—; (4x — 5) = 7. 


SOLUCIÓN 


1. Análisis preliminar del problema (intuir un valor para ô). Sea e un número posi- 
tivo dado. Encuentre un número ô tal que 


si 0<|r-3|]<8 entonces  |(4x—5)-7|<e 
Pero | (4x — 5) — 7| = |4x — 12| = |4(x — 3)| = 4|x — 3]. Por tanto, se quiere una 
ô tal que 

si  0<|x=3|<8 entonces  4x-3|<e 
esto es, si 0<|x-3|<8 entonces a 
Esto sugiere que debe elegir ô = 8/ 4. 


2. Demostración (demostrar que esta 9 funciona). Dado e > 0, elija ô = 8/4. Si 
0 < |x — 3| < 8, entonces 


| (4x — 5) — 7| = | 4x — 12| = 4|x acas =a 2) = 


Cauchy y los límites 


Después de la invención del cálculo 

en el siglo xvi, siguió un período de 
fecundo desarrollo de la materia en el 
siglo xvii. Matemáticos como Euler y los 
hermanos Bernoulli estaban ansiosos por 
aprovechar el potencial del cálculo, 
por lo que exploraron audazmente las 
consecuencias de esta nueva y maravi- 
llosa teoría matemática, sin preocuparse 
demasiado por si sus demostraciones 
eran completamente correctas. 

El siglo xix, por el contrario, fue la 
Edad del Rigor en matemáticas. Hubo 
un movimiento para volver a los fun- 
damentos del tema, para proporcionar 
cuidadosas definiciones y rigurosas 
demostraciones. A la vanguardia de 
este movimiento estaba el matemático 
francés Augustin Louis Cauchy (1789- 
1857), que comenzó como ingeniero 
militar antes de convertirse en profesor 
de matemáticas en París. Cauchy tomó 
la idea de Newton de límite, que man- 
tuvo viva el matemático francés Jean 
d'Alembert, en el siglo xv, haciéndola 
más precisa. Su definición de un límite 
se lee así: “Cuando los valores sucesivos 
atribuidos a una variable se aproximan 
indefinidamente a un valor fijo para 
terminar difiriendo por tan poco como 
uno quiera, esto se llama el límite de 
los otros”. Pero cuando Cauchy aplicaba 
esta definición en ejemplos y demos- 
traciones, utilizaba a menudo desigual- 
dades delta-épsilon similares a las de 
esta sección. Una demostración típica 
de Cauchy comienza con: “designar por 
ô y e dos números muy pequeños; .... 
Utilizaba e debido a la corresponden- 
cia entre épsilon y la palabra francesa 
erreur y ô ya que la delta corresponde a 
la palabra francesa différence. Después, 
el matemático alemán Karl Weierstrass 
(1815-1897) estableció la definición de 
límite exactamente como en nuestra 
definición 2. 
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si 0<|x-3|]<8 entonces  |(4x—5)-7|<e 
Por tanto, por la definición de límite, 
lím (4x - 5)=7 


Este ejemplo se ilustra en la figura 9. 


YA 
y=4x-5 
T+e 
7 
Te 


=y 


FIGURA 9 3-08 3+8 - 


Observe que en la solución del ejemplo 2 hay dos etapas: intuir y verificar. Se efectuó 
un análisis preliminar que posibilitó suponer un valor de ô. Pero luego, en la segunda 
etapa, se tuvo que regresar y verificar en forma cuidadosa y lógica que dio una opinión 
correcta. Este procedimiento es característico de gran parte de las matemáticas. Algunas 
veces se necesita hacer primero una conjetura inteligente con respecto a la respuesta de 
un problema y luego demostrar que la suposición es correcta. 

Las definiciones intuitivas de límites laterales que se presentan en la sección 2.2 se 
pueden reformular de la forma siguiente. 


(3) Definición de límite por la izquierda 


lím f60)=L 


x>a 


Si para todo número e > 0 existe un número ô > 0 tal que 


si a-8<x<a entonces  |f(x)-L£|<e 


(4) Definición de límite por la derecha 
lím, f(x) =L 
Si para todo número e > O existe un número ô > 0 tal que 
si a<x<a+ ô 


entonces fœ- L|<e 


Observe que la definición 3 es la misma que la definición 2, excepto que x está res- 
tringida a encontrarse en la mitad izquierda (a — 6, a) del intervalo (a — ô, a + ô). En la 
definición 4, x está restringida a encontrarse en la mitad derecha (a, a + ô) del intervalo 
(a — ô, a + ô). 
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EJEMPLO 3 Utilice la definición 4 para demostrar que lím, vVx=0. 


SOLUCIÓN 


1. Infiera un valor para ô. Sea e un número positivo dado. Aquí a = 0 y L = 0, por 
lo que se quiere encontrar un número ô tal que 


si 0<x<8 entonces IVx=0|<e8 

esto es, si 0O<x<Ó6 entonces Vx < e 

o, elevando al cuadrado ambos lados de la desigualdad Vx < e, se obtiene 
si 0<x<8 entonces x< e? 


Esto sugiere que se debe elegir ô = e?. 


2. Demuestre que esta $ funciona. Dado e > 0, sea ô = e? Si 0 < x < ô, entonces 


Vi<Vb=lé=e 
así, IVx=0|<e8 


De acuerdo con la definición 4, esto demuestra que lím _ ,+ vVx=0. E 


EJEMPLO 4 Demuestre que lím xX =9. 


SOLUCIÓN 


1. Infiera un valor para ô. Sea e > O un valor dado. Se tiene que encontrar un 
número ô > 0 tal que 


si  0<|x=3|<8 entonces  |x*-9|<e 


Para relacionar | xX = 9 | con | x=3 | se escribe | xX =9 | = | (x + 3)(x — 3) l. Entonces 
queremos que 


si 0<|x=3|<68 entonces |x +3||x=3|< e 


Observe que si se puede encontrar un número constante positivo C tal que | x+3 |< €; 
entonces 


la+3lle=3] <Clz =3] 


y se puede hacer C | x=3 | < e tomando | y= | < 8/C, así podría elegir ô = 8/C. 

Puede encontrar tal número C si restringe x a algún intervalo centrado en 3. De hecho, 
esté interesado solo en valores de x que se encuentren en un intervalo centrado en 3. Ya 
que en efecto solo le interesan los valores de x que sean cercanos a 3, por lo que es razo- 
nable suponer que x está dentro de una distancia de 1 de 3, esto es, |x — 3 | < 1. Entonces 
2< x< 4, por lo que 5 < x + 3 < 7. Así, se tiene que | x + 3 | < 7, y, por tanto, C = 7 
es una elección adecuada para la constante. 

Pero ahora hay dos restricciones sobre | x+3 


, a saber 


Ix=3|<1 y  [x-3¡<£=f 
C 7 


Para asegurar que ambas desigualdades se satisfacen, tome ô como el menor de los dos 
números 1 y 8/7. La notación para esto es ô = mín{1, 8/7). 


Desigualdad del triángulo: 
Jja+b|<|a| +]|b] 


(Véase el apéndice A). 
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2. Demuestre que esta ô funciona. Dado e > 0, sea ô = mín [ 1, 8/7). Si 
0<|x-—3|<8, entonces |x — 3|<1=>2<x<4=>|x+3|<7 (como en el 
inciso 1). También se tiene | x=3 | < 8/7, así que 


ls _ a 
|x 9| |x +3ļ||x 3|<7 > E 


Esto demuestra que lím,.,3x?= 9. E 


Como se ilustra en el ejemplo 4, no siempre es fácil demostrar que los enunciados de 
límite son verdaderos utilizando la definición e, ô. De hecho, si se tiene una función más 
complicada como f(x) = (6x? — 8x + 9) / (2x°— 1), una demostración requeriría una gran 
cantidad de ingenio. Afortunadamente, esto es innecesario porque las leyes de los límites 
establecidas en la sección 2.3 se pueden demostrar utilizando la definición 2, y luego 
los límites de funciones complicadas pueden determinarse en forma rigurosa a partir de 
estas leyes, sin recurrir directamente a la definición. 

Por ejemplo, a continuación se demuestra la ley de la suma: si lím,-, g(x) = L y 
lím,. >. f(x) = M ambos existen, entonces 


lím [f(x) + gx)] =L +M 
Las leyes restantes se demuestran en los ejercicios y en el apéndice F. 
DEMOSTRACIÓN DE LA LEY DE LA SUMA Sea e > 0. Se debe encontrar ô > 0 tal que 
si 0<|x=a|<8 entonces |FG6) + gl) — (L+M)|<e 
Utilizando la desigualdad del triángulo se puede escribir 
[5] [Fœ + gl) = (L + M)| = | (£60) = £) + (gx) — M)| 
= f(x) — L| + |g) — M| 
Haga | fœ + gx) — (L + M) | menor que e haciendo cada uno de los términos | fœ- L | y 
gœ) = M| menores que 8/2. 
Dado que 8/ 2>0 y lím,>. f(x) = L, existe un número O, > 0 tal que 
si 0<|x=a|<8, entonces A) | <> 
Del mismo modo, puesto que lím,—4 g(x) = M, existe un número ô, > 0 tal que 
si  0<|x=a|<8, entonces I -M| <5 
Sea 9 = mín{ô,, ô,}, el menor de los números ô, y 0,. Observe que 
si 0<|x=a|<8 entonces O<|x=a|]<8, y 0<|x-aļ|< ô 


g e E 
y así IF) =L| <3 y lg) -M| <5 


Por tanto, por 5, 


FG) + gl) = (L + M)| = [fœ = L| + |g) -m| 
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0 JaN x 
a— ô a+ó 
FIGURA 10 
YA 
a—ô a+ ô 


o 
= 


N y=N 


FIGURA 11 


Para resumir, 
si 0<|x-a| <ô entonces FG) Eg) (L+M)|<e 
Así, por la definición de límite, 


tím [ICO +99] =L +M = 


E Límites infinitos 


Los límites infinitos también se pueden definir de manera precisa. La siguiente es una 
versión exacta de la definición 2.2.4. 


[6] Definición precisa de un límite infinito Sea funa función definida sobre 
algún intervalo abierto que contiene al número a, excepto posiblemente en a 
misma. Entonces 


lím f(x) = % 
significa que para todo número positivo M existe un número positivo tal que 


si 0<ļ|x-a|ļ|<ô entonces f(x) >M 


Esto dice que los valores de f(x) se pueden hacer arbitrariamente grandes (más gran- 
des que cualquier número M dado), tomando x suficientemente cercana a a (dentro de 
una distancia ô, donde ô depende de M, pero con x # a ). Una ilustración geométrica se 
muestra en la figura 10. 

Dada cualquier recta horizontal y = M, puede encontrar un número ô > 0 tal que si 
se restringe x al intervalo (a — ô, a + ô), pero x # a, entonces la curva y = f(x) está por 
encima de la recta y = M. Usted puede ver que si se elige un valor muy grande de M, 
entonces se requiere un ô muy pequeño. 


EJEMPLO 5 Utilice la definición 6, para demostrar que lím —> = oo, 


x>0x? 


SOLUCIÓN Sea M un número positivo dado. Se quiere encontrar un número ô tal que 


si 0O<|x]<8 entonces 1/1? > M 


1 1 1 
Pero >M «a x*s<— s Fai <= lei E 
M M 


JM 


Por lo que si se elige 8 = 1/4/M y 0 < | x| < 8 = 1//M, entonces 1/x? > M. Esto 
muestra que 1 / x? — œ% conforme x > 0. m 


x? 


Del mismo modo, la siguiente es una versión precisa de la definición 2.2.5. Esto se 
ilustra en la figura 11. 


Definición Sea funa función definida sobre algún intervalo abierto que con- 
tiene el número a, excepto posiblemente en a misma. Entonces 


lím f(x% = —% 


x—>a 
significa que para todo número negativo N existe un número positivo ô tal que 


si 0<|x-a|< ô entonces fx) <N 


2.4 EJERCICIOS 


1. Utilice la gráfica de f para encontrar un número ô tal que 


si lx-1|<8 entonces Fœ 1|<0.2 


| 
0 07. 111 x 


2. Utilice la gráfica de f para encontrar un número ô tal que 


si 0<l|x=3|<8 entonces |f(x)—2|<0.5 
yA 
. 
2.5 
2 5 | 
154 
t—t y > 
0 263 3.8 x 


3. Utilice la gráfica dada de f(x) = Vx para encontrar un 
número tal ô que 


si |x-4|<8 entonces  |yx—2|<0.4 


y=vx 


4. Utilice la gráfica dada de f(x) = x? para encontrar un número 
ô tal que 


si |x—-1|<8 entonces  |*-1|< 


yA 


FA 5. 


H 8. 


11. 


M 12. 
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Utilice una gráfica para encontrar un número ô tal que 


. T 
si y= Pi <ô entonces | tan x - 1| < 0.2 


Utilice una gráfica para encontrar un número ô tal que 


— 0.4| <0.1 


xX +4 


si |x=-1|<8 entonces | 


Para el límite 


lím (x? —3x+4)=6 
ilustre la definición 2 para encontrar valores de ô que 
correspondan a £ = 0 y e = 0.1. 


Para el límite 


lím ——— = 2 

x—>0 Xx 
ilustre la definición 2 para encontrar valores de ô que 
correspondan ase = 0.5 ye = 0.1. 


(a) Utilice una gráfica para encontrar un número ô tal que 


1 
si 2<x<2+68 entonces > > 100 
In(x — 1) 


(b) ¿Qué límite sugiere el inciso (a) que es verdadero? 


Dado que lím,-, csc? x = %, ilustre la definición 6, 
encontrando valores de ê que corresponden a (a) M = 500 
y (b) M = 1000. 


Se requiere un tornero para fabricar un disco metálico 

circular con 1000 cm? de área. 

(a) ¿Qué radio produce tal disco? 

(b) Si al tornero se le permite una tolerancia de error de 
+5 cm? en el área del disco, ¿qué tan cercano al radio 
ideal del inciso (a) debe el tornero mantener el radio? 

(c) En términos de la definición e, ô de lím, —4 f(x) = L, 
¿Qué es x? ¿Qué es f(x)? ¿Qué es a? ¿Qué es L? 
¿Qué valor de e se da? ¿Cuál es el valor correspon- 
diente de ô? 


Un horno de confección de cristales se utiliza en la 
investigación para determinar la mejor manera de fabricar 
cristales que se usarán en las partes electrónicas de los 
transbordadores espaciales. Para que el crecimiento de los 
cristales sea el idóneo, la temperatura se tiene que controlar 
exactamente ajustando la potencia de entrada. Suponga que 
la relación se representa con 


T(w) = 0.1w? + 2.155w + 20 


donde T es la temperatura en grados Celsius y w es la 

potencia de entrada en watts. 

(a) ¿Cuánta potencia se requiere para mantener la tempe- 
ratura a 200 *C? 
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(b) Si se permite una variación de temperatura de 200 *C en 
+1 °C, ¿qué intervalo en watts se permite para la potencia 
de entrada? 

(c) De acuerdo con la definición e, ô de lím,-. f(x) = L, ¿qué 
es x? ¿Qué es f(x)? ¿Qué es a? ¿Qué es L? ¿Qué valor de e 
se da? ¿Cuál es el valor correspondiente de ê? 


13. (a) Encuentre un número ô tal que si | x — 3 | < 8, entonces 
|5x —15 |< e, donde e = 0.1. 
(b) Repita el inciso (a) con e = 0.01. 


14. Dado que lím,— (5x —7) =3, ilustre la definición 2 encontrando 
valores de ô que correspondan a e = 0.1, € = 0.05 y e = 0.01. 


15-18 Demuestre cada una de las proposiciones siguientes 
utilizando la definición e, ô de límite e ilústrelo con un diagrama 
como el de la figura 9. 


15. lím (1 +x) =2 16. lím (2x — 5) =3 


17. lím (2x + 3) =5 18. lím (bx + 3) =2 


19-32 Demuestre cada una de los enunciados siguientes utilizando 
la definición e, ô de límite. 


7 2 +d4x E 4 

19. lím =2 20. lím (3 — $x) = -5 
2x8 o xX +x-6 

21. ím ———— = 6 22. ím ——— = 5 
x4 x—4 2 x-2 

23. límx=a 24. ímc=c 

25. lím x=0 26. lím x = 

27. lím |x| =0 28. lím, JO +x = 


29. lím (x? — 4x + 5) = 1 30. lím (x? +2x-7)=1 


x>2 


31. lím (x° -1)=3 32. 


33. Verifique que otra posible elección para mostrar que lím,-1?= 9 
en el ejemplo 4 es ô = mín(2, 8/8). 


34. Verifique con argumentos geométricos que la mayor elección 
de ô para demostrar que lím,31?= 9 es ô =y9+e — 3. 


2.5 Continuidad 


EA 35. (a) Para el límite lím,1 (é + x + 1) = 3, utilice una gráfica 
para encontrar un valor que corresponda a e = 0.4. 

(b) Utilizando un sistema algebraico computacional para 
resolver la ecuación cúbica x? + x + 1 = 3 + e, 
encuentre el mayor valor posible de ô que funciona para 
cualquier e > 0 dado. 

(c) Ponga e = 0.4 en su repuesta del inciso (b) y compárela 
con su respuesta del inciso (a). 

1 


36. Demuestre que lím — = 7 
RL: NE 


37. Demuestre lím Vx = Va sia > 0. 


= xa 
Sugerencia: utilice | yx — ya | | | i 
Je kja 
38. Si H es la función de Heaviside definida en el ejemplo 
2.2.6, demuestre, utilizando la definición 2, que lím „HO 
no existe. [Sugerencia: utilice una demostración indirecta 


como sigue. Suponga que el límite es L. Tome e = z en la 
definición de límite y trate de llegar a una contradicción.] 


39. Si la función f está definida por 


fu) = E 


demuestre que el lím,—o f(x) no existe. 


si xes racional 


si xes irracional 


40. Comparando las definiciones 2, 3 y 4, demuestre el 
teorema 2.3.1. 


41. ¿Qué tan cerca de —3 tiene que tomar x de manera que 


1 
——— z > 10,000? 
(x + 3) 
42. Demuestre, utilizando la definición 6, que lím A, 
1>-3 (x + 3) 
43. Demuestre que lím, lnx = —o, 


44. Suponga que líM,—>4 f(x) = % y que lím, agx) = c, donde c 
es un número real. Demuestre cada uno de los enunciados 
siguientes. 


(a) lím [f() + g)] = 
(9) lim [f(0y()] => sic>0 
©) lím[f(0)g0)]=-=% sic<0 


En la sección 2.3, se vio que el límite de una función cuando x tiende a a, con frecuencia 
se Obtiene simplemente calculando el valor de la función en a. Las funciones con esta 
propiedad son llamadas continuas en a. Se verá que la definición matemática de con- 
tinuidad coincide notoriamente con el sentido de continuidad que la palabra tiene en el 
lenguaje cotidiano. (Un proceso continuo es uno que se lleva a cabo gradualmente, sin 
interrupción o cambio brusco.) 


(1) Definición Una función fes continua en un número a si 


lím fx) = f(a) 


Como se ilustra en la figura 1, si fes 
continua, entonces los puntos (x, f(x) 
en la gráfica de f tienden al punto 

(a, f(a)) sobre la gráfica. Por lo que no 
existe ninguna separación en la curva. 


YA 


so y 
tiendea + f(a) 
l 


fa). 


t > 
—>ac— * 


cuando x tiende a a 


FIGURA 1 


FIGURA 2 
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Observe que la definición 1 requiere implícitamente tres cosas, si f es continua en a, 


1. f(a) está definida (esto es, a está en el dominio de f) 


2. lím f(x) existe 


xa 


3. lím f(x) = f(a) 


La definición dice que fes continua en a si f(x) tiende a f(a) cuando x tiende a a. Así, 
una función continua f tiene la propiedad de que un pequeño cambio en x produce solo 
un pequeño cambio en f(x). De hecho, el cambio en f(x) se puede mantener tan pequeño 
como se quiera manteniendo el cambio en x suficientemente pequeño. 

Si f está definida cerca de a (en otras palabras, f está definida en un intervalo abierto 
que contiene a a, excepto quizás en a), se dice que f es discontinua en a (o f tiene una 
discontinuidad en a) si f no es continua en a. 

Los fenómenos físicos son generalmente continuos. Por ejemplo, el desplazamiento o 
la velocidad de un vehículo varían continuamente con el tiempo, como lo hace la estatura 
de una persona. Pero hay otras situaciones, como la corriente eléctrica, donde ocurren 
discontinuidades. [Véase el ejemplo 2.2.6, donde la función de Heaviside es discontinua 
en 0 ya que el lím, —o H(t) no existe. ] 

Geométricamente, una función continua en cada número de un intervalo se puede 
pensar como una función cuya gráfica no tiene interrupciones. La gráfica se puede dibu- 
jar sin levantar la pluma del papel. 


EJEMPLO 1 La figura 2 muestra la gráfica de una función f. ¿Para qué valores es f 
discontinua? ¿Por qué? 


SOLUCIÓN Parece como si hubiera una discontinuidad cuando a = 1 porque la gráfica 
tiene una ruptura allí. La razón formal de que f es discontinua en 1 es que f(1) no está 
definida. 

La gráfica también tiene una ruptura cuando a = 3, pero la razón para la discontinui- 
dad es diferente. Aquí, f(3) está definida, pero el lím,—; f(x) no existe (porque los límites 
por la izquierda y por la derecha son diferentes). Por lo que f es discontinua en 3. 

¿Qué hay en relación con a = 5? Aquí, f(5) está definida y el lím,.,; f(x) existe (por- 
que los límites por la izquierda y por la derecha son iguales). Pero 


lím fœ) # f6) 
Por lo que fes discontinua en 5. E 


Ahora verá cómo detectar discontinuidades cuando una función está definida por una 
fórmula. 


EJEMPLO 2 ¿Dónde es discontinua cada una de las funciones siguientes? 


A E > sixX%0 
@ so = 1 ONCE 
l six=0 
4-2 sixvY%2 
(c) fa) = x-2 (d f&a) = [x] 
1 six = 


SOLUCIÓN 
(a) Observe que f(2) no está definida, por lo que f es discontinua en 2. Más tarde verá 
por qué f es continua en todos los otros números. 
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(b) Aquí f(0) = 1 está definida, pero 
lím f(x) = lí US 


no existe. (Véase el ejemplo 2.2.8.) Así f es discontinua 0. 
(c) Aquí f(2) = 1 está definida y 


x=x-2 la = 2 lp O 


lí x) = lí = lí 
pa f x) g x—2 pace Ni 2 x 
existe. Pero 

lím $09 4 $0) 


por lo que f no es continua en 2. 


lím 
>o 


(x+ 1) =3 


(d) La función parte entera f(x) = lx] tiene discontinuidades en todos los enteros 


porque el lím,->, [x] no existe si n es un entero. (Véase el ejemplo 2.3.10 y el 


ejercicio 2.3.53). 


La figura 3 muestra las gráficas de las funciones del ejemplo 2. En cada caso la grá- 
fica no se puede dibujar sin levantar el lápiz del papel porque hay un agujero o ruptura 
o salto en la gráfica. El tipo de discontinuidad que se muestra en los incisos (a) y (c) se 
llama removible porque se puede quitar la discontinuidad redefiniendo f solo en 2. [La 
función g(x) = x + l es continua.] La discontinuidad en el inciso (b) se llama discon- 
tinuidad infinita. Las discontinuidades en el inciso (d) se llaman discontinuidades de 


salto porque la función “salta” de un valor a otro. 


FIGURA 3 


Gráficas de las funciones del ejemplo 2 


YA YA 
.-——o 
.——o 
le 1 .——o 

> > + > 

x 0 Ñ 0 1 2 3 x 
7 six#0 

b) f(x) =3 x (d) f(x) =lx] 

1 six=0 


lím, f(x) = fa) 
y fes continua por la izquierda en a si 


lím_ f0) = fía) 


[2] Definición Una función f es continua por la derecha en un número a si 


EJEMPLO 3 En cada entero n, la función f(x) = [x] [Véase la figura 3(d)] es conti- 


nua por la derecha, pero discontinua por la izquierda porque 


lím fx) = lím [x] =n = f(n) 
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pero ím f(x) = lím [x] =n- 1% f(n) al 


xn xn 


E Definición Una función f es continua en un intervalo si es continua en cada 
número en el intervalo. (Si f está definida solo en un lado de un punto final del 
intervalo, entienda que continua en el punto final significa continua por la derecha 
o continua por la izquierda.) 


EJEMPLO 4 Demuestre que la función f(x) = 1 — y1 — x? es continua en el inter- 
valo [—1, 1]. 


SOLUCIÓN Si —1 <a < 1, entonces utilizando las leyes de los límites, se tiene 


N 
— 


lím f(x) = lím (1 l=x 


xa xa 


1 — lím yl — x? (por las leyes 2 y 7) 


xa 


1 = md.=32) (por11) 


=1-yl-a (por 2, 7 y 9) 
= fla) 
Así, por la definición 1, fes continua en a si —1 < a < 1. Cálculos similares muestran 
YA que 
pe R i Jm f®s1=fC) y lim f0=1=/0) 


de manera que f es continua por la derecha en —1 y continua por la izquierda en 1. Por 
z 1 0 1 x tanto, de acuerdo con la definición 3, f es continua en [—1, 1]. 
La gráfica de f está trazada en la figura 4 y es la mitad inferior de la circunferencia 


FIGURA 4 a? +(y- 19=1 E 


En lugar de aplicar siempre las definiciones 1, 2 y 3 para verificar la continuidad de 
una función como se hizo en el ejemplo 4, a menudo es conveniente utilizar el siguiente 
teorema, que muestra cómo construir funciones continuas complicadas a partir de otras 
simples. 


(4) Teorema Sify g son continuas en a y c es una constante, entonces las funcio- 
nes siguientes son también continuas en a: 


1. f+g 2.9 3. cf 


4. fg 5. A si gla) 40 


DEMOSTRACIÓN Cada uno de los cinco incisos de este teorema se sigue de las corres- 
pondientes leyes de los límites de la sección 2.3. Por ejemplo, se da la demostración del 
inciso 1. Ya que f y g son continuas en a, se tiene 


lím f(x) = f(a) y lím g(x) = g(a) 


x>a xa 
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Por tanto, 
lím (f + g)Go) = lím [f + g)] 
= lím f(x) + lím g(x) (por la ley 1) 
= f(a) + gla) 
= (f+ gía) 
Esto demuestra que f + g es continua en a. E 


Del teorema 4 y de la definición 3 se deduce que si f y g son continuas en un inter- 
valo, entonces también lo son las funciones f + g, f — g, cf, fg y (si g no es cero) f g. 
El siguiente teorema se estableció en la sección 2.3 como la propiedad de sustitución 
directa. 


(5) Teorema 

(a) Cualquier función polinomial es continua en todo su dominio; es decir, es con- 
tinua en R = (—%, 00), 

(b) Cualquier función racional es continua siempre que esté definida; esto es, es 
continua en su dominio. 


DEMOSTRACIÓN 
(a) Una función polinomial es de la forma 


P(x) = cnx” + cnx"! +- + cx + Co 


donde c,, C,,"**, €, son constantes. Se sabe que 
lím co = Co (por la ley 7) 
x—>a 
y que lím x” = a” m=1,2,...,n (por 9) 
x>a 


Esta ecuación es precisamente el enunciado de que la función f(x) = x” es una función 
continua. Así, por el inciso 3 del teorema 4, la función g(x) = cx” es continua. Ya que P 
es una suma de funciones de esta forma y una función constante, se sigue del inciso 1 
del teorema 4 que P es continua. 


(b) Una función racional es una de la forma 


donde P y Q son funciones polinomiales. El dominio de fes D ={x ER | Q(x) 40). 
Se sabe del inciso (a) que P y Q son continuas en todo su dominio. Así, por el inciso 5 
del teorema 4, f es continua en todo número en D. E 


Como una ilustración del teorema 5, observe que el volumen de una esfera varía con- 
tinuamente con su radio porque la fórmula V(r) = irr muestra que V es una función 
polinomial de r. Del mismo modo, si una pelota se lanza verticalmente hacia arriba con 
una velocidad de 20 m/ s, entonces la altura de la pelota en metros, t segundos después, 
está dada por la fórmula h = 201 —4.9£. Otra vez, esta es una función polinomial, por lo 
que la altura es una función continua del tiempo transcurrido. 


YA 
P(cos 0, sen 0) 
AN 
0 
v (1,0) 
FIGURA 5 


Otra manera de establecer los límites en 
(6) es utilizar el teorema de la com- 
presión con la desigualdad sen O < 0 
(para 0 > 0), que se demuestra en la 


sección 3.3. 


FIGURA 6 


y=tanx 
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Saber qué funciones son continuas nos permite evaluar muy rápidamente algunos 
límites como se ve en el siguiente ejemplo. Compárelo con el ejemplo 2.3.2(b). 


wp 
EJEMPLO 5 Encuentre lím PAS 
1>-2 RIN 
SOLUCIÓN La función 
x? + 2x? — 1 


10 = == 


ñ A T 5 
es racional, por lo que por el teorema 5 es continua en su dominio, que es { x|x% 5) 
Por tanto, 


+21? 1 


A ea AA 
A a 1 
5 - 3(-2) 11 a 


Resulta que la mayor parte de las funciones conocidas son continuas en todo número 
de su dominio. Por ejemplo, la ley 10 (página 96) es exactamente la proposición de que 
las funciones raíz son continuas. 

Del aspecto de las gráficas de las funciones seno y coseno (figura 1.2.18), se podría 
suponer con toda certeza que son continuas. De acuerdo con la definición de sen 0 y 
cos 0, las coordenadas del punto P de la figura 5 son (cos 6, sen 0). Cuando 0 — 0, vea 
que P tiende al punto (1, 0), y así cos 0 —> 1 y sen 0 —> 0. Así, 


(6) lím cos0 = 1 lím sen ð =0 


0—0 =0 


Ya que cos 0 =1 y sen 0 = 0, las ecuaciones en 6 afirman que las funciones coseno y 

seno son continuas en 0. Entonces se pueden utilizar las fórmulas de adición para senos 

y cosenos para deducir que estas funciones son continuas donde sea (ejercicios 64 y 65). 
Del inciso 5 del teorema 4, se deduce que 


es continua, excepto donde cos x = 0. Esto sucede cuando x es un número entero impar 
múltiplo de 7r/ 2, por lo que y = tan x tiene infinitas discontinuidades cuando x = +r / 2, 
+37/2, +571/2, y así sucesivamente (figura 6). 
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Las funciones trigonométricas inversas 
se repasaron en la sección 1.5. 


Este teorema expresa que un símbolo 
de límite se puede brincar dentro de 
un símbolo de función si la función 
es continua y el límite existe. En otras 
palabras, puede invertirse el orden de 
estos dos símbolos. 


La función inversa de cualquier función continua inyectiva también es continua. (Este 
hecho se demuestra en el apéndice F, pero la intuición geométrica lo hace parecer razo- 
nable: la gráfica de f ' se obtiene reflejando la gráfica de f a través de la recta y = x. Por 
lo que si la gráfica de fno tiene ruptura alguna, tampoco la tiene la gráfica de f '.) De este 
modo, las funciones trigonométricas inversas son continuas. 

En la sección 1.4 se definió la función exponencial y = b* para rellenar los huecos en 
la gráfica de la función y = b* donde x es racional. En otras palabras, la simple definición 
de y = b* la hace una función continua en R. Por tanto, su función inversa y = log,x es 
continua sobre (0, 00), 


Teorema Los tipos de funciones siguientes son continuos en todo número de 
sus dominios: 


e polinomios e funciones racionales e funciones raíz 
e funciones trigonométricas e funciones trigonométricas inversas 
e funciones exponenciales e funciones logarítmicas 


In x + tan lx, 


EJEMPLO 6 ¿En dónde es continua la función f(x) = e 
SOLUCIÓN Por el teorema 7 se sabe que la función y = ln x es continua para x > 0 y 

y = tan”! x es continua en R. Así, por el inciso 1 del teorema 4, y = 1n x + tan”! x es 
continua en (0, 00). El denominador, y = x? — 1, es una función polinomial, de modo 
que es continua para toda x. Por tanto, por el inciso 5 del teorema 4, fes continua en 
todos los números positivos x, excepto donde 1?— 1 =0<>x= +1. Por lo que f es 
continua en los intervalos (0, 1) y (1, 09). E 


EJEMPLO 7 Evalúe ím — 2 


x>r 2 + cos x` 


SOLUCIÓN El teorema 7 dice que y = sen x es continua. La función en el denominador, 
y = 2 + cos x, es la suma de dos funciones continuas y por tanto es continua. Observe 
que esta función nunca es 0 porque cos x >= —1 para toda x y, en consecuencia, 2 + cos 
x > 0 para toda x. Por lo que, el cociente 


sen x 
2 + cosx 


Fu) 


es continuo para toda x. Por tanto, por la definición de función continua, 


sen x sen TT 0 
lím ————- = lí x) = = = =0 B 
pd 2 + cos x Jim Jla) f) 2 + cos m 2-1 


Otra manera de combinar las funciones continuas f y g para obtener una nueva fun- 
ción continua es formar la función compuesta f ° g. Este hecho es una consecuencia del 
siguiente teorema. 


Teorema Si fes continua en b y lím g(x) = b, entonces lím f(g(x)) = f(b). 
En otras palabras, ás x>a 


lím flgl)) = f (tim 9) 
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Intuitivamente, el teorema 8 es razonable porque si x está cerca de a, entonces g(x) 
está cerca de b, y como f es continua en b, si g(x) está cerca de b, entonces f(g(x)) está 
cerca de f(b) . En el apéndice F se presenta una demostración del teorema 8. 


q= A 
EJEMPLO 8 Evalúe lím ac LE) 
> =y 
SOLUCIÓN Ya que arcsen es una función continua, aplique el teorema 8: 


f l— sx 2 l- 
lím arcsen ETA arcsen| lím ——— 


x>1 — x 21 lx 


= acen 1m G= 7 E 75) 


1 
= aresen| lím == 
(e + y ) 


1 T = 
= arcsen — = — 
2 6 


Aplique el teorema 8 en el caso especial donde f(x) = Yx, donde n es un entero posi- 
tivo. Entonces 


FOG) = VI) 
y f(lím go) = y lim gía) 


Si sustituye estas expresiones en el teorema 8 se obtiene 


lím /g() = y lím go 


con lo que queda demostrada la ley 11 de los límites. (Suponiendo que las raíces existen.) 


[9] Teorema Sig es continua en a y f es continua en g(a), entonces la función 
compuesta f ° g dada por (f ° gMx) = f(g(x)) es continua en a. 


A menudo, este teorema se expresa de manera informal diciendo: “una función conti- 
nua de una función continua es una función continua”. 


DEMOSTRACIÓN Como y es continua en a, se tiene 
lím g(x) = g(a) 


xa 


Puesto que fes continua en b = g(a), se puede aplicar el teorema 8 para obtener 


lím Fig) = f(g(a)) 
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ol 
l V 
| 


| 
FIGURA 7 
y = ln(1 + cos x) 


FIGURA 9 


que es precisamente la proposición de que la función h(x) = f(g(x)) es continua en a; 
es decir, f ° g es continua en a. E 


EJEMPLO 9 ¿En dónde son continuas las funciones siguientes? 
(a) h(x) = sen(a?) (b) F(x) = In(1 + cosx) 


SOLUCIÓN 
(a) Se tiene A(x) =f(g(x)), donde 


ga)=Ż y f&)=senx 


Ahora g es continua en R puesto que es una función polinomial, y f también es conti- 
nua para toda x. Por lo que h = f ° g es continua en R por el teorema 9. 


(b) Con base en el teorema 7, se sabe que f(x) = In x es continua y g(x) = 1 + cos x 
es continua (ya que tanto y = 1 como y = cos x son continuas). Por tanto, del teo- 

rema 9, f(x) = f(g(x)) es continua siempre que esté definida. Ahora In(1 + cos x) está 
definida cuando 1 + cos x > 0. De este modo, no está definido cuando cos x = —1, 

y esto sucede cuando x = t7r, +37, .... Así, F tiene discontinuidades cuando x es 
un múltiplo impar de 7 y es continua en los intervalos entre estos valores (véase la 
figura 7). a 


Una propiedad importante de las funciones continuas se expresa con el teorema 
siguiente, cuya demostración se encuentra en libros más avanzados de cálculo. 


Teorema del valor intermedio Suponga que f es continua en el intervalo 
cerrado [a, b] y sea N cualquier número entre f(a) y f(b) , donde fla) # f(b). 
Entonces existe un número c en (a, b) tal que f(c) = N. 


El teorema del valor intermedio establece que una función continua toma todos los 
valores intermedios entre los valores de la función f(a) y f(b). Este hecho se ilustra en la 
figura 8. Observe que el valor N se puede tomar una vez [como en el inciso (a)] o más de 
una vez [como en el inciso (b)]. 


YA YA 
fib) fib) 
N y= f(x) 
N 
fa) fa) 
0 x Mas o 
(a) (b) 
FIGURA 8 


Si piensa en una función continua como en una función cuya gráfica no tiene huecos 
o rupturas, es fácil creer que el teorema del valor intermedio es verdadero. En términos 
geométricos, dice que si se da cualquier recta horizontal y = N entre y = f(a) y y = f(b), 
como en la figura 9, entonces la gráfica de f no puede saltar la recta: debe intersecar a 
y = N en alguna parte. 

Es importante que la función f del teorema 10 sea continua. En general, el teorema 
del valor intermedio no se cumple para funciones discontinuas (véase el ejercicio 50). 
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Un uso del teorema del valor intermedio es en la búsqueda de las raíces de ecuaciones, 
como en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 10 Demuestre que existe una raíz de la ecuación 


4x? — 6x? +3x-2=0 
entre 1 y 2. 


SOLUCIÓN Sea f(x) = 4x? — 6x? + 3x — 2. Busque una solución de la ecuación dada; 
es decir, un número c entre 1 y 2 tal que f(c) = 0. Por tanto, tome a=1,b=2yN=0 
en el teorema 10, y obtenga 


FU) =4-6+3-2=-1<0 
y f(02)=32-24+6-2=12>0 


Así, F(1) < 0 < f(2); es decir, N = 0 es un número entre f(1) y f(2). Ahora bien, f es 
continua porque es un polinomio, de modo que el teorema del valor intermedio dice 
que existe un número c entre 1 y 2 tal que f(c) = O. En otras palabras, la ecuación 
4x — 6x1? + 3x — 2 = 0 tiene por lo menos una raíz c en el intervalo (1, 2). 

De hecho, se puede localizar con mayor precisión una raíz aplicando de nuevo el 
teorema del valor intermedio. Ya que, 


f(12)=-0.128<0 y  f(13)=0.548 >0 


una raíz debe estar entre 1.2 y 1.3. Una calculadora da, por ensayo y error, 


$(1.22) = —0.007008 < 0 y (1.23) = 0.056068 > 0 


por lo que la raíz está en el intervalo (1.22, 1.23). a 


Se puede utilizar una calculadora graficadora o computadora para ilustrar el uso del 
teorema del valor intermedio en el ejemplo 10. La figura 10 muestra la gráfica de f en el 
rectángulo de vista [—1, 3] por [—3, 3], y puede usted ver que la gráfica cruza el eje x 
entre 1 y 2. La figura 11 muestra el resultado de un acercamiento en un rectángulo de 
vista [1.2, 1.3] por [—0.2, 0.2]. 


1.3 


y 


=3 0.2 


FIGURA 10 FIGURA 11 


De hecho, el teorema del valor intermedio desempeña un papel importante en el modo 
en que funcionan estos dispositivos de graficación. Una computadora calcula un número 
finito de puntos de la gráfica y activa los pixeles que contienen estos puntos calculados. 
Supone que la función es continua y toma todos los valores intermedios entre dos pun- 
tos consecutivos. Por lo que la computadora “conecta los puntos” activando los pixeles 
intermedios. 
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2.5 EJERCICIOS 


1. Escriba una ecuación que exprese el hecho de que una función 
fes continua en el número 4. 


2. Si fes continua en (—%, 00), ¿qué puede decir acerca de su 
gráfica? 


3. (a) A partir de la gráfica de f, establezca el número en el cual 
fes discontinua y explique por qué. 
(b) Para cada uno de los números que se obtuvieron en el 
inciso (a), determine si fes continua por la derecha, por la 
izquierda o por ninguno de los dos lados. 


YA 


4. A partir de la gráfica de g, establezca los intervalos sobre los 
que g es continua. 


YA 


N 
w 
=y 


5-8 Trace la gráfica de una función f que es continua, a excepción 
de la discontinuidad indicada. 


5. Discontinua, pero continua por la derecha, en 2. 


6. Discontinuidades en — 1 y 4, pero continuas por la izquierda 
en —1 y por la derecha en 4. 


7. Discontinuidad removible en 3, discontinuidad de salto en 5. 


8. Ni por la izquierda ni por la derecha es continua en —2, 
continua solo por la izquierda en 2. 


9. El peaje T que se cobra por conducir en un determinado 
tramo de una carretera es de $5, excepto durante las horas 
pico (entre las 7 y las 10 y entre las 16 y 19 horas) cuando el 
peaje es de $7. 

(a) Trace una gráfica de T como una función del tiempo t, 
medido en horas pasada la medianoche. 

(b) Analice las discontinuidades de esta función y su signifi- 
cado para alguien que utiliza la carretera. 


10. Explique por qué cada una de las funciones siguientes es 
continua o discontinua. 
(a) La temperatura en una localidad específica como una 
función del tiempo. 
(b) La temperatura en un tiempo dado como una función de la 
distancia al oeste de París. 
(c) La altitud sobre el nivel del mar como una función de la 
distancia al oeste de París. 
(d) El costo de transportarse en taxi como una función de la 
distancia de traslado. 
(e) La corriente en un circuito de iluminación en una habita- 
ción como una función del tiempo. 


11-14 Utilice la definición de continuidad y las propiedades de los 
límites para demostrar que cada una de las funciones siguientes es 
continua en el número dado a. 


11. f(0)=x24+4/T7-x, a=4 


+ 5t 
12. g0) = 77» a=2 


13. plv) = 2/3 +1, a=1 


14. f(x) = 3x* 


15-16 Utilice la definición de continuidad y las propiedades de 
los límites para demostrar que cada una de las funciones siguientes 
es continua en el intervalo dado. 


15. f(x) =x+yx- 4, [4,%) 


16. g(x) = 


17-22 Explique por qué cada una de las funciones siguientes es 
discontinua en el número dado a. Trace la gráfica de la función. 


17. f(x) = a= —2 


iisa pd 


a=-—1 


19. f(x) = 


21. f(x) = 


22. f(x) = 


Xx 
E 
20. f(0=4x2-1 > * a=1 


23-24 ¿Cómo podría “remover la discontinuidad” en cada una 
de las funciones siguientes? En otras palabras, ¿cómo redefiniría 
f(2) para que sean continuas en 2? 


x2=x-2 


x?-3x+2 
23.1) = =5 cal REE 


aa xX +x-6 


25-32 Utilizando los teoremas 4, 5, 7 y 9, explique por qué 
cada una de las funciones siguientes es continua en todo número 
de su dominio. Determine el dominio. 


a 1. %-S 
di +1 7E 2 1 
Yx=2 e”! 
237 09 = 22 28. R(t) = == *=— 
Q) 3-2 (1) 2 + cos rt 
t 
29. A(t) = arcsen(1 + 20) 30.56. 2H 


32. N(r) = tan (1 + e”) 


1 
31. M(x) = y q = 
Xx 


33-34 Identifique las discontinuidades de cada una de las 
funciones siguientes e ilústrelas con una gráfica. 


33. y= 34. y = In(tan”x) 


1 +e” 


35-38 Utilice la continuidad para evaluar cada uno de los 
límites siguientes. 


35. lím x420 — x? 


36. lím sen(x + sen x) 


m j= x A /x2=2x-4 
37. lím In 38. lim 3" 
x>1 1 +x x—>4 


39-40 Demuestre que fes continua en (—Jo, 00), 


39. fla) = f Má 


Inx six>l 


six<=l 


senx six < m/4 


40. f(x) = | 


cosx six > m/4 


41-43 Encuentre los números en los que fes discontinua. ¿En 
cuáles de estos números f es continua por la derecha, por la 
izquierda o por ninguna de las dos? Trace la gráfica de f. 


xX å six<-—1 
41. fQ0)=3x si-1l=x<l 


1/x six=>1 


2” sixs 1 
42. f(1)=33-=xsil<x=4 


Vx six>4 
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1+x? six=0 
43. f(1)=32-x si0<x=2 
(1-2? six>2 


44. La fuerza gravitacional ejercida por la Tierra sobre una masa 
unitaria a una distancia r del centro del planeta es 


GM 
ai sir<R 
F(r) = GM l 
5 sir=R 


r? 


donde M es la masa de la Tierra, R su radio y G la constante 
gravitacional. ¿Es F una función continua de r? 


45. ¿Para qué valor de la constante c la función f es continua en 
(0, 00)? 


fa = 


six=>2 


cx? +2x six<2 
x? — cx 


46. Encuentre los valores de a y b que hacen a f continua para 
todo x. 


x= Z 
fœ) = 


2y Sap si 


47. Suponga que f y g son funciones continuas tales que g(2) = 6 
y lím — [3f60 + fg] = 36. Encuentre f(2). 


48. Sea f(x) = 1/xy g(x) = 1/x. 
(a) Encuentre (f ° g)(x). 
(b) ¿Es f ° g continua para todo x? Explique. 


49. ¿Cuál de las funciones f siguientes tiene discontinuidad 
removible en a? Si la discontinuidad es removible, deter- 
mine una función g que concuerde con f para x % a y sea 
continua en a. 


x 


@ fa = —, 
xX 1 
o) fa) = = 


x— 2 


2x 
, a=2 
(0) f(x) = [senx], a= r 


50. Suponga que una función fes continua en [0, 1], excepto en 
0.25 y que f(0) = 1 y f(1) =3. Sea N = 2. Trace dos posibles 
graficas de f, una en que se muestre que f podría no satisfacer 
la conclusión del teorema del valor intermedio y la otra que 
muestre que f todavía podría satisfacer ese teorema (aun 
cuando no satisfaga la hipótesis). 


51. Si f(x) = x? + 10 sen x, demuestre que existe un número c tal 
que f(c) = 1000. 


52. Suponga que f es continua sobre [1, 5] y las únicas soluciones 
de la ecuación f(x) = 6 son x = 1 y x = 4. Si f(2) = 8, 
explique por qué f(3) > 6. 
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53-56 Utilice el teorema del valor intermedio para 
demostrar que existe una raíz en cada una de las ecuaciones 
dadas en el intervalo especificado. 


53.1 +x-3=0, (1,2) 
54. Inx=x-— yx, (2,3) 
55. /x=1=x, (0,1) 

56. sen x = x? — x, (1,2) 


57-58 Demuestre que cada una de las ecuaciones siguientes 
tiene cuando menos una raíz real. (b) Utilice su calculadora 
para encontrar un intervalo de longitud 0.01 que contenga 
una raíz. 


57. cos x = x? 58. Inx = 3 — 2x 


59-60 (a) Demuestre que cada una de las ecuaciones 


siguientes tiene cuando menos una raíz real. (b) Utilice un 
dispositivo de graficación para encontrar la raíz redondeada 
hasta tres cifras decimales. 


59, 100e 1% = 0.01x? 


60. arctan x = 1 — x 


61-62 Demuestre sin hacer la gráfica que la función tiene al 
menos dos intersecciones con el eje x en el intervalo dado. 


61. y = sen x, (1,2) 
62. y=x?-3+1/x, (0,2) 


63. Demuestre que fes continua en a si y solo si 


lím fla + h) = fla) 


64. Para demostrar que la función seno es continua necesita 
demostrar que lím,—4 sen x = sen a para todo número 
real a. Por el ejercicio 63, un enunciado equivalente es 


lím senía + h) = sen a 
h>0 


Utilice 6 para demostrar que esto es verdadero. 


65. 
66. 


67. 


68. 


69. 
70. 


71. 


72. 


73. 


2.6 Límites al infinito; asíntotas horizontales 


Demuestre que la función coseno es continua. 


(a) Demuestre el teorema 4, inciso 3. 
(b) Demuestre el teorema 4, inciso 5. 


¿Para qué valores de x es f continua? 


fa) = 


O si xes racional 
1 si xes irracional 


¿Para qué valores de x es g continua? 


O si xes racional 
g(x) = pia 
x si xes irracional 
¿Existe un número que es exactamente 1 más que su cubo? 


Si a y b son números positivos, demuestre que la ecuación 


a b 
| =0 
x? +2x?— 1 


x +x-2 
tiene por lo menos una solución en el intervalo (—1, 1). 


Demuestre que la función 


a Jxtsen(l/x) six#0 
wh ui 


es continua en (—%, 00) 


(a) Demuestre que la función valor absoluto F(x) = |x] es 
continua para toda x. 

(b) Demuestre que si fes una función continua en un interva- 
lo, entonces también lo es | f |. 

(c) ¿Lo inverso del enunciado del inciso (b) también es ver- 
dadero? En otras palabras, si | f | es continua, ¿se deduce 
que fes continua? Si es así, demuéstrelo. Si no, encuentre 
un contraejemplo. 


Un monje tibetano sale del monasterio a las 7:00 y emprende 
su camino habitual hacia la cima de la montaña, adonde llega 
a las 19:00. La mañana siguiente inicia el regreso desde la 
cima por la misma ruta a las 7:00 y llega al monasterio a las 
19:00. Utilice el teorema del valor intermedio para demostrar 
que existe un punto a lo largo de la ruta que el monje cruzará 
exactamente a la misma hora en ambos días. 


En las secciones 2.2 y 2.4 se trataron los límites infinitos y las asíntotas verticales. Ahí se 
hizo tender x a un número y se vio que los valores de y se volvían arbitrariamente grandes 
(ya fueran positivos o negativos). En esta sección se hará a x arbitrariamente grande (posi- 
tivo y negativo) y observe qué ocurre con y. 

Inicie por investigar el comportamiento de la función f definida por 


n= 


x fœ) 
0 -1 
+1 0 
+2 0.600000 
+3 0.800000 
+4 0.882353 
+5 0.923077 
+10 0.980198 
+50 0.999200 
+100 0.999800 
+1000 0.999998 
YA 
y=L 
y= f(x) 
0 


0 
YA 
A 
TA 
0 
FIGURA 2 


Ejemplos que ilustran lím f(x) = L. 
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conforme x se hace grande. La tabla al margen da valores de esta función redondeados a 
seis decimales, y en la figura 1 se ha trazado la gráfica de f con una computadora. 


FIGURA 1 


Conforme x crece más y más, se puede ver que los valores de f(x) se aproximan cada 
vez más a 1. (La gráfica de f se acerca a la recta horizontal y = 1 cuando se ve hacia 
la derecha.) De hecho, parece que los valores de f(x) se pueden acercar lo que se 
quiera a 1 eligiendo una x suficientemente grande. Esta situación se expresa en forma 
simbólica al escribir 


2 
n x= 1 
lím =— = 1 
x>% “+1 
En general, utilice la notación 


lím f(x) = L 


para indicar que los valores de f(x) tienden a L conforme x se hace más y más grande. 


[1] Definición intuitiva de un límite al infinito Sea funa función definida en 
algún intervalo (a, oo). Entonces 


lím f0) =L 


x—>0 


significa que los valores de f(x) se pueden aproximar arbitrariamente a L tanto 
como se quiera, eligiendo a x suficientemente grande. 


Otra notación para lim, f(x) = L es 
f00)>L cuando x—>0ow 


El símbolo œ% no representa un número. No obstante, la expresión lím f(x) = L con fre- 
: x> 
cuencia se lee como 


“el límite de f(x), cuando x tiende al infinito, es L” 
o “el límite de f(x), cuando x se va al infinito, es L” 


o bien “el límite de f(x), cuando x crece sin cota, es L”. 


El significado de estas frases está dado por la definición 1. Al final de esta sección, se 
encuentra una definición más precisa, utilizando la definición e, ô de la sección 2.4. 

En la figura 2 se muestran ilustraciones geométricas de la definición 1. Observe que 
hay varias maneras de aproximar la gráfica de fa la recta y = £ (la cual se llama asíntota 
horizontal) a medida que usted ve hacia el extremo derecho de cada gráfica. 

Si regresa a la figura 1, verá que para valores negativos de x grandes en magnitud, los 
valores de f(x) están cercanos a 1. Al decrecer x sin cota mediante valores negativos, se 
puede acercar f(x) a 1 tanto como se quiera. Esto se expresa escribiendo 

x?=1 


ím => = 1 
x=>=9 y" +1 
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La definición general es la siguiente. 


YA 
y =$0%) a > : M 
(2) Definición Sea funa función definida en algún intervalo (—%, a). Entonces 
ím fæ) =L 
pa 
JL significa que los valores de f(x) se pueden hacer arbitrariamente cercanos a L 
0 a haciendo que x sea suficientemente negativa. 
YA 
Nuevamente el símbolo —% no representa un número, pero la expresión lím f(x) = L 
, pea 
con frecuencia se lee como 
y=f(x) 


“el límite de f(x), cuando x tiende a menos infinito, es L”. 


y=L 
> F La definición 2 se ilustra en la figura 3. Observe que la gráfica tiende a la recta y = L a 
> 
0 X 


medida que ve hacia el extremo izquierdo de cada gráfica. 


FIGURA 3 [3] Definición La recta y = L se llama asíntota horizontal de la curva y = f(x) 
Ejemplos que ilustran lím fœx)=L si 


ím fœ =L o  límf)=L 


Por ejemplo, la curva que se ilustra en la figura 1 tiene a la recta y = 1 como asíntota 
horizontal porque 


2 xsl 
ím ~~~ = 1 
XA x>% x+ 1 


NI 


Un ejemplo de una curva con dos asíntotas horizontales es y = tan™'x. (Véase la 
figura 4.) 


=y 


T T 
(4] lím tan x= -— lím tan” lx = — 
2 2 


NIJ 


de modo que las rectas y = -r/ 2yy= 7r/ 2 son asíntotas horizontales. (Esto se sigue del 
FIGURA 4 hecho de que las rectas x = +7/ 2 son asíntotas verticales de la gráfica de la función 
y = tan lx tangente.) 


yA EJEMPLO 1 Encuentre los límites infinitos, los límites en el infinito y las asíntotas 
para la función f cuya gráfica se muestra en la figura 5. 


SOLUCIÓN Vea que los valores de f(x) se vuelven grandes cuando x > — 1 por ambos 
lados, así 


+ 


=Y 


lím, $) == 


A Observe que f(x) se hace negativo grande en magnitud cuando x tiende a 2 por la 
izquierda, pero se hace grande positivo cuando x tiende a 2 por la derecha. De este 
modo, 


FIGURA 5 


lmf0)=-=2% y  límf0)=> 


x—>2+ 


Por lo que ambas rectas x = —1 y x = 2 son asíntotas verticales. 
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Cuando x es muy grande, parece que f(x) tiende a 4. Pero, conforme x decrece a través 
de valores negativos, f(x) tiende a 2. Por tanto, 


límf)=4 y lm f@=2 


Esto significa que tanto y = 4 como y = 2 son asíntotas horizontales. a 


1 1 
EJEMPLO 2 Encuentre lím — y lím —. 


>. x x>-0 x 


SOLUCIÓN Observe que cuando x es grande, 1 / x es pequeño. Por ejemplo, 


1 1 1 
== 0:01 = 0.0001 il UD 01 
100 i 10000 ii 1000000 id 


De hecho, si elige una x suficientemente grande, puede aproximar 1 / xa0 cuanto 
quiera. Por tanto, de acuerdo con la definición 1, se tiene 


an l 
ím ~= 0 


x>% x 


Un razonamiento similar hace ver que cuando x es negativo grande en magnitud, 1 / xes 
pequeño negativo; de este modo, también se tiene que 


ím —==0 


A >: Ki 
FIGURA 6 
1 1 Se sigue que la recta y = 0 (el eje x) es una asíntota horizontal de la curva y = 1 / x (que 
lím—=0, lím —=0 


pee Pura es una hipérbola equilátera; véase la figura 6). u 


La mayor parte de las leyes de los límites que se dieron en la sección 2.3 también se 
cumplen para los límites en el infinito. Se puede demostrar que las leyes de los límites, 
cuya lista se da en la sección 2.3 (con la excepción de las leyes 9 y 10), también son váli- 
das si “x — a” se reemplaza con “x > %” o con “x—> —o”., En particular, si combina 
las leyes 6 y 11 con los resultados del ejemplo 2, se obtiene la siguiente regla importante 
para el cálculo de límites. 


(5) Teorema Si r > 0 es un número racional, entonces 


Si r > 0 es un número racional tal que x” está definida para toda x, entonces 


) 1 
lím —==0 


x=- y" 


EJEMPLO 3 Evalúe 


a 3x == 
lím —s 
x>% 5x* + 4x +1 


e indique cuáles propiedades de los límites se utilizaron en cada paso. 


SOLUCIÓN Cuando x es muy grande, tanto numerador como denominador son muy 
grandes, por lo que no es obvio qué pasa con su cociente. Necesita hacer algo de álgebra 
preliminar. 
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Para evaluar el límite en el infinito de cualquier función racional, primero divida el 
numerador y el denominador entre la potencia mayor de x que hay en el denominador. 
(Suponga que x + 0, ya que está interesado solo en valores muy grandes de x). En este 
caso, la mayor potencia del denominador es x°, así se tiene 


3x =x=2 3 1 2 
2 312 , x A a 
lím => = lím => = lím 
x>% 5x* + 4x +1 x>% 3 + 4x+ 1 x>% 4 1 
X X NF 
, 1 2 
lím| 3=== 3 
x—0 xX gs 
= FT (por la ley de los límites 5) 
im(s + —= + l 
x—>o x x 
, l poal 
lím 3 — lím — — 2 lím —> 
x—o x>% y x>% y 
= n 1 (por las leyes 1, 2 y 3) 
lím 5 + 4 lím — + lím —> 
x—0 x>0o x x>o x 


-3-0-0 EEANN A 
5+0+0 (por la ley 7 y el teorema 
a2 
5 


Un cálculo semejante muestra que el límite cuando x —> —œ también es a En la figura 


FIGURA 7 7 se ilustran los resultados de estos cálculos mostrando cómo la gráfica de la función 
4 -% racional dada se aproxima a la asíntota horizontal y = Š = 0.6. E 
YO Se t4x+]l 


EJEMPLO 4 Encuentre las asíntotas horizontales y verticales de la gráfica de la 
función 


SOLUCIÓN Al dividir entre x tanto el numerador como el denominador y aplicar las 
propiedades de los límites, se tiene 


lím = lím = lím (ya que Vx? = x para x > 0) 


1 1 
mwt lím 2 + lím — === > 
TEN 2 (i >e x? JZFO ME 
3= 50 3 

tm (3- Š) ima =s imt 


xo x>o y 


Por tanto, la recta y = y/2/ 3 es una asíntota horizontal de la gráfica de f. 


NI 


-5 
=a 
FIGURA 8 
o yar 
3D 


Se puede pensar que la función dada 
tiene un denominador igual a 1. 


FIGURA 9 
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En el cálculo del límite conforme x —> —%, se debe recordar que para x < 0, se 
tiene Ya? = | x | = —x. Por lo que cuando se divide el numerador entre x, para x < 0 


se obtiene 
VERY yT] CETE 
x = x2 x? x? 


Por tanto, 


lím 3 z 7 lím = == 
x>- 3x — pea 
== 3=5lím — 
X x>—o X 
Así la recta y = =/2/ 3 también es una asíntota horizontal. 


Es probable que haya una asíntota vertical cuando el denominador, 3x — 5, es 0; 
esto es, cuando x = 5, Si x está cerca de 3 yx> 3, entonces el denominador está cerca 
de 0 y 3x — 5 es positivo. El numerador y2x? + 1 es siempre positivo, por lo que f(x) 
es positivo. Por tanto, 


, 2x2 +1 
Gt 3x5 


(Observe que el numerador no tiende a 0 cuando x > 5 / 3). 
Si x está cerca de 3, pero x < 3, entonces 3x — 5 < 0 y así f(x) es negativo grande, 
por lo que, 


' y 2x1? + 1 


ím = 00 
6/37 3x5 
La asíntota vertical es x = 5, Las tres asíntotas se muestran en la figura 8. E 


EJEMPLO 5 Calcule lím (yx? + 1 — x). 


SOLUCIÓN Ya que tanto yx? + 1 como x son muy grandes cuando x es grande, es difícil 
ver qué pasa con su diferencia, por lo que utilice el álgebra para reescribir la función. 
Primero multiplique el numerador y el denominador por el radical conjugado: 


— JEFI +: 
lím (Vx F 1 — x) = lím (Vx + 1 — x) + T z i 
x>0o x>0 x2 x 


cl a 1 


ya 


= lím ím —=== 
>o yx? +l +x x=. y2+l+x 


Observe que el denominador de esta última expresión (yx? + 1 + x) resulta muy 
grande cuando x — o (más grande que x). Así 


1 
lim (vx? + 1 — x) = lim 77 


La figura 9 ilustra este resultado. E 


132 CAPÍTULO 2 Límites y derivadas 


FIGURA 10 


[H La estrategia de resolución de 
problemas para los ejemplos 6 y 7 es 
Introduzca algo extra (véase la página 71). 
Aquí, algo extra, la ayuda auxiliar, es la 
nueva variable t. 


x— 


1 
EJEMPLO 6 Evalúe el lím aca E ) 


SOLUCIÓN Si f = 1/( — 2), se sabe que t —> œ cuando x —> 2*. Por tanto, por la 
segunda ecuación en 4, se tiene 


NE] 
E 


t— o 


) = lím arctan t = 
x= 


lím aan 
x>2+ 


La gráfica de la función exponencial natural y = e* tiene a la recta y = O (el eje x) 
como una asíntota horizontal. (Lo mismo es verdadero para cualquier función exponen- 
cial con base b > 1.) De hecho, de la gráfica en la figura 10 y la correspondiente tabla 
de valores, vea que 


[6] lím e* = 0 


Observe que los valores de e* se aproximan a O muy rápidamente. 


YA E 
as e 
T: 0 1.00000 
-1 0.36788 
-2 0.13534 
-3 0.04979 
-5 0.00674 
: -8 0.00034 
i —10 0.00005 


EJEMPLO7 Evalúe lím ae 
SOLUCIÓN Si se hace t = 1/x, se sabe que t —> —œ cuando x — 0”. Por tanto, por (6), 


lím e!" = lím e'=0 


x=>07- 1>—0w 


(Véase el ejercicio 81.) E 


EJEMPLO 8 Evalúe lím sen x. 


x>0o 


SOLUCIÓN Conforme x crece, los valores de sen x oscilan infinitamente entre 1 y —1, 
por lo que no se aproximan a ningún número definido. En consecuencia, lím,-.. sen x 
no existe. o 


E Límites infinitos en el infinito 


La notación 


lím f(x) = 0 


x>o 


se utiliza para indicar que los valores de f(x) se hacen más grandes cuando x se hace 
muy grande. 


FIGURA 11 
lím x° = %, lím x? = o 
y 


100 4 


FIGURA 12 
e* es mucho más grande que x* 2) 
cuando x es muy grande. 
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Un significado similar está asociado con los símbolos siguientes: 


lm fa) => lím fa) ==> lím f&a) =- 


EJEMPLO 9 Encuentre lím x* y lím x’. 


xo x—>-—o 


SOLUCIÓN Cuando x se hace grande, x’ también se hace grande. Por ejemplo, 
10° = 1000 100° = 1000000 1000* = 1000000000 


De hecho, se puede hacer x* tan grande como quiera tomando x suficientemente grande. 
Por esta razón, se puede escribir 


lím x? = œ% 


x> 


Del mismo modo, cuando x es muy grande negativo, también lo es x°. Por lo que 


lím x? = —o 


x—>— o 


Estos límites establecidos también se pueden ver en la gráfica de y = x° en la 
figura 11. a 


En la figura 10 vea que 


lím e* = œ% 


x>% 


pero como se observa en la figura 12, y = e* se hace más grande cuando x — %, con 
mucha mayor rapidez que y = x. 


EJEMPLO 10 Encuentre lím (x? — x). 
SOLUCIÓN Sería un error escribir 


lím (x? — x) = lím x? — lím x = æ% — œ 
x—>o0 x—>0 


x> 
Las leyes de los límites no pueden aplicarse a límites infinitos porque % no es un 


número (o — o no se puede definir). Sin embargo, se puede escribir 


lím (x? — x) = lím x(x — 1) = œ% 


x—o x—o 


debido a que tanto x como x — 1 se hacen arbitrariamente grandes y, por tanto, también 
su producto. E 


> 
x Fx 


=x 


EJEMPLO 11 Encuentre lím 


SOLUCIÓN Como en el ejemplo 3, se dividió el numerador y el denominador entre la 
mayor potencia de x en el denominador, que es justamente x: 


ya que x + 1>0 y 3/x — 1>0- 1 = —1 conforme x >>, E 
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El siguiente ejemplo muestra que, utilizando límites infinitos al infinito, además de las 
intersecciones, se puede tener una idea general de la gráfica de una función polinomial 
sin tener que disponer de un gran número de puntos. 


EJEMPLO 12 Trace la gráfica de y =(x — 2)(x + 1)(x — 1) utilizando sus intersec- 
ciones y sus límites cuando x —> % y cuando x —> —o0, 


SOLUCIÓN La intersección con el eje y es £(0) = (21 (= 1) = —16 y las intersec- 
ciones con el eje x, x = 2, — 1, 1 se encuentran haciendo y = 0. Observe que puesto que 
(x — 2)*es positivo, la función no cambia de signo en 2; por lo que la gráfica no cruza 
el eje x en 2. La gráfica interseca el eje x en — 1 y 1. 
YA Cuando x es un número positivo muy grande, todos los factores son muy grandes, 
así que 


2 lím (x — Dx + 1}(x — 1) = œ% 
Xx ARA 


Cuando x es un número negativo muy grande, el primero de los factores es un número 
positivo muy grande y los factores segundo y tercero son negativos muy grandes, por 
lo que 


lí x— Dx + 1P(x — 1) = œ 
FIGURA 13 ím e 2 Mx + D- 1) 


y == Yi + DA 1) Combinando esta información, se obtiene el trazo de la gráfica de la figura 13. a 


E Definición precisa 


La definición 1 se puede establecer de manera precisa como sigue. 


Definición precisa de un límite al infinito Sea funa función definida sobre 
algún intervalo (a, o). Entonces 


lím f(x) =L 
xo 
significa que para toda e > 0 existe un correspondiente número N tal que 


si x>N entonces  |f(x)-L|<e 


En palabras, esto indica que los valores de f(x) se pueden acercar arbitrariamente 
a L (dentro de una distancia e, donde e es cualquier número positivo) tomando x sufi- 
cientemente grande (más grande que N, donde N depende de e). Gráficamente, esto 
dice que eligiendo x suficientemente grande (más grande que algún número N) se puede 
hacer que la gráfica de f esté atrapada entre las rectas horizontales dadas y = L — e y 
y = L + e como en la figura 14. Esto debe ser verdadero sin importar qué tan pequeño 
elija e. 


Je 


está aquí 


=y 


FIGURA 14 


lím fx) =L cuando x está aquí 
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La figura 15 muestra que si elige un valor de e muy pequeño, entonces se puede 
necesitar un valor de N muy grande. 


FIGURA 15 
límf() = L 


Del mismo modo, una versión precisa de la definición 2 está dada por la definición 8, 
que se ilustra en la figura 16. 


Definición Sea f una función definida sobre algún intervalo (—%, a). 
Entonces 


lím fa) = L 


significa que para todo e > O existe un correspondiente número N tal que 


si  x<N entonces  |f(x)=L|<e 


FIGURA 16 N 
ím fW =L 


En el ejemplo 3 se calculó que el 


PS a 3 
lím => — 
x>0o 5x + 4x + 1 5 


En el siguiente ejemplo utilice una calculadora o computadora para relacionar este enun- 
ciado con la definición 7, con L = ? =0.6 y e = 0.1. 


En Module 2.4/2.6 puede EJEMPLO 13 Utilice una gráfica para encontrar un número N tal que 
explorar la definición precisa de límite 


de manera gráfica o numérica. 
. 3x? =x-2 
si x>N entonces aaa Oo 
5x7 + 4x+ 1 
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SOLUCIÓN Se reescribe la desigualdad dada como 


il da eja 
i 5x? + 4x + 1 ` 


Necesita determinar los valores de x para los cuales la curva dada está entre las rectas 
horizontales y = 0.5 y y = 0.7. Las gráficas de la curva y de estas rectas se muestran 
en la figura 17. Luego utilice el cursor para calcular que la curva cruza la recta y = 0.5 
cuando x = 6.7. A la derecha de este número parece que la curva está entre las rectas 
= 32 y = 0.5 y y = 0.7. Redondeando, se puede decir que 


2 5x?+4x+1 


F 7 i > t S a 0.6| < 0.1 
si 7 entonce — — 0. . 


En otras palabras, para e = 0.1 se puede elegir N = 7 (o cualquier otro número mayor) 
en la definición 7. a 


1 
EJEMPLO 14 Utilice la definición 7 para demostrar que lím — = 0. 


x>w x 


SOLUCIÓN Dado e > 0, se quiere encontrar N tal que 


1 
—=-0 


Xx 


si x>N entonces <e 


Al calcular el límite se puede suponer que x > 0. Entonces 1 dl x<e—x>l 7 e. Sea 
N= 1/e. Por lo que 


i 1 
si x> N=— entonces 
E 


Por tanto, de la definición 7 


al 
lím —=-0 
x>0o x 
La figura 18 ilustra la demostración mostrando algunos valores de e y los correspon- 
dientes valores de N. 


e=0.1 z 
0 N=10 x 


o 
= 

IL 
= 
o|mw 
z 

Il 
9 


FIGURA 18 E 
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YA Por último, observe que un límite infinito al infinito puede definirse como sigue. En la 


limfa) = © 


(9) Definición de un límite infinito al infinito Sea funa función definida sobre 


lím f(x) = æ% 


x—>o 


7 figura 19 se muestra una ilustración geométrica. 
y= 
M 
algún intervalo (a, o). Entonces 
> 
0 N x 
FIGURA 19 


tivo N tal que 


significa que para todo número positivo M existe un correspondiente número posi- 


x>N 


entonces fo) >M 


Definiciones similares se aplican cuando el símbolo % se reemplaza por —o, (Véase 


el ejercicio 80.) 


2.6 EJERCICIOS 


1. Explique con sus propias palabras el significado de cada uno 

de los límites siguientes 

(a) límfGo) = 5 (b) ím fœ) = 3 

. (a) ¿Puede la gráfica de y = f(x) intersecar una asíntota 
vertical? ¿Puede intersecar una asíntota horizontal? Ilustre 
trazando gráficas. 

(b) ¿Cuántas asíntotas horizontales puede tener la gráfica de 

y = f(x)? Trace gráficas que muestren las posibilidades. 


. Para la función f cuya gráfica está dada, determine lo siguiente: 


(a) límfa) 
(c) lím fa) 


(e) Las ecuaciones de las asíntotas 


(b) lím fœ 
(d) lím f&a) 


. Para la función g cuya gráfica está dada, determine lo siguiente. 


(a) lím go (b) lím gía) 
(d) límg() 


(f) Las ecuaciones de las asíntotas 


(c) limga) 
(e) lím 96) 


CEN a 


5-10 Trace la gráfica de un ejemplo de una función f que satis- 
faga todas las condiciones dadas. 


5. 


6. 


.fO=3, lím f) =4, 


lím fo) ==>, lím f()=5, lím fa) = -5 
lím fx) = e lím, FO) = oo, lím F(x) = =; 
Im f(9=0, mfa =0 f0 =0 

. mfa) =, mfa) =, lím fO) = 0, 


lim f() => lím fa) =- 
. lím f(x) =3, lím f(x) =>, lím f(x) = —0, fesimpar 


Ji fQ) =2, 


lím fQ) => 


10. lí 
x>3 
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FS 11. Conjeture el valor del límite 


evaluando la función f(x) = 12/2% para x=0,1,2,3,4,5, 


6, 7, 8, 9, 10, 20, 50 y 100. Después, utilice una gráfica de f 


para respaldar su conjetura. 


FA 12. (a) Utilice la gráfica de 


fx) = (i - 2y 
X 


para calcular el valor de lím,-.. f(x) con una aproxi- 
mación de dos cifras decimales. 

(b) Utilice una tabla de valores de f(x) para calcular el 
límite con cuatro cifras decimales. 


13-14 Evalúe el límite y justifique cada paso indicando las 
propiedades adecuadas de los límites. 


nere Mir 
13. ím ==>— 14. lím A 
L TT ES 


15-42 Encuentre el límite o demuestre que no existe. 


1 3x +5 
15. lím 16. lím 
x>» 2x +3 e x 
l=x=x 2 — 3y? 
17. ím ————— 18. ím 22 
r-o 2x2-7 y>% y4 + dy 
t +r” t— tyt 
19. lím <= 20. lím "e 
t>o 2t— t° ST 21 + 315 
O; (A 3 9 6 — 
21. lím = 22. lim LEA 
>. x+] s> 15 +1 
/ TE 6 / 6 
23. lím vitt 24. lím vita’ 
r>% 2—x’ x>- xy? 
x + 3x? x + 3x? 
25. ím =——— 26. lím 
>. 4x1 > 4x1 


27. lím (y/9x? + x — 3x) 


x—>0 


28. lím (/4x? + 3x + 2x) 


29. lím (Vx + ax — Vx? + bx) 


30. lím (x + yx? + 2x) 


x*>-0 


31. lím A 32. ím (e + 2 cos 3x) 
+ 2 7 + l+ Y 
33. lím (x?+2x”) 34. lím — i 
x—>—o x>» x* + 


3x _ ¿7h 
35. lím arctan(e”) 36. lím — Ea 
B a As pr 
o l-e* sex 
37. ím =-— 38. lím — 
>. la 2e* >. x" + 1 


40. lím, tan (In x) 


41. lím [In(1 + x°) — In(1 + x)] 


42. lím [nQ + x) — In(1 + x)] 


43. (a) Para f(x) = Ha determine cada uno de los límites 
In x 


siguientes. 


O lim f0) G mfa) Gid lím fo) 
(b) Utilice una tabla de valores para calcular lím f(x). 


(c) Utilice la información de los incisos (a) y (b) para hacer 
un trazo de la gráfica de f. 


2 1 
44. Para f(x) = — — FE determine cada uno de los límites 
siguientes. ax 


(a) lím fa) ©) lím, f(a) 
©) lím fa) D) lím, fa) 


x>1> x>1+ 


(e) Utilice la información de los incisos (a)-(d) para hacer 
un trazo de la gráfica de f. 


FF 45. (a) Estime el valor de 


lím (yx? +x+1+x) 
Si 


al trazar la gráfica de f(x) = yx? + x + 1 +x. 

(b) Use una tabla de valores de f(x) para inferir el valor del 
límite. 

(c) Demuestre que su estimación es correcta. 


FA 46. (a) Utilice una gráfica de 


fx) =Y43x2+8x +6 — Y43x2+3x +1 


Para obtener el valor de lím,_,..f(x) con un decimal de 
precisión. 

(b) Utilice una tabla de valores de f(x) para calcular el 
límite con cuatro decimales de precisión. 

(c) Encuentre el valor exacto del límite. 


47-52 Encuentre las asíntotas horizontal y vertical de cada 
curva. Si tiene un dispositivo de graficación, verifique su trabajo 
al trazar la gráfica de la curva y determinando las asíntotas. 


5+4x 2x1? +1 
47. y= 48. y = — 
x+3 3x7 + 2x1 
jð a kemi sô MA 
y 2+x-2 d ag 


51. 


2e* 
et=5 


Ax 


ÓN 52. y = 
x’ —6x+5 7 


y= 


(b) 


(c) 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


. Calcule la asíntota horizontal de la función 


3x? + 500x? 
x? + 500x? + 100x + 2000 


Fx) 


al hacer gráfica de f para —10 = x < 10. Después obtenga 
la ecuación de la asíntota evaluando el límite. ¿Cómo 
explica la discrepancia? 


. (a) Trace la gráfica de la función 


y2x? +1 
o= X= 
w= 


¿Cuántas asíntotas horizontales y verticales observa? 
Utilice la gráfica para estimar el valor de los 


límites 
, 2 a | „— y2x?+1 
lím ==— y lím ===— 
x> 3x-—5 x>- 3x-5 


Calcule algunos valores de f(x) y proporcione estimaciones 
numéricas de los límites del inciso (a). 

Calcule los valores exactos de los límites en el inciso (a). 
¿Obtiene el mismo valor o valores diferentes de esos dos 
límites? [De acuerdo con su respuesta al inciso (a), tendrá 
que verificar su cálculo para el segundo límite.] 


Sea P y Q polinomios. Determine 


si el grado de P es (a) menor que el grado de Q y (b) mayor 
que el grado de Q. 


Realice un trazo de la curva y = x” (n un entero) para los 
cinco casos siguientes: 
0n=0 
(iii) n > 0, n par 


Gi) n > 0, n impar 
(iv) n < 0, n impar 


(v) n < 0, n par 


Luego use estos trazos para encontrar los límites siguientes. 


(a) lím x” (b) lím x” 
x>0+ x>0 
(c) lím x” (d) lím x” 


x—>0 


Encuentre una fórmula para una función f que satisfaga las 
condiciones siguientes: 


lim f09=0, Imf0)=-=x, f0)=0, 


lím f(x) = %, 


123" 


lím 0) = -> 


Determine una fórmula para una función que tiene 
asíntotas verticales x = 1 y x = 3 y asíntota horizontal 
y=1. 

Una función f es un cociente de funciones cuadráticas y 
tiene una asíntota vertical x = 4 y una intersección con 
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el eje x en x = 1. Se sabe que f tiene una discontinuidad 
removible en x = —1 y lím,.> -, f(x) = 2. Evalúe 


(a) f0) (b) lím f) 


60-64 Determine los límites cuando x — % y cuando x —> —oo, 
Utilice esta información junto con las intersecciones para trazar 
la gráfica como en el ejemplo 12. 


60. 
62. 
63. 
64. 


y =2x? — x* 61. y =x — xí 
y = xx + 2)Ux — 1) 
y=8=x200 xP 3" 


y = xx? — 1)Ux + 2) 


65. 


67. 


68. 


69. 


M 66. 


(a) Utilice el teorema de la compresión para evaluar 
sen x 


lím 
>.  x 

(b) Trace la gráfica de f(x) = (sen x) /. x. ¿Cuántas veces 
cruza la gráfica la asíntota? 


Por el comportamiento en los extremos de una función se 

entiende una descripción de lo que sucede con sus valores 

x —> œ% y cuando x > —o, 

(a) Describa y compare el comportamiento en los extremos 
de las funciones 


P(x) = 3x% — 5x* + 2x Q(x) = 3x5 


al trazar la gráfica de las dos funciones en los rectán- 
gulos de vista [—2, 2] por [—2, 2] y [—10, 10] por 
[—10 000, 10 000]. 

(b) Se dice que dos funciones tienen el mismo comporta- 
miento en los extremos si su cociente tiende a 1 cuando 
x >, Demuestre que P y Q tienen el mismo compor- 
tamiento final en los extremos. 


Determine lím,.>.. f(x) si, para toda x > 1, 


S/x 
de =1 


(a) Un depósito contiene 5000 / de agua pura. Se bombea 
salmuera que contiene 30 g de sal por litro de agua al 
depósito a una rapidez de 25 1/ min. Demuestre que la 
concentración de sal £ minutos después (en gramos por 
litro) es 


10e* — 21 


T <fl < 


301 


CO = 00 +1 


(b) ¿Qué sucede con la concentración cuando x — 00? 


En el capítulo 9 se demostrará que, bajo ciertas hipótesis, 
la velocidad v(t) de una gota de lluvia que cae, en el 
instante f, es 

(e) =w*(1 — e 797”) 


donde g es la aceleración debida a la gravedad y v* es la 

velocidad terminal de la gota de lluvia. 

(a) Encuentre lím,» v(£). 

(b) Trace la gráfica de v(t) si v* = 1 m/s yg =9.8 m/s?, 
¿Cuánto tiempo transcurre para que la velocidad de la 
gota de agua alcance 99% de su velocidad terminal? 
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FE 70. (a) Al trazar la gráfica de y = e y y = 0.1 en una pan- 76. (a) ¿Qué tan grande se debe tomar x de manera que 
talla común, descubra cuánto tiene que aumentar x de 1 j Vx < 0.0001? 
modo que e < 0,1. 

(b) ¿Puede resolver el inciso (a) sin un dispositivo de grafi- 


1 . r 
(b) Tomando r = ; en el teorema 5, se tiene el enunciado 


cación? 1 
lím — = 0 
FS 71. Utilice una gráfica para determinar un número N tal que > lx 
3x? +1 B ; ili a 
si. BN entonces ÓN 15| < 0.05 Demuéstrelo directamente utilizando la definición 7. 
1 
72 72. Para el límite 77. Utilice la definición 8 para demostrar que lím —=0. 
. x>-.% y 
y 1=3x 
lím === = -3 e o , 
x>% Jx? + 1 78. Demuestre, utilizando la definición 9, que lím xX? = oo, 


ilustre la definición 7 mediante la determinación de valores 
de N que correspondan a e = 0.1 y e = 0.05. 


FA 73. Para el límite 


79. Utilice la definición 9 para demostrar que lím e* = oo, 


80. Formule una definición precisa de 


sa F 1 a AS 


ilustre la definición 8 mediante la determinación de valores 
de N que correspondan a e = 0.1 y e = 0.05. Luego utilice su definición para demostrar que 


FA 74. Para el límite 


lím (1 +) = ~% 
lím yxlnx = œ% 
Ai 81. (a) Demuestre que 
ilustre la definición 9 mediante la determinación de un valor j j 
de N que corresponda a M = 100. lím fœ) = ím $1/0 
75. (a) ¿Qué tan grande se tiene que hacer x para que i 
1/x < 0.0001? y Jím $60 = lím $/0 


(b) Tomando r = 2 en el teorema 5, se tiene el enunciado 
si estos límites existen. 


lím — = 0 (b) Utilice el inciso (a) y el ejercicio 65 para encontrar 
15% y? 
Demuéstrelo directamente utilizando la definición 7. lím x sen E 
E e X 


2.7 Derivadas y razones de cambio 


El problema de encontrar la recta tangente a una curva y el problema de encontrar 
la velocidad de un objeto implican encontrar el mismo tipo de límite, como se vio en la 
sección 2.1. Este tipo especial de límite se denomina derivada y se puede interpretar 
como una razón de cambio en las ciencias naturales o sociales y en ingeniería. 


E Tangentes 

Si una curva C tiene la ecuación y = f(x) y uno quiere encontrar la recta tangente a C 
en el punto P(a, f(a)), entonces considere un punto cercano Q(x, f(x)), donde x 4% a, y 
calcule la pendiente de la recta secante PO: 


O) 


PQ 
xa 


Luego, acerque Q a P a lo largo de la curva C, haciendo que x tienda a a. Si m,, tiende a un 
número m, entonces se define la tangente t como la recta que pasa por P con pendiente m. 
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YA (Esto equivale a decir que la recta tangente es la posición límite de la recta secante PQ 
cuando O tiende a P. Véase la figura 1.) 


(1) Definición La recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P(a, f(a)) es la 
recta que pasa por P con pendiente 


1 LOS 
m 1m 


x>a x= a 


siempre que este límite exista. 


En nuestro primer ejemplo, se confirma la suposición que se hizo en el ejemplo 2.1.1. 


EJEMPLO 1 Encuentre la ecuación de la recta tangente a la parábola y = x? en el 
punto P(1,1). 


SOLUCIÓN En este caso, a = 1 y f(x) = x°, de modo que la pendiente es 


e REJAS 
m = lím lím 
> x= xl x= 1 
FIGURA 1 
vo = Mr + 1) 
= lím 
> x— |1 


=lím(x+1)=1+1=2 


Forma punto-pendiente para una recta Con la forma punto-pendiente de la ecuación de la recta, se encuentra que la ecuación 


que pasa por el punto (x,, y) con pen- de la recta tangente en (1, 1) es 
diente m: 

yy, = Mx) y-=1=2x-1) o y=2x-1 f] 
Visual 2.7 muestra una ani- A veces se hace referencia a la pendiente de la recta tangente a una curva en un 
mación de la figura 2. punto como la pendiente de la curva en el punto. La idea es que, si uno se acerca lo 


suficiente al punto, la curva parece una línea recta. En la figura 2 se ilustra este proce- 
dimiento para la curva y = x? del ejemplo 1. Cuanto más se acerque uno, tanto más la 
parábola se parece a una recta. En otras palabras, la curva casi se vuelve indistinguible 
de su recta tangente. 


1.3 1.1 


2 0.5 1.5 0.9 


FIGURA 2 Acercamiento hacia el punto (1, 1) de la parábola y = x? 
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O(a+h, fía + h)) 


FIGURA 3 


FIGURA 4 


posición al posición al 


tiempot=a  tiempot=aw+h 


0 — S 
fla +h)= fía) 

k— fla) —> 

| fla=+h) >| 


FIGURA 5 


Existe otra expresión para la pendiente de la recta tangente que a veces es más fácil 
de usar. Si h = x — a, en este caso x = a + h, entonces la pendiente de la recta secante 
PQ es 


_ fa +h) -fa 
h 


Mpo 


(Véase la figura 3, donde se ilustra lo que pasa cuando h > 0 y Q está a la derecha de P. 
Sin embargo, si h < 0, O estaría a la izquierda de P.) 

Observe que conforme x se aproxima a a, h se acerca a O (puesto que h = x — a) y por 
ello la expresión de la pendiente de la recta tangente, en la definición 1, se convierte en 


el n-m EtA 


h=0 h 


EJEMPLO 2 Encuentre una ecuación de la recta tangente a la hipérbola y =3/x, en el 
punto (3, 1). 


SOLUCIÓN Sea f(x) = 3/, x. Entonces, de acuerdo con la ecuación 2, la pendiente de la 
tangente en (3, 1) es 


- JG +h) O) 


m = lím 
h=0 h 
3 3-(3+h) 
3+h 3+h 
= lím lím 
h=0 h h=>0 h 
y —h i 1 1 
= lím lím 
h>0 h3 +h) h0 3+h 3 


Por tanto una ecuación de la tangente en el punto (3, 1) es 
y=1=-Hx-—3) 
que se simplifica a x+3y-6=0 


En la figura 4 se muestra la hipérbola y su tangente. E 


B Velocidades 


En la sección 2.1 se investigó el movimiento de una pelota que se dejó caer desde 
la Torre CN, y se definió su velocidad como el límite del valor de las velocidades pro- 
medio sobre períodos de tiempo cada vez más cortos. 

En general, suponga que un objeto se mueve a lo largo de una línea recta, de 
acuerdo con una ecuación del movimiento s = f(t), donde s es el desplazamiento 
(distancia dirigida) del objeto respecto al origen, en el tiempo t. La función f que des- 
cribe el movimiento se conoce como función de posición del objeto. En el intervalo 
de tiempo t = aat = a + h, el cambio en la posición es f(a + h) — f(a). (Véase la 
figura 5.) 


Qla +h, fía + h)) 
P(a, f(a)) 
h 
0 a a+h 7 
_ fa +h) - fia) 
Mpo = n 
velocidad promedio 
FIGURA 6 


Recuerde, de la sección 2.1, que la dis- 
tancia (en metros) que recorre la pelota 


cayendo después de ź segundos es 4.9%. 
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La velocidad promedio en este intervalo de tiempo es 


; f desplazamiento f(a — h) — f(a) 
velocidad promedio = - = 
tiempo h 


que es lo mismo que la pendiente de la recta secante PQ en la figura 6. 

Suponga ahora que calcula las velocidades promedio sobre intervalos de tiempo 
[a, a + h] más y más cortos. En otras palabras, haga que A tienda a 0. Como en el ejem- 
plo de la pelota que cae, se definió la velocidad (o velocidad instantánea) v(a) en el 
instante £ = a como el límite de estas velocidades promedio: 


(3) v(a) = lím 


Esto significa que la velocidad en el instante £ = a es igual a la pendiente de la recta 
tangente en P (compare las ecuaciones 2 y 3). 
Ahora que sabe calcular límites, considere nuevamente el problema de la pelota que cae. 


EJEMPLO 3 Suponga que se deja caer una pelota desde la plataforma superior de 
observación de la Torre CN, a 450 m sobre el nivel del suelo. 

(a) ¿Cuál es la velocidad de la pelota después de 5 segundos? 

(b) ¿Con qué rapidez cae cuando choca contra el suelo? 


SOLUCIÓN Se necesita encontrar la velocidad cuando £ = 5 y cuando la pelota golpea 
el suelo, de tal manera que es conveniente determinar la velocidad en un tiempo 
general f. Usando la ecuación de movimiento s = f(t) = 4.9£, se tiene 


ft+h-fÒ ,  49(t+h)? - 4.96? 
7 = lím 


v(t) = lím lím ; 


h=>0 


 4.90( + 21th + h? - 1?)  4.9(2th + h?) 
= lím = lím 
1=>0 h h—>0 h 


~ 49h(2t + h) 
= lím — 


h—>0 h 


lím 4.9(2t + h) = 9.81 


(a) La velocidad después de 5 segundos es v(5) = (9.8)(5) = 49 m/s. 


(b) Puesto que la plataforma de observación está a 450 m sobre el nivel del suelo, la 
pelota chocará contra el suelo en el instante t, cuando s(t) = 450; es decir, 


4.91? = 450 


Esto da 
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f'(a) se lee “f prima de a”. 


Las definiciones 4 y 5 son equivalentes, 
así que se puede usar cualquiera de 

los dos para calcular la derivada. En 

la práctica, la definición 4 conduce a 
menudo a cálculos más simples. 


Por tanto, la velocidad de la pelota cuando choca contra el suelo es 


450 450 
=; = 94 
e, [£20) TE mys 5 


Se ha visto que para determinar la pendiente de una recta tangente (ecuación 2) o la 
velocidad de un objeto (ecuación 3) surge la misma clase de límite. De hecho, límites 
de la forma 


E Derivadas 


tí Tath -fo 
im 


h=0 h 


surgen cuando se calcula una razón de cambio en cualquiera de las ciencias o en inge- 
niería, tal como la velocidad de reacción en química o un costo marginal en economía. 
Ya que esta clase de límite se presenta muy a menudo, se le da un nombre y una notación 
especial. 


(4) Definición La derivada de una función f en un número a, denotada por 


f'(a), es 


fla + h) — fla) 
h 


fa) = lím 


si este límite existe. 


Si se escribe x = a + h, entonces h = x — a y h tiende a 0 si y solo si x tiende a a. Por 
consiguiente, una manera equivalente de expresar la definición de la derivada, como se 
vio en la búsqueda de rectas tangentes, es 


[5] f'(a) = lím P= fa 


x>a x= 4 


EJEMPLO 4 


Encuentre la derivada de la función f(x) = x? — 8x + 9 en el número a. 


SOLUCIÓN De la definición 4 se tiene 


Fla + h) — fla) 
m 


h=0 h 


[(a + hy — 8(a + h) + 9] — [a° — 8a + 9] 
= lím 
h=>0 h 


a? + 2ah + k? — 8a — 8h + 9 — a° + 8a — 9 


= lím 
h>0 h 
~ 2ah+ k’ — 8h 7 

= lím = lím (2a + h — 8) 
h=0 h h=>0 


y 
y=x2-8x+9 
0 x 
(3,6) 
y=-2x 
FIGURA 7 
YA i fa) 
P(x, fx) 
N 


Ax 


l 
| 
| 
0 Xx 


| 

| 

| 
1 X2 
razón de cambio promedio = mpo 


razón de cambio instantánea = 
pendiente de la tangente en P 


FIGURA 8 


SECCIÓN 2.7 Derivadas y razones de cambio 145 


Se define la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P(a, f(a)) como la recta que 
pasa por P y tiene pendiente m, dada por la ecuación 1 o 2. Ya que, por la definición 4, 
esta es la misma que la derivada f'(a), se puede decir lo siguiente. 


La recta tangente a y = f(x) en (a, f(a)) es la recta que pasa por (a, f(a)) cuya pen- 
diente es igual a f'(a), la derivada de f en a. 


Si utiliza la forma punto-pendiente de la ecuación de la recta, se puede escribir la 
ecuación de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto (a, f(a)): 


y = fla) = fala — a) 


EJEMPLO 5 Encuentre la ecuación de la recta tangente a la parábola y = x? — 8x + 9 
en el punto (3, —6). 


SOLUCIÓN Del ejemplo 4 se sabe que la derivada de f(x) = x?— 8x + 9 en el 
número a es f'(a) = 2a — 8. Por tanto, la pendiente de la recta tangente en (3, —6) es 
FG) = 23) — 8 = —2. Por lo que la ecuación de la recta tangente, que se muestra en 
la figura 7, es 


y= (6) =(C2x-3) o y=-2x m 


E Razones de cambio 


Suponga que y es una cantidad que depende de otra cantidad x. Así, y es una función de 
x y se expresa como y = f(x). Si x cambia de x, a x,, entonces el cambio en x (también 
conocido como incremento de x) es 
Ax =x — x1 
y el cambio correspondiente en y es 
Ay = f(x2) — f(x) 


El cociente de diferencias 


Ay _ fx) — fx) 


Ax X2 — X1 


se llama razón de cambio promedio de y con respecto a x sobre el intervalo [x,, x,], 
y se puede interpretar como la pendiente de la recta secante PO en la figura 8. 

Por analogía con la velocidad, se considera la razón de cambio promedio en inter- 
valos cada vez más pequeños haciendo que x, tienda a x, y, por tanto, haciendo que Ax 
tienda a 0. El límite de estas razones de cambio promedio se llama razón de cambio 
(instantánea) de y con respecto a x en x,, que se interpreta (al igual que en el caso de 
la velocidad) como la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x) en P(x,, fœ): 


Fo) — f(x) 


z Bang r , y P 
(6) Razón de cambio instantánea = lím = lím 
Ax=>0 Ax XxxX Xa Xi 


Se reconoce este límite como la derivada Fœ. 
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=] 
=y 


FIGURA 9 
Los valores de y cambian rápidamente 
en P y lentamente en Q. 


Aquí se está suponiendo que la función 
costo se comporta bien; es decir, que 
C(x) no oscila muy rápido cerca de 

x = 1000. 


Se sabe que una interpretación de la derivada f'(a) es como la pendiente de la 
recta tangente a la curva y = f(x) cuando x = a. Ahora se tiene una segunda inter- 
pretación: 


La derivada f'(a) es la razón de cambio instantánea de y = f(x) respecto a x 
cuando x = a. 


La conexión con la primera interpretación es que si dibuja la curva y = f(x), entonces 
la razón de cambio instantánea es la pendiente de la recta tangente a esta curva en el 
punto donde x = a. Esto significa que cuando la derivada es grande (y, en consecuencia, 
la curva es pronunciada, como en el punto P de la figura 9), los valores de y cambian 
rápidamente. Cuando la derivada es pequeña, la curva es relativamente plana (como en 
el punto Q), y el valor de y cambia lentamente. 

En particular, si s = f(t) es la función posición de una partícula que se mueve a lo 
largo de una línea recta, entonces f'(a) es la razón de cambio del desplazamiento s res- 
pecto al tiempo t. En otras palabras, f (a) es la velocidad de la partícula en el tiempo 
t = a. La rapidez de la partícula es el valor absoluto de la velocidad, es decir, | f'(a) |: 

En el siguiente ejemplo se analiza el significado de la derivada de una función que 
está definida verbalmente. 


EJEMPLO 6 Un fabricante produce un rollo de un tejido con ancho fijo. El costo de 
producir x metros de este tejido es de C = f(x) dólares. 

(a) ¿Cuál es el significado de la derivada f'(x)? ¿Cuáles son sus unidades? 

(b) En términos prácticos, ¿qué significa decir que f (1000) = 9? 

(c) ¿Cuál piensa que es más grande f'(50) o f' (500)? ¿Qué hay respecto a f'(5000)? 


SOLUCIÓN 
(a) La derivada f'(x) es la razón de cambio instantánea de C respecto a x, es decir, f'(x) 
significa la razón de cambio del costo de producción respecto al número de metros pro- 
ducidos. (Los economistas llaman a esta rapidez de cambio costo marginal. Esta idea 
se analiza con más detalle en las secciones 3.7 y 4.7.) 

Ya que 


a AC 
Fus m, e 


las unidades de f'(x) son las mismas que las unidades del cociente de diferencias 
AC / Ax. Puesto que AC se mide en dólares y Ax en metros, las unidades para f'(x) son 
dólares por cada metro. 


(b) La afirmación f'(1000) = 9 significa que, después de fabricar 1000 metros de 
tejido, la cantidad a la cual se incrementa el costo de producción es de $9/ m. (Cuando 
x = 1000, C se incrementa 9 veces más rápido que x.) 

Dado que Ax = 1 es pequeño si se le compara con x = 1000, podría usarse la aproxi- 
mación 


AC AC 
f'(1000) ~ =—— = === AC 
Ax 


y se dice que el costo de fabricación del 1000-ésimo metro (o del 1001) es de casi 9 
dólares. 


(c) La razón a la cual se incrementa el costo de producción (por metro) probablemente 
es inferior cuando x = 500 que cuando x = 50 (el costo de fabricación del 500-ésimo 


t D(t) 
1994 414.0 
1996 469.5 
1998 467.3 
2000 456.4 
2002 442.3 


Una nota sobre unidades 

Las unidades de la razón de cambio 
promedio AD/At son las unidades de 
AD divididas entre las unidades de Art, 
o sea, miles de millones de dólares por 
cada año. La razón de cambio instan- 
tánea es el límite de la razón de cambio 
promedio, por lo que se mide en las 
mismas unidades: miles de millones de 
dólares por cada año. 
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metro es menor que el costo del 50-ésimo) debido a la escala económica. (El fabricante 
hace más eficiente el uso de los costos de producción fijos.) De manera que 


F'(50) > f'(500) 


Pero, conforme se expande la producción, el resultado de la operación a gran escala 
será ineficiente y posiblemente existan costos por horas extra de trabajo. En estos 
términos, es posible que la razón de aumento de los costos empezará con el tiempo a 
subir. De este modo, es posible que suceda que 


f"(5000) > £'(500) a 


En el ejemplo siguiente se calcula la razón de cambio de la deuda nacional respecto 
al tiempo. En este caso, la función no se define mediante una fórmula sino con una tabla 
de valores. 


EJEMPLO 7 Sea D(t) la deuda nacional canadiense en el tiempo t. La tabla en el 
margen da valores aproximados de esta función calculados a mitad de año, en miles 
de millones de dólares, para distintos valores entre 1994 y 2002. Interprete y calcule el 
valor de D*(1998). 


SOLUCIÓN La derivada D*(1998) significa la razón de cambio de D respecto a t cuando 
t = 1998, es decir, la razón de incremento de la deuda nacional en 1998. 
De acuerdo con la ecuación 5, 


l © DÐ — D(1998) 
D'(1998) = lím, — T998 


Por lo que calcule y tabule los valores del cociente de diferencias (la razón de cambio 
promedio) como sigue. 


t Intervalo de tiempo| Razón de cambio promedio = PUES EAS) 
== IOW 
1994 [1994, 1998] 13.3 
1996 [1996, 1998] 1.1 
2000 [1998, 2000] -5.5 
2002 [1998, 2002] -6.3 


A partir de esta tabla se ve que D’(1998) se localiza en alguna parte entre — 1.1 y 
—5.5 miles de millones de dólares por cada año. [En este caso, está haciendo la supo- 
sición razonable de que la deuda no fluctuó de manera errática entre 1998 y el 2000.] 
Se estima que la razón de incremento de la deuda nacional de Canadá en 1998 fue el 
promedio de estos dos números, específicamente 


D'(1998) = —3.3 miles de millones de dólares por cada año. 


El signo menos significa que la deuda fue disminuyendo con el tiempo. 
Otro método sería una gráfica de la función deuda y calcular la pendiente de la recta 
tangente cuando £ = 1998. E 


En los ejemplos 3, 6 y 7 aparecen tres casos específicos de razones de cambio: la 
velocidad de un objeto es la razón de cambio del desplazamiento respecto al tiempo; 
el costo marginal es la razón de cambio del costo de producción respecto al número de 
artículos producidos; la razón de cambio de la deuda respecto al tiempo es de interés en 
la economía. Existen otras razones de cambio: en física, la razón de cambio de trabajo 
respecto al tiempo se llama potencia. Los químicos que estudian una reacción química 
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están interesados en la razón de cambio de la concentración de un reactivo con respecto 
al tiempo (llamada velocidad de reacción). Un biólogo se interesa en la razón de cam- 
bio de la población de una colonia de bacterias respecto al tiempo. De hecho, el cálculo 
de razones de cambio es importante en todas las ciencias naturales, en la ingeniería, e 
incluso, en las ciencias sociales. En la sección 3.7 se darán más ejemplos. 

Todas estas razones de cambio son derivadas y por tanto se pueden interpretar como 
pendientes de rectas tangentes. Esto le da un significado adicional a la solución del pro- 
blema de la tangente. Siempre que usted resuelve problemas en que intervienen rectas 
tangentes, no solo resuelve un problema de geometría. También se está resolviendo en 
forma implícita gran variedad de problemas de ciencias y de ingeniería, que implican 


razones de cambio. 


2.7 EJERCICIOS 


1. Una curva tiene la ecuación y = f(x). 
(a) Escriba una expresión para la pendiente de la recta 
secante que pasa por los puntos P(3, f(3)) y OGx, fœ). 
(b) Escriba una expresión para la pendiente de la recta 
tangente en P. 


FS 2. Trace la curva y = e en los rectángulos de vista [—1, 1] 
por [0, 2], [—0.5, 0.5] por [0.5, 1.5] y [—0.1, 0.1] por 
[0.9, 1.1]. ¿Qué nota acerca de la curva cuando hace un 
acercamiento hacia el punto (0, 1)? 


3. (a) Encuentre la pendiente de la recta tangente a la 
parábola y = 4x — x?en el punto (1, 3) 
(i) usando la definición 1 (ii) usando la ecuación 2 
(b) Encuentre la ecuación de la recta tangente del 
inciso (a). 

M (c) Trace la gráfica de la parábola y la recta tangente. 
Como verificación de su trabajo, haga un acercamiento 
hacia el punto (1, 3) hasta que la parábola y la recta 
tangente sean indistinguibles. 


4. (a) Encuentre la pendiente de la recta tangente a la curva 
y =x — x en el punto (1, 0) 
(i) usando la definición 1 (ii) usando la ecuación 2 
(b) Encuentre la ecuación de la recta tangente del inciso (a). 
M (c) Trace la curva y la recta tangente en rectángulos de 
vista cada vez más pequeños centrados en (1, 0) hasta 
que parezcan coincidir la curva y la recta. 


5-8 Encuentre la ecuación de la recta tangente a cada una de 
las curvas siguientes en el punto dado. 
5. y = 4x — 3x’, (2,-4) 6 y=x3?-3x+1, (2,3) 
2x +1 
=Z, (1,0) 


7. y=Vx, (1,1 8. ; 
y e (41) IS 


9. (a) Determine la pendiente de la recta tangente a la curva 
y =3 + 4x? — 2x + 3 en el punto donde x = a. 
(b) Determine las ecuaciones de las rectas tangentes en los 
puntos (1, 5) y (2, 3). 
M (c) Trace la gráfica de la curva y ambas rectas tangentes en 
una misma pantalla. 


10. (a) Determine la pendiente de la recta tangente a la curva 
y= 1/Vx en el punto donde x = a. 


(b) Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes en los 
puntos (1, 1) y (4, 5). 

(c) Trace la gráfica de la curva y ambas rectas tangentes en 
una misma pantalla. 


11. (a) Una partícula empieza moviéndose a la derecha a lo 
largo de una recta horizontal; la gráfica de su función 
posición se muestra enseguida. ¿Cuándo se mueve 
la partícula a la derecha? ¿Cuándo a la izquierda? 
¿Cuándo permanece inmóvil? 

(b) Trace una gráfica de la función velocidad. 


s (metros) T 
A 


> 
6 t(segundos) 


12. Se muestran las gráficas de las funciones posición de 
dos corredoras, A y B, quienes compiten en los 100 m y 
terminan en empate. 


s (metros) A 
80 
EA o 
ESana o 
0 4 8 12 t (segundos) 


(a) Describa y compare cómo desarrollaron la carrera las 
competidoras. 

(b) ¿En qué momento hay la mayor distancia entre las 
competidoras? 

(c) ¿En qué momento tienen la misma velocidad? 


13. Si una pelota se lanza al aire verticalmente hacia arriba, 
con una velocidad de 10 m/ s, su altura (en metros) una vez 
que transcurren f segundos está dada por y = 101 — 4.9. 
Encuentre la velocidad cuando t = 2. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


Si se lanza una roca verticalmente hacia arriba en el planeta 

Marte con una velocidad de 10 m/ s, su altura (en metros) 

después de f segundos está dada por H = 101 — 1.86%. 

(a) Encuentre la velocidad de la roca después de un 
segundo. 

(b) Encuentre la velocidad de la roca cuando t = a. 

(c) ¿Cuándo caerá la roca a la superficie? 

(d) ¿Con qué velocidad chocará la roca contra la 
superficie? 


El desplazamiento (en metros) de una partícula que 

se mueve en línea recta está dado por la ecuación de 
movimiento s = 1/2, donde t se mide en segundos. 
Encuentre la velocidad de la partícula en los instantes t = a, 
t =1,t =2 y t =3. 


El desplazamiento (en metros) de una partícula que se 
mueve en línea recta está dado por s = ? — 81 + 18, donde 
t se mide en segundos. 

(a) Encuentre la velocidad promedio en cada intervalo de 


tiempo: 
O [B,4] Gi) [3.5, 4] 
(ii) [4, 5] (iv) [4, 4.5] 


(b) Encuentre la velocidad instantánea cuando t = 4. 

(c) Trace la gráfica de s como función de ż y trace las rectas 
secantes cuyas pendientes son las velocidades promedio 
en el inciso (a). Luego, dibuje la recta tangente cuya 
pendiente es la velocidad instantánea en el inciso (b). 


Para la función g cuya gráfica está dada, reordene los 
números siguientes en orden creciente y explique su 
razonamiento. 


0  g(-2) g0) ga)  g(4) 
YA 
y=yglx) — 
i ] i i i > 
a N12 3 4 * 


Se muestra la gráfica de una función f. 

(a) Encuentre la razón de cambio promedio de fen el inter- 
valo [20, 60]. 

(b) Identifique un intervalo en el que la razón de cambio 
promedio de fes 0. 

(c) ¿Qué intervalo da una mayor razón de cambio, [40, 60] 
o [40, 70]? 

$(40) — £(10) 

40 — 10 
mente este valor? 


(d) Calcule ¿qué representa geométrica- 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 
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Para la gráfica de la función f del ejercicio 18: 
(a) Calcule el valor f'(50). 
(b) ¿Es f'(10) > f'(30)? 

F(80) — (40) 
80 — 40 
Encuentre una ecuación de la recta tangente a la gráfica de 

y = g(x) en x = 5 si g(5) = —3 y g (5) = 4. 


(c) ¿Es f'(60) > ? Explique su respuesta. 


Si una ecuación de la recta tangente a la curva y = f(x) en el 
punto donde a = 2 es y = 4x — 5, encuentre f(2) y f'Q). 


Si la recta tangente a y = f(x) en (4, 3) pasa a través del punto 
(0, 2), encuentre f(4) y f'(4). 


Trace la gráfica de una función f para la cual f(0) = 0, 
HO0=3P0)=0yF0)=-1, 


Trace la gráfica de una función g para la cual 


g0) = g(2) = g(4) = 0,91) =9'G) =0, 
g'(0) = g'(4) = 1,9'(2) = —1, ím, >= g(x) = © y 
ím: >-< g(x) = —%. 


Trace la gráfica de una función g que es continua en su 
dominio (—5, 5) y donde g(0) = 1, g'(0) = 1, g'(—2) = 0, 
lím,—-5+ g(x) = % y lím,- g(x) = 3. 


Trace la gráfica de una función f donde el dominio es (—2, 2), 
fF'(0) = —2, lím,,- f(x) = %, fes continua en todos los 
números dentro de su dominio excepto en +1, y fes impar. 


Si fœ) =3x1 — xX, encuentre f'(1) y utilícela para encontrar 
la ecuación de la recta tangente a la curva y = 31? — xen el 
punto (1, 2). 


Si g(x) = x* — 2 encuentre g'(1) y utilícela para encontrar 
la ecuación de la recta tangente a la curva y = x* — 2 en el 
punto (1, —1). 


(a) Si F(x) = 5x/ (1 + x), encuentre F'(2) y utilícela para 
encontrar la ecuación de la recta tangente a la curva 
y= Sx/(1 + x?) en el punto (2, 2). 

(b) Ilustre el inciso (a) al trazar la gráfica de la curva y la 
recta tangente en la misma pantalla. 


(a) Si G(x) = 4x? — xX, encuentre G'(a) y utilícela para 
encontrar las rectas tangentes a la curva y = 4x? — xen 
los puntos (2, 8) y (3, 9). 

(b) Ilustre el inciso (a) al trazar la gráfica de la curva y las 
rectas tangentes en la misma pantalla. 


31-36 Encuentre f'(a). 


31. 


33. 


35. 


f(x) = 3x? — 4x +1 32. f()=2 +t 


ro = 2 34, fo) =a 
f()=y1=2x jue. = 


vi-x 


37-42 Cada uno de los límites siguientes representa la derivada 
de alguna función f en algún número a. Establezca una f y una a 
en cada caso. 


37. 


= y9+h-3 T 
lim ——— 


h=0 h h=0 1 
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39. 


41. 


a 4 
6 E 
lim ———— 40. lím i 
2 y= 2 >ik x— y 
cos(m + h) + 1 sen — $ 
lím —~~~~ — 42. ím 2 
h>0 h o>"/6 O0 — 1/6 


43-44 Una partícula se desplaza a lo largo de una línea recta 
con ecuación de movimiento s = f(t), donde s se mide en 
metros y t en segundos. Encuentre la velocidad y la rapidez 
cuando í = 4. 


43. 


45 


a L g 
f = 80t — 6t ELi 


44. f(ù = 10 + 


45. 


46. 


47. 


Una lata de gaseosa tibia se pone a enfriar en un refrigera- 
dor. Trace la gráfica de la temperatura de la gaseosa como 
función del tiempo. ¿La razón de cambio inicial de la tem- 
peratura es mayor o menor que la razón de cambio después 
de una hora? 


Se saca un pavo asado del horno cuando su temperatura 

ha alcanzado 85 °C y se coloca sobre la mesa de un cuarto 
donde la temperatura es de 24 °C. En la gráfica se muestra 
cómo disminuye la temperatura del pavo y, finalmente, tiende 
a la temperatura del cuarto. Por medio de la medición de la 
pendiente de la recta tangente, calcule la razón de cambio de 
la temperatura después de una hora. 


T (°C) A 
80 


40 


> 
30 60 90 120 150 ż (min) 


o 
© 


Investigadores midieron la concentración promedio de alco- 
hol en la sangre C(t) de ocho hombres comenzando después 
de una hora del consumo de 30 ml de etanol (correspondiente 
a dos bebidas alcohólicas). 


t (horas) 1.0 | 15 | 20 | 25 | 3.0 


C(t) (mg/mL) | 0.33 | 0.24 | 0.18 | 0.12 | 0.07 


(a) Encuentre la razón de cambio promedio de C con respecto 
a t para cada intervalo de tiempo: 
© [1.0, 2.0] (ii) [1.5, 2.0] 
(ii) [2.0, 2.5] (iv) [2.0, 3.0] 
En cada caso, incluya las unidades. 
(b) Calcule la razón de cambio instantánea en 1 = 2 e inter- 
prete su resultado. ¿Cuáles son las unidades? 
Fuente: Adaptado de P. Wilkinson et al., “Pharmacokinetics of Ethanol after 


Oral Administration in the Fasting State”, Journal of Pharmacokinetics and 
Biopharmaceutics 5 (1977): 207-224. 


48. 


49. 


50. 


51. 


En la tabla se proporciona el número N de establecimientos 
de una popular cadena de cafeterías. (Se dan los números de 
establecimientos al 1 de octubre.) 


Año | 2004 2006 2008 2010 2012 


N 8569 | 12,440 | 16,680 | 16,858 | 18,066 


(a) Determine la tasa promedio de crecimiento 
Gi) de 2006 a 2008 
Gi) de 2008 a 2010 
En cada caso incluya las unidades. ¿Qué concluye? 
(b) Calcule la razón de crecimiento instantánea en 2010 
considerando el promedio de dos razones de cambio 
promedio. ¿Cuáles son sus unidades? 
(c) Calcule la razón de crecimiento instantánea en 2010 
midiendo la pendiente de una recta tangente. 


La tabla muestra el número de pasajeros P que llegaron a 
Irlanda por aire, en millones. 


Año 2001 2003 2005 2007 2009 


P 8.49 9.65 11.78 | 14.54 | 12.84 


(a) Encuentre la tasa promedio de incremento de P 
(1) de 2001 a 2005 (11) de 2003 a 2005 
(111) de 2005 a 2007 


En cada caso, incluya las unidades. 

(b) Calcule la razón de crecimiento instantánea en 2005 
tomando el promedio de dos razones de cambio prome- 
dio. ¿Cuáles son sus unidades? 


La tabla muestra valores de la carga viral V(1) en el paciente 
303 con viH, medido en copias de ARN / mL, £ días después 
de que se comenzó con el tratamiento ABT-538. 


t 4 8 11 15 22 


V(t) 53 18 9.4 5.2 3.6 


(a) Encuentre la razón de cambio promedio de V con 
respecto a f£ en cada intervalo de tiempo: 
G) [4,11] Gi) [8, 11] 
Gii) [11, 15] Gv) [11,22] 
¿Cuáles son las unidades? 
(b) Estime e interprete el valor de la derivada V'(11). 


Fuente: Adaptada de D. Ho et al., “Rapid Turnover of Plasma Virions and 
CD4 Lymphocytes in HIV-1 Infection”, Nature 373 (1995): 123-126. 


El costo (en dólares) de producir x unidades de cierto 
artículo es C(x) = 5000 + 10x + 0.05x?. 
(a) Encuentre la razón de cambio promedio de C con res- 
pecto a x, cuando cambia el nivel de producción: 
(1) dex =100 ax = 105 
Gi) dex = 100ax= 101 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


(b) Encuentre la razón de cambio instantáneo de C con res- 
pecto a x, cuando x = 100. (Esto se conoce como costo 
marginal. En la sección 3.7 se explica su significado.) 


Si un tanque cilíndrico contiene 100 000 litros de agua que se 
pueden drenar por el fondo del depósito en 1 h, entonces la 
ley de Torricelli da el volumen V del agua que queda después 
de £ minutos como 


2 


v(t) 5 100000(1 -4° 


Encuentre la rapidez con que fluye el agua hacia afuera del 
tanque (la razón de cambio instantáneo de V con respecto 

a t) como función de t. ¿Cuáles son sus unidades? Para los 
instantes £ = 0, 10, 20, 30, 40, 50 y 60 min, encuentre el 
gasto y la cantidad de agua que queda en el tanque. Resuma 
sus hallazgos en una frase o dos. ¿En qué instante el gasto es 
máximo? ¿Cuándo es mínimo? 


El costo de producir x kilogramos de oro a partir de una 

reciente mina de oro es C = f(x) dólares. 

(a) ¿Cuál es el significado de la derivada f'(x)? ¿Cuáles son 
sus unidades? 

(b) ¿Que significa el enunciado f'(50) = 36? 

(c) ¿Qué piensa usted: los valores de f'(x) se incrementarán 
o disminuirán en corto plazo? ¿Y a largo plazo? 
Explique. 


El número de bacterias después de £ horas en un experimento 

controlado de laboratorio es n = f(t). 

(a) ¿Cuál es el significado de la derivada f'(5)? ¿Cuáles son 
sus unidades? 

(b) Suponga que existe una cantidad de espacio y nutrientes 
para las bacterias. ¿Cree que es mayor f'(5) o f'(10)? 
Si se limita el suministro de nutrientes, ¿afectaría su 
conclusión? Explique. 


Sea H(t) el costo diario (en dólares) para acondicionar una 

oficina de un edificio cuando la temperatura exterior es de 

t grados Celsius. 

(a) ¿Qué significa H'(15)? ¿Cuáles son sus unidades? 

(b) ¿Esperaría que H'(15) fuera positiva o negativa? Explique 
su respuesta. 


La cantidad (en kilogramos) de un café en grano gourmet que 

vende una empresa a un precio de p dólares por kilogramo es 

0 = fip). 

(a) ¿Cuál es el significado de la derivada f'(8)? ¿Cuáles son 
sus unidades? 

(b) ¿Es f'(8) positivo o negativo? Explique su respuesta. 


La cantidad de oxígeno que se puede disolver en agua 

depende de la temperatura de esta. (De esa manera la conta- 

minación térmica influye en el contenido de oxígeno en el 

agua.) La gráfica muestra cómo varía la solubilidad S de 

oxígeno como una función de la temperatura del agua T. 

(a) ¿Cuál es el significado de la derivada S'(T)? ¿Cuáles son 
sus unidades? 
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(b) Calcule e interprete el valor de S'(16). 


SA (mg/L) 


> 
0 8 16 24 32 40 T(C) 


Fuente: C. Kupchella et al., Environmental Science: Living Within the 
System of Nature, 2a. ed. (Boston: Allyn and Bacon, 1989). 


58. La gráfica muestra la influencia de la temperatura T en la 
rapidez máxima sostenible de nado S del salmón Coho. 
(a) ¿Cuál es el significado de la derivada S'(T)? ¿Cuáles 
son sus unidades? 
(b) Calcule los valores de S'(15) y S'(25) e interprételos. 


SA (cm/s) 
m a 
I I ! I > 
y 10 20 TCC) 


59-60 Determine si f'(0) existe. 


1 
x sen — 


i six#0 
59. f(x) = 
0 six=0 
x’ sen — six#0 
60. f(x) = ; 
0 six=0 


FA 61. (a) Trace la gráfica de la función f(x) = sen x — sen(1000x) 
en el rectángulo de vista [—27r, 27r] por [—4, 4]. ¿Qué 
pendiente parece que tiene la gráfica en el origen? 

(b) Haga un acercamiento para la venta de vista [—0.4, 0.4] 
por [—0.25, 0.25] y calcule el valor de f'(0). ¿Esto 
concuerda con la respuesta del inciso (a)? 

(c) Ahora haga un acercamiento a la ventana de vista 
[—0.008, 0.008] por [—0.005, 0.005]. ¿Desea revisar 
su cálculo para f'(0)? 
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PROYECTO DEREDACCIÓN PRIMEROS MÉTODOS PARA ENCONTRAR TANGENTES 


La primera persona en formular explícitamente las ideas de límites y derivadas fue Sir Isaac 
Newton en la década de 1660. Pero Newton reconoció: “Si he visto más lejos que otros 
hombres, es porque he estado parado sobre los hombros de gigantes”. Dos de esos gigantes 
fueron Pierre Fermat (1601-1665) y el maestro de Newton en Cambridge, Isaac Barrow (1630- 
1677). Newton estaba familiarizado con los métodos que estos hombres habían aplicado para 
encontrar rectas tangentes, y los métodos de ambos tuvieron que ver con la formulación final 
del cálculo a la que llegó Newton. 

Las referencias siguientes contienen explicaciones de estos métodos. Lea una o varias de 
estas referencias y escriba un informe en que compare los métodos de Fermat o de Barrow 
con los métodos modernos. En particular, utilice el método de la sección 2.7 para encontrar la 
ecuación de la recta tangente a la curva y = x? + 2x en el punto (1, 3) y muestre cómo habrían 
resuelto Fermat o Barrow el mismo problema. Aunque usted usó derivadas y ellos no, indique 
las semejanzas entre los dos métodos. 


1. Carl Boyer y Uta Merzbach, A History of Mathematics (Nueva York: Wiley, 1989), 
pp. 389, 432. 


2. C. H. Edwards, The Historical Development of the Calculus (Nueva York: Springer-Verlag, 
1979), pp. 124, 132. 


3. Howard Eves, An Introduction to the History of Mathematics, 6a. ed. (Nueva York: Saunders, 
1990), pp. 391, 395. 


4. Morris Kline, Mathematical Thought from Ancient to Modern Times (Nueva York: Oxford 
University Press, 1972), pp. 344, 346. 


2.8 La derivada como una función 


En la sección anterior se consideró la derivada de una función f en un número fijo a: 


(1) fa) = lím fla + h) — fla) 


h=>0 h 


Ahora se cambiará el punto de vista y hará que el número a varíe. Si en la ecuación 1 
reemplaza a con una variable x, se obtiene 


A e ln fæ + h) - fo) 


Dado cualquier número x para el cual este límite existe, asigne a x el número f'(x). 
De modo que considere a f’ como una nueva función, llamada derivada de f y defi- 
nida por medio de la ecuación 2. Se sabe que el valor de f’ en x, f'(x), se puede inter- 
pretar geométricamente como la pendiente de la recta tangente a la gráfica de f en el 


punto (x, f(x)). 


FIGURA 1 


Visual 2.8 presenta una ani- 
mación de la figura 2 para diferentes 
funciones. 


FIGURA 2 
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La función f’ se conoce como derivada de f porque se ha “derivado” de f por medio 
de la operación de encontrar el límite en la ecuación 2. El dominio de f’ es el conjunto 
{x | f'Œ@) existe) y puede ser menor que el dominio de f. 


EJEMPLO 1 En la figura 1 se muestra la gráfica de una función f. Utilícela para dibu- 
jar la gráfica de la derivada f’. 


SOLUCIÓN Se puede calcular el valor de la derivada, en cualquier valor de x, trazando 
la tangente en el punto (x, f(x)) y estimando su pendiente. Por ejemplo, para x = 5, 
trace la recta tangente en P de la figura 2(a) y estime su pendiente alrededor de 5, 
por tanto, f'(5) = 1.5. Esto nos permite situar el punto P'(5, 1.5) en la gráfica de f’ 
directamente debajo de P. (La pendiente de la gráfica de f se convierte en el valor de 
y sobre la gráfica de f'.) Si repite este procedimiento en varios puntos, se obtiene la 
gráfica que se muestra en la figura 2(b). Observe que las tangentes en A, B y C son 
horizontales, de modo que la derivada es O ahí, y la gráfica de f’ cruza el eje x (donde 
y = 0) en los puntos A”, B’ y C’, directamente debajo de A, B y C. Entre A y B las 
tangentes tienen pendiente positiva, por lo que f'(x) es positiva ahí. (La gráfica está 
arriba del eje x.) Pero entre B y C las tangentes tienen pendiente negativa, de modo 
que f'(x) ahí es negativa. 


(a) 


(b) E 
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2 
2 
J 
| dl | 
2 j 
2 
FIGURA 3 
YA 
14 
A F 
(a) fa) = Vx 
YA 
14 
o > 
1 
b) f'(x) = — 
(b) f'(x) 2d 
FIGURA 4 


EJEMPLO 2 
(a) Si f(x) = xX — x, encuentre una fórmula para f'(x). 
(b) Ilustre esta fórmula comparando las gráficas de f y f’. 


SOLUCIÓN 

(a) Cuando se usa la ecuación 2 para calcular una derivada, hay que recordar que la 
variable es h y que x se considera temporalmente como una constante durante el cál- 
culo del límite. 


$) = lim LEADAO py LIN T A 


h=0 h h=0 h 


x? + 3x°h + 3xh? + h? — x- h-x? tx 
0 h 


BAH ah? + hm h 
lím 
h=>0 h 


= lím (3x? + 3xh + hk? — 1) = 3x? — 1 


(b) Use un dispositivo de graficación para trazar las gráficas de f y f' de la figura 3. 
Observe que f'(x) = 0 cuando f tiene tangentes horizontales y que f'(x) es positiva 
cuando las tangentes tienen pendientes positivas. De modo que estas gráficas sirven 
como comprobación de nuestro trabajo del inciso (a). Eal 


EJEMPLO 3 Si f(x) = yx, encuentre la derivada de f. Indique el dominio de f’. 


SOLUCIÓN 
DO fiera 
f'a) = lím + 
E a E Vx 
Eo h 


k (¡EA Vx+h+vVx 
= lím ] 
h yx + h + yx 


y (x+h=x h 


Z = lí — 
RRD h( Ix+h + Vx) n0 nh Vx +h + Vx) 


(Racionalice el numerador) 
h=>0 


1 1 1 
= lím = = 
h>0 Jx + h + Vx Vx + yx 2v/x 


Observe que f'(x) existe si x > O, de modo que el dominio de f’ es (0, 00). Este es, 
ligeramente menor que el dominio de f, que es [0, 00). a 


Compruebe que el resultado del ejemplo 3 es razonable observando las gráficas 
de f y f' en la figura 4. Cuando ~x está cerca de 0, Vx está cerca de 0, por tanto, 
fœ=1 / (2V/x) es muy grande, y esto corresponde a rectas tangentes muy pronuncia- 
das cerca de (0, 0) de la figura 4(a), y a valores grandes de f'(x) justo a la derecha de O 
en la figura 4(b). Cuando x es grande, f'(x) es muy pequeña, y esto corresponde a rectas 
tangentes más aplanadas en el extremo derecho de la gráfica de fy a la asíntota horizontal 
de la gráfica de f’. 


Leibniz 

Gottfried Wilhelm Leibniz nació en 
Leipzig, en 1646, y estudió leyes, 
teología, filosofía y matemáticas en 

la universidad local, donde se graduó 
de bachiller a los 17 años. Después de 
lograr su doctorado en leyes a la edad 
de 20, ingresó al servicio diplomático y 
pasó la mayor parte de su vida viajando 
por las capitales de Europa, en misiones 
políticas. En particular, trabajó para 
conjurar una amenaza militar francesa 
contra Alemania e intentó reconciliar a 
las Iglesias católica y protestante. 

Su estudio formal de las matemáticas 
no se inició sino hasta 1672, cuando se 
encontraba en una misión diplomática 
en París. Allí construyó una máquina 
para realizar cálculos y se encontró con 
científicos, como Huygens, quienes 
dirigieron su atención hacia los desa- 
rrollos más recientes en matemáticas 
y en ciencias. Leibniz se empeñó en 
desarrollar una lógica simbólica y un 
sistema de notación que simplificara el 
razonamiento lógico. En particular, su 
versión del cálculo, que publicó en 1684, 
estableció la notación y las reglas para 
encontrar derivadas que aún se usan en 
la actualidad. 

Por desgracia, en la década de 1690 
surgió una terrible disputa entre los 
seguidores de Newton y los de Leibniz 
acerca de quién había inventado el 
cálculo. Leibniz incluso fue acusado 
de plagio por los miembros de la Real 
Academia de Inglaterra. La verdad es 
que cada uno lo inventó por separado. 
Newton llegó primero a su versión del 
cálculo, pero —debido a su temor a la 
controversia—, no la publicó de inme- 
diato. Por tanto, el informe de Leibniz 
del cálculo en 1684 fue el primero en 
publicarse. 
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1 = 
EJEMPLO 4 Encuentre f' si f(x) = — 
2 ER 
SOLUCIÓN 
+ h) — f(x 
oia IET 
n=0 h 
1— (x+h) l=x 
~ 2+(x+h) 2+x 
= lím 
n=0 h 
~ A1=x-MQ+x-=(1-x10Q>+x+h) 
= lím 
h=>0 h(2 +x + h)(2 +x) 
2 Q=x=2h-=x*-xh-(Q2-x+h-= x?-— xh) 
= lím 
h—=>0 h(2 +x + h)(2 + x) 
K =3h K =3 3 
= lím = lím =-— z 
h>0 h(2 + x+ h)(2 +x) h>0 (2 +x + h2 +x) 2+x) E 


E Otras notaciones 


Si usa la notación tradicional y = f(x) para indicar que la variable independiente es 
x y la dependiente es y, entonces algunas otras notaciones comunes para la derivada 
son: 


dy _ df 
dx dx 


fu =y $0) = Df) = Dr 


Los símbolos D y d j dx se llaman operadores de derivación porque indican la operación 
de derivación, que es el proceso de calcular una derivada. 

El símbolo dy/ dx, introducido por Leibniz, no se debe considerar como una razón 
(por ahora); es sencillamente un sinónimo de f'(x). No obstante, es una notación útil 
y sugerente, en especial cuando se usa en la notación de incrementos. Con la ecuación 
2.7.6, se puede reescribir la definición de derivada en la notación de Leibniz en la 
forma 


dy Ay 


? 7 


1 
dx aSo Ax 


Si desea indicar el valor de una derivada dy/ dx en la notación de Leibniz en un número 
específico a, use la notación 


dy dy 
D, o ea 
dx x=a dx x=a 


que es un sinónimo para f'(a). La barra vertical significa “evaluar en”. 


El Definición Una función f es derivable en a si f'(a) existe. Es derivable en 
un intervalo abierto (a, b) [o (a, %) o (—%, a) o (—0, œ)] si es derivable en todo 
número del intervalo. 
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YA 
0 x 
@)y=fx)=|x| 
> 
1 
0 x 
= 
(b) y= f'(x) 


FIGURA 5 


EJEMPLO 5 ¿Dónde es derivable la función f(x) = |x|? 


SOLUCIÓN Si x > 0, entonces |x| = x y se puede elegir h suficientemente pequeño de 
modo que x + h > 0, de aquí que |x + A| = x + h. Por tanto, para x > 0 se tiene 


Lea] del 


Mi o (x+h)-x 
Fo = 1n m 


h 
= lím — = lím 1 = 1 
h—>0 h h=0 


y, por consiguiente, f es derivable para cualquier x > 0. 
De manera análoga, para x < 0 se tiene que |x| = —x y se puede elegir h suficien- 
temente pequeña para que x + h < 0 y, así, |x + h|= —(x + h). Por tanto, para x < 0, 


= lím 
h=0 h 


aa |x +h] -|x| —(x + h) — (=x) 
f(x) = lím , 


=h 
= lím — = lím (-1) = -1 
h>0 h h=0 


por lo que fes derivable para cualquier x < 0. 
Para x = O se debe investigar 


fO + h) = f0) 


rO = i 
+ h| = h 
= lím io 1 10] = lím | | (si existe) 
h=0 h h>0 h 


Calcule por separado los límites por la izquierda y por la derecha: 


lím —— = lím >= lím 1=1 

h—>0* h h=0* h h=>0+ 

li E le =11 
y e h a ar h E n = 


Puesto que estos límites son diferentes, f'(0) no existe. Así, f es derivable en toda x, 
excepto en x = 0. 
Una fórmula para f' está dada por 


rofi six>0 


six<0 


y su gráfica se muestra en la figura 5(b). El hecho de que f'(0) no exista se refleja geo- 
métricamente en el hecho de que la curva y = |x| no tiene una recta tangente en (0, 0). 
[Véase la figura 5(a).] a 


Tanto la continuidad como la derivabilidad son propiedades deseables para una fun- 
ción. El teorema siguiente muestra cómo se relacionan estas propiedades. 


(4) Teorema Si fes derivable en a, entonces fes continua en a. 


El Un aspecto importante de la 
solución de problemas es intentar en- 
contrar una conexión entre lo dado y lo 
desconocido. Consulte el paso 2 (Piense 
en un plan) en Principios para la resolu- 
ción de problemas, en la página 71. 
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DEMOSTRACIÓN Para demostrar que fes continua en a, se debe demostrar que 
lim, >. f(x)= f(a). Para esto empiece por probar que la diferencia f(x) — f(a) tiende a 0. 
La información dada es que f es derivable en a; es decir, 


fœ) — fla) 


xa 


f'(a) = lím: 


existe (véase la ecuación 2.7.5). Para relacionar lo dado con lo desconocido, divida y 
multiplique f(x) — f(a) por x — a (lo cual es posible cuando x 4 a): 


fx) — fla) = 


f -SIA ¿4 
x-a 


De este modo, si usa la ley del producto y la ecuación (2.7.5), se puede escribir 


wia- PEA 
x>a x>a P e y 
== a 
x>a Xx g x>a 
=f(a):0=0 


Para utilizar lo que se acaba de demostrar, se comienza con f(x) y se suma y se resta 


fa): 


lím f(x) = lím [f(a) + (FO) —F(0)) 


xa 


II 


lim f(a) + lím [£0) — f0] 
= f(a) + 0 = f(a) 


Por tanto, f es continua en a. o 


NOTA El inverso del teorema 4 es falso; es decir, hay funciones que son continuas, 
pero que no son derivables. Por ejemplo, la función f(x) = |x| es continua en x = 0 
porque 


lím f) = lím |x| = 0 = f(0) 


(Véase el ejemplo 2.3.7.) Pero en el ejemplo 5 se demostró que f no es derivable en 0. 


E ¿Cómo deja de ser derivable una función? 


En el ejemplo 5 se vio que la función y = |x| no es derivable en 0 y en la figura 5(a) se 
muestra que su gráfica cambia de dirección repentinamente cuando x = 0. En general, 
si la gráfica de una función f tiene “esquinas” o “picos”, la gráfica de f no tiene recta 
tangente en esos puntos y f no es derivable ahí. [Al intentar calcular f'(a), se encuentra 
que los límites por la izquierda y por la derecha son diferentes. ] 

El teorema 4 da otra forma en que una función no tiene derivada. Este dice que si f no 
es continua en a, entonces fno es derivable en a. Por lo que, en cualquier discontinuidad 
(por ejemplo, una discontinuidad de salto), f no es derivable. 


158 CAPÍTULO 2 Límites y derivadas 


YA 
recta tangente 
vertical 


¡cl 


FIGURA 6 


FIGURA 7 
Tres maneras para que f no 
sea derivable en a 


Una tercera posibilidad es que la curva tenga una recta tangente vertical cuando x = a; 
es decir, fes continua en a y 


lím | f()| = 


xa 


Esto significa que las rectas tangentes se vuelven más y más empinadas cuando x — a. 
En la figura 6 se muestra una forma en que esto puede suceder; la figura 7(c) muestra 
otra. Las tres posibilidades que se acaban de analizar se ilustran en la figura 7. 


yA YA YA 
> + > > 
0 a X 0 a Xx 0 a X 
(a) Una esquina (b) Una discontinuidad (c) Una tangente vertical 


Una calculadora graficadora o una computadora ofrecen otra manera de ver la deri- 
vabilidad. Si f es derivable en a, entonces, con un acercamiento al punto (a, f(a)), la 
gráfica se alinea y adquiere más y más la apariencia de un recta. (Véase la figura 8. 
Un ejemplo específico es la figura 2.7.2.) Pero no importa cuánto se acerque a puntos 
como los de las figuras 6 y 7(a), no puede eliminar el pico o esquina (véase la figura 9). 


YA 

0 A Y 0 ES x 
FIGURA 8 FIGURA 9 
fes derivable en a fno es derivable en a 


E Derivadas superiores 


Si f es una función derivable, entonces su derivada f también es una función, por lo que 
f puede tener una derivada de sí misma, denotada por (f')'= f”. Esta nueva función f” 
se llama segunda derivada de f porque es la derivada de la derivada de f. Utilizando la 
notación de Leibniz, la segunda derivada de y = f(x) se escribe como 


d dy dy 

dx dx dx? 
== === 
derivada primera segunda 


de derivada derivada 


FIGURA 10 


En Module 2.8 usted puede ver 
cómo cambian los coeficientes de un 
polinomio f y cómo afectan el aspecto 
de la gráfica de f, f' y f”. 
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EJEMPLO 6 Si f(x) = x — x, encuentre e interprete f”(x). 


SOLUCIÓN En el ejemplo 2 se encuentra que la primera derivada es f'(x) = 3x — 1. 
Por lo que la segunda derivada es 


10) = FVO) = lím 


[3(x + A? — 1] — [3x? — 1] 
m 


n=0 h 


3x? + 6xh + 3h? — 1 — 3x? + 1 
n=0 h 


= lím (6x + 3h) = 6x 


Las gráficas de f, f' y f” se muestran en la figura 10. 

Se puede interpretar f”(x) como la pendiente de la curva y = f'(x) en el punto 
(x, F'Go). En otras palabras, es la razón de cambio de la pendiente de la curva original 
y = fo). 

Observe de la figura 10 que f”(x) es negativa cuando y = f'(x) tiene pendiente nega- 
tiva y es positiva cuando y = f'(x) tiene pendiente positiva. De esta manera, las gráficas 
sirven como una comprobación de sus cálculos. a 


En general, una segunda derivada se puede interpretar como una razón de cambio de 
una razón de cambio. El ejemplo más conocido es la aceleración, que se define como 
sigue. 

Si s = s(t) es la función posición de un objeto que se desplaza en línea recta, su pri- 
mera derivada representa la velocidad v(t) del objeto como una función del tiempo: 


ds 
eo ==) == 
dt 
A la razón de cambio de la velocidad instantánea con respecto al tiempo se le llama 
aceleración a(t) del objeto. En estos términos, la función aceleración es la derivada de 
la función velocidad y, en consecuencia, es la segunda derivada de la función posición: 


alt) = v(t) = s" (t) 


o en la notación de Leibniz, 


La aceleración es el cambio de velocidad que se siente cuando se acelera o se desacelera 
en un auto. 

La tercera derivada f” es la derivada de la segunda derivada: f” = (f”)'. Por lo que, 
f(x) se puede interpretar como la pendiente de la curva y = f”(x) o como la razón de 
cambio de f”(x). Si y = f(x), entonces, las notaciones alternativas para la tercera deri- 
vada son 


m m, m d dy dy 
=P dx (2) dx? 
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2.8 EJERCICIOS 


Se puede interpretar físicamente la tercera derivada en el caso donde la función es la 
función posición s = s(t) de un objeto que se desplaza a lo largo de una línea recta. Como 
s"=(s”) = a', la tercera derivada de la función posición es la derivada de la función 
aceleración y se le denomina jerk (tirón): 


da dis 

a dP 
Así, el jerk, j, es la razón de cambio de la aceleración. Es un nombre apropiado porque 
un gran jerk significa un cambio repentino de aceleración, que ocasiona un movimiento 
repentino en un vehículo. 

El proceso de derivación puede continuar. La cuarta derivada f”” usualmente se denota 

mediante f”. En general, la n-ésima derivada de f se denota mediante f™ y se obtiene 
derivando n veces a f. Si y = f(x), se escribe 


mm 


d'y 
peras. 
X 


EJEMPLO 7 Si f(x) = x — x, encuentre f" y fx). 


SOLUCIÓN En el ejemplo 6 se encuentra que f”(x) =6x. La gráfica de la segunda deri- 
vada tiene ecuación y = 6x y así, es una línea recta con pendiente 6. Ya que la derivada 
f""(x) es la pendiente de f”(x), se tiene 


fu) =6 
para todos los valores de x. Por tanto f” es una función constante y su gráfica es una 
recta horizontal. Por tanto, para todos los valores de x, 


f£%%)=0 m 


Se ha visto que una aplicación de la segunda y tercera derivada sucede al analizar el 
movimiento de objetos empleando aceleración y jerk. Se investigará otra aplicación de 
la segunda derivada en la sección 4.3, donde se muestra cómo el conocer f” da infor- 
mación acerca de la forma de la gráfica de f. En el capítulo 11 se verá cómo la segunda 
derivada y las derivadas superiores nos permiten representar funciones como sumas de 
series infinitas. 


1-2 Utilice la gráfica que se proporciona para calcular el valor de 2. (a) f10) ©) f'a) © FO) a) f'8) 
cada derivada. Luego trace la gráfica de f'. (o) F4) (6) F65) @ FO (5) F) 
1. (ay) f'(=3) (b) F(=2) (o) M=D (d) £(0) 


© r'o) 


© FO) 


@ £6) yA 


y 


=Y 


of 1 


3. Relacione la gráfica de cada función dada en las figuras (a)-(d) 
con las gráficas de sus derivadas en las figuras I-IV. Dé las 
razones para sus selecciones. 


(b) 
(d) 
I Y H YA 
X 0 X 
M IV YA 
— 
0 x 


4-11 Trace o copie la gráfica de la función dada f. (Suponga 
que los ejes tienen escalas iguales.) Luego utilice el método del 
ejemplo 1 para trazar la gráfica de f’ debajo de esta. 


4. YA 5. 
0 x 
6 YA 7 yA 
> 
5 0 Fe 
0 x 
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y y 
8. 9. 
0 x 0 a 
10. 11. y 
x 0 x 
12. Se muestra la gráfica de la función población P(t) para 
células de levadura en un cultivo de laboratorio. Utilice el 
método del ejemplo 1 para trazar la gráfica de la derivada 
P'(t). ¿Qué indica la gráfica de P’ acerca de la población de 
levadura? 
PA (células de levadura) 
5007 
0 $ 10 13 7 (horas) 
13. Una batería recargable se conecta con un cargador. La 


gráfica muestra C(t), el porcentaje de capacidad que la 
batería alcanza como una función del tiempo 1 transcurrido 
(en horas). 

(a) ¿Cuál es el significado de la derivada C'(1)? 

(b) Trace la gráfica de C'(£). ¿Qué le indica la gráfica? 


100 + 


Porcentaje 607 
de carga total 


+ A > 
O 2 4 6 8 10 12 (horas) 
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14. La gráfica (del Departamento de Energía de EE. UU.) 
muestra cómo afecta la rapidez de manejo el consumo 
de combustible. La economía F se mide en millas por 
galón, y la rapidez v se mide en millas por hora. 

(a) ¿Cuál es el significado de la derivada F'(v)? 

(b) Trace la gráfica de la derivada de F'(v). 

(c) ¿A qué rapidez debería manejar si quiere ahorrar 
combustible? 


FA (mi/gal) 
30 + 


20 + 


10+ 


HH 
O 10 20 30 40 50 60 70 '(mi/h) 


15. La gráfica ilustra cómo ha variado la edad promedio en 
que contraían matrimonio por primera vez los hombres 
japoneses en la segunda mitad del siglo xx. Trace la grá- 
fica de la función derivada M'(£). ¿Durante cuáles años 
fue negativa la derivada? 


MA 
27+ 
25+ 
+ + | + + + | + + + > 
1960 1970 1980 1990 2000 * 


16-18 Trace una gráfica cuidadosa de f y debajo de esta la 
gráfica de f’ de la misma manera que en los ejercicios 4-11. 
¿Puede intuir una fórmula para f(x) a partir de su gráfica? 


16. f(x) = sen x 17. f(x) = e" 18. f(x) =Inx 


FA 19. Sea f(x) = x2. 

(a) Estime los valores de £'(0), £' (3), FŒ y r 
usando un dispositivo de graficación para hacer un 
acercamiento sobre la gráfica de f. 

(b) Utilice la simetría para deducir los valores de 
Mel PODY FED. 

(c) Con los resultados de los incisos (a) y (b), proponga 
una fórmula para f'(x). 

(d) Aplique la definición de derivada para probar que su 
propuesta del inciso (c) es correcta. 


FE 20. Sea fœ) = x. 

(a) Calcule los valores de f'(0), f'(4), £(D), FD y 
f'(3) usando un dispositivo de graficación para hacer 
un acercamiento de la gráfica de f. 


M 


M 


(b) Aplique la simetría para deducir los valores de f (3), 
PFEDIAED IFE). 

(c) Utilice los valores de los incisos (a) y (b) para trazar la 
gráfica de f’. 

(d) Infiera una fórmula para f'(x). 

(e) Aplique la definición de derivada para demostrar que su 
propuesta del inciso (d) es correcta. 


21-31 Encuentre la derivada de cada una de las funciones 
siguientes usando la definición de derivada. Indique los 
dominios de la función y de su derivada. 


21. f(x) =3x-8 22. f(x) =mx+b 


23. f(1) = 2.5 + 6t 24. f(x) =4 + 8x — 5x1? 


26. f(x) =x + yx 


5 


25. f(x) =x -3x +5 


27. g) = 9 =x 28. f(x) = E - 
- 1% EE 

29. G(t) = EEP 30. f(x) =x 

31. f(x) =x 


32. (a) Trace la gráfica de f(x) = y6 — x comenzando con la 

gráfica de y = Vx aplicando las transformaciones de la 
sección 1.3. 

(b) Use la gráfica del inciso (a) para trazar la gráfica de f’. 

(c) Aplique la definición de derivada para encontrar f'(x). 
¿Cuáles son los dominios de f y de f'? 

(d) Utilice un dispositivo de graficación para trazar la 
grafica de f’ y compárela con su trazo del inciso (b). 


33. (a) Si f(x) = 4 + 2x, encuentre f'(x). 
(b) Vea si su respuesta al inciso (a) es razonable compa- 
rando las gráficas de fy de f’. 


34. (a) Si fo) =x + 1/x, encuentre f'(x). 
(b) Vea si su respuesta al inciso (a) es razonable compa- 
rando las gráficas de fy de f’. 


35. La tasa de desempleo U(t) varía con el tiempo. La tabla da 
el porcentaje de desempleo en la fuerza laboral australiana 
medida a medio año de 1995 a 2004. 


t U(t) t U(t) 
1995 8.1 2000 6.2 
1996 8.0 2001 6.9 
1997 8.2 2002 6.5 
1998 7.9 2003 6.2 
1999 6.7 2004 5.6 


(a) ¿Cuál es el significado de U’ (t)? ¿Cuáles son sus 


unidades? 


(b) Construya una tabla de valores estimados para U’ (f). 


36. 


37. 


38. 


39. 


Sea P(t) el porcentaje de población de Filipinas arriba 
de 60 años de edad en el instante £. La tabla da las 
proyecciones de los valores de esta función de 1995 

a 2020. 


t P(t) t P(t) 
1995 5.2 2010 6.7 
2000 5.5 2015 7.7 
2005 6.1 2020 8.9 


(a) ¿Cuál es el significado de P'(t)? ¿Cuáles son sus 
unidades? 

(b) Construya una tabla de valores para P*(£). 

(c) Trace la gráfica de P y P’. 


La tabla da la altura conforme pasa el tiempo de un árbol de 
pino típico de madera en un sitio administrado. 


Edad tres (años) 14 | 21 | 28 | 35 | 42 | 49 


Altura (pies) 41 54 | 64 | 72 | 78 83 


Fuente: Arkansas Forestry Commission 


Si H(t) es la altura del árbol después de t años, construya 
una tabla de valores calculados para H' y trace su gráfica. 


La temperatura del agua afecta la tasa de crecimiento de 
la trucha de arroyo. La tabla muestra la cantidad de peso 
ganado por la trucha de arroyo después de 24 días con 
diferentes temperaturas del agua. 


Temperatura (°C) 15.5 | 17.7 | 20.0 | 22.4 | 24.4 


Peso ganado (g) 37.2 | 31.0 | 198 | 9.7 | —9.8 


Si W(x) es la ganancia de peso a la temperatura x, construya 
una tabla de valores estimados de W” y trace su gráfica. 
¿Cuáles son las unidades de W'(x)? 


Fuente: Adaptado de J. Chadwick Jr., “Temperature Effects on Growth 
and Stress Physiology of Brook Trout: Implications for Climate Change 
Impacts on an Iconic Cold-Water Fish.” Masters Theses. Paper 897. 2012. 
scholarworks.umass.edu/theses/897. 


Sea P el porcentaje de energía eléctrica de una ciudad que 
se produce por paneles solares t años después del 1 de enero 
de 2000. 

(a) ¿Qué representa dP/ dt en este contexto? 

(b) Interprete el enunciado 


dP 


Pa =3.5 


t=2 
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40. Suponga que N es el número de personas en Canadá que 


viajan en coche a otra provincia para vacacionar este año 
cuando el precio promedio de gasolina es de p dólares por 
litro. ¿Espera dN / dp sea positiva o negativa? Explique su 
respuesta. 


41-44 Observe la gráfica de f. Indique, con razones, los 
números en los que fno es derivable. 


41. 


43. 


y 42. y 


44. y 


45. 


Trace la gráfica de la función f(x) = x + Vx! . Haga acer- 
camientos sucesivos primero hacia el punto (—1, 0) y luego 
en dirección al origen. ¿Qué diferencia existe en cuanto al 
comportamiento de fen las cercanías de estos dos puntos? 
¿Qué conclusiones infiere acerca de la derivabilidad de f? 


. Haga un acercamiento hacia los puntos (1, 0), (0, 1) y 


(1, 0) en la gráfica de la función g(x) =° — 1), 
¿Qué observa? Registre lo que observa en términos de la 
derivabilidad de g. 


47-48 Se muestran las gráficas de una función f y su derivada 
f'. ¿Cuál es mayor f'(—1) o f (1)? 


47. 


48. 
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49. La figura muestra las gráficas de f, f’ y f”. Indique cada 
curva y explique el porqué de su elección. 


50. La figura muestra gráficas de f, f', f” y f”. Identifique cada 
curva y explique las razones de su elección. 


ab cd 
yA 


51. La figura muestra las gráficas de tres funciones. Una es la 
función posición de un automóvil, otra es la velocidad del 
mismo, y la de su aceleración. Identifique cada curva y 
explique las razones de su elección. 


~y 


52. La figura muestra las gráficas de cuatro funciones. Una es la 
función de posición de un auto, la de velocidad, la de acele- 
ración y la de su jerk. Identifique cada curva y explique los 
motivos de su elección. 


YA d 


PÑ 53-54 Utilice la definición de derivada para encontrar f'(x) y 
f"@œŒ). Luego, trace la gráfica de f, f' y f” en una misma pantalla y 
verifique para ver si sus respuestas son razonables. 


53. f(x) =3x1? +2x +1 54. f(x) = x? — 3x 


FE 55. Si f(x) = 212 — xX encuentre f'(x), fœ) y f” y fŒ). Trace 
la gráfica de f, f”, g” y f” en una misma pantalla. ¿Las gráfi- 
cas son consistentes con la interpretación geométrica de estas 
derivadas? 


56. (a) Se muestra la gráfica de una función posición de un 
automóvil, donde s se mide en metros y ź en segundos. 
Utilice la gráfica de la velocidad y la aceleración del 
automóvil. ¿Cuál es la aceleración en £ = 10 segundos? 


100 + 


> 
t 


0 10 20 


(b) Utilice la curva de aceleración del inciso (a) para calcular 
el jerk en £ = 10 segundos. ¿Cuáles son las unidades del 
jerk? 


57. Sea f(x) = Yx. 
(a) Si a # 0, utilice la ecuación 2.7.5 para encontrar f'(a). 
(b) Demuestre que f'(0) no existe. 
(c) Demuestre que y = /x tiene una recta tangente vertical 
en (0, 0). (Recuerde: la forma de la función de f. Véase la 
figura 1.2.13.) 


58. (a) Si g(x) = 1%?, demuestre que g”(0) no existe. 
(b) Si a 4 0, encuentre g”(a). 
(c) Demuestre que y = x?’ tiene una recta tangente vertical 
en (0, 0). 
ax (d) Ilustre el inciso (c) al trazar la gráfica de y = 8, 


59. Demuestre que la función f(x) = |x — 6| no es derivable en 6. 
Encuentre una fórmula para f' y trace su gráfica. 


60. ¿Dónde no es derivable la función parte entera f(x) = [x]? 
Encuentre una fórmula para f’ y trace su gráfica. 


61. (a) Trace la gráfica de la función f(x) = x |x|. 
(b) ¿Para qué valores de x es f derivable? 
(c) Encuentre una fórmula para f’. 


62. (a) Trace la gráfica de la función g(x) = x + | xl. 
(b) ¿Para qué valores de x es g derivable? 
(c) Encuentre una fórmula para g”. 


63. Recuerde que a una función f se le denomina par si 
feo = f(x) para toda x en su dominio, e impar si 
feo = — f(x) para toda x. Demuestre cada uno de los 
enunciados siguientes. 

(a) La derivada de una función par es una función impar. 
(b) La derivada de una función impar es una función par. 


64. Las derivadas por la izquierda y por la derecha de fen a 


están definidas por 


- fla + h) = fla) 
m 


fa) = lim , 
y f'(a) = tim L 5 Ha 


si estos límites existen. Entonces f'(a) existe si y solo si 
estas derivadas laterales existen y son iguales. 
(a) Determine f”. (4) y f',(4) para la función 


0 six=0 

S= si0<x<4 
1 

=y 


Fa) = 


six=4 


(b) Trace la gráfica de f. 
(c) ¿Dónde es discontinua f? 
(d) ¿Dónde f no es derivable? 


MEN repaso 


VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


65. 


66. 


67. 
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Nick comienza a correr y corre cada vez más rápido durante 

3 minutos, luego camina durante 5 minutos. Se detiene en un 

cruce por 2 minutos, corre bastante rápido durante 5 minutos 

y camina durante 4 minutos. 

(a) Trace una posible gráfica de la distancia s que Nick ha 
cubierto después de £ minutos. 

(b) Trace una gráfica de ds/ dt. 


Cuando abre el grifo del agua caliente, la temperatura T del 

agua depende del tiempo que el agua ha estado corriendo. 

(a) Trace una posible gráfica de T como función del tiempo 
t transcurrido desde que abrió el grifo. 

(b) Describa cómo varía la razón de cambio de T con res- 
pecto a t, conforme esta aumenta. 

(c) Trace la gráfica de la derivada de T. 


Sea £ la recta tangente a la parábola y = xen el punto (1, 1). 
El ángulo de inclinación de £ es el ángulo q que € forma 
con la dirección positiva del eje x. Calcule f redondeado al 
grado más cercano. 


Las respuestas a la verificación de conceptos se encuentran en las páginas finales del libro. 


. Explique qué significa cada uno de los enunciados siguientes 


e ilustre con un trazo. 
(a) límf()=L (b) ím, fœ) =L (c) lím f(x) =L 
(d) lím f(x) =% (e) lím f(x) =L 


. Describa varias formas en que un límite puede no existir. 


Tlustre con gráficas. 


. Enuncie las leyes de los límites siguientes. 


(a) Ley de la suma 

(b) Ley de la diferencia 

(c) Ley del múltiplo constante 
(d) Ley del producto 

(e) Ley del cociente 

(£) Ley de la potencia 

(g) Ley de la raíz 


. ¿Qué establece el teorema de la compresión? 


. (a) ¿Qué quiere darse a entender al decir que la recta x = a 


es una asíntota vertical de la curva y = f(x)? Trace curvas 
para ilustrar las diversas posibilidades. 

(b) ¿Qué significa decir que la recta y = L es una asíntota 
horizontal de la curva y = f(x)? Trace curvas para ilustrar 
las diversas posibilidades. 


. ¿Cuáles de las curvas siguientes tienen asíntotas verticales? 


¿Cuáles tienen asíntotas horizontales? 


(a) y=x* (b) y = sen x (c) y = tanx 
(d) y = tan lx (e) y= e @)y=lnx 
(8) y= 1/x (h) y = yx 


7. (a) ¿Qué significa que f sea continua en a? 
(b) ¿Qué significa que f sea continua sobre el intervalo 
(—o, 00)? ¿Qué puede decir acerca de la gráfica de 
esta función? 


8. (a) Dé ejemplos de funciones que sean continuas en 
[—1, 1]. 
(b) Dé un ejemplo de una función que no sea continua 
en [0, 1]. 


9. ¿Qué establece el teorema del valor intermedio? 


10. Escriba una expresión para la pendiente de la recta 
tangente a la curva y = f(x) en el punto (a, f(a)). 


11. Suponga que un objeto se mueve a lo largo de una línea 
recta con posición f(t) en el instante t. Escriba una 
expresión para la velocidad instantánea de un objeto 
en el instante t = a. ¿Cómo se puede interpretar esta 
velocidad en términos de la gráfica de f? 


12. Si y = f(x) y x cambia de x, a x,, escriba expresiones 
para lo siguiente. 
(a) La razón promedio de cambio de y con respecto a x 
a lo largo del intervalo [x,, x,]. 
(b) La razón de cambio instantáneo de y con respecto 
axeny= x, 


13. Defina la derivada f'(a). Analice dos maneras de 
interpretar este número. 


14. Defina la segunda derivada de f. Si f(t) es la función de 
posición de una partícula, ¿cómo puede interpretar la 
segunda derivada? 
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15. (a) ¿Qué significa que f sea derivable en a? 
(b) ¿Cuál es la relación entre derivabilidad y continuidad de 
una función? 
(c) Trace la gráfica de una función que sea continua, pero no 
derivable en a = 2. 


EXAMEN VERDADERO-FALSO 


16. 


Describa varias maneras en que una función puede no ser 
derivable. Ilustre con gráficas. 


Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero 
explique por qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo 
que refute el enunciado. 


3. k LO A 
el x? +2x—4 lím (x* + 2x — 4) 
"E n 
x-3 x 
5, lím —— = lím (x + 3) 
=J y = 4—3 


6. Si lím, -5 f(x) = 2 y lím, —5 gx) = 0, entonces 
lím, 5 [fœ / g(x)] no existe. 


7. Silím, 5 fx) = 0 y lím, g(x) = 0, entonces 
lím, [f / g(x)] no existe. 


8. Si no existe el lím, —, f(x) y ni el lím,—, g(x), entonces 
lím, [f609 + g(x)] no existe. 


9. Si el lím,., f(x) existe pero no existe el lím,—, g(x), entonces 
lím, >. [f60) + g(x)] no existe. 


10. Si existe el lím,, [£(0)9G0)] entonces el límite debe ser igual 


a f(6) g(6). 


11. Si p es un polinomio, entonces lím,.>, p(x)= p(b) 


EJERCICIOS 


12. 


13. 
14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 
22. 


23. 


24. 


25. 
26. 


Si lím, 0 f(x) = % y lím, g(x) = %, entonces 
lím,0 [fŒ — g] = 0. 


Una función puede tener dos asíntotas horizontales distintas. 


Si f tiene dominio [0, %) y no tiene asíntota horizontal 
entonces lím,» f(x) = % o lím,» f(x) = —%. 


Si la recta x = 1 es una asíntota vertical de y = f(x), 
entonces f no está definida en 1. 


Si f(1) > 0 y f(3) < 0, entonces existe un número c entre 1 y 
3 tal que f(c) = 0. 


Si fes continua en 5 y f(5) = 2 y f(4) = 3, entonces 
ím, f(4x? — 11) = 2. 


Si fes continua en [—1, 1] y +1) = 4 y f(1)= 3, entonces 
existe un número r tal que |r| < 1 y f) = r. 


Sea f una función tal que lím,—o f(x) = 6. Entonces existe un 
número positivo ô tal que si 0 < |x| < 8, entonces 


$0) = 6] < 1. 


Si fœ@)> 1 para toda x y lím,—o f(x) existe, entonces 
lím, 0 fŒ) > 1. 


Si f es continua en a, entonces f es derivable en a. 


Si f'(r) existe, entonces lím,. f(0)= f(r). 


dy _ (Y 

dx? dx 

La ecuación x + 10x? + 5 = 0 tiene una raíz en el intervalo 
(0, 2). 


Si fes continua en a, también lo es | f |. 


Si |f| es continua en a, también lo es f. 


1. Se da la gráfica de f. 


(a) Encuentre cada uno de los límites siguientes o explique 
por qué no existen. 


© lim fw GD Im f() Gi) lím f0) 


Gv) mfo (0 mfa) vi lím fa) 
(vii) lim f() vii) lím fœ 


(b) Exprese las ecuaciones de las asíntotas horizontales. 
(c) Exprese las ecuaciones de las asíntotas verticales. 
(d) ¿En qué números f es discontinua? Explique. 


. Trace la gráfica de un ejemplo de una función f que 
satisfaga todas las condiciones siguientes: 


lím f(9=-2, límf()=0, lím f(x) = %, 


lim f (x) = —0, ím, F()=2, 


fes continua por la derecha en 3 


3-20 Encuentre cada uno de los límites siguientes. 


E x? =9 
3. líme* ” 4, Um 5 
1>1 331 + 2x0 3 
hm 6. lim 2 
s>- x + 2x3 14 + 2x3 
A 24 
7. lím ———— 8. lím + 
h=0 h t12 ft? —8 
o rA 
9. lim 10. lím E 
ln +9) Éh Tao] 
Al Vx +6-x 
11. ím —_ 222 12 ím A 
u>1 u’ + 5u* — 6u E = I 
pi 9 xX? = 9 
ii a iå; iia 
r>»* 2x6 >. 21 =6 
) a M2 30 
15. lím In(sen x) 16: lim -r 
1 +0 Dd] = IN 


17. lím(y?+4x+1-x) 18. lím e” 


x—>0o x—>% 


1 1 
> -1 E Í H 
19. Jm, tan™'(1/x) 20. el e =i 


xX -— 3x+2 


Después, demuestre lo que ha descubierto. 


FS 21-22 Utilice las gráficas para descubrir las asíntotas de la curva. 


21. y= = 22. y= Vx? +x +1- yx? 
xs 


23. Si 2x — 1 < f(x) < x para 0 < x < 3, encuentre lím, f(x). 


24. Demuestre que lím, ox? cos(1 1 xX) =0. 

25-28 Demuestre cada uno de los enunciados siguientes 
utilizando la definición precisa de límite. 

25. lím (14 — 5x) = 4 26. lím Yx = 0 


x>0 


2 
27. lím (x? — 3x) = -2 28. ím —== = 
x>2 la a) x>34+ JAx— 4 
29. Sea 
Vx six<0 
f&a) S=43-x siOsx<3 
(1-3) six>3 


(a) Evalúe cada límite si este existe. 


O lm f) GÐ lm fo) Gi) lím fQ) 


GV) ím f V) lím fa) 


(b) ¿Dónde es discontinua f? 
(c) Trace la gráfica de f. 


(vi) lím fa) 


30. Sea 
2x- x si0=x=2 
(0 2 si2<x<3 
x)= 
ý -4 si3<x<4 
T six=4 
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(a) Para cada uno de los números 2, 3 y 4, descubra si g 
es continua por la izquierda, por la derecha o continua 
en el número. 

(b) Trace la gráfica de g. 


31-32 Demuestre que cada una de las funciones siguientes es 
continua en su dominio. Exprese el dominio. 


y xt=:9 


31. h(x) = xe"* 32. g(x) = — 
y= 2 


33-34 Utilice el teorema del valor intermedio para demostrar 
que existe una raíz de la ecuación en el intervalo dado. 


33. x5- x +3x—5=0, (1,2) 
34. cosyx =e*— 2, (0,1) 


35. (a) Encuentre la pendiente de la recta tangente a la curva 
y = 9 — 2x en el punto (2, 1). 
(b) Determine la ecuación de esta tangente. 


36. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva 
— 2 
1 — 3x 


y los puntos de abscisas O y — 1. 


y 


37. El desplazamiento (en metros) de un objeto que se mueve 
en línea recta está dado por s = 1 + 21 + ]1?, donde t se 
mide en segundos. 

(a) Encuentre la velocidad promedio en los períodos de 
tiempo siguientes: 
© [13] GD [0,2] Gio [1,15] Gv) [1,1.1] 


(b) Encuentre la velocidad instantánea cuando ż = 1. 


38. De acuerdo con la ley de Boyle, si la temperatura de un 
gas confinado se mantiene fija, entonces el producto de la 
presión P y el volumen V es constante. Suponga que, para 
cierto gas, PV = 4000, donde P se mide en pascales y V 
en litros. 

(a) Encuentre la razón de cambio promedio de P cuando 
V se incrementa de 3 L a 4 L. 

(b) Exprese V como función de P y demuestre que la 
razón de cambio instantánea de V con respecto a P 
es inversamente proporcional al cuadrado de P. 


39. (a) Utilice la definición de derivada para encontrar f'(2), 
donde f(x) = 1 — 2x. 
(b) Encuentre la ecuación de la recta tangente a la curva 
y = xX — 2x en el punto (2, 4). 
(c) Ilustre el inciso (b) dibujando la curva y la recta tan- 
gente en la misma pantalla. 


40. Encuentre una función f y un número a tales que 


~ (2+ h) -— 64 F 
lím z = f'(a) 
41. El costo total de pagar un préstamo para estudiante a una 

tasa de interés de r% por año es C = f(r). 
(a) ¿Cuál es el significado de la derivada f'(r)? ¿Cuáles 
son sus unidades? 
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(b) ¿Qué significa el enunciado f'(10) = 1200? 49. Trace la gráfica de una función f que satisfaga todas las 
(c) ¿Es f'(r) siempre positiva o cambia de signo? condiciones siguientes: el dominio de f es todos los números 


reales excepto 0, lím f(x) = 1, lím f(x) = 0, f'(x) > 0 para 
42-44 Trace o copie la gráfica de la función dada. Luego trace 0 0% 


directamente debajo su derivada. toda x en el dominio de f, mf (9) =0, lím f 6) = 1. 

42. YA 43. y 50. Sea E(f) el valor del euro (la moneda europea) en términos 
del dólar de los Estados Unidos al tiempo 1. La tabla da los 
valores de la función, a partir de mediados de año, de 2000 a 
2004. Interprete E'(2002) y calcule su valor. 


t 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 
E(t) 0.955 | 0.847 | 0.986 | 1.149 | 1.218 


44. YA 


0 K 51. Sea B(1) el número de billetes de 20 dólares en circulación 
al tiempo £. La tabla da los valores de esta función de 1990 a 
2010, al 31 de diciembre, en miles de millones. Interprete y 
calcule el valor de B'(2000). 


45. (a) Si f(x) = v3 — 5x utilice la definición de derivada para 


encontrar f'(x). t 1990 | 1995 | 2000 | 2005 | 2010 
(b) Encuentre los dominios de f y f’. 
M (c) Trace la gráfica de f y f' en una pantalla común. Com- Bl) 3.45 4.21 4.93 5.77 6.53 


pare las gráficas para ver si su respuesta al inciso (a) es 
razonable. 


4-x 


46. (a) Encuentre las asíntotas de la gráfica de f(x) = y 52. La tasa de fertilidad total, al tiempo t, denotada con F(t), es 


utilícelas para dibujar la gráfica. 3 +x una estimación del número promedio de niños nacidos de 
(b) Utilice la gráfica del inciso (a) y trace la gráfica de f’. cada mujer (suponiendo que las tasas de natalidad actuales 
(c) Utilice la definición de derivada para encontrar f'(x). permanezcan constantes). En la gráfica de la tasa de fertilidad 
ax (d) Utilice un dispositivo de graficación para trazar la grá- total en EE. UU., se muestran las fluctuaciones desde 1940 
fica de f’ y compárela con su trazo del inciso (b). hasta 2010. 


(a) Calcule los valores de F'(1950), F'(1965) y F'(1987). 

(b) ¿Cuáles son los significados de estas derivadas? 

(c) ¿Puede sugerir razones para los valores de estas 
derivadas? 


47. Se muestra la gráfica de f. Enuncie, con razones, los 
números en los que f no es derivable. 


yA explosión de 
la natalidad 


D 
OE 
>= 
95) 
© 


caída de 
la natalidad 


natalidad 
moderada 


2.04 
48. La figura muestra la gráfica de f, f' y f”. Identifique cada 
curva y explique su elección. 1.5+ 
YA > 


1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 20101 


53. Suponga que |f(x)| = g(x) para todo x, donde lím,., g(x) = 0. 
Encuentre lím,., f. 


54. Sea f(x) = |x] + [=x] 
(a) ¿Para qué valores de a existe lím,.., f(x)? 
(b) ¿En qué números es discontinua la función f? 


Problemas 
adicionales 


PROBLEMAS 


En el análisis de los principios para la resolución de problemas, se consideró la estrategia 
para resolver problemas llamada Introduzca algo extra (véase la página 71). En el 
ejemplo siguiente se muestra cómo este principio resulta útil a veces cuando evalúa 
límites. La idea es cambiar la variable, introducir una nueva variable relacionada con la 
original, de tal manera que el problema se haga más sencillo. Más adelante, en la sección 
5.5, se utilizará más esta idea general. 


J1 + =1 
EJEMPLO Evalúe lím Yta- donde c es una constante. 
x>0 Xx 


SOLUCIÓN Como se ve, este límite parece desafiante. En la sección 2.3 se evaluaron 

varios límites en los que tanto el numerador como el denominador tendieron a 0. Ahí, la 

estrategia fue realizar cierto tipo de manipulación algebraica que condujo a una elimi- 

nación simplificadora, pero en este caso no está claro qué clase de álgebra se necesita. 
Por tanto, se introduce una nueva variable £ con la ecuación 


YT Fox 


También se necesita expresar x en términos de £, por lo que se resuelve esta ecuación 


B=l+cx x= a (sic 
f sic #0) 
c 


Observe que x > 0 es equivalente a t —> 1. Esto permite convertir el límite dado en uno 
que implique a la variable t: 


x>0 x 1 (4 — 1)/c 
- ele 1) 
| 


El cambio de variable permitió reemplazar un límite relativamente complicado con uno 
más sencillo de un tipo que ya se ha visto. Al factorizar el denominador como una dife- 
rencia de cubos, se obtiene 


clt = 1) y c(t = 1) 
m=; = lím 7 
Sl p=] i>i (t— 1(4 +t+ 1) 


7 


c 


lím — 
tl f +t+1 3 


Al hacer el cambio de variable se tuvo que excluir el caso en que c = 0. Pero si c = 0, 
la función es O para toda x distinta de cero y así este límite es 0. Por tanto, en todos los 
casos, el límite es c/ 3. E 


Los problemas siguientes sirven para poner a prueba y desafiar sus habilidades para 
resolver problemas. Algunos requieren una cantidad considerable de tiempo para pen- 
sar, de modo que no se desaliente si no los puede resolver de inmediato. Si tiene alguna 
dificultad, quizá le sirva consultar en la página 71 el análisis de los principios para la 
resolución de problemas. 

yx -1 
le Epi L 
x=1 ~x — 1 
yax+b=2 _ 1 


2. Encuentre los números a y b tales que el lím 
x—>0 X 
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FIGURA PARA EL PROBLEMA 4 


8. 


aa 2 11 = [2% € 1] 
Evalúe lím . 


x>0 Xx 


En la figura se muestra un punto P sobre la parábola y = x? y el punto O donde la bisectriz 
perpendicular de OP interseca al eje y. Conforme P se aproxima al origen, a lo largo de la 
parábola, ¿qué sucede con Q? ¿Tiene una posición límite? Si es así, encuéntrela. 


Evalúe los límites siguientes, si estos existen, donde [| x || denota la función parte entera. 


[x] 


(b) lím x[1/x1] 


Trace la región en el plano definida por cada una de las ecuaciones siguientes: 
(y kl’ + DI*= 1 (b) [x]? - [yI?= 3 
© [x + y]? =1 (d) [x] + [y] = 1 


Encuentre todos los valores de a tales que f sea continua en R. 


x+l six=a 


six>a 


Un punto fijo de una función f es un número c en su dominio tal que f(c) = c. (La función 

no mueve a c; este permanece fijo.) 

(a) Trace la gráfica de una función continua con dominio [0, 1] cuyo rango también se 
encuentre en [0, 1]. Localice un punto fijo de f. 

(b) Intente graficar una función continua con dominio [0, 1] y rango en [0, 1] que no tenga 
un punto fijo. ¿Cuál es el obstáculo? 

(c) Utilice el teorema de valor intermedio para comprobar que cualquier función continua 
con dominio [0, 1] y rango en [0, 1] debe tener un punto fijo. 


9. Si lím, fæ) + 9609] = 2 y ím dfx) — gx)] = 1, encuentre lím, alf) g]. 


B C 


M 


11. 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 10 


12. 


13. 


14. 
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. (a) En la figura se muestra un triángulo isósceles ABC con ZB = 4C. La bisectriz del 


ángulo B interseca el lado AC en el punto P. Suponga que la base BC permanece fija, 
pero que la altura | AM| del triángulo tiende a O, de modo que A se aproxima al punto 
medio M de BC. ¿Qué sucede con P durante este proceso? ¿Tiene una posición límite? 
Si es así, encuéntrela. 

(b) Intente trazar la trayectoria recorrida por P durante este proceso. Luego encuentre la 
ecuación de esta curva y úsela para trazarla. 


(a) Si parte de 0° de latitud y avanza en dirección oeste, puede denotar con T(x) la 
temperatura en el punto x en cualquier tiempo dado. Suponga que T es una función 
continua de x, y demuestre que, en cualquier tiempo fijo, existen por lo menos dos 
puntos opuestos sobre el ecuador que tienen exactamente la misma temperatura. 

(b) ¿El resultado del inciso (a) se cumple para puntos que estén sobre cualquier circunfe- 
rencia sobre la superficie de la Tierra? 

(c) ¿El resultado del inciso (a) se cumple para la presión barométrica y para la altitud arriba 
del nivel del mar? 


Si f es una función derivable y g(x) = xf(x), utilice la definición de derivada para demostrar 
que g'(x) = xf'(0) + fœ). 


Suponga que f es una función que satisface la ecuación 


Fæ +y) =F) + FO) + xy + xy? 


para todos los números reales x y y. Suponga también que 


lím fo) =1 
x—>0 y 
(a) Encuentre f(0). (b) Encuentre f'(0). (c) Encuentre f'(x). 


Suponga que f es una función con la propiedad de que | f(x) | < 1? para toda x. Demuestre 
que f(0) = O. Luego muestre que f'(0) = 0. 


Reglas de derivación 


En el proyecto de la página 3 $ 2 
208 se calculará la distancia = E} De CO 000 SO (] 3 
de una pista del aeropuerto AE EE e tia E a m e - 0 E 
en la que un piloto debe 


iniciar el descenso para un 
aterrizaje suave. 


O Mechanik / Shutterstock.com 


HASTA AQUÍ SE HA VISTO CÓMO INTERPRETAR las derivadas en términos de pendientes y 
razones de cambio. Se han estudiado cómo estimar las derivadas de funciones dadas por medio 
de tablas de valores. También se ha aprendido la manera de graficar las derivadas de funciones 
que se definen gráficamente y utilizado la definición de derivada para calcular las derivadas de 
funciones definidas mediante fórmulas. Pero sería tedioso siempre tener que aplicar la definición, 
por lo que en este capítulo se desarrollan las reglas para determinar derivadas sin tener que usar 
directamente la definición. Estas reglas de derivación permiten calcular con relativa facilidad 
derivadas de funciones polinomiales, racionales, algebraicas, exponenciales, logarítmicas, trigo- 
nométricas y trigonométricas inversas. Entonces se usarán estas reglas para resolver problemas en 
que intervienen razones de cambio y la aproximación de funciones. 
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3.1 Derivadas de funciones polinomiales y exponenciales 


YA 
c y=c 
pendiente = 0 
0 K 
FIGURA 1 


En esta sección aprenderá la manera de derivar funciones constantes, potencia, poli- 
nomiales y exponenciales. 

Se empieza por la más sencilla de todas las funciones: la función constante f(x) = c. 
La gráfica de esta función es la recta horizontal y = c, la cual tiene pendiente 0, por lo 
que debe tener f'(x) = 0. (Véase la figura 1.) Una demostración formal, a partir de la 
definición de derivada, también es fácil: 


fœ = lím AAA E E T, 


h=0 h h>0 h n=0 


En la notación de Leibniz se escribe esta regla de la siguiente manera. 


La gráfica de f(x) = c es la recta y = c, 
por lo que f'(x) = 0. 


pendiente =1 


=Y 


FIGURA 2 
La gráfica de f(x) = x es la recta y = x, 
por lo que f'(x) = 1. 


Derivada de una función constante 


d 
an =0 


E Función potencia 

Enseguida, se consideran las funciones f(x) = x”, donde n es un entero positivo. Si 
n = 1, la gráfica de f(x) = x es la recta y = x, que tiene pendiente 1 (véase la figura 2). 
Por lo que 


a Lows 


(También puede demostrar la ecuación 1 a partir de la definición de derivada.) Ya se ha 
investigado los casos n = 2 y n = 3. En efecto, en la sección 2.8 (ejercicios 19 y 20) se 
encontró que 


(2) Lo = 2x L) = 3x? 


Para n = 4, se encontró la derivada de f(x) = x* como sigue: 


A E 
m 


f m= im h p h 
x’ + 4x h + 6x’h? + 4xh? + ht — x* 
T lím h 


4x°h + 6x?h? + 4xh? + h* 
m 


h=>0 h 


= lím (4x? + 6x°h + 4xh? + h?) = 4x? 


(3) Las = 4x? 
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Si compara las ecuaciones (1), (2) y (3), se observa un patrón emergente. Parece razona- 
ble presuponer que, cuando n es un entero positivo, (d/. dx) = nx”"!, Esto resulta 
cierto. 


Regla de la potencia Si n es un entero positivo, entonces 


d 
— (x") = nx™ 


dx 


1 


PRIMERA DEMOSTRACIÓN La fórmula 
x” — a" = (x — ad + x"’a + -+ xa"? + a™') 


se puede verificar simplemente multiplicando el lado derecho (o mediante la suma del 
segundo factor como una serie geométrica). Si f(x) = x”, se puede utilizar la ecuación 
2.7.5 para f'(a) y la ecuación anterior para escribir 


f'(a) = lím PATTA n E 
x>a x—a x>a x—a 


SEGUNDA DEMOSTRACIÓN 


c+ I — P c+ k n_ 3 n 
Pt) = m LEDO yy A 
n=>0 h h=>0 h 


El teorema del binomio se presenta en Al determinar la derivada de x*, se tuvo que desarrollar (x + h)*. En este caso, se 


la página de referencia 1. necesita desarrollar (x + h)” y, para hacerlo, se utiliza el teorema del binomio: 
n n-1 n(n E 1) 212 1 
FA CE y AE +--+nxh"?*+h"|-x" 
, = lí 
F(x) = lím A 
nin — 1 > E 
nx" + me- D a +- + nxh”™™! + h" 
= lím 
h=0 h 


n(n — 1 
= lím [i + rn 1) na + +nxh"?+ w= 


porque todos los términos, excepto el primero, tienen h como factor, y, por tanto, 
tienden a 0. [mn 


En el ejemplo 1 se ilustra la regla de la potencia usando varias notaciones. 
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En la figura 3 se muestra la función 
y del ejemplo 2(b) y su derivada y”. 
Observe que y no es derivable en 0 
(y no está definida ahí). 


y 


Ne 2 


FIGURA 3 
y= ye 


EJEMPLO 1 
(a) Si f(x) = x6, entonces f'(x) = 6x5. (b) Si y = x1%, entonces y” = 1000x”. 


d d 
(c) Si y = tf, entonces . Ù = 4P. (dd) £ (+?) = 3r? a 
dt dr 


¿Qué se puede decir acerca de las funciones potencia con exponentes enteros nega- 
tivos? En el ejercicio 65 se pide al lector que verifique, a partir de la definición de 


derivada, que 
e 
dx Nx x? 


Por lo que se puede escribir de nuevo esta ecuación como 


0) = (a? 


y, por consiguiente, la regla de la potencia se cumple cuando n = —1. De hecho, en la 
sección siguiente [ejercicio 3.2.64(c)] se demuestra que se cumple para todos los enteros 
negativos. 


¿Qué sucede si el exponente es una fracción? En el ejemplo 2.8.3 se encontró que 


1 


24/x 


d 
ar 


lo cual se puede escribir como 


d 
112y — 1 ,-1/2 
(O) = 3x 
dx 2 
Esto hace ver que la regla de la potencia es verdadera incluso cuando n = 5: De hecho, 
en la sección 3.6 se demuestra que es verdadera para todos los números reales n. 


Regla de la potencia (versión general) Si n es cualquier número real, 
entonces 


d 
ge = nx”! 
EJEMPLO 2 Derive: 
1 3 2 
(a) fx) = E (b) y = yx? 
SOLUCIÓN En cada caso, reescriba la función como una potencia de x. 
(a) Dado que f(x) = x°, se utiliza la regla de la potencia con n = —2: 
d > 2 
FU) = rl = —2x 7! = =24 >= 5 
dy d (> d 2 - 2 
(b) Pr pan aae) 2 en Z 2 0/3 i 2y 1/3 nm 


Observe de la figura 3 que la función y del ejemplo 2(b) está aumentando cuando y” 
es positiva y disminuye cuando y” es negativa. En el capítulo 4 se demostrará que, en 
general, una función es creciente cuando su derivada es positiva y decreciente cuando 
su derivada es negativa. 


tangente 


normal 


=1 


FIGURA 4 
y =xVx 


Interpretación geométrica 
de la regla del múltiplo constante 


YA 


La multiplicación por c = 2 estira la 
gráfica verticalmente en un factor de 2. 


Todas las elevaciones se han duplicado, 


pero los desplazamientos permanecen 
iguales. Las pendientes también se 
duplican. 
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La regla de la potencia permite determinar rectas tangentes sin hacer uso de la defi- 
nición de derivada. Además, permite encontrar rectas normales. La recta normal a una 
curva C en un punto P es la recta a través de P que es perpendicular a la recta tangente 
en P. (En el estudio de la óptica, necesita considerar el ángulo entre un rayo de luz y la 
recta normal a un lente.) 


EJEMPLO 3 Determine la ecuación de la recta tangente y de la recta normal a la curva 
y = xVx en el punto (1, 1). Ilustre trazando la curva y estas rectas. 


SOLUCIÓN La derivada de f(x) = xV x = xx"? = x? es 


fx) = x6/D- = 2x! = Vx 


Por lo que, la pendiente de la recta tangente en (1, 1) es £'(1) = 3. Por consiguiente, la 
ecuación de la recta tangente es 


y-1= 5(x— 1) 0) y=3ix—] 


La recta normal es perpendicular a la recta tangente de tal manera que su pendiente 

7 . 3 . 2 > . Pa 
es el recíproco negativo de 5, es decir, —3. En estos términos, una ecuación de la recta 
normal es 


y=1=-U(x-1) O y=-h+3 


En la figura 4 se traza la gráfica de la curva y las rectas tangente y normal. E 


E Nuevas derivadas a partir de anteriores 


Cuando se forman nuevas funciones a partir de funciones anteriores por adición, sustrac- 
ción o multiplicación por una constante, sus derivadas se pueden calcular en términos 
de la derivada de sus funciones anteriores. En particular, en la fórmula siguiente dice que 
la derivada de una constante multiplicada por una función es la constante multiplicada 
por la derivada de la función. 


Regla del múltiplo constante Si c es una constante y f es una función deriva- 
ble, entonces 


Lieg ()] = F fœ) 


DEMOSTRACIÓN Sea g(x) = cf(x). Entonces 


a gx + h) — g(x) a efh) = cfu) 
g'(x) = lím = lím 
h—=0 h h=0 h 


er | OHM) $6) | 
im c h 


x+ h)— f(x 
= c lím fl Ñ FW) (por la ley 3 de los límites) 
h=0 n 
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EJEMPLO 4 


d nail O 3 3 
(a) FR (3x*) 3% (xt) = 3(4x?) = 12x 


d d d 
(b) ae a q (CP = (=1) pS (0 = -1(1)= -1 E 


La regla siguiente dice que la derivada de una suma de funciones es la suma de las 
derivadas. 


Si se utiliza la notación con primas, 
puede escribir la regla de la suma como 


FHD =F +9 


Regla de la suma Sify g son derivables, entonces 


d d d 
e O) tIl HD + yI 


DEMOSTRACIÓN Sea F(x) = f(x) + g(x). Entonces 


Fx +h) = Fl 
Fx) = lím Cta all 
h=>0 h 


aii [fl +A) + gl + 1 = A + al] 
eD h 
fath -Sfo , ge +h -yg 
h h 


= lím 


h=>0 


+ h) — 
1 FEF a 
h=>0 h h=>0 


+ — 
EA (por la ley 1 de los límites) 


= f'(x) + g'(x) m 


La regla de la suma puede extenderse a la suma de cualquier número de funciones. 
Por ejemplo, si se aplica este teorema dos veces, se obtiene 


FHI =F) SSH ESF +g Hh 


Al escribir f — g como f + (—1)g y aplicar la regla de la suma y la del múltiplo 
constante, se obtiene la fórmula siguiente. 


Regla de la diferencia Si tanto f como g son derivables, entonces 


d d d 
g O) Is HD — (0 


Las reglas de múltiplo constante, la suma y la diferencia se pueden combinar con la 
regla de la potencia para derivar cualquier función polinomial, como se muestra en los 
ejemplos que siguen. 


(4/3, =5) (13, =5) 


FIGURA 5 
La curva y = x* — 6x1? + 4 y sus 
tangentes horizontales 


xy 
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EJEMPLO 5 
La + 12x% — 4x* + 10x? — 6x + 5) 
x 


d, d d d d d 
=— + 12 —— (x5) — 4—— (xt) + 10 — (x°) — 6 — (x) + — 
ge? m FE UFO IS T += 8 


= 8x” + 12(5x*) — 4(4x?) + 10(Bx?) — 6(1) +0 


= 8x” + 60x* — 16x? + 30x? — 6 


EJEMPLO 6 Encuentre los puntos sobre la curva y = x* — 6x? + 4 donde la recta 
tangente es horizontal. 


SOLUCIÓN Se tienen tangentes horizontales donde la derivada es cero. Observe que, 


dy 
dx 


d on don d 
2 Ey 
E rad p” 
= 4x? — 12x + 0 = 4x(x? — 3) 


Así, dy/ dx = 0 six = 00 X — 3 =0, es decir, x = + V3. Por tanto, la curva dada tiene 
rectas tangentes horizontales cuando x = 0, V3 y — V3. Los puntos correspondientes 
son (0, 4), (V3, —5), y (= V3, —5). (Véase la figura 5.) 5 


EJEMPLO 7 La ecuación de movimiento de una partícula es s = 2 — 5P + 3t + 4, 
donde s se mide en centímetros y f en segundos. Determine la aceleración como una 
función del tiempo. ¿Cuál es la aceleración después de 2 segundos? 


SOLUCIÓN La velocidad y la aceleración son 


v(t) Es 101 +3 
dt 
dv 
t) = — = 12t — 10 
a(t) F7 
La aceleración después de 2 s es a(2) = 14 cm/ s?, E 


E Funciones exponenciales 


Intente calcular la derivada de la función exponencial f(x) = b*, aplicando la definición 
de derivada: 


+ k PrE pr E b* 
Fa) = lím fath -fa im 
f h>0 h 1n=>0 h 
g b*p” a p* b*(p* es 1) 
= lím = lím 
h—>0 h h=>0 h 


El factor b* no depende de A, por lo que puede llevarlo delante del límite: 


a) = b lim 2 
4 Y= 0 h 
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h 2%= il =i 

h h 
0.1 0.7177 1.1612 
0.01 0.6956 1.1047 
0.001 0.6934 1.0992 
0.0001 0.6932 1.0987 


En el ejercicio 1 verá que e se encuen- 
tra entre 2.7 y 2.8. Más adelante se 
podrá demostrar que e con cinco dígitos 
(o posiciones) decimales es 


e = 2.711828 


Observe que el límite es el valor de la derivada de f en 0; esto es, 


be -1 
h=0 h 


= f0) 


Por tanto, ha demostrado que, si la función exponencial f(x) = b* es derivable en 0, 
entonces es derivable para cualquier x; por lo que 


a F'O) =F0)p* 


Esta ecuación dice que la razón de cambio de cualquier función exponencial es propor- 
cional a la función misma. (La pendiente es proporcional a la altura.) 

En la tabla que aparece a la izquierda, se presenta una evidencia numérica de la 
existencia de f'(0) en los casos b = 2 y b = 3. (Los valores tienen una aproximación 
redondeada a cuatro decimales.) Parece que los límites existen y 


9h a 

paab=2, f'0)= lím = 0.69 
1— 1 
ga = 

para b=3, f'0)= lím = 1.10 
1— 1 


De hecho, se puede demostrar que estos límites existen y se redondean hasta seis deci- 
males, los valores son 


d d 
— (25) = 0.693147 — (35) = 1.098612 
dx P dx p= 


=0 0 


Por esto, de la ecuación 4, se tiene 
d d 
(5) — (2*) = (0.69)2* — (3*) = (1.10)3* 
dx dx 


De todas las elecciones posibles para la base b de la ecuación 4, se tiene la fórmula 
más sencilla de derivación cuando f'(0) = 1. En vista de los cálculos de f'(0) para b = 2 
y b = 3, parece razonable que exista un número b entre 2 y 3 para el que f'(0) = 1. Es 
costumbre denotar este valor con la letra e. (De hecho, así se presentó e en la sección 1.4.) 
Así, se tiene la definición siguiente. 


Definición del número e 


h 
er =1 
e es el número tal que lím 7 =1 
t= 1 


Geométricamente, esto significa que, de todas las funciones exponenciales posibles 
y = b*, la función f(x) = e* es aquella cuya recta tangente en (0, 1) tiene pendiente f'(0) 
que es exactamente 1. (Véanse las figuras 6 y 7.) 
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pendiente =e* 


pendiente =1 


=y 


FIGURA 6 FIGURA 7 


Si se hace b = e y, por tanto, f'(0) = 1 en la ecuación 4, se convierte en la siguiente 
importante fórmula de derivación. 


Derivada de la función exponencial natural 
Visual 3.1 utiliza el comporta- d 


miento de una pendiente para ilustrar (e*) =e* 
esta fórmula. dx 


De aquí se ve que la función exponencial f(x) = e* tiene la propiedad de que es su pro- 
pia derivada. El significado geométrico de esto es que la pendiente de una recta tangente 
a la curva y = e* es igual a la coordenada y del punto (véase la figura 7). 


3 EJEMPLO 8 Si f(x) = e* — x, encuentre f’ y f”. Compare las gráficas de f y f’. 


SOLUCIÓN Si se aplica la regla de la diferencia, se tiene 


X 


a E PA m e e 
f)=-, € ) a O q A 1 


1.5 1.5 En la sección 2.8 se define la segunda derivada como la derivada de f”, por lo que 


sn FU) = £ tE < (j= £ (jee 


FIGURA 8 


La función f y su derivada f’ se grafican en la figura 8. Observe que f tiene una recta 
tangente horizontal cuando x = 0; esto corresponde al hecho de que f'(0) = 0. Observe 
también que para x > 0, f'(x) es positiva y fes creciente. Cuando x < 0, f'(x) es nega- 
tiva y fes decreciente. E 


EJEMPLO 9 ¿En qué punto de la curva y = e* la recta tangente es paralela a la recta 
y = 2x1? 


SOLUCIÓN Puesto que y = e*, se tiene y” = e*. Sea a la coordenada x del punto en 
cuestión. Entonces, la pendiente de la recta tangente en ese punto es e”. Esta recta 
tangente será paralela a la recta y = 2x si tiene la misma pendiente; es decir, 2. Si se 
igualan las pendientes, se tiene 


er=2 a=ln2 


FIGURA 9 Por tanto, el punto requerido es (a, e“) = (In 2, 2). (Véase la figura 9.) Eg 
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CAPÍTULO 3 Límites y derivadas 


EJERCICIOS 


1. (a) ¿Cómo se define el número e? 
(b) Use una calculadora para estimar los valores de los 


2. 


límites 


redondeelos hasta dos decimales. ¿Qué puede concluir 


acerca del valor de e? 


(a) Trace a mano la función f(x) = e*, poniendo particular 
atención a la forma en como la gráfica cruza el eje y. 
¿Qué hecho le permite hacer esto? 

(b) ¿Qué tipos de funciones son f(x) = e" y g(x) = x°? 
Compare las fórmulas de derivación para f y g. 

(c) ¿Cuál de las dos funciones en el inciso (b) crece más 
rápidamente cuando x es muy grande? 


3-32 Derive cada una de las funciones siguientes. 


3. 


21. 


23. 


25. j 


27. 


29, 


31. 


. JAQ =2P 


f(x) = 186.5 


. fœ) = 5.2x +23 


— 3 — 4t 


| g(x) =x*(1 — 2x) 


. y= yn 


hlu) = Au? + Bu? + Cu 


x2+4x+3 


4. 


22. 


24. 


26. 


28. 


30. 


32. 


fœ) = 30 


. g(x) = Zx? = 3x +12 


. F() = 14 —- 2.51? + 6.7 
. H(u) = (3u — Du + 2) 
. B(y) = ay” 
. y = xP — x? 
. h(t) = 4t — 4e' 
y= x2 +x) 
. V(R) = rR? 
] po 
G(t) = 51 + v7 


t 
ob Cc 
y= de + =+ == 
7 v 


y? 
A + Bz + Cz? 

Fi) = —— == 
1 + 161? 

D(t) = —=— 

(£) ZPE 

y=e"!+1 


33-36 Encuentre la ecuación de la recta tangente a cada una de 
las curvas siguientes en el punto dado. 


33. 


y =2x* —1?+2, 


(1, 3) 


34. y=2e* +x, (0,2) 


2 
35. y =x+>, (2,3) 36. y =Vx—x (1,0) 
X 


37-38 Encuentre las ecuaciones de las rectas tangente y normal a 
cada una de las curvas siguientes en el punto dado. 


37. y=x°— xf, (1,0) 38. y =x, (1,1) 


9 39-40 Encuentre la ecuación de la recta tangente en el 
punto dado, a cada una de las curvas siguientes. Ilustre 
trazando la gráfica de la curva y de la recta tangente, en la 
misma pantalla. 


39. y = 3x — x, 


(1,2) 40. y =x-— Vx, (1,0) 


FS 41-42 Encuentre f'(x). Compare las gráficas de fy f' y utilícelas 
para explicar por qué su respuesta es razonable. 


41. f(x) = xt — 2x? + x’ 


42. f(x) =x- 2x +x- 1 


FF 43. (a) Trace la gráfica de la función 


FG) = xt — 3x? 
en el rectángulo de vista [—3, 5] por [—10, 50]. 

(b) Con la misma gráfica del inciso (a) estime las pen- 
dientes y trace a mano la gráfica de f’. (Véase el 
ejemplo 2.8.1.) 

(c) Calcule f'(x) y utilice esta expresión para graficar f’ 
con una calculadora graficadora. Compare con su trazo 
del inciso (b). 


FA 44. (a) Trace la gráfica de la función g(x) = e* — 3x? en el rec- 
tángulo de vista [—1, 4] por [—8, 8]. 

(b) Utilizando la gráfica del inciso (a) para calcular pendien- 
tes, haga a mano un trazo aproximado de la gráfica de g’. 
(Véase el ejemplo 2.8.1.) 

(c) Calcule g'(x) y utilice esta expresión, con un dispositivo 
graficador, para trazar la gráfica de g’. Compare con su 
trazo del inciso (b). 


45-46 Encuentre la primera y segunda derivadas de cada una de 
las funciones siguientes. 


45. f(x) = 0.001x? — 0.02x* 46. G(r) = Vr + Vr 


9 47-48 Encuentre la primera y segunda derivadas de cada una de 
las funciones siguientes. Verifique para ver si sus respuestas son 
razonables, comparando las gráficas de f, f' y f”. 


47. f(x) =2x — 51% 48. f(x) = e*— ya 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


SECCIÓN 3.1 


La ecuación de movimiento de una partícula es s = £? — 3t, 
donde s está en metros y t en segundos. Encuentre 

(a) la velocidad y la aceleración como funciones de t, 

(b) la aceleración después de 2 s, y 

(c) la aceleración cuando la velocidad es cero. 


La ecuación de movimiento de una partícula es 

s =1*— 21 + 1? — t, donde s está en metros y t en segundos. 

(a) Encuentre la velocidad y la aceleración como funciones 
de t. 

(b) Encuentre la aceleración después de 1 s. 

(c) Grafique las funciones posición, velocidad y acelera- 
ción, en la misma pantalla. 


Los biólogos han propuesto un polinomio cúbico para 
modelar la longitud L del pescado de roca de Alaska de 
edad A: 


L = 0.0155A° — 0.3724? + 3.95A + 1.21 
donde L se mide en pulgadas y A en años. Calcule 


aL 
dA | 4-12 


e interprete su respuesta. 


El número de especies de árbol S en un área dada A en la 
reserva forestal de Pasoh en Malasia se ha modelado por la 
función potencia 


S(A) = 0.882, 4082 


donde A se mide en metros cuadrados. Determine S'(100) e 
interprete su respuesta. 

Fuente: Adaptado de K. Kochummen et al., “Floristic Composition of Pasoh 
Forest Reserve, A Lowland Rain Forest in Peninsular Malaysia,” Journal of 

Tropical Forest Science 3 (1991): 1-13. 


La ley de Boyle establece que cuando una muestra de gas se 
comprime a temperatura constante, la presión P del gas es 
inversamente proporcional al volumen del gas. 

(a) Suponga que la presión de una muestra de aire que 
ocupa 0.106 m*a 25 °C es 50 kPa. Exprese V como una 
función de P. 

(b) Calcule dv/ dP cuando P = 50 kPa. ¿Cuál es el signifi- 
cado de la derivada? ¿Cuáles son sus unidades? 


. Los neumáticos de automóvil deben ser inflados 


correctamente porque un alto o bajo inflado puede causar 
desgaste prematuro. Los datos de la tabla muestran la vida 
L (en miles de kilómetros) para un determinado tipo de 
neumático a diversas presiones P (en kPa). 


P 179 | 193 | 214 | 242 | 262 | 290 | 311 


L 80 106 | 126 | 130 | 119 | 113 95 


(a) Utilice una calculadora graficadora o una computadora 
para modelar la vida del neumático con una función 
cuadrática de la presión. 

(b) Utilice el modelo para calcular dL/ dP cuando P = 200 
y cuando P = 300. ¿Cuál es el significado de la derivada? 
¿Cuáles son sus unidades? ¿Cuál es el significado de los 
signos de las derivadas? 
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55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 
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Encuentre los puntos sobre la curva y = 2x? + 3x? — 12x + 1 
donde la recta tangente es horizontal. 


¿Para qué valores de x la gráfica de f(x) = e* — 2x tiene una 
recta tangente horizontal? 


Demuestre que la curva y = 2e* + 3x + 5x* no tiene una 
recta tangente cuya pendiente es 2. 


Encuentre la ecuación de la recta tangente a la curva 
y = x* + 1 que es paralela a la recta 32x — y = 15. 


Encuentre las ecuaciones de ambas rectas tangentes a 
la curva y = x? — 3x? + 3x — 3 y paralela a la recta 
3x — y = 15. 


¿En qué punto sobre la curva y = 1 + 2e* — 3x es la recta 
tangente paralela a la recta 3x — y = 5? Ilustre trazando la 
gráfica de la curva y de ambas rectas. 


Determine una ecuación de la recta normal a la curva 
y = Vx que es paralela a la recta 2x + y = 1. 


¿Dónde la recta normal a la parábola y = x?— 1 en el punto 
(1, 0) interseca la parábola por segunda vez? Ilustre con 
un trazo de la gráfica. 


Dibuje un diagrama que muestre que hay dos rectas tan- 
gentes a la parábola y = x° que pasan por el punto (0, —4). 
Encuentre las coordenadas de los puntos donde estas rectas 
tangentes intersectan la parábola. 


(a) Encuentre las ecuaciones de ambas rectas que pasan 
por el punto (2, —3) que son tangentes a la parábola 
y=x +x. 

(b) Demuestre que no hay una recta que pase por el punto 
(2, 7) que sea tangente a la parábola. Luego dibuje un 
diagrama para ver por qué. 


Utilice la definición de derivada para demostrar que si 
fo) = 1/x, entonces f'(x) = — 1/x?. (Esto demuestra la 
regla de la potencia para el caso n = —1.) 


Encuentre la n-ésima derivada de cada una de las funciones 
siguientes calculando algunas derivadas y observando el 
patrón de recurrencia. 


(a) fa) =x” ©) f(x) = 1/x 


Encuentre un polinomio P de segundo grado tal que 
P(2) = 5, P'(2) = 3, y P"(2) = 2. 


La ecuación y” + y'— 2y = x?es una ecuación diferencial 
porque implica una función desconocida y y sus derivadas 
y” y y”. Encuentre las constantes A, B y C tales que la 
función y = Ax? + Bx + C satisface esta ecuación. (Las 
ecuaciones diferenciales se estudiarán en detalle en el 
capítulo 9.) 


Encuentre una ecuación cúbica y = ax? + bx? + cx + d 
cuya gráfica tiene rectas tangentes horizontales en los 
puntos (—2, 6) y (2, 0). 


Encuentre una parábola con ecuación y = ax? + bx + c 
que tiene pendiente 4 en x = 1, pendiente —8 en x = —1 
y que pasa por el punto (2, 15). 
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71. Sea 80. La gráfica de cualquier función cuadrática f(x) = ax? + bx + c 
es una parábola. Demuestre que el promedio de las pendientes 
fo) = 2+1losix<l de las rectas tangentes a la parábola en los puntos finales de 
“a xti six=1 cualquier intervalo [p, q] es igual a la pendiente de la tangente 
en el punto medio del intervalo. 
¿Es f derivable en 1? Trace las gráficas de f y f’. 
81. Sea 
72. ¿En qué números es derivable la función g siguiente? > i 
X sixs2 
iS mx+b six>2 
2x six=0 f i 
gx) =32x=x? si0<x<2 Encuentre los valores de m y b que hacen que f sea derivable 
2:=:X% six=2 para todas. 
Proporcione una fórmula para g’ y trace las gráficas de g y g'. 82. Se dibuja una recta tangente a la hipérbola xy = c en un 
punto P. 
73. (a) ¿Para qué valores de x es la función f(x) = |x? — 9| es (a) Demuestre que el punto medio del segmento de esta 
derivable? Encuentre una fórmula para f’. recta tangente comprendido entre los ejes de coorde- 
(b) Trace las gráficas de fy f’. nadas es P. 
(b) Demuestre que el triángulo formado por la recta tangente 
74. ¿Dónde es derivable la función h(x) = |x — 1| + |x + 2|? Dé y los ejes de coordenadas siempre tiene la misma área, no 
la función para h’ y trace las gráficas de h y h’. importa dónde se encuentre P sobre la hipérbola. 
75. Encuentre la parábola con ecuación y = ax? + bx cuya recta 1000 1 
tangente en (1, 1) tiene por ecuación y = 3x — 2. 83. Evalúe lím : n 
x> x— 
= y4 4 k r E S ] i 
76. Suponga qüe lacurva y= xF ax Fb o bin 84. Dibuje un diagrama que muestre dos rectas perpendiculares 
una recta tangente cuando x = O con ecuación y = 2x + 1 p : 
y que se intersecan en el eje y y que son ambas tangentes a la 
y una recta tangente cuando x = 1 con ecuación y = 2 — 3x. E L aA : 
parábola y = x?. ¿Dónde se intersecan estas rectas? 
Encuentre los valores de a, b, c, y d. 
i E 
77. ¿Para qué valores de a y b la recta 2x + y = b es tangente a la 85. Sic > 3, ¿cuántas rectas que pasan por el punto (0, c) EE 
parábola y = ax? cuando x = 2? rectas normales a la parábola y = x?? ¿Qué pasa si c < 5? 
F4 =pl =p 1 -P; 
78. Encuentre el valor de c tal que la recta y = dx + 6 es tangente 86. Trace las parábolas y = x* y y = x* — 2x + 2. ¿Piensa que 
ala curva y = c Vx. existe una recta que es tangente a ambas curvas? Si es así, 
i encuentre su ecuación. Si no es así, ¿por qué no? 
79. ¿Cuál es el valor de c tal que la recta y = 2x + 3 es tangente a 


la parábola y = cx?? 


PROYECTO DE APLICACIÓN CONSTRUCCIÓN DE UNA MEJOR MONTAÑA RUSA 


Suponga que le piden que diseñe la primera subida y bajada de una nueva montaña rusa. 


Luego de estudiar fotografías de sus montañas rusas favoritas, decide hacer la pendiente de la 
subida de 0.8 y la pendiente de la bajada de —1.6. Usted decide unir estos dos tramos rectos 
y = L¡(x) y y = L,(x) con parte de la parábola y = f(x) = ax? + bx + c, donde x y f(x) se 
miden en metros. Para que la pista sea suave no pueden existir cambios abruptos de direc- 
ción, por lo que se quiere que los segmentos rectos L, y L, sean tangentes a la parábola en los 
puntos de transición P y O. (Véase la figura). Para simplificar las ecuaciones, decide ubicar el 
origen en P. 


1. (a) Suponga que la distancia horizontal entre P y Q es de 30 m. Escriba las ecuaciones en 
a, b y c que aseguren que la pista sea suave en los puntos de transición. 


(b) Resuelva las ecuaciones del inciso (a) para a, b, y c para encontrar una fórmula para f(x). 


mxi 


(c) Trace L., f, y L, para verificar gráficamente que las transiciones son suaves. 


(d) Determine la diferencia de elevación de P y Q. 


2. La solución en el problema 1 podría parecer suave, pero se puede no sentir suave ya que la 
función está definida en partes [que consiste de L (x) para x < 0, f(x) para 0 = x < 30, y 


O Susana Ortega / Shutterstock.com 
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L (x) para x > 30] no tiene una segunda derivada continua. Por lo que decide mejorar 
el diseño utilizando una función cuadrática q(x) = ax? + bx + c solo en el intervalo 
3 < x < 27 y unir las funciones lineales con dos funciones cúbicas: 


al) =k E ld Ema + n Garas 


EN =a a a DanS 
(a) Escriba un sistema de ecuaciones con 11 incógnitas que garanticen que las funcio- 
nes y sus dos primeras derivadas coinciden en los puntos de transición. 


EN (b) Resuelva las ecuaciones del inciso (a) con un sistema algebraico computacional para 
encontrar las fórmulas para q(x), g(x) y h(x). 


(c) Trace la gráfica de L., g, q, h, y L,, y compare con la gráfica del problema 1(c). 


3.2 Reglas del producto y el cociente 


Av u Av Au Av 


Ü uv v Au 


FIGURA 1 


Geometría de la regla del producto 


Las fórmulas de esta sección permiten derivar nuevas funciones formadas a partir de 
anteriores, por multiplicación o división. 


Ml Regla del producto 


Por analogía con las reglas de la suma y la diferencia, podría tener la tentación de supo- 
ner, como Leibniz lo hizo hace tres siglos, que la derivada de un producto es el producto 
de las derivadas. Sin embargo, puede ver que esta suposición es errónea al considerar 
un ejemplo particular. Sea f(x) = x y g(x) = x. Por tanto, la regla de la potencia da 
Fœ) = 1y g'(x) = 2x. Pero (19%) = xX, por lo que (fg) x) = 3x. Por lo que, (fg) # f'g’. 
La fórmula correcta fue descubierta por Leibniz (poco tiempo después de su falso inicio) 
y se llama regla del producto. 

Antes de enunciar la regla del producto, vea cómo podría descubrirla. Inicie por supo- 
ner que u = f(x) y v = g(x) son funciones positivas derivables. Entonces se puede inter- 
pretar el producto uv como el área de un rectángulo (véase la figura 1). Si x cambia una 
cantidad Ax, entonces los cambios correspondientes en u y v son 


Au = f(x + Ax) — f(x) Av = g(x + Ax) — g(x) 
y el nuevo valor del producto, (u + Au)(v + Av), se puede interpretar como el área del 


rectángulo grande en la figura 1 (siempre que Au y Av sean positivos). 
El cambio en el área del rectángulo es 


(1) A(uv) = (u + Au)(v + Av) — uv = u Av + v Au + Au Av 
= suma de las tres áreas sombreadas 


Si se divide entre Ax, se obtiene 


A(uw) — Av Au Av 
Ax Ax Ax Ax 
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Recuerde que en la notación de Leibniz 
la definición de derivada se puede escri- 
bir como 

dy 2 Ay 


= lím — 
dx Ax=0 Ax 


En notación prima: 


D = fa + 9f 


En la figura 2 se muestran las gráficas 
de la función f del ejemplo 1 y su 
derivada f'. Observe que f'(x) es 
positiva cuando f es creciente y 
negativa cuando f es decreciente. 


FIGURA 2 


Si ahora se hace que Ax —= 0, se obtiene la derivada de uv: 


d A A A A 
(uv) = lím wo) lím fu a y2 pAn e 
dx Ax xX 


Ax—0 Ax Ax—0 


E A E 
TR eet Ax Ue Ax ren pe ah Ax 


dv du dv 
=u +v +0 
dx dx dx 
d dv du 
[2J (uv) =u +4 
dx dx dx 


(Observe que Au —> 0 cuando Ax — 0 ya que f es derivable y, por tanto, continua.) 

Aun cuando se partió de la hipótesis (para la interpretación geométrica) que todas 
las cantidades son positivas, observe que la ecuación 1 siempre es verdadera. (El 
álgebra es válida si u, v, Au y Av son positivas o negativas.) Por lo que se ha demos- 
trado la ecuación 2, conocida como regla del producto, para todas las funciones 
derivables u y v. 


Regla del producto Si f y g son derivables, entonces 


d d d 
pl ()at)]=f() z 1900) + g(x) pml (x)] 


En palabras, la regla del producto dice que la derivada de un producto de dos funcio- 
nes es la primera función multiplicada por la derivada de la segunda función, más la 
segunda función multiplicada por la derivada de la primera función. 


EJEMPLO 1 
(a) Si f(x) = xe, encuentre f'(x). 
(b) Determine la n-ésima derivada, f”(x). 


SOLUCIÓN 
(a) Por la regla del producto se tiene que 


d 
Fa) = y e”) 
d d 
= Le x + PIO 
ai i k” 
= xe” +e*.1=(x + 1)e* 
(b) Aplicando la regla del producto una segunda vez, se obtiene 
r" d X 
£ (== r Aer] 
x 
d d 
= (x + De + dirmi + 1) 


= (x + De + e: 1 = (x + 2)e* 


En el ejemplo 2, a y b son constantes. 
Es habitual en matemáticas el uso de 
las primeras letras del alfabeto, para 
representar constantes y las últimas 
para representar variables. 
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Las aplicaciones de la regla del producto siguientes dan 
FU) = (x + 3)er FU) = (x + 4)e* 


De hecho, cada derivada sucesiva agrega otro término e”, por lo que 


FU =(x + me a 


EJEMPLO 2 Derive la función f(t) = Vt (a + bt). 
SOLUTION 1 Utilizando la regla del producto, se tiene que 
(0) = yt a + bt) + (a + bt) dE Ai 
dt dt 
=t -b+ (a+ bt) -4 


— + bt + 
Spk _4 3bt 


Dt yr 


SOLUCIÓN 2 Si primero se utilizan las leyes de los exponentes para reescribir f(t), 
entonces se puede proceder directamente sin utilizar la regla del producto. 


FO = avt + bt = at!’ + pr? 


FO = tar + ibt” 
que es equivalente a la respuesta dada en la solución 1. o 


El ejemplo 2 muestra que a veces es más fácil simplificar un producto de funciones 
antes de derivar que utilizar directamente la regla del producto. En el ejemplo 1, sin 
embargo, la regla del producto es el único método posible. 


EJEMPLO 3 Si f(x) = Vx g(x), donde g(4) = 2 y g'(4) = 3, encuentre f'(4). 
SOLUCIÓN Aplicando la regla del producto, se tiene que 
d d dt 
, = pá f = J Piana + md E 
1) => [vr ato] = Vx ¿gol + ato Lvx] 
= Vx gl) + ga da 


> ma 90 
SAE 


Por lo que f4) = V4 g'(4) + === 


E Regla del cociente 


Se encontró una regla para derivar el cociente de dos funciones derivables u = f(x) y 
v = g(x) en gran parte de la misma manera que se ha encontrado la regla del producto. 
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En notación prima: 


Se puede utilizar un dispositivo de 
graficación para verificar que la 
respuesta al ejemplo 4 es razonable. En 
la figura 3 se muestran las gráficas de la 
función del ejemplo 4 y su derivada. 
Observe que cuando y crece con rapidez 
(cerca de —2), y’ es grande. Y cuando y 
crece con lentitud, y” está cerca de 0. 


FIGURA 3 
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Si x, u y v cambian en cantidades Ax, Au y Av, entonces el cambio correspondiente en el 
cociente u/ v es 


a ey 2 +Au u (u+ Auw — ulv + Av) 
v v + Av v vlv + Av) 
_ vAu—uAv 
v(v + Av) 
por tanto, 
Au Av 
VI A 
dfuy _ ? A(u/v) — i Ax Ax 
dx\v] amo Ax Ao vív + Av) 


Cuando Ax —> 0, también Av —> 0, porque v = g(x) es derivable y, por consiguiente, con- 
tinua. Así, al aplicar las leyes de los límites, se obtiene 


Au Av du dv 

v ím — — u ím — VT=uU— 

d _ Ao Ax Aax=0 Ax dx dx 
dx\v v Lim (o + Av) y? 


Regla del cociente Si f y g son derivables, entonces 


d d 
g EL] 169 La 
[g(x) 1? 


d | ra | E 
dx | g(x) 


En palabras: la regla del cociente dice que la derivada de un cociente es el denomina- 
dor multiplicado por la derivada del numerador, menos el numerador multiplicado por 
la derivada del denominador, todo dividido entre el cuadrado del denominador. 

La regla del cociente y las otras fórmulas de derivación permiten calcular la derivada 
de cualquier función racional, como se ilustra en el ejemplo siguiente. 


*+x-2 


. Entonces 
+6 


EJEMPLO 4 Sea y = 


d 
E AE A LE 
dx dx 


(x? + 6) 


2 (x? + 6 (2x + 1) — (x? + x — 2)Gx?) 
(x? + 6y 


o (2x +x? + 12x + 6) — (3x4 + 3x? — 6x°) 
(x? +6) 


=x — 2x? + 6x? + 12x +6 
(x? + 6y a 


FIGURA 4 
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EJEMPLO 5 Encuentre la ecuación de la recta tangente a la curva y = e*/(1 + x?) en 
el punto (1, Lo). 


SOLUCIÓN De acuerdo con la regla del cociente 


nsa ad x? 
(14197 (05 e q + ) 


dy 
dx (1 + 1?) 
_ d+ dde e (2x) e(l -— 2x +x’) 
(1 + 12) (1 + 1?) 
it xy? 
E (1 + 1?) 


Por lo que la pendiente de la recta tangente en (1, Le) es 


d 
Dl o 
dx x=1 
Esto significa que la recta tangente en (1, le) es horizontal, y su ecuación es y = le, 

[Véase la figura 4. Observe que la función es creciente y cruza su recta tangente en 


(1, 4e).] 


o 
NOTA No use la regla del cociente cada vez que vea un cociente. A veces es más 


fácil reescribir un cociente en una forma que sea más sencilla para los fines de deriva- 
ción. Por ejemplo, aun cuando es posible derivar la función 


aplicando la regla del cociente, es más fácil dividir primero y escribir la función como 


F(x) = 3x + 2x ? 
antes de derivar. 


A continuación, se resumen las fórmulas de derivación que ha aprendido hasta el 
momento. 


Tabla de fórmulas de derivación 


A =g — (x") = nx"! — eja 
ef) = af (FR =f +g Agr =g 
D = fa + gf! (2) _ af $0 

g g 
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3 


1. 
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«2 EJERCICIOS 


Encuentre la derivada de f (x) = (1 + 2x2)(x — x?) de dos 


maneras: aplicando la regla del producto y efectuando primero 


la multiplicación. ¿Sus respuestas son equivalentes? 


. Encuentre la derivada de la función 


en dos maneras diferentes: utilizando la regla del cociente 


y simplificando primero. Demuestre que sus respuestas son 


equivalentes. ¿Cuál método prefiere? 


3-26 Derive. 
3. f(x) = Bx? — 5x)e* 4. g(x) = (x + 2x ) e 
e* et 
5 y= 6. y= 
7 yo 7 LAN 
3 = 1 2t 
7. g(x) = 8. f(t) = 
g) = F a= Sr 


10. 


11. 


12. 


13. 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. fl. 


. H(u) = (u — Ju )(u + Ju) 


Ju) = (v? — 200 * + 07?) 


1 3 
F(y) = (2 E Jo + Sy”) 
pS 


Fl) = (1 — ez + e%) 


y=3 14. y= 
x= 2H 
P+3t 1 
=> Ga 16.-=>= 323 
1" 4t+3 Pri 1 
da 2 f 
y= 20 18. hr) = —<— 
7 v b+e' 
y=" AL 20. y = (z? + e°)yz 
se 
Yt 4+t 
t) = 22. V(t) = 
ft) 8 (t) = 
x'e” At 
) = 24. F(t) = — ~~~ 
fw x? + e* (0) BP + Cf 
A ax +b 
= 26. f(x) = 
f(x) BEC Fa) Ed 


27-30 Determine f'(x) y f”Gx) de cada una de las funciones 
siguientes. 


27. 


FG) = (+ De" 28. f(x) = Vxe* 


x? 


Leer 


29. f(x) = 30. f(x) = 


x-1 


31-32 Encuentre la ecuación de la recta tangente a la curva dada 
en el punto especificado. 


x-1 


3l y 
PRE 


(1, 0) 


l+x 
32. y=3 32 (0,3) 


33-34 Determine las ecuaciones de las rectas tangentes y de las 
rectas normales a cada una de las curvas dadas en el punto que se 
especifica. 


33. y =2xe", (0,0) 34. y= , (1,1) 


x +1 


35. (a) La curva y = 1 / (1 + x°) se llama bruja de María Agnesi. 
Encuentre la ecuación de la recta tangente a esta curva en 
el punto (- i 2). 
(b) Ilustre el inciso (a) trazando las gráficas de la curva y la 
recta tangente en la misma pantalla. 


36. (a) La curva y = x/ (1 + 12) se llama serpentina. Encuentre 
la ecuación de la recta tangente a esta curva en el punto 
(3, 0.3). 
(b) Ilustre el inciso (a) trazando la gráfica de la curva y la 
recta tangente, en la misma pantalla. 


37. (a) Si f(x) = œ — xæ, encuentre f'(x). 
(b) Compruebe que su respuesta al inciso (a) es razonable 
comparando las gráficas de f y f’. 


38. (a) Si f(x) = ex + x + 1), determine f'(x). 
(b) Compruebe que su respuesta al inciso (a) es razonable 
comparando las gráficas de f y f’. 


39. (a) Si f(x) = (4 — D/G? + 1), determine f'(x) y f"). 
(b) Verifique si sus respuestas en el inciso (a) son razonables 
al comparar las gráficas de f, f' y f”. 


40. (a) Si f(x) = (? — 1)e*, determine f'(x) y £”G0). 
(b) Verifique para comprobar que sus respuestas en el inciso 
(a) son razonables al comparar las gráficas de f, f' y f”. 


41. Si f(x) = 2/01 + x), determine f”(1). 
42. Sig(x) = x/ e, determine g“(x). 


43. Suponga que f(5) = 1, £'(5) = 6, g(5) 
Encuentre los valores siguientes 


(a) 0196) o) FVS) 


2,9(4) = 5, f'(4) 


3yg'(5)=2. 


© (9/15) 
6yg'(4) = -3. 


44. Suponga que f(4) 
Encuentre h' (4). 


@) Alx) = 3f) + 8g(x) (b) h(x) = f(Dg(x) 
fœ 


O) yo GO 
CEMAT a) ETE 


45 


46 


47 


48 


49 


50. 


51. 


52. 


53. 


Si f'(x) = e*g(x), donde g(0) = 2 y g'(0) = 5, determine f'(0). 


Sih(2) = 4 y h'(2) = —3, encuentre 


a (w 
dx x 
Si g(x) = xf(x), donde f(3) = 4 y f'(3) = —2, encuentre la 


ecuación de la recta tangente a la gráfica de g en el punto donde 
x=3. 


x=2 


Si fQ)= 10 y f'(x) = x’ f(x) para toda x, encuentre f"(2). 


Si f y g son las funciones cuyas gráficas se ilustran, sean 
ua) = FIA) y vo) = $0/9(o. 
(a) Encuentre u'(1). (b) Encuentre v' (5). 


Sea PŒ) = FGO)G(x) y Q(x) = F()/Glo, donde F y G son las 
funciones cuyas gráficas se muestran 
(a) Encuentre P'(2). (b) Encuentre O'(7). 


yA 


= Y 


| 
| 
| 
| 
La 


Si g es una función derivable, encuentre una expresión para la 
derivada de cada una de las funciones siguientes. 


x 
(a) y = xglx) (b) y = —= 
v g(x) 
xX 
(c) y= EASA 
x 
Si f es una función derivable, encuentre una expresión para la 
derivada de cada una de las funciones siguientes. 
(x) 
(a) y =x fha) (b) y = a 
e 1+xfú 
(c) y=— (d) ya 


Fx) dx 

¿Cuántas rectas tangentes a la curva y = x/ (x + 1) pasan por 
el punto (1, 2)? ¿En qué puntos toca la curva estas rectas 
tangentes? 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 
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Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva 


x= 
x+1 


y= 


que sean paralelas a la recta x — 2y = 2. 
Encuentre R'(0), donde 


x— 3x? + 5x0 
1 + 3x? + 6x% + 9x? 


R(x) 


Sugerencia: en vez de encontrar primero R'(x), sea f(x) el 
numerador y g(x) el denominador de R(x) y calcule R'(0) 
usando f(0), £'(0), g(0) y g'(0). 


Utilice el método del ejercicio 55 para calcular Q'(0), donde 


1+x+x+xe" 


l=x+x- xe” 


Q(x) 


En este ejercicio, calcule la proporción a la que está creciendo 
el ingreso personal total en el área metropolitana de Richmond- 
Petersburg, Virginia. En 1999, la población de esta área era 
961 400 y la población aumentaba en alrededor de 9200 
personas al año. El ingreso anual promedio era $30 593 per 
cápita, y este promedio se incrementaba en cerca de $1400 

al año (ligeramente por arriba del promedio nacional de 
alrededor de $1225 al año). Use la regla del producto y estas 
cifras para calcular la proporción en la que estaba aumentando 
el ingreso personal total en el área de Richmond-Petersburg 
en 1999. Explique el significado de cada término en la regla 
del producto. 


Un fabricante produce rollos de una tela con un ancho fijo. La 
cantidad q de esta tela (medida en metros) que se vende es 
función del precio de venta p (en dólares por metro), de modo 
que q = f(p). Entonces, el ingreso total que se percibe con el 
precio de venta p es R(p) = pfp). 
(a) ¿Qué significa decir que f(20) = 10 000 y f'(20) = —350? 
(b) Suponiendo los valores del inciso (a), encuentre R’ (20) e 
interprete su respuesta. 


La ecuación de Michaelis-Menten de la enzima quimotrip- 
sina es 


© OJAS] 
” = 0.015 + [5] 


donde v es la velocidad de una reacción enzimática y [S] es la 
concentración de un sustrato §. Calcule dv/ d[S] e interprétela. 


La biomasa B(t) de la población de peces es la masa total de 
los miembros de la población en el tiempo t. Es el producto 
del número de especímenes N(+) en la población y la masa 
promedio M(t) de los peces al tiempo t. En el caso de los 
guppies, la reproducción ocurre continuamente. Suponga que 
al tiempo £ = 4 semanas la población es de 820 guppies y está 
creciendo a un ritmo de 50 guppies por semana, mientras que 
la masa promedio es de 1.2 g y está aumentando a una tasa de 
0.14 e/ semana. ¿Con qué razón está aumentando la biomasa 
cuando t = 4? 
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61. (a) Utilice la regla del producto dos veces para probar que, 
si f, g y h son derivables, entonces 
Ggh)' = f'gh + fg'h + fgh'. 
(b) Tomando f = g = h en el inciso (a), demuestre que 


d 
g HOF =3I FDF) 
lx 
(c) Use el inciso (b) para diferenciar y — e,,. 


62. (a) Si F(x) = f(x) gGo), donde f y g son derivables en todos los 
órdenes, demuestre que F” = f”g + 2f'g' + fg". 
(b) Determine fórmulas similares para F” y F®. 
(c) Intente una fórmula para F™. 


63. Determine expresiones para las primeras cinco derivadas de 
fœ) = x7e*. ¿Observa algún patrón en estas expresiones? Infiera 
una fórmula para f(x) y demuéstrela por medio de inducción 
matemática. 


64. (a) Si g es derivable la regla del recíproco indica que 


d | 1 | 
dx | g(x) 


Utilice la regla del cociente para demostrar la regla del 
recíproco. 

(b) Utilice la regla del recíproco para derivar la función del 
ejercicio 16. 

(c) Utilice la regla del recíproco para comprobar que la regla 
de la potencia es válida para números enteros negativos, es 
decir, 


g(x) 
LDP 


d 
— (a) = -nx 


dx 


n-1 


para todos los números enteros positivos n. 


3.3 Derivadas de funciones trigonométricas 


Antes de iniciar esta sección, quizá necesite repasar las funciones trigonométricas. En 
particular, es importante que recuerde que cuando habla de la función f definida para 
todos los números reales x, mediante 


En el apéndice D se presenta un repaso 
de las funciones trigonométricas. 


f(x) = sen x 


se entiende que sen x significa el seno del ángulo cuya medida en radianes es x. Para las 
demás funciones trigonométricas: cos, tan, csc, sec y cot se cumple con una convención 
similar. Recuerde de la sección 2.5 que todas las funciones trigonométricas son conti- 
nuas en cada número en sus dominios. 

Si traza la gráfica de la función f(x) = sen x y utiliza la interpretación de f'(x) como 
la pendiente de la recta tangente a la curva seno para trazar la gráfica de f’ (véase el 
ejercicio 2.8.16), parece que la gráfica de f’ es la misma que la curva coseno (véase 
la figura 1). 


Visual 3.3 muestra una anima- 
ción de la figura 1. 


y=f(x) 


o 
NI 
3 


FIGURA 1 


Se utilizó la fórmula de adición para el 
seno. Véase el apéndice D. 


FIGURA 2 


SECCIÓN 3.3 Derivadas de funciones trigonométricas 191 


Intente confirmar la conjetura de que si f(x) = sen x, entonces f'(x) = cos x. A partir 
de la definición de derivada, se tiene 


f(x + h) — f(x) ~ sen(x + h) — sen x 
m = lím 


f(x) = lí 

h=0 h h=0 h 
 senxcosh + cos x senh — sen x 

= lím 
n=>0 h 
y senx cos h — senx cosx senh 

= lím + 
h=0 h h 
, cosh — 1 sen h 

= lím | sen x| ——=>— ] + cos x 
n=>0 h h 
y 7 cosh—1 i 7 senh 

(1) = lím sen x + ím ——=— + lím cos x - lím 

h=0 h=>0 h h=0 h>0 h 


Dos de estos cuatro límites son fáciles de evaluar. Puesto que se considera a x como 
constante al calcular un límite cuando h — 0, se tiene 


lím sen x = sen x y lím cos x = cos x 


h=>0 h=>0 


El límite de (sen h)/ h no es tan obvio. Con base en la evidencia numérica y gráfica, en el 
ejemplo 2.2.3 se infiere que 


El NE 


Ahora se utilizará un argumento geométrico para demostrar la ecuación 2. Suponga pri- 
mero que 0 se encuentra entre O y 7r/ 2. En la figura 2(a) se muestra un sector de circunfe- 
rencia con centro en O, ángulo central 0, y radio 1. BC se traza perpendicular a OA. Por 
la definición de radián, se tiene que arco AB = 0. También, | BC| = | OB |sen 0 = sen 6. 
Con base en el diagrama, se observa que 


|BC| < |AB| < arc AB 


sen 0 
0 


Por tanto sen 0 < 0 tal que 


Suponga que las rectas tangentes en A y B se intersecan en E. Se puede ver de la figura 
2(b), que la circunferencia es menor que la longitud del polígono circunscrito, y por lo 
que arc AB < |AE| + | EB|. Así, 


0 = arc AB < |AE| + | EB| 


<|AE| + |ED| 


Il 


|AD| = | OA | tan 0 


II 


tan 0 


(En el apéndice F se demuestra directamente la desigualdad 0 < tan 0 a partir de la 
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definición de la longitud de arco, sin recurrir a la intuición geométrica, como se hizo 
aquí.) Por tanto, se tiene que 


sen O 
0 
cos 0 
0 
por lo que cos 0 < io 1 


Se sabe que lím, 1 = 1 y lím, cos 9 = 1, por lo que, por el teorema de la com- 


presión 


lím =] 


0—>0+t 0 


Pero la función (sen 0) / 0 es una función par, por lo que sus límites por la derecha y por 
la izquierda deben ser iguales. Por tanto, se tiene 


por lo que se ha demostrado la ecuación 2. 
Se puede deducir el valor del límite restante en (1) como sigue: 


Multiplique el numerador y el denomi- 
nador por cos O + 1 para poner la „ cosĝ—-1 cose =1 coso +1Y cos’ — 1 
función de manera que pueda usar los lím 0 lím 0 "TOS 0+1 cp 9 (cos 0 + 1) 
límites que conoce. 
o —sen?9 ~ (senó sen 0 
= lím =-= ím : 
9>0 O (cos O + 1) e=0l 8 cosg + 1 
sen O sen 0 


7 


= —]ím ím 
e>0 0 e—>0 cos + 1 


(0) 
= -]. (; T -) =0 (por la ecuación 2) 


a pa o 


Si ahora se ponen los límites (2) y (3) en (1), se obtienen 


, y  cosh—1 y ~ senh 
f'(x) = lím senx + lím ———— + lím cos x - lím 
j h—>0 h=>0 h h—>0 h>0 h 


= (sen x) : 0 + (cos x) : 1 = cos x 


Por lo que se ha demostrado la fórmula para la derivada de la función seno: 


d 
(4) T (sen x) = cos x 


La figura 3 muestra las gráficas de la 
función del ejemplo 1 y su derivada. 
Observe que y” = O siempre que y 
tenga una recta tangente horizontal. 


FIGURA 3 


Cuando memorice esta tabla, resulta 
útil observar que los signos menos van 
con las derivadas de las “cofunciones”; 


es decir, coseno, cosecante y cotangente. 


SECCIÓN 3.3 Derivadas de funciones trigonométricas 193 


EJEMPLO 1 Derive y = x? sen x. 


SOLUCIÓN Con la regla del producto y la fórmula 4, se tiene 


dy „d d, 
—— = x* — (sen x) + sen x — (x?) 
dx dx dx 

= x?’ cos x + 2x sen x a 


Si se aplican los mismos métodos que en la demostración de la fórmula 4, puede 
demostrarse (véase el ejercicio 20) que 


d 
(5) — (cos x) = —sen x 
dx 


También puede derivar la función tangente utilizando la definición de derivada, pero 
es más fácil usar la regla del cociente con las fórmulas 4 y 5: 


d d [senx 
(tan x) = 
dx dx \ cosx 


d 
cos x — (sen x) — sen x — (cos x) 
dx dx 


cos?x 


cos x + cos x — sen x (—sen x) 


2 
cos x 


cos?x + sentx 


cos?x 


[6] a (tan x) = sec?x 


dx 


También es fácil determinar las derivadas de las funciones trigonométricas restantes, 
csc, sec y cot, aplicando la regla del cociente (véanse los ejercicios 17-19). En la tabla 
siguiente aparecen todas las fórmulas de derivación de las funciones trigonométricas. 
Recuerde que son válidas solo cuando x se mide en radianes. 


Derivadas de las funciones trigonométricas 


— (sen x) = cos x — (csc x) = —csc x cot x 
dx dx 

— (cos x) = —sen x — (sec x) = sec x tan x 
dx dx 

— (tan x) = sec?x — (cot x) = —csc?x 

dx dx 
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sec x 


1+tanx 
una recta tangente horizontal? 


EJEMPLO 2 Derive f(x) = 


. ¿Para cuáles valores de x la gráfica de f tiene 


SOLUCIÓN Por la regla del cociente se tiene que 


d d 
(1 + tan x) (sec x) — sec x (1 + tan x) 
dx dx 


Fx) = 


(1 + tan x? 


_ (1 + tan x) sec x tan x — sec x * sec?x 
(1 + tan x) 


D _ sec x (tan x + tan?x — sec?x) 
(1 + tan x}? 


sec x (tan x — 1) 


\ j T (1 + tan x}? 
A 


=A En la simplificación de la respuesta se ha utilizado la identidad tan?°x + 1 = sec?x. 
FIGURA 4 Ya que sec x nunca es 0, vea que f'(x) = 0 cuando tan x = 1, y esto sucede cuando 
Las tangentes horizontales del ejemplo 2. x = nm + m / 4, donde n es un entero (véase la figura 4). E 


Las funciones trigonométricas se usan con frecuencia en el modelado de fenóme- 
nos del mundo real. En particular, las vibraciones, ondas, movimientos elásticos y 
otras cantidades que varían de manera periódica, se pueden describir usando funciones 
trigonométricas. En el ejemplo siguiente se analiza un caso de movimiento armónico 
simple. 


an EJEMPLO 3 Un objeto que se encuentra en el extremo de un resorte vertical se des- 
== plaza hacia abajo 4 cm más allá de su posición en reposo, para estirar el resorte, y se 

= deja en libertad en el instante t = 0. (Véase la figura 5 y observe que la dirección hacia 
T0 abajo es positiva.) Su posición en el instante f es 


qe s = f( = 4 cos t 


Encuentre la velocidad y la aceleración en el instante £ y úselas para analizar el movi- 
FIGURA 5 miento del objeto. 


SOLUCIÓN La velocidad y la aceleración son 
ds d d 
v = — = — (4 cos t) = 4 — (cos t) = —4 sen t 
dt dt dt 


dv d d 
A a (—4 sen 1) 4 — (sen t) = —4 cos t 
L dt dt dt 


El objeto oscila desde el punto más bajo (s = 4 cm) hasta el punto más alto 
(s = —4 cm). El período de la oscilación es 27, el período de cos t. 

La rapidez es |v| = 4| sen t|, la cual es máxima cuando |sen £| = 1; es decir, cuando 
-2+ cos £ = 0. Por lo que el objeto se mueve con la mayor rapidez cuando pasa por su 
posición de equilibrio (s = 0). Su rapidez es O cuando sen £ = 0; esto es, en los puntos 
alto y bajo. 

La aceleración a = —4 cos t = O cuando s = 0. Alcanza la magnitud máxima en los 
FIGURA 6 puntos alto y bajo. Observe la gráfica en la figura 6. E 


~y 


El Busque un patrón. 


Observe que sen 7x = 7 sen x. 
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EJEMPLO 4 Determine la vigésima séptima derivada de cos x. 


SOLUCIÓN Las primeras derivadas de f(x) = cos x son como sigue: 


f'(3) = -sen x 
fa) = —cos x 
f(x) = senx 
fOQ) = cosx 


f®(x) = —sen x 
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Se observó que las derivadas sucesivas ocurren en un ciclo de longitud 4 y, en particular, 
F$U(x) = cos x cada vez que n es un múltiplo de 4. Por tanto, 


FU (x) = cosx 


y, derivando tres veces más, se tiene 


f(x) = sen x 


La principal aplicación del límite en la ecuación 2 ha sido comprobar la fórmula de 
derivación de la función seno. Pero este límite también se aplica en la búsqueda de otros 
límites trigonométricos, como en los dos ejemplos siguientes. 


sen 7x 


EJEMPLO 5 Determine lím a 


X 


SOLUCIÓN Con objeto de aplicar la ecuación 2, primero vuelva a escribir la función 
para multiplicarla por 7 y dividirla entre 7: 


sen7x _ 7 ([senT7x 
4x 4 TX 


Si se hace 0 = 7x, entonces O — 0, conforme x —> 0, por lo que, por la ecuación 2 se 


tiene 


x>0 4x 4 x>0 Tx 
T7_ seng 7 7 
= — lím =—.]=— 
40>0 0 4 4 


EJEMPLO 6 Calcule lím xcot x. 


SOLUCIÓN En este caso se divide tanto el numerador como el denominador entre x: 


; _  XCOSX 
lím x cot x = lí 
1>0 x>0 sen x 

cosx lím cos x 

x—>0 sen x ~- senx 

lím 
x x>0 x 
cos O 


(por la continuidad del coseno y la ecuación 2) 
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3.3 EJERCICIOS 


1-16 Derive cada una de las funciones siguientes: 


1. f(x) =x?senx 2. f(x) = xcosx + 2 tanx 
3. f(x) = e“ cosx 4. y = 2 secx — cesc x 
5. g(t) =1 cos t 6. g(t) = 4 sec t + tan t 
7. h(0) = csc 0 + el cot 0 8. y = e"(cosu + cu) 
x 
9. y = == — 10. y = sen 0 cos 
2 — tanx 7 
11. (0) = sen 0 y= cos x 
E 1 + cos 0 dd | —senx 
t sen t sen f 
13. y= 14. y = —— 
i Lt 1] + tant 
15. f(0) = O cos O sen 0 16. f(t) = te'cott 
d 
17. Demuestre que Fa (esc x) = —csc x cot x. 
x 


d 
18. Demuestre que Te (sec x) = sec x tan x. 
x 
d 2 
19. Demuestre que FA (cot x) = —csc?x. 
x 
20. Demuestre, usando la definición de derivada que si 


f(x) = cos x, entonces f'(x) = —sen x. 


21-24 Encuentre la ecuación de la recta tangente a cada una de 
las curvas siguientes, en el punto dado. 


(0, 1) 
(m, —1) 


21. y = sen x + cos x, (0, 1) 


23. 


22. y = e” cos x, 


y = cos x — sen x, 24. y=x + tanx, (7,7) 


25. (a) Determine la ecuación de la recta tangente a la curva 
y = 2x sen x en el punto (7/2, T). 
(b) Ilustre el inciso (a) trazando la gráfica de la curva y la 


recta tangente en la misma pantalla. 


26. (a) Encuentre la ecuación de la recta tangente a la curva 
y = 3x + 6 cos x en el punto (1/3, m +3). 
(b) Ilustre el inciso (a) trazando la gráfica de la curva y la 


recta tangente en la misma pantalla. 


. (a) Si f(x) = sec x — x, encuentre f'(x). 
(b) Compruebe para ver que su respuesta al inciso (a) es 
razonable trazando las gráficas de f y f' para |x| < 7/2. 


. (a) Si f(x) = e* cos x, obtenga f'(x) y £"G0). 
(b) Verifique que su respuesta del inciso (a) sea razonable 
trazando la gráfica de f, f' y fl. 


29. Si H(0) = 0 sen 6, determine H'(0)y H"(6). 


30. Si f(1) = sec t, determine f"(7r/4). 


31. (a) Utilice la regla del cociente para derivar la función 


tanx — 1 


(b) Simplifique la expresión para f(x) expresándola en 
términos de sen x y cos x, y enseguida determine f'(x). 

(c) Demuestre que sus respuestas a los incisos (a) y (b) son 
equivalentes. 


32. Suponga f(1r/3) = 4 y f'(1/3) = —2, y sea g(x) = f(x)sen x 
y h(x) = (cos a f(x). Determine 
(a) g (7/3) (b) h'(r/3) 


33-34 ¿Para qué valores de x la gráfica de f tiene una recta 
tangente horizontal? 


33. f(x) =x+2senx 34. f(x) = e"cosx 


35. Una masa en un resorte vibra horizontalmente sobre una 
superficie lisa y nivelada (véase la figura). Su ecuación de 
movimiento es x(t) = 8 sen £, donde t está en segundos y x 
en centímetros. 

(a) Encuentre la velocidad y la aceleración en el instante t. 

(b) Encuentre la posición, la velocidad y la aceleración de 
la masa en el instante t = 27/ 3. ¿En qué dirección se 
desplaza en ese instante? 


posición 
de equilibrio 


o+ 
= 
= 


. Una banda elástica cuelga de un gancho, con una masa 
sujeta en su extremo inferior. Cuando se tira de la masa 
hacia abajo y, luego, se deja en libertad, vibra verticalmente. 
La ecuación de movimiento es s = 2 cos t + 3 sen ż, t = 0, 
donde s se mide en centímetros y t en segundos. (Tome la 
dirección positiva correspondiente hacia abajo.) 

(a) Encuentre la velocidad y la aceleración en el instante t. 

(b) Dibuje las funciones velocidad y aceleración. 

(c) ¿Cuándo pasa la masa por la posición de equilibrio por 
primera vez? 

(d) ¿Cuán lejos de su posición de equilibrio viaja la masa? 

(e) ¿Cuándo es máxima la rapidez? 


37. Una escalera de 6 m de largo está apoyada sobre una 

pared vertical. Sea 0 el ángulo entre la parte superior de la 
escalera y la pared, y x la distancia del extremo inferior de 
aquella hasta la pared. Si el extremo inferior de la escalera 
se desliza alejándose de la pared, ¿qué tan rápido cambia x 


respecto a 0 cuando 0 = 71/32 


38. Un objeto con masa m es arrastrado a lo largo de un plano 


horizontal, por una fuerza que actúa a lo largo de una 


cuerda sujeta al objeto. Si la cuerda forma un ángulo 0 con 
el plano, entonces la magnitud de la fuerza es 


umg 
u sen 0 + cos0 


donde u es una constante llamada coeficiente de fricción. 
(a) Encuentre la razón de cambio de F respecto a 0. 
(b) ¿Cuándo es igual a O esta razón de cambio? 


(c) Sim = 20 kg yg = 9.8 m/s, y u = 0.6, dibuje la 


mx] 


gráfica de F como función de 0 y úsela para localizar 
el valor de 0 para el cual dF J d0 = 0. ¿Es coherente el 
valor con su respuesta al inciso (b)? 


39-50 Determine cada uno de los límites siguientes. 


Ţ7 sen 5x , senx 
39. lím 40. lím 
x>0 3x x=>0 sen Tx 
_ tan óÓ6t Ț7 cosg — 1 
41. lím 42. ím ———_— 
:>0 sen 2t g>0  senó 
P sen 3x , sen 3x sen 5x 
43. ím =; ~ 44. ím ————=— 
x>0 5x” — 4x x>0 qe 
E sen 0 P 
45. lím ——— 46. lím csc x sen (sen x) 
0>0 0 + tanó x>0 
cos ð — 1 sen(x? 
47. lím A —— 48. lím ED 
9>0 20* x>0 Xx 
p 1 — tan x ~ sen(x— 1) 
49. lím 50. lím 


x>/4 sen x — COS x >I x +x- 2 


51-52 Encuentre la derivada que se muestra, mediante la 
búsqueda de las primeras derivadas y observando el patrón que 
aparece. 
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51. qa (Sen x) 52 


. a (x sen x) 


53. Encuentre constantes A y B tales que la función 
y = A sen x + B cos x satisface la ecuación diferencial 
y” + y' — 2y = sen x. 


1 
54. (a) Evalúe lím x sen —. 
x>% x 


1 
(b) Evalúe lím xsen —. 
> x 


(c) Ilustre los incisos (a) y (b) trazando la gráfica de 
y=x sen(1/x). 


3.4 La regla de la cadena 


SECCIÓN 3.4 La regla de la cadena 197 


55. Derive cada una de las identidades trigonométricas 


siguientes para obtener una identidad nueva (o conocida). 


sen x 
(a) tan x = (b) sec x = 
cos x cos x 
1 + cot x 
(c) sen x + cos x 
csc x 


56. Un semicírculo con diámetro PQ descansa sobre un 
triángulo isósceles PQR para formar una región en forma 
de cono para helados como el que se muestra en la figura. 
Si A(0) es el área del semicírculo y B(0) es el área del 


triángulo, determine 


ím A(0) 
0=>0* B(0) 
P Q 
B(0) 
10 cm 10 cm 
0 
R 


57. En la figura se muestra un arco circular de longitud s y una 
cuerda de longitud d, los dos están subtendidos por un 


ángulo central 9. Encuentre 


x 
FA 58. Sea f(x) = ===. 
y1 — cos 2x 
(a) Trace la gráfica de f. ¿Qué tipo de discontinuidad pare- 
ce tener en 0? 


(b) Calcule los límites por la izquierda y por la derecha en 
0. ¿Confirman estos valores su respuesta al inciso (a)? 


Suponga que se le pide derivar la función 


F(x) = yx? +1 


Las fórmulas de derivación que usted aprendió en las secciones anteriores de este capí- 
tulo no le permiten calcular F'(x). 
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Véase la sección 1.3 para un repaso de 


funciones compuestas. 


James Gregory 


El primero en formular la regla de la 
cadena fue el matemático escocés 
James Gregory (1638-1675), quien 
también diseñó el primer telescopio 
práctico. Gregory descubrió las ideas 
básicas del cálculo en la misma época 
que Newton. Se convirtió en el primer 
profesor de matemáticas en la 
Universidad de St. Andrews y más 
tarde realizó la misma actividad en la 
Universidad de Edimburgo. Pero un 
año después de aceptar ese cargo, 
falleció a la edad de 36 años. 


Observe que F es una función compuesta. De hecho, si y = f(u) = Vu y 
u = g(x) = xX + 1, entonces se puede escribir y = F(x) = f(g(x)); es decir, F = f ° g. Se 
sabe cómo derivar tanto f como g, por lo que sería útil contar con una regla que indique 
cómo determinar la derivada de F = f ° g en términos de las derivadas de f y g. 

Resulta que la derivada de la función compuesta f ° g es el producto de las derivadas 
de f y g. Este hecho es uno de los más importantes de las reglas de derivación y se 
llama regla de la cadena. Esto parece verosímil si se interpretan las derivadas como 
razones de cambio. Considere du/ dx como la razón de cambio de u respecto a x, dy/ du 
como la razón de cambio de y respecto a u, y dy/dx como la razón de cambio de y 
respecto a x. Si u cambia dos veces más rápido que x y y varía tres veces más rápido 
que u, entonces parece razonable que y se modifique seis veces más rápido que x, y, 
por lo que, se espera que 


dy _ dy du 
dx du dx 


Regla de la cadena Si g es derivable en x y f es derivable en g(x), entonces la 
función compuesta F = f ° g definida mediante F(x) = f(g(x)) es derivable en x, 
y F' está dada por el producto 


FE'E) = f'U) g 0) 


En la notación de Leibniz, si y = f(u) y u = g(x) son funciones derivables, 
entonces 

dy _ dy du 

dx du dx 


COMENTARIOS SOBRE LA DEMOSTRACIÓN DE LA REGLA DE LA CADENA Sea Au el 
cambio en u correspondiente a un cambio de Ax en x; es decir, 


Au = g(x + Ax) — glo) 
Entonces el cambio correspondiente en y es 


Ay = f(u + Au) — flu) 


Resulta tentador escribir 


dy Ay 
— = lín — 
dx  Ax>0 Ax 
T > —_ Ay Au 
Ax>0 Au Ax 
-K Ay lí Au 
e, Au Pesas Ax 
e e Ay E Au (Observe que Au —> 0 conforme 
lím - lím 


Au=>0 Au  Ax=>0 Ax Ax —> 0 porque g es continua.) 
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El único defecto de este razonamiento es que en (1) podría suceder que Au = 0 (aun 
cuando Ax % 0) y, por supuesto, no se puede dividir entre O. No obstante, este razo- 
namiento sugiere por lo menos que la regla de la cadena es verdadera. Al final de esta 
sección se da una demostración completa de la regla de la cadena. a 


La regla de la cadena se puede escribir en notación prima 
(2) FeV = FUAD) gq) 
o, si y = f(u) y u = g(x), en la notación de Leibniz: 


a dy _ dy du 
dx du dx 
La ecuación 3 es fácil de recordar porque si dy/ du y du/ dx fueran cocientes, entonces 


se podría cancelar du. Sin embargo, recuerde que du no se ha definido y du/ dx no se 
debe pensar como un cociente real. 


EJEMPLO 1 Encuentre F'(x) si F(x) = Vx? + 1. 


SOLUCIÓN 1 (Utilizando la ecuación 2): al principio de esta sección, se expresa a F 
como F(x) = (f ° D) = Fg) donde f(u) = Vu y g(x) = xX + 1. Dado que 


se tiene F'(x) =f (gl) < g'(x) 
1 


X 
= š Zo = — 
ayer O e 


SOLUCIÓN 2 (Utilizando la ecuación 3): Si se hace u = xX + 1 y y = Vu, entonces 


dy d 
Fly = 22 - 


1 1 
2x Pon 
aa e aer 


2x) = 


si 
o dl s 


Al utilizar la fórmula 3, se debe tener presente que dy/ dx se refiere a la derivada 
de y cuando esta se considera como función de x (llamada la derivada de y respecto 
a x), mientras que dy/ du se refiere a la derivada de y cuando se considera como fun- 
ción de u (la derivada de y respecto a u). Por lo que, en el ejemplo 1, y se puede con- 
siderar como función de x (y = VX + 1) y también como una función de u (y = Vu). 
Observe que 


FO == ient Z L f'a) = = 
= X) = “== mientras que A ul === 
dx Vx? +1 2 LO 2yu 


NOTA En la aplicación de la regla de la cadena, se trabajó de afuera hacia adentro. 
La fórmula 2 expresa que se deriva la función exterior [en la función interior g(x)] y, 
luego se multiplica por la derivada de la función interior. 


d 
RD AD 
a ===) === ——— ===>) 
función evaluada derivada evaluada derivada 
exterior en la de la en la de la 
función función función función 


interior exterior interior interior 
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Véase la página de referencia 2 o el 
apéndice D. 


EJEMPLO 2 Derive (a) y = sen(x?) y (b) y = sen?x. 


SOLUCIÓN 
(a) Si y = sen(x?), entonces la función exterior es la función seno, y la interior es la 
función elevar al cuadrado, por lo que la regla de la cadena da 


dy d 
— = — sen (x) = cos a) > 2x 
dx dx 
AAA KK — KA — AA 
función evaluada derivada evaluada derivada 
exterior en la de la en la de la 
función función función función 
interior exterior interior interior 
= 2x cos(x’) 


(b) Observe que sen?x = (sen x)?. En este caso, la función exterior es la de elevar al 
cuadrado, y la interior es la función seno. Por tanto, 


ae E 2 = l 
= (sen x) = 2 (sen x) cos x 
dx dx 
— —— — 
función derivada evaluada derivada 
interior de la en la de la 
función función función 
exterior interior interior 


La respuesta se puede dejar como 2 sen x cos x, o se escribe como sen 2x (por una iden- 
tidad trigonométrica conocida como fórmula del ángulo doble). E 


En el ejemplo 2(a), se combinó la regla de la cadena con la regla para derivar la fun- 
ción seno. En general, si y = sen u, donde u es una función derivable de x, entonces, por 
la regla de la cadena, 


dy dy du du 
= = cos u 
dx du dx dx 
Por 1 d ( ) du 
or lo que — (sen u) = cos u —— 
q dx dx 


De modo semejante, todas las fórmulas para derivar funciones trigonométricas se 
pueden combinar con la regla de la cadena. 

Se hace explícito el caso especial de la regla de la cadena donde la función exterior f 
es una función potencia. Si y = [g(x)]", entonces se puede escribir y = f(u) = u” donde 
u = g(x). Si se aplica la regla de la cadena y luego la regla de la potencia, se obtiene 


dy _ dy du 
dx du dx 


di 
= ut Z = igg) 
dx 


(4) Regla de la potencia combinada con la regla de la cadena Sin es 
cualquier número real y u = g(x) es derivable, entonces 


du 
AÑ == n-1 
dx J= dx 
r d n n—-1 ' 
De modo alternativo, Fm Lg()1" = n[ g(x)] gx) 


Observe que la derivada en el ejemplo 1 pudo calcularla tomando n = } en la 
regla 4. 


En la figura 1 se muestran las gráficas 
de las funciones y y y” del ejemplo 6. 
Observe que y” es grande cuando y 
crece con rapidez, y y’ = 0 cuando 

y tiene una recta tangente horizontal. 
Por lo que la respuesta parece ser 
razonable. 
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FIGURA 1 
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EJEMPLO 3 Derive y = (x? — 1)'%, 
SOLUCIÓN Haciendo u = g(x) = x? — 1 y n = 100 en (4), se tiene 


dy d, d 
tt APA — 1)% = 100 3 — 1) — 3—1 
dx dx (x ) (x ) dx de ) 
= 100(x? — 1)” - 3x? = 300xU(x? — 1)” a 
1 
EJEMPLO 4 Encuentre f'(x) si f(x) = VAT 
SOLUCIÓN En primer lugar, reescribaa f: f(x) = (x? + x + 1) 
- Wa _1/,2 ap La 
Así f'(x) = —3(x + x + 1) T” +x +1) 
i x 
= =} (x? +x+1)%0x + 1) 5 


EJEMPLO 5 Encuentre la derivada de la función 


t=3 y 
t) = 
90 21 +1 ) 
SOLUCIÓN Si se combinan la regla de la potencia, la regla de la cadena y la regla del 
cociente, se obtiene 


(9 =9 i=2 Pad t=2 

gy 2+1) d\2x+1 
(2 NV 2t+1)-1- 2-2) _ 45t- 2) 
2t+1 (Qt + 1) (2t + 13" 


EJEMPLO 6 Derive y = (2x + 1) — x + 1). 
SOLUCIÓN En este ejemplo se debe aplicar la regla del producto antes de aplicar la 


regla de la cadena: 


d d d 
E lr 1E 1 (a a 1 Ox + 1) 
dx dx dx 
d 
= (2x + 1} < 4(x? — x + Prett 1) 
x 


d 
+(x? — x + 1% - 5(2x + Hgt 1) 
x 


= 4(2x + 1) (x? — x + 1P(3x? — 1) + 5(x? — x + Dx + 1)-2 


Observe que cada término tiene el factor común 2(2x + 1)*(x? — x + 1), por lo que se 
puede factorizar y escribir la respuesta como 


d 
Pm = (2x + Dx? — x + DT? + 6x? — 9x + 3) a 
X 
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Más generalmente, la regla de la 
cadena da: 


No confunda la fórmula 5 (donde x es 
el exponente) con la regla de la 
potencia (donde x es la base): 

d 


de (10) = nx™ 


1 


EJEMPLO 7 Derive y = e*”*. 


SOLUCIÓN En este caso la función interior es g(x) = sen x, y la exterior es la función 
exponencial f(x) = e*. Por tanto, por la regla de la cadena, 


dy d 


= (e sene) = e senx 


dx dx 


senx 


d 
(senx) = e% cos x E 
dx 


Se puede aplicar la regla de la cadena para derivar una función exponencial con cual- 
quier base b > 0. Recuerde, por lo visto en la sección 1.5, que b = e"’. De este modo, 


p* = (e™?)* = em: 


y la regla de la cadena da 


d d d 

— (by = — (Inb)xy — ¿Únb)jx_%_ 1 b 

dx (6) dx ia dx Ja 
= e™»*.]n b = b* lnb 


porque ln b es una constante. Por lo que se tiene la fórmula 


d 
—— (b*) =b*1 
(5) qe (2) = b*Inb 


En particular, si b = 2, se obtiene 
d 
— (2*) = 2* In 2 
a 2) 20 
En la sección 3.1, se dio la estimación 
d 
— (2%) = (0.69)2* 
dx 


Esto resulta coherente con la fórmula exacta (6) porque In 2 = 0.693147. 

La razón para el nombre “regla de la cadena” queda clara cuando se ve como analogía 
de agregar eslabones para alargar una cadena. Suponga que y = f(u), u = g(x), y x = h(t), 
donde f, g y h son funciones derivables. Entonces, para calcular la derivada de y respecto 
a £, se utiliza dos veces la regla de la cadena: 


dy dy dx 
dt dx dt 


dy du dx 
du dx dt 


EJEMPLO 8 Si f(x) = sen(cos(tan x)), entonces 
d 
f'(x) = cos(cos(tan x)) a cos(tan x) 
lx 


= cos(cosítan x))[| —sen(tan x)] — (tan x) 
= —cos(cos(tan x)) sen(tan x) sectx 


Observe que se ha aplicado dos veces la regla de la cadena. E 
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EJEMPLO 9 Derive y = e%° 30, 


SOLUCIÓN La función exterior es la función exponencial, la función de en medio es la 
función secante y la función interna es el triple de la función. Por lo que 


d d 

27 = gd en (sec 30) 

= e sec 30 tan 30 — (39) 
do 


= 30% sec 30 tan 30 m 


E Cómo demostrar la regla de la cadena 


Recuerde que si y = f(x) y x cambia de a a a + Ax, se define el incremento de y como 
Ay = f(a + Ax) — f(a) 


De acuerdo con la definición de derivada, se tiene que 


> AY- a 
Lím, Te = f'(a) 


Por lo que, si se denota por e el cociente de diferencias y la derivada, se obtiene 
A E A lay = 

Jm, e = lím, a o) = f'(a) — f'(a) = 0 

pero e = — -—f'(a) 5 Ay = f'(a) Ax + e Ax 


Si se define £ como 0 cuando Ax = O, entonces e se convierte en una función continua 
de Ax. Por lo que, para una función derivable f, se puede escribir 


Ay = f'(a) Ax + £ Ax donde &— 0 cuando Ax —> 0 


y e es una función continua de Ax. Esta propiedad de las funciones derivables es lo que 
permite demostrar la regla de la cadena. 


DEMOSTRACIÓN DE LA REGLA DE LA CADENA Suponga que u = g(x) es derivable en 
a y y = f(u) es derivable en b = g(a). Si Ax es un incremento en x, y Au y Ay son los 


incrementos correspondientes en u y y, entonces se puede aplicar la ecuación 7 para 
escribir 


Au = g'(a) Ax + e, Ax = [g(a) + e] Ax 
donde £, > 0 conforme Ax —> 0. De manera análoga, 
(9) Ay = f'(b) Au + e, Au = [ f'(b) + e2] Au 


donde £, > 0 conforme Au = 0. Si ahora se sustituye la expresión para Au de la 
ecuación 8 en la ecuación 9, se obtiene 


Ay = [ f'(b) + e2][g'(a) + £1] Ax 
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Ay 


T= 1110) + elga) + e] 


por lo que 


A medida que Ax => 0, la ecuación 8 muestra que Au —> 0. Por tanto £, > 0 como 
e, > 0 cuando Ax —> 0. Por tanto 


dy 
dx 


= lím 
Ax—0 Ax 


= f'(b) g'(a) = f(gla)) ga) 


= Jím [S'O + elg + ex] 


Esto demuestra la regla de la cadena. 


3.4 EJERCICIOS 


1-6 Escriba la función compuesta en la forma f(g(x)). [Identifique la 
función interior u = g(x) y la exterior y = f(u)]. Luego, encuentre 
la derivada dy /. dx de cada una de las funciones siguientes. 


1. y = sen4x 2. y= V4 + 3x 


3y =(=)" 4. y = tan(sen x) 


6. y =y2-—e' 


5. y= e” 


7-46 Obtenga la derivada de cada una de las funciones siguientes. 


7. F(x) = (5x% + 2x*)* 8. Fx) = (1 +x + x?) 
9. f()=45x +1 10. f(x) = E A 
Yx? = 1 
11. f(6) = cos(8?) 12. g(0) = cos? 
13. y = xe * 14. f(t) = tsen rt 
15. f(t) = e” sen bt 16. g(x) = e” ™ 
17. f) = 2r- 3 (a? + x + 1) 


18. g(x) = (x? + 1)? + 2) 


19. A(t) = (t + 108 -— 1) 
20. F(t) = (3t — 1) (2t + 1)? 
Xx 1 Y 
21. yaq 22. y=|x+— 
7 x+l í x 
23. y=e"0 24. f(1) =2" 
u3—1VY A EE 
25. === 26. s(t) = q | 
au) (2 + -) s) 1 + cost 
27. r(t) = 10°” 28. f(z) = e767) 
29. He) = EY 30. J(0) = tan?(n0) 
. TE . = tan" (n 
">= ar +1 á 


mx] 


31. F() = e” 32. F(t) = 
FI 
yy 
33. G) =4% 34. UO) =| 7] 
y + 
35. y = sen(tan 2x) 36. y = sec’(m8) 
37. y = cot’(sen 0) 38. y =y1+x0 > 


. f(t) = tan(sec(cos 1)) 40. y =e"* + sen(e™) 


41. f(t) = tan(e') + en"! 42. y = sen(sen(sen x)) 
43. g(x) = (2ra™ + ny” 44. y= 2" 
45. y = cos /sen(tan mx) 46. y = [x + (x + sertx)]1 


47-50 Encuentre y' y y”. 


1 
47. y = cos(sen 30 48. y= 5 
) ( ) k (1 + tan x) 
49. y = y1 — sect 50. y = e” 


51-54 Encuentre la ecuación de la recta tangente a la curva en el 
punto dado. 


51. y =2*, (0,1) 52. y=yY1+x?, (2,3) 


53. y = sen(senx), (7, 0) 54. y = xe™, (0,0) 


55. (a) Encuentre la ecuación de la recta tangente a la curva 
y= 2/0 + e™) en el punto (0, 1). 
(b) Ilustre el inciso (a) trazando la gráfica de la curva y la recta 
tangente, en la misma pantalla. 


56. 


mx] 


57. 


mx] 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


FF 58. 


(a) La curva y = |x|/V2 — x se llama curva nariz de bala. 
Encuentre la ecuación de la recta tangente a esta curva en 
el punto (1, 1). 
(b) Ilustre el inciso (a) trazando la gráfica de la curva y la 
recta tangente, en la misma pantalla. 


(a) Si fœ) = x V2 — x°, encuentre f'(x). 
(b) Verifique que su respuesta al inciso (a) es razonable 
comparando las gráficas de f y f’. 


La función f(x) = sen(x + sen 2x), 0 S x <= 77), surge en 

aplicaciones a la sintonía de frecuencia modulada (FM). 

(a) Utilice una gráfica de f producida por una calculadora 
eraficadora para realizar un trazo aproximado de la gráfi- 
ca de f’. 

(b) Calcule f'(x) y utilice esta expresión, para trazar la grá- 
fica de f’ con una calculadora graficadora. Compare con 
su trazo del inciso (a). 


Encuentre todos los puntos sobre la gráfica de la función 
f(x) = 2 sen x + sen*x en los cuales la recta tangente es 
horizontal. 


¿En qué puntos de la curva y = V1 + 2x, es la recta tangente 
perpendicular a la recta 6x + 2y = 1? 


Si Fœ) = f(g(x)), donde f(=2) = 8, f'(=2) 
g(5) = -2, y g'(5) = 6, determine F'(5). 


4, 5) =3, 


Si h(x) = W4 + 3f(x), donde f(1) = 7 y F'(1) = 4, determine 
h'(1). 


Se da una tabla de valores de f, g, f' y g”. 


x | alg |; les 
1 3 2 4 6 
2 1 8 5 7 
3 7 2 7 9 


(a) Si h(x) = f(g()), encuentre h'(1). 
(b) Si Hœ) = g(f(x)), determine H'(1). 


Sean f y g las funciones del ejercicio 63. 
(a) Si F(x) = f(fG0), encuentre F'(2). 
(b) Si G(x) = g(g(x)), encuentre G'(3). 


Sean f y g las funciones cuyas gráficas se muestran; sea 
ux) = FUG), VO) = gF) y wW) = gíg)). Encuentre, 
si existe, cada derivada. Si no existe, explique por qué. 


(a) u'(1) (b) v'a) (c) w'a) 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


77. 


78. 
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Si f es la función cuya gráfica se muestra, sea h(x) = f(FG0) 
y gŒ) = fG?). Utilice la gráfica de f para calcular el valor de 
cada derivada. 


(a) h'(2) b) g'(2) 
VA ] 
y=$x)|) 
1 
o 1 x 


Si g(x) = V f(x), donde f es la gráfica que se muestra, evalúe 
g'6). 


yA 


Suponga que f es derivable en R y «æ es un número real. Sea 
F(x) = f(4%) y y GŒ) = [fG0)]*. Encuentre expresiones para 
(a) F'(x) y (b) G'(0. 


Suponga que f es derivable en R. Sea F(x) = f(e”) y 
G(x) = ef, Encuentre expresiones para (a) F'(x) y (b) G' (x). 


Sea g(x) = e* + fŒ) y hx) = e**f(x), donde f(0) = 3, 

F0)=5,y f(0) = -2. 

(a) Encuentre g'(0) y g”(0) en términos de c. 

(b) En términos de k, encuentre la ecuación de la recta tan- 
gente a la gráfica de h en el punto donde x = 0. 


Si r(x) = f(g(h(x))), donde (1) = 2, g(2) = 3, h'(1) = 4, 
g'(2) = 5y f'(3) = 6, encuentre r'(1). 


Si g es una función dos veces derivable y f(x) = xg(x?), 
determine f” en términos de g, g' y g”. 


Si F(x) = FGF4fG00))), donde f(0) = 0 y f'(0) = 2, encuentre 
F'(0). 


Si Fœ) = FAFAFO))), donde f1) = 2, 2) = 3, (1) = 4, 


FO0)=5yf'G) = 6, determine F'(1). 


Demuestre que la función y = e**(A cos 3x + B sen 3x) 
satisface la ecuación diferencial y”— 4y' + 13y = 0. 


¿Para qué valores de r la función y = e"* satisface la ecuación 
diferencial y”— 4y' + y = 0? 


Encuentre la derivada cincuenta de y = cos 2x. 


Encuentre la derivada mil de f(x) = xe”*. 
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79. 


80. 


81. 


82. 


84. 
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El desplazamiento de una partícula sobre una cuerda 
vibrante está dada por la ecuación s(t) = 10 + j sen(107rf) 
donde s se mide en centímetros y t en segundos. Encuentre la 
velocidad de la partícula después de t segundos. 


Si la ecuación del movimiento de una partícula está dada 
por s = A cos(wt + ô), se dice que la partícula describe un 
movimiento armónico simple. 

(a) Encuentre la velocidad de la partícula en el instante t. 
(b) ¿Cuándo es 0 la velocidad? 


Una estrella variable Cefeida tiene una brillantez que 
aumenta y disminuye de manera alternada. La estrella de ese 
tipo más visible es Delta Cefeida, para la cual el intervalo 
entre los momentos de máxima brillantez es de 5.4 días. La 
brillantez promedio de esta estrella es de 4.0, y cambia en 
+0.35. En vista de estos datos, la brillantez de Delta Cefeida 
en el tiempo ż, donde f se mide en días, se ha modelado por 
la función 


211 
B(1) = 4.0 + 0.35 sen| HE 
5.4 


(a) Determine la razón de cambio de la brillantez después 
de 1 días. 

(b) Encuentre, la razón de aumento después de un día, 
redondeada a dos decimales. 


En el ejemplo 1.3.4, se obtuvo un modelo para la duración 
de la luz diurna (en horas) en Ankara, Turquía, en el t-ésimo 
día del año: 


2r 


L(t) = 12 + 2.8 sn 2z (t— J 


Utilice este modelo para comparar cómo aumentan las 
horas de luz diurna en Ankara el 21 de marzo y el 21 de 
mayo. 


. El movimiento de un resorte que se somete a una fuerza 


de fricción o una fuerza de amortiguamiento (como un 
amortiguador en un automóvil) se modela a menudo 
mediante el producto de una función exponencial y una 
función seno o coseno. Suponga que la ecuación del 
movimiento de un punto sobre tal resorte es 


s(t) = 2e** sen 2711 


donde s se mide en centímetros y t en segundos. Encuentre la 
velocidad después que transcurren í segundos y grafique las 
funciones de posición y de velocidad para 0 = £ = 2, 


En ciertas circunstancias, un rumor se esparce de acuerdo 
con la ecuación 


pm = 1 + ae™ 

donde p(t) es la proporción de la población que lo conoce 
en el tiempo 1, y a y k son constantes positivas. [En la 
sección 9.4 se verá que esta es una ecuación razonable 
para p(0).] 

(a) Encuentre lím t — o p(t). 

(b) Determine la rapidez de esparcimiento del rumor. 


yx] 


85. 


86. 


87. 


88. 


89. 


(c) Grafique p para el caso en que a = 10, k = 0.5, con t 
medido en horas. Utilice la gráfica para calcular cuánto 
tiempo transcurrirá para que 80% de la población escu- 
che el rumor. 


La concentración de alcohol en sangre (BAC, por su sigla 

en inglés) de ocho sujetos masculinos se midió después del 
consumo de 15 mL de etanol (correspondiente a una bebida 
alcohólica). Los datos resultantes fueron modelados por la 
función de la concentración 


C(t) = 0.0225te 00467: 


donde f se mide en minutos después del consumo y C se 
mide en mg/mL. 
(a) ¿Qué tan rápido aumentó la BAC después de 

10 minutos? 
(b) ¿Qué tan rápido disminuyó una media hora más tarde? 
Fuente: Adaptado de P. Wilkinson et al., “Pharmacokinetics of Ethanol after 


Oral Administration in the Fasting State,” Journal of Pharmacokinetics and 
Biopharmaceutics 5 (1977): 207-224. 


En la sección 1.4 se modeló la población mundial de 1900 a 
2010 con la función exponencial 


P(t) = (1436.53) - (1.01395)' 


donde £ = 0 corresponde al año 1900 y P(f) se mide en 
millones. De acuerdo con este modelo, ¿cuál fue la razón de 
incremento de la población mundial en 1920? ¿En 1950? ¿Y 
en el año 2000? 


Una partícula se mueve a lo largo de una línea recta con 
desplazamiento s(t), velocidad v(t) y aceleración a(t). 
Demuestre que 


dv 


alt) = v(t) FA 


Explique la diferencia entre los significados de las derivadas 
dv/dt y dv/ds. 


Se bombea aire dentro de un globo esférico para el clima. En 
cualquier tiempo ż, el volumen del globo es V(t), y su radio 
es r(t). 

(a) ¿Qué representan las derivadas dv/ dr y dv/ dt? 

(b) Exprese dV/dt en términos de dr/dt. 


El flash de una cámara funciona mediante el almacenamiento 
de carga en un capacitor y su liberación repentina cuando se 
activa el obturador. Los datos siguientes describen la carga Q 
que queda en el capacitor (en microcoulombs, wC) en el 
instante f (en segundos). 


t 0.00 


0.02 
81.87 


0.04 
67.03 


0.06 
54.88 


0.08 
44.93 


0.10 
36.76 


100.00 


Determine, usando una calculadora graficadora o una 
computadora, un modelo exponencial para la carga. 

La derivada Q’ (f) representa la corriente eléctrica (en 
microamperes, pA) que fluye del capacitor hacia el 
bulbo del flash. Con el resultado del inciso (a), estime la 
corriente cuando £ = 0.04 s. Compare la respuesta con 
el resultado del ejemplo 2.1.2. 


En 91. 


9 90. En la tabla se presenta la población de México (millones) en 


los años censados en el siglo xx. 


Año Población Año Población 
1900 13.6 1960 34.9 
1910 15.2 1970 48.2 
1920 14.3 1980 66.8 
1930 16.6 1990 81.2 
1940 19.7 2000 97.5 
1950 25.8 


(a) Use una calculadora graficadora o una computadora 
para ubicar los datos con una función exponencial. Trace 
los puntos correspondientes a los datos y el modelo 
exponencial. ¿Qué tan bien ajustan? 

(b) Estime las tasas de crecimiento de la población en 
1950 y 1960 promediando las pendientes de las rectas 
secantes. 

(c) Use el modelo exponencial del inciso (a) para estimar 
las tasas de crecimiento de la población mexicana en el 
siglo XX. 

(d) Utilice el modelo exponencial del inciso (c) para 
predecir las tasas de crecimiento de la población 
en 1950 y 1960. Compare con sus estimaciones del 
inciso (b). 


Los sistemas algebraicos computacionales (SAC) tienen 
comandos que derivan funciones, pero la forma de la 
respuesta quizá no convenga; en consecuencia, pueden ser 
necesarios otros comandos para simplificarla. 

(a) Use un sac para determinar la derivada del ejemplo 5 
y compárela con la respuesta en ese ejemplo. 
Después, use el comando de simplificación y vuelva 
a comparar. 

(b) Utilice un sac para derivar la función del ejemplo 6. 
¿Qué sucede si usa el comando de simplificación? 
¿Qué ocurre si emplea el comando de factorización? 
¿Cuál forma de la respuesta sería la mejor para locali- 
zar las rectas tangentes horizontales? 


EA 92. (a) Use un sac para derivar la función 


x=x+1 
fa) = xt+x+1 
y simplificar el resultado. 
(b) ¿En dónde tiene la gráfica de f rectas tangentes hori- 
zontales? 
(c) Trace las gráficas de f y f’ en la misma pantalla. 


¿Son coherentes las gráficas con su respuesta al 
inciso (b)? 


93. 


94. 


95. 


96. 


97. 
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Mediante la regla de la cadena demuestre lo siguiente. 
(a) La derivada de una función par es una función impar. 
(b) La derivada de una función impar es una función par. 


Utilice la regla de la cadena y la regla del producto para 
obtener una demostración alternativa de la regla del 
cociente. 


[Sugerencia: escriba fg) = fD] 


(a) Sin es un entero positivo, demuestre que 


d n n-1 
P (sen”x cos nx) = n sen” x cos(n + 1)x 
xx 


(b) Determine una fórmula para la derivada de 
y = cos”x cos nx que es similar a la del inciso (a). 


Suponga que y = f(x) es una curva que siempre queda 
arriba del eje x y nunca tiene una recta tangente horizontal, 
donde f es derivable para toda x. ¿Para qué valor de y la 
razón de cambio de y respecto a x es 80 veces la razón de 
cambio de y respecto a x? 


Use la regla de la cadena para demostrar que si 0 se mide 
en grados, entonces 


d 


qa (Sen 0) = — cos 
a 


180 

(Esto da un argumento para justificar la convención de que 
siempre se use el radián cuando se manejen funciones 
trigonométricas en cálculo: las fórmulas de derivación no 
serían tan sencillas si usara el grado como medida.) 


98. (a) Escriba |x|= væ y utilice la regla de la cadena para 


demostrar que 


(b) Si f(x) = |sen x|, encuentre f'(x) y trace las gráficas de 
f y f'. ¿En dónde f no es derivable? 

(c) Si g(x) = sen|x , determine g'(x) y trace las gráficas de 
g y g'. ¿En dónde g no es derivable? 


99. Si y = f(u) y u = g(x), donde f y g son funciones dos 


veces derivables, demuestre que 


Py dyf du; _ dy du 
du? \ dx) — du dx? 


dx? 


100. Si y = f(u) y u = g(x), donde f y g tienen tercera derivada, 


obtenga una fórmula para d 3y/ dx* parecida a la que se da 
en el ejercicio 99, 
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PROYECTO DE APLICACIÓN ¿DÓNDE DEBERÍA UN PILOTO INICIAR EL DESCENSO? 


YA -~ Enla figura se muestra una trayectoria de aproximación para el aterrizaje de un avión, que 
Ear OS satisface las condiciones siguientes: 


(i) La altura de crucero es h cuando se inicia el descenso a una distancia € del punto de 
contacto con la pista en el origen. 


(11) El piloto debe mantener una rapidez horizontal constante en todo el descenso. 


(111) El valor absoluto de la aceleración vertical no debe sobrepasar una constante k (la cual 
es mucho menor que la aceleración debida a la gravedad). 


1. Encuentre un polinomio cúbico P(x) = ax? + bx? + cx + d que satisfaga la condición (i), 
imponiendo condiciones adecuadas sobre P(x) y P'(x) en el inicio del descenso y el contacto 
con la pista. 


2. Use las condiciones (ii) y (iii) para demostrar que 


6hv? 
p 


<k 


3. Suponga que una aerolínea comercial decide no permitir que la aceleración vertical de un 
avión sea mayor que k = 1385 km/ h’. Si la altitud de crucero de un avión es de 11 000 m 
y la rapidez es de 480 km/ h, ¿a qué distancia del aeropuerto debe el piloto iniciar el descenso? 


FS 4. Trace la gráfica de la trayectoria de aproximación si se satisfacen las condiciones que se 
enuncian en el problema 3. 


3.5 Derivación implícita 


Las funciones que se han encontrado hasta ahora se pueden describir expresando una 
variable explícitamente en términos de la otra variable, por ejemplo, 


y=Vx>+1 o y=xsenx 


o, en general, y = f(x). Sin embargo, algunas funciones se definen implícitamente por 
medio de una relación entre x y y como 


(1) xX + y?=25 


(2) x? + y? = 6xy 


En algunos casos, es posible resolver una ecuación de ese tipo para y como una función 
explícita (o varias funciones) de x. Por ejemplo, si se resuelve la ecuación 1 para y, se 
obtiene y = +V25 — x?, por lo que dos de las funciones determinadas por la ecuación 
implícita 1 son f(x) = V25 — x? y gx) = —V 25 — x’. Las gráficas de f y g son las semi- 
circunferencias superior e inferior de la circunferencia x? + y? = 25. (Véase la figura 1.) 


YA YA YA 


C F Xx 0 x 0 x 


FIGURA 1 (a) x? +y? =25 (b) f(x) = V25- x? (©) gl) ==V25— x? 
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No es fácil resolver explícitamente la ecuación 2 para y como función x. (Con un sis- 
tema algebraico computacional no hay dificultad, pero las expresiones que se obtienen 
son muy complicadas). Sin embargo, (2) es la ecuación de una curva llamada folium 
de Descartes, que se muestra en la figura 2 y, que de manera implícita define a y como 
varias funciones de x. En la figura 3 se muestran las gráficas de esas tres funciones. 
Cuando se dice que f es una función definida implícitamente por la ecuación 2, significa 
que la ecuación 


xX + [FDF = 6x f(x) 


es verdadera para todos los valores de x en el dominio de f. 


YA YA YA YA 
x? +y? = 6xy 
V) 5 NUA > > > 
0 X 0 xX 0 X 0 x 
b 
FIGURA 2 Folium de Descartes FIGURA 3 Gráficas de tres funciones definidas por el folium de Descartes 


Por fortuna, no es necesario resolver una ecuación para y en términos de x para deter- 
minar la derivada de y. En lugar de ello, se aplica el método de derivación implícita. 
Este método consiste en derivar ambos miembros de la ecuación respecto a x y después 
resolver la ecuación resultante para y”. En los ejemplos y ejercicios de esta sección, 
siempre se supone que la ecuación dada determina a y implícitamente como una función 
derivable de x, por lo que se puede aplicar el método de derivación implícita. 


EJEMPLO 1 
es dy 
(a) Six? + y? = 25, encuentre —. 
dx 


(b) Encuentre la ecuación de la recta tangente a la circunferencia x? + y? = 25, en el 
punto (3, 4). 


SOLUCIÓN 1 
(a) Derive ambos miembros de la ecuación x? + y? = 25: 


do, a d 
— (x + y?) = — (2 
3 A+ y) = 205) 


d, d 
+ — (y?) = 
a) (y) =0 


Recuerde que y es una función de x, por lo que hay que utilizar la regla de la cadena 
para obtener 


dy 
dx 


d > d , x dy 
= =2 
dx (y5) a OI y 


dy 
dx 


Por tanto 2x + 2y =0 
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En el ejemplo 1 se ilustra que aun 
cuando es posible resolver una 
ecuación explícita para y en términos 
de x puede ser más fácil aplicar la 
derivación implícita. 


Ahora se resuelve esta ecuación para dy/ dx: 


(b) En el punto (3, 4) se tiene que x = 3 y y = 4, por lo que 


dy __3 


dx 4 


Por tanto, la ecuación de la tangente a la circunferencia, en (3, 4), es 
y=4=-4(1-3) o 3x+4y=25 


SOLUCIÓN 2 

(b) Al resolver x? + y? = 25, para y, se obtiene y = £W25 — x°. El punto (3, 4) se 
encuentra en la semicircunferencia superior y = V25 — x? y, por consiguiente, consi- 
dere la función f(x) = V25 — x?. Al derivar f usando la regla de la cadena, se tiene 


f’) =3(05 — yr os — x?) 


X 
X 


y 25 — x? 


= }(25 — 2) (—2x) = 


3 3 
Por lo que {3 F 
y, como en la solución 1, la ecuación de la recta tangente es 3x + 4y = 25. E 
NOTA 1 La expresión dy/ dx = =x/ y en la solución 1 da la derivada en términos 


tanto de x como de y. Esto es correcto sin importar cuál función y queda determinada por 
la ecuación dada. Por ejemplo, para y = f(x) = V25 — x? se tiene 


dy X X 


dx y y25 — x? 


en tanto que para y = g(x) = —V25 — x? se tiene 


dy X X X 


de y JB- JB- r 


EJEMPLO 2 

(a) Encuentre y' si x? + y? = 6xy. 

(b) Determine la recta tangente al folium de Descartes x* + y? = 6xy, en el punto (3, 3). 
(c) ¿En cuál punto en el primer cuadrante es horizontal la recta tangente? 


SOLUCIÓN 

(a) Si se derivan ambos miembros de x? + y? = 6xy respecto a x, considerando a y 
como función de x, y usando la regla de la cadena en el término y*, y la regla del pro- 
ducto en el término 6xy, se obtiene 


3x? + 3y?y' = 6xy' + 6y 


o x + y’y' = 2xy' + 2y 


(3,3) 


FIGURA 4 


0 
FIGURA 5 


Abel y Galois 


En 1824, el matemático noruego Niels 
Abel demostró que no puede darse 
una fórmula general para la obten- 
ción de las raíces de una ecuación 

de quinto grado. Tiempo después, 

el matemático francés Evariste 

Galois demostró que es imposible 
determinar una fórmula general para 
las raíces de una ecuación de n-ésimo 
grado (en términos de operaciones 
algebraicas sobre los coeficientes), si 
n es cualquier entero mayor que 4. 
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Ahora se resuelve para y”: yy” — 2xy' =2y — x’ 
(y? = 2x)y' = 2y — x° 


3yr 
2 2x 


(b) Cuando x = y = 3, 


02:3-3 
3-2-3 


un vistazo a la figura 4 confirma que es un valor razonable para la pendiente en (3, 3). 
Por lo que, la ecuación de la recta tangente al folium en (3, 3) es 

y=3=-lI(x- 3) O x+y=6 
(c) La recta tangente es horizontal si y” = 0. Si se utiliza la expresión para y” del inciso 


(a), se observa que y” = O cuando 2y — x? = 0 (siempre que y? — 2x # 0). Al sustituir 
y= ix? en la ecuación de la curva, se obtiene 


lo cual se simplifica para quedar xê = 16x°. Ya que x # 0 en el primer cuadrante, se 
tiene x° = 16. Si x = 161/3= 243, entonces y = 4(28°) = 25%, Por tanto, la recta tan- 
gente es horizontal en (2%?, 25⁄3) que es aproximadamente (2.5198, 3.1748). Al estudiar 
la figura 5, es claro que la respuesta es razonable. a 


NOTA 2 Existe una fórmula para obtener las tres raíces de una ecuación cúbica, 
que es semejante a la fórmula cuadrática, pero mucho más complicada. Si se utiliza esta 
fórmula (o un sistema algebraico computacional) para resolver la ecuación x? + y? = 6xy 
para y en términos de x, se obtienen tres funciones determinadas por la ecuación: 


y=f = Lx? Halas = 8 8x? + ¿> qa — 


E 


reas ri 


(Estas son las tres funciones cuyas gráficas se muestran en la figura 3.) Usted puede ver 
que el método de la derivación implícita ahorra una cantidad enorme de trabajo en casos 
como este. Más aún, la derivación implícita funciona con igual facilidad para ecuacio- 
nes como 


y? + 3x%y? + 51? = 12 
en las cuales es imposible determinar una expresión similar para y en términos de x. 


EJEMPLO 3 Encuentre y” si sen(x + y) = y?*cos x. 


SOLUCIÓN Si se deriva implícitamente respecto a x y se considera que y es una función 
de x, se obtiene 


cos(x + y) + (1 + y”) = yA—sen x) + (cos x)(2yy”) 
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N 
N 


FIGURA 6 


FIGURA 7 
(x? — 1)(x? — 4)(x? — 9) 


(Note que en el lado izquierdo se ha aplicado la regla de la cadena y, en el derecho, la 
regla de la cadena y la regla del producto). Si se agrupa los términos que contienen a y”, 
se Obtiene 


cos(x + y) + y?senx = (2y cos x)y” — cos(x + y) : y” 


y?senx + cos(x + y) 


fo == 


Por tanto 2y cos x — cos(x + y) 


En la figura 6, trazada con la instrucción de construcción de gráficas en forma 
implícita de un sistema algebraico computacional, se muestra parte de la curva 


sen(x + y) = y? cos x. Como comprobación del cálculo, se observa que y’ = —1, 
cuando x = y =0 y, al parecer de la gráfica, la pendiente es aproximadamente —1 en 
el origen. a 


Las figuras 7, 8 y 9 muestran tres curvas más, producidas por computadora. En los 
ejercicios 41-42 se tendrá oportunidad de crear y analizar curvas atípicas de esta 
naturaleza. 


15 
4 15 15 
=15 
FIGURA 8 FIGURA 9 
cos(x — sen y) = sen(y — sen x) sen(xy) = sen x + sen y 


y (y? -— Mr? — 9) 


En el siguiente ejemplo se muestra cómo encontrar la segunda derivada de una fun- 
ción que está definida implícitamente. 


EJEMPLO 4 Determinar y” si x* + ył = 16. 


SOLUCIÓN Derivando la ecuación de manera implícita respecto a x, se obtiene 
4x? + 4yy' =0 
Resolviendo para y” se obtiene 


7 X 
[B] y =-=+% 


Para determinar y” se deriva esta expresión para y” aplicando la regla del cociente, 
considerando que y es una función de x: 


„d (- =) y (aldo?) — x? (d/d?) 
y 
B y? Ñ 3x? ams; x?(3y°y') 


6 


y 


La figura 10 muestra la gráfica de la 
curva x* + y* = 16 del ejemplo 4. 
Observe que es una versión extendida 
y achatada de la circunferencia 

x? + y? = 4, Por esta razón algunas 


veces se le llama circunferencia gorda. 


Empieza muy empinada a la izquierda, 
pero rápidamente se hace muy plana. 
Esto se puede ver en la expresión 
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Si se sustituye la ecuación 3 en esta expresión, se obtiene 


ro 
3x?y? — sy) 
y" _ y 
y 
3(a?y* + x0) 3x’ (y4 + x$) 
y E y 


Pero los valores de x y y deben satisfacer la ecuación original x* + y* = 16, por lo que 
la respuesta se simplifica a 


F 3x°(16) x? 
= === 7 A 

y 
y 

xt+yt=16 
2 

> 

0 x 


N 


FIGURA 10 


E Derivadas de funciones trigonométricas inversas 


Las funciones trigonométricas inversas se repasan en la sección 1.5. En la sección 2.5 
se analiza su continuidad, y en la sección 2.6, sus asíntotas. Aquí se usa la deriva- 
ción implícita para determinar las derivadas de las funciones trigonométricas inver- 
sas, suponiendo que estas funciones son derivables. [En efecto, si f es una función 
inyectiva derivable, se puede demostrar que su función inversa f también es deriva- 
ble, excepto donde sus rectas tangentes son verticales. Esto es posible porque la 
gráfica de una función derivable no tiene vértices ni giros y, por esta razón, si se 
refleja a través de y = x, la gráfica de su función inversa tampoco tiene vértices ni 
giros.] 
Recuerde la definición de la función arco seno: 


HE T T 
y =sen lx significa seny=x y -7 < y = > 


Al derivar implícitamente sen y = x respecto a x, se obtiene 


Lo E A 
cos y =1 o = 
dx dx cosy 


Ahora cos y = 0, debido a que 1/2 < y = 7/2, por lo que 


cos y = y1 — sen?y = yl — x? 
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El mismo método se puede utilizar para Por tanto TI 
determinar una fórmula para la derivada dx cosy l= ax? 


de cualquier función inversa. Véase el 
ejercicio 77. 


E (sen”!x) = L 

dx L= g? 
En la figura 11 se muestra la gráfica La fórmula para la derivada de la función arco tangente se obtiene de manera seme- 
de f(x) = tan”!x y su derivada jante. Si y = tan”!x, entonces tan y = x. Si se deriva esta última ecuación implícitamente 
Fœ) = 1/4 + x). Observe que f es respecto a x, se tiene 
creciente y f'(x) es siempre positiva. 
El hecho de que tan“lx > + 7/2 dy 
cuando x —> + œ se refleja en el hecho sec? y— = 1 
de que f'(x) > 0 cuando x => + 00, dx 

dy 1 1 o 1 


dx sey 1+tały  1+ 


1 
1 +x? 


d 
pr (tan™'x) = 


FIGURA 11 EJEMPLO 5 Derive (a) y = ——— y (b) f(x) = x arctan Vx. 
sin x 
SOLUCIÓN 
dy e ls ariaa E eai 
(a) A pP (sen™'x) (sen™'x) q (sen 'x) 


Recuerde que arctan x es una notación 
alternativa para tan”! x. (b) F)=x 


= a + arctan yx a 


Las funciones trigonométricas inversas que se presentan con mayor frecuencia son las 
que se acaban de analizar. Las derivadas de las cuatro restantes se presentan en la tabla 
siguiente. Las demostraciones de las fórmulas se dejan como ejercicios. 


Derivadas de las funciones trigonométricas inversas 


d 1 d 1 
em (sen lx) = Ter Pm (esc ™!x) = Ae 
Las fórmulas para las derivadas de A dá dl xvx? =l 
csc™!x y sec™!x dependen de las 
D à d E 1 d S 1 
definiciones que se apliquen para — (cos™!x) (secTlx) = —— 
estas funciones. Véase el ejercicio 64. dx yl =:x? dx xyx?= 1 
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3.5 EJERCICIOS 


1-4 

(a) Encuentre y” por derivación implícita. 

(b) Resuelva la ecuación explícita para y y derive para obtener 
y' en términos de x. 

(c) Compruebe la coherencia de sus soluciones en los incisos 
(a) y (b) sustituyendo la expresión para y en su solución del 


1 ), (cardioide) 


inciso (a). 
1. xy + 2x + 3x’ = 4 2. 4x? + 9y? = 36 
3. yx +yy=1 dl 
" y xy 30. xP +y=4, (-3v3, 1),  (astroide) 
y 
5-20 Encuentre dy/ dx por derivación implícita. 
5. x” — 4xy + y=4 6. 214 +xy-y?= > 
g x 
7x iy y=5 8. 1x4 —-xy?+y?=1 
-5 y +1 10. x%(x + y) = y (3x — y) 31. 2(x? + y?? = 25(x? — y), (3,1), (lemniscata) 
11. x%y? + xseny = 4 12. 1 + x= sen(xy?) 
13. x+y =x + y! 14. e’senx =x + xy 
15. e” =x — y 16. xy = yx? + y? 
“Uv = x cy? É ) ) e= 2 r 
17. tan (x y) + Xy 18. x sen y + y sen x 1 32. yy? zZ 4) = la? — 5), (0, —2), (curva del diablo) 
19. sen(xy) = cos(x + y) 20. tan(x — y) = u 


1 +x? 


21. Si fŒ + xL [fP = 10 y f1) = 2, encuentre f'(1). 


22. Si g(x) + x sen g(x) = x?, determine g'(0). 


23-24 Considere y como la variable independiente y x como 


la variable dependiente y utilice la derivación implícita para 33. (a) La curva con ecuación y? = 5x* — x° se llama campila 

calcular dx A dy. de Eudoxo. Encuentre la ecuación de la recta tangente 
a esta curva en el punto (1, 2). 

23. xy — xy + 2xy? = 0 24. y secx = x tan y až (b) Ilustre el inciso (a) trazando la gráfica de la curva y la 


recta tangente, en una pantalla común. (Si su dispositi- 
vo graficador puede trazar gráficas de curvas definidas 
implícitamente, entonces utilice esa capacidad. Si no 
es así, puede trazar esta curva trazando sus mitades 
superior e inferior por separado.) 


25-32 Utilice la derivación implícita para encontrar la ecuación 
de la recta tangente a la curva en el punto dado. 


25. y sen 2x = xcos 2y, (7/2, 11/4) 34. (a) La curva con ecuación y? = x? + 3x? se llama cúbica 
de Tschirnhausen. Encuentre la ecuación de la recta 
26. 12+xy+y?=3, (1,1) (elipse) tangente a esta curva, en el punto (1, —2). 
(b) ¿En cuáles puntos esta curva tiene rectas tangentes 
27. x? — xy — y? = 1, (2,1) (hipérbola) horizontales? 


ax] (c) Ilustre los incisos (a) y (b) trazando la gráfica de la 
28. 1? + 2xy + 4y? = 12, (2,1) (elipse) curva y las rectas tangentes en una pantalla común. 
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35- 


35. 
37. 
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38 Determine y” por derivación implícita. 
x?+4y?=4 36. x? + xy +y’ = 


sen y + cosx = 1 38. x? — y? =7 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


Si xy + e? = e, encuentre el valor de y” en el punto donde 
x=0. 


Six? + xy + y? = 1, encuentre el valor de y” en el punto 
donde x = 1. 


Es posible crear formas caprichosas con las capacidades de 
trazado implícito de los sistemas algebraicos 
computacionales. 

(a) Trace la gráfica de la curva con ecuación 


yO? = DO = 2) = xx = Dx =2) 


¿En cuántos puntos esta curva tiene rectas tangentes 

horizontales? Estime las coordenadas x de estos puntos. 

Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes en los 

puntos (0, 1) y (0, 2). 

(c) Determine las coordenadas x exactas de los puntos del 
inciso (a). 

(d) Cree curvas incluso más caprichosas modificando la 
ecuación del inciso (a). 


(b 


= 


(a) La curva con ecuación 


se ha relacionado a un carretón que rebota. Utilice un 
sistema algebraico computacional para la curva y des- 
cubra por qué. 

(b) ¿En cuántos puntos esta curva tiene rectas tangentes 
horizontales? Encuentre las coordenadas x de estos 
puntos. 


Determine los puntos de la lemniscata del ejercicio 31 
donde la recta tangente sea horizontal. 


Demuestre por derivación implícita que la recta tangente a 
la elipse 
2 2 
x y 
e =1 
ap? 
en el punto (x Yọ) es 
Xox VOY 1 
a? b? 
Determine una ecuación para la recta tangente a la hipérbola 
x? y? E i 
a 2 b? 


en el punto (x,, Yo). 


Demuestre que la suma de las intersecciones en x y y de 
cualquier recta tangente a la curva Vx + Vy = Ve es 
igual ac. 


Demuestre, usando derivación implícita que cualquier recta 
tangente en un punto P a una circunferencia con centro O es 
perpendicular al radio OP. 


La regla de la potencia se puede demostrar por medio de 
la derivación implícita para el caso donde n es un número 
racional, n = p/ q, y y = f(x) = x" es una función derivable. 


Si y = x”/4, entonces y? = x”. Utilizando la derivación 
implícita demuestre que 


y'= P ld- 
i q 


49-60 Determine la derivada de cada una de las funciones 
siguientes. Simplifique donde sea posible. 


60. 


. y =tan yx 


. y = sen (2x + 1) 


. h(t) = cot (1) + cot (1/1) 


. y =xsemix + y1 — x? 


II 


50. y = ytan”x 


52. g(x) = arccos yx 


. F(x) = x sec ™! (x°) 


. y = tan(x — y1 + x?) 


56. R(t) = arcsen(1/t) 


58. y = cos (sen 't) 


b + a cosx 
. y = arccos , O0sSsxsm,a>b>0 


a + b cosx 


y = arctan 


61-62 Encuentre f'(x). Compruebe si su respuesta es razonable 
comparando las gráficas de f y f'. 


61. 


fx) = V1 — x? arcsen x 62. f(x) = arctan(x? — x) 


63. 


64. 


Demuestre la fórmula para (d y, dx)(cos™'x) por el mismo 
método utilizado para demostrar (d/ dxXsen”!x). 


(a) Una manera de definir sec”!'x es decir que 
y =sec ix secy=xy0=y< 7/2, 
oTS<=y< 311/2. Demuestre que, con esta definición 


d i 1 
= (sec x) = === 
dx dl xyx?— 1 


(b) Otro modo de definir sec”!x que se utiliza a veces es 
decir que y = secrix=secy=xy0=<y=<rr, 
yA T/ 2. Demuestre que, con esta definición 


(sec”!x) 


d 1 
dx i |x] Vx -1 


65-68 Dos curvas son ortogonales si sus rectas tangentes son 
perpendiculares en cada punto de intersección. Demuestre que 
las familias de curvas dadas son trayectorias ortogonales entre 
sí; es decir, cualquier curva en una familia es ortogonal a cual- 
quier curva en la otra familia. Trace ambas familias de curvas 
usando los mismos ejes de coordenadas. 


65. 


66. 


67. 


68. 


xX +y 


xX +y = ax, x +y’ = by 


y=cx, xX +2 =k 


= 3 
y =ax?, 


SAC 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 


74. 


Demuestre que la elipse x/a? + y?/b? = 1 y la hipérbola 
x%/A? — y/B? = 1 son trayectorias ortogonales si 

A? < ay @ — b? = A? + P? (la elipse y la hipérbola 
tienen los mismos focos). 


Encuentre el valor del número a tal que las familias de 
curvas y = (x + c)! y y = a(x + k)"? son trayectorias 
ortogonales. 


(a) La ecuación de van der Waals para n moles de un 
gas es 


(z ' 221y nb) = nRT 


donde P es la presión, V es el volumen y T es la tempe- 
ratura del gas. La constante R es la constante universal 
de los gases, y a y b son constantes positivas que son 
características de un gas particular. Si T permanece 
constante, utilice derivación implícita para obtener 
dv/dP. 

(b) Encuentre la razón de cambio del volumen respecto a la 
presión de 1 mol de dióxido de carbono a un volumen 
de V = 10 L y una presión de P = 2.5 atm. Utilice 
a = 3.592 L*-atm/mol? y b = 0.04267 L/mol. 


(a) Utilice derivación implícita para encontrar y” si 
X*+xy+y3+1=0 


(b) Trace la gráfica de la curva del inciso (a). ¿Qué observa? 
Demuestre que lo que ve es correcto. 

(c) En vista del inciso (b), ¿qué puede decir acerca de la 
expresión para y” que encontró en el inciso (a)? 


La ecuación x? — xy + y? = 3 representa una “elipse 
rotada”; es decir, una elipse cuyos ejes no son paralelos a 
los ejes de coordenadas. Encuentre los puntos en que esta 
elipse cruza el eje x y demuestre que las rectas tangentes en 
estos puntos son paralelas. 


(a) ¿Dónde interseca por segunda vez la recta normal en el 
punto (—1, 1) a la elipse x? — xy + y? = 3? 


PROYECTO DELABORATORIO Familias de curvas implícitas 


75. 


76. 


77. 


78. 


79. 


80. 
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(b) Ilustre el inciso (a) trazando la gráfica de la elipse y la 
recta normal. 


Encuentre todos los puntos de la curva x?y? + xy = 2 donde 
la pendiente de la recta tangente es — 1. 


Determine las ecuaciones de las dos rectas tangentes a la 
elipse x? + 4y? = 36 que pasan por el punto (12, 3). 


(a) Suponga que f es una función inyectiva derivable y que 
su función inversa f ' también es derivable. Utilice la 
derivación implícita para demostrar que 


si n 1 
A 
siempre que el denominador sea diferente de 0. 
(b) Sif(4) =5 y f(4) = A encuentre (f~ !)' (5). 


(a) Demuestre que f(x) = x + e es inyectiva. 
(b) ¿Cuál es el valor de f~ !(1)? 
(c) Utilice la fórmula del ejercicio 77(a) para determinar 


yO. 


La función de Bessel de orden 0, y = J(x), satisface la 
ecuación diferencial xy” + y” + xy = 0 para todos los 
valores de x, y su valor en 0 es J(0) = 1. 

(a) Encuentre J'(0). 

(b) Utilice la derivación implícita para encontrar J”(0). 


En la figura se muestra una lámpara colocada tres unidades 
hacia la derecha del eje y y una sombra creada por la región 
elíptica x? + 4y? < 5. Si el punto (—5, 0) está en el borde 
de la sombra, ¿qué tan arriba del eje x está colocada la 
lámpara? 


PROYECTO DE LABORATORIO Eu FAMILIA DE CURVAS IMPLÍCITAS 


En este proyecto se explorarán las formas cambiantes de curvas implícitamente definidas 
cuando varían las constantes en una familia y se determinarán las características comunes 
a todas las funciones de la familia. 


1. Si se considera la familia de curvas 


2 


y 


DE 


+ 8) = c[(y + DO + 9) — x?] 


(a) Trazando la gráfica de las curvas con c = 0 y c = 2, determine cuántos puntos de 
intersección hay. (Usted puede hacer acercamientos con el zoom para encontrarlos.) 


(b) Ahora añada las curvas con c = 5 y c = 10 a sus gráficas del inciso (a). ¿Qué observa? 
¿Qué pasa con otros valores de c? 
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2. (a) Trace la gráfica de varios miembros de la familia de curvas 
+ yo 4 cy? =1 
Describa cómo cambia la gráfica cuando cambia el valor de c. 


(b) ¿Qué sucede con la curva cuando c = —1? Describa lo que aparece en la pantalla. 
¿Puede probarlo algebraicamente? 


(c) Encuentre y’ por derivación implícita. Para el caso c = —1, ¿es coherente la expresión 
y' con lo que descubrió en el inciso (b)? 


3.6 Derivadas de funciones logarítmicas 


La fórmula 3.4.5 dice que 


d 
e O= mb 


En esta sección se utilizará la derivación implícita para determinar las derivadas de 
las funciones logarítmicas y = log, x y, en particular, de la función logaritmo natural 
y = In x. [A partir de sus gráficas, es posible probar que las funciones logarítmicas son 
derivables (véase la figura 1.5.12).] 


1) 2 pje 
A dos, PA 
dx E xInb 


DEMOSTRACIÓN Sea y = log, x. Entonces 
b =x 


Si mediante la fórmula (3.4.5) se deriva esta ecuación de manera implícita respecto a x, se 
obtiene 


y, por consiguiente, E 


dx  b'inb xlnb 

Si en la fórmula 1 se hace b = e, entonces el factor 1n b en el lado derecho se convierte 
en ln e = 1 y se obtiene la fórmula para la derivada de la función logarítmica natural 
log, x = ln x: 


[2] ma) 


Si se comparan las fórmulas 1 y 2, se evidencia una de las razones principales por la 
que se usan los logaritmos naturales (logaritmos con base e) en el cálculo. La fórmula de 
derivación es más sencilla cuando b = e, porque In e = 1. 


EJEMPLO 1 Derive y = In(a? + 1). 


SOLUCIÓN Para utilizar la regla de la cadena, se hace u = x? + 1. Entonces y = In u, 
por lo que 


dy dy du l du 
dx du dx u dx 
1 3x? 


= (342) = En 
Pa 


En la figura 1 se muestra la gráfica de 


la función f del ejemplo 5, junto con la 
gráfica de su derivada. Da una compro- 


bación visual de nuestro cálculo. 
Observe que f'(x) es grande negativa 


cuando f está decreciendo con rapidez. 


YA 
UE 


1+ 


FIGURA 1 


=y 
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En general, si se combina la fórmula 2 con la regla de la cadena como en el ejemplo 1, 
se obtiene 


d 1 du d gx) 
In u) = <j =LZ 
El dx Unay u dx o dx lin g] g(x) 
d 
EJEMPLO 2 Encuentre a In(sen x). 
x 
SOLUCIÓN Utilizando (3), se tiene que 
d d 
— In(sen x) = — (sen x) = cos x = cot x a 
dx senx dx 


EJEMPLO 3 Derive f(x) = Vln x. 


SOLUCIÓN En esta ocasión el logaritmo es la función interior, por lo que la regla de la 
cadena da 


d 1 1 1 
, 1 -1/2 _ _ 
= 5(n ln : E 
£01=202 dx (in x) 2VInx x 2x4/ln x 
EJEMPLO 4 Derive f(x) = log,¿( + sen x). 
SOLUCIÓN Si se usa la fórmula 1 con b = 10, se tiene 
d 
f'(x) = —— logio(2 + senx) 
dx 
1 d 
= (2 + senx) 
(2 + senx) In 10 dx 
cos x 
la] 


_ (2 + senx) In 10 


P — ln —==—. 
hncuentre N) 
d X F l l d X + | 


dx yx—-2 x+l dxyx-2 
vx=2 


x=) 
2(x + 1)(x — 2) 
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En la figura 2 se muestra la gráfica de 
la función f(x) = In |x| del ejemplo 6 
y la de su derivada f'(x) = 1 /x. 
Observe que cuando x es pequeña, la 
gráfica de y = In|x| es muy empinada 
y, así f'(x) es grande (positiva o 
negativa). 


FIGURA 2 


SOLUCIÓN 2 Si primero se simplifica la función dada aplicando las leyes de los logarit- 
mos, entonces la derivación se vuelve más fácil: 


d +1 d 
In == [In(x + 1) — } n(x — 2)] 
X 


dx „x-2 
o 1 1 
b a! 21x-2 


(Esta respuesta se puede dejar como está, pero si se usara un denominador común, se 
vería que da la misma respuesta en la solución 1). E 


EJEMPLO 6 Encuentre f'(x) si fœ) = Inl|x|: 
SOLUCIÓN Puesto que 


fa) = l X six>0 


ln(—x) six<0 


se sigue que 


1 
= six>0 
i x 
a= 
— (-1)=— six<0 
=% 
Por lo que, f'(x) = 1/x para todo x # 0. a 


Vale la pena recordar el resultado del ejemplo 6: 


m L njaj =+ 
X 


dx 


E Derivación logarítmica 


Con frecuencia, el cálculo de derivadas de funciones complicadas que comprenden pro- 
ductos, cocientes o potencias se puede simplificar tomando logaritmos. El método que 
se aplica en el ejemplo siguiente se llama derivación logarítmica. 


FT 


EJEMPLO 7 Derive y = = 
7 (3x + 2) 


SOLUCIÓN Tome logaritmos de ambos miembros de la ecuación y aplique las leyes de 
los logaritmos, para simplificar: 


ln y =3 In x + $ ln(x? + 1) — 5 1n(3x + 2) 


Al derivar implícitamente respecto a x, se obtiene 


Al resolver para dy/ dx, se obtiene 


dy 3 x 15 
dx 4x x^ +1 3x +2 
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Si no se hubiera utilizado la derivación Puesto que se tiene una expresión explícita para y, se puede sustituir y escribir 
logarítmica en el ejemplo 7, se habría 
tenido que aplicar tanto la regla del 


cociente como la regla del producto. dy eye 1] 3 xX 15 

; 2 i F u 
El proceso de cálculo habría sido dx (3x + 2) l 4x +1 3x+2 
horrendo. 


Pasos en la derivación logarítmica 

1. Tome logaritmos naturales de ambos lados de una ecuación y = f(x) y utilice 
las leyes de los logaritmos para simplificar. 

2. Derive implícitamente respecto a x. 


3. Resuelva la ecuación resultante para y”. 


Si f(x) < 0 para algunos valores de x, entonces ln f(x) no está definida, pero se puede 
escribir |y| = |f(x)| y utilizar la ecuación 4. Este procedimiento se ilustra demostrando 
la versión general de la regla de la potencia, como se prometió en la sección 3.1. 


Regla de la potencia Si n es cualquier número real y f(x) = x”, entonces 


Fœ) =nx"" 


DEMOSTRACIÓN Sea y = x” y utilice derivación logarítmica: 
Si x = 0, se puede demostrar directa- 
mente que f'(0) = O paran > 1 a partir In|y| =1In|x|" =n In] x| x%0 
de la definición de derivada. 


n 
Por tanto, a 
y Xx 
! y x" n-1 
Por lo que, y =n==N— =NX E 
Xx xX 
(2) Debe distinguir con cuidado la regla de la potencia [(x”)' = nx”™!], donde la base es 


variable y el exponente constante, de la regla para derivar funciones exponenciales 
[(b*)' = b* In b], donde la base es constante y el exponente es variable. 
En general, se tienen cuatro casos para exponentes y bases: 


d 
Base constante, exponente constante 1. de (9) =0 (b y n son constantes) 
x 
; d n n-i pi 
Base variable, exponente constante 2. Te LA] = nlf OTT 
x 
, d ; 
Base constante, exponente variable 3. proa Lidl = p9W(In b)g' (x) 
x 
Base variable, exponente variable 4. Para determinar (d/. dx)[f(x)]1®, se puede aplicar la derivación logarítmica, como 


en el ejemplo que sigue. 
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EJEMPLO 8 Derive y = x“. 


SOLUCIÓN 1 Dado que la base y el exponente son variables, se utiliza la derivación 


logarítmica: 
La figura 3 ilustra el ejemplo 8 i 7 
mostrando las gráficas de f(x) = x“ ln y = lnx“ = yx Inx 
y su derivada. y 1 1 
— = yx: + (In x) 
YA y xX DE 


SOLUCIÓN 2 Otro método es escribir x“ = (e"*)Y: 


: d Ei d vVxInx] — „vx lnx d A 
LG) Elene = em E (Vrm) 
FIGURA 3 dee ; nic il 
= xx“ —==— como en la solución 
ES 


E El número e como un límite 


Se ha demostrado que si f(x) = In x, entonces f'(x) = 1 /. x. Debido a esto, f'(1) = 1. Se 
utilizará este hecho para expresar el número e como un límite. 
A partir de la definición de derivada como un límite, se tiene que 


fU + h) - fU) fU + x) - fA) 
m 


f M= A h E m X 
In(l + x)= In1 1 
= lím ( ) = lím —In(1 + x) 
YA x>0 xX x>0 Xx 
= lím In(1 + xy 
21 y= (+x) Ya que f'(1) = 1, se tiene 
n l= jd lím n(1+x34=1 
0 x Luego, por el teorema 2.5.8 y la continuidad de la función exponencial, se tiene que 
e= e! == ¿Im „o In(1 +x)! e lím entra? = lím (1 + a 
FIGURA 4 rR R 
x (+ [J e = lím (1 +9 
0.1 2.59374246 
0.01 2.70481383 En la figura 4 se ilustra la fórmula 5 mediante la gráfica de la función y = (1 + x)* y 
Geo 2.7 1622323 una tabla para valores pequeños de x. Esto ilustra el hecho que redondeada a siete deci- 
0.0001 2.71814593 males 
0.00001 2.71826824 = 2.718281 
0.000001 2.71828047 ea REE 
0.0000001 2.71828169 Si se hace n = 1 / x en la fórmula 5, entonces n —> % cuando x —> 0* y, por lo que, una 
0.00000001 | 2.71828181 expresión alternativa para e es 


[6] e= lím ( + T 


3.6 EJERCICIOS 


1. Explique por qué en cálculo se usa con mucha más frecuencia 
la función logarítmica natural y = 1n x, que las otras 
funciones logarítmicas, y = log, x. 


2-22 Derive la función. 


2. 


11. 


13. 


15. 


17. 


19. 


21. 


f(x) =xInx= x 


f(x) = sen(In x) 


. f(x) = YInx 


. f(x) = logio(l + cos x) 


. g(x) = In(xe ?) 


F(t) = (In 1)? sent 


g(x) = In(x/x?— 1) 


F(s) = In In s 


y = ln(e * + xe“) 


y = tan[In(ax + b)] 


12. 


14. 


16. 


18. 


20. 


. f(x) = In(sen?x) 
FU) = In yx 

< f@) = logi vx 
. gÀ =/1+Inr 


h(x) = In(x + yx? — 1) 


y=Iln|1+:-8é| 


y = In(esc x — cot x) 


. y = log, (x logs x) 


23-26 Encuentre y” y y” en cada una de las funciones siguientes. 


23. 


25. 


y =vxInx 


y = In| sec x| 


26. 


_ hx 
y 1+Inx 
y = In(1 + lnx) 


27-30 Derive f y encuentre el dominio de f. 


27. 


29. 


Xx 


CAS =D 


f(x) = In(x? — 2x) 


28. 


30. 


fi) =42+Inx 


f(x) = In In In x 


31. Si f(x) = In(x + In x), determine f'(1). 


32. Si f(x) = cos(In x°), determine f'(1). 
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33-34 Determine la ecuación de la recta tangente a la curva en el 
punto dado. 


33. y = ln(x? — 3x + 1), (3,0) 


34. y=x°lnx, (1,0) 


35. Si f(x) = sen x + ln x, encuentre f'(x). Compruebe si su 
respuesta es razonable comparando las gráficas de f y f'. 


36. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva 
y = (In x)/x, en los puntos (1, 0) y (e, 1/e). Ilustre lo anterior 
trazando la curva y sus rectas tangentes. 


37. Sea f(x) = cx + In(cos x). ¿Para qué valores de c es 


f' (1/4) = 6? 
38. Sea f(x) = log,(3x? —2). ¿Para qué valor de b es f'(1) = 3? 


39-50 Utilice la derivación logarítmica para determinar la 
derivada de la función. 


39. y = (2x + 1)(x* — 3) 40. y = Vx ex? + 1) 


=i Te 
NE 42. y= Ve (x $ py 


4. y= 

43. y= x“ 44. y = x 

45. y = x 46. y= (AY 
47. y = (cos x)* 48. y = (sen x)™"* 
49. y = (tan x)!" 50. y = (In x)" 


51. Encuentre y” si y = In? + y?). 
52. Determine y” si x? = y”. 


53. Encuentre una fórmula para f®(x) si fœ) = In(x — 1). 


9 


54. Encuentre (xè ln x). 


dx? 


55. Use la definición de derivada para demostrar que 


n=% 


56. Demuestre que lím ( + =) = e* para cualquier x > 0. 
n 
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3.7 Razones de cambio en las ciencias naturales y sociales 


Se sabe que si y = f(x), entonces la derivada dy/ dx se puede interpretar como la razón 
de cambio de y respecto a x. En esta sección se analizan algunas de las aplicaciones de 
esta idea a la física, la química, la biología, la economía y otras ciencias. 

Recuerde de la sección 2.7, la idea básica que se encuentra detrás de las razones 
de cambio. Si x varía de x, a x,, entonces el cambio en x es 


AS > xX 
y el cambio correspondiente en y es 


Ay = fœ) — f&) 


El cociente de diferencias 


Ay _ f) f(x) 


Ax X27 XI 


YA es la razón de cambio promedio de y respecto a x en el intervalo [x,, x,] y se puede 
interpretar como la pendiente de la recta secante PO en la figura 1. Su límite, cuando 
Ax => 0 es la derivada f'(x,), la cual se puede interpretar como la razón de cambio ins- 
tantáneo de y respecto a x, o la pendiente de la recta tangente en P(x,, f(x,)). Si se usa 
la notación de Leibniz, se escribe el proceso en la forma 


dy Ay 
2 = lim =— 
0 dx  Ax>0 Ax 
Mpg = razón de cambio promedio Siempre que la función y = f(x) tenga una interpretación específica en una de las 
A . 
m = f'(x) = razón de cambio ciencias, su derivada tendrá una interpretación específica como razón de cambio. (Como 
instantâneo bog .z . . “o. qe 
se analizó en la sección 2.7, las unidades de dy/ dx son las unidades de y divididas entre 
FIGURA 1 las unidades de x.) Vea ahora algunas de estas interpretaciones en las ciencias naturales 
y sociales. 
E Física 


Sis = f(t) es la función posición de una partícula que se mueve en una línea recta, 
entonces As/ At representa el promedio de la velocidad en un período Aż, y v = ds/ dt 
representa la velocidad instantánea (la razón de cambio del desplazamiento respecto al 
tiempo). La razón de cambio instantáneo de la velocidad respecto al tiempo es la acele- 
ración: a(t) = v'(t) = s”(c). Esto se discutió en las secciones 2.7 y 2.8, pero ahora que 
se conocen las fórmulas de derivación, se pueden resolver con más facilidad problemas 
que implican el movimiento de objetos. 


EJEMPLO 1 La posición de una partícula está dada por la función siguiente 
s=f0) =t — 61? + 91 


donde f se mide en segundos y s en metros. 

(a) Encuentre la velocidad en el instante t. 

(b) ¿Cuál es la velocidad después de 2 y 4 s? 

(c) ¿Cuándo está en reposo la partícula? 

(d) ¿Cuándo se mueve la partícula hacia adelante (es decir, en dirección positiva)? 

(e) Dibuje un diagrama que represente el movimiento de la partícula. 

(£) Encuentre la distancia total recorrida por la partícula durante los primeros cinco 
segundos. 

(g) Determine la aceleración en el tiempo t y después de 4 s. 


1=0 
s=0 


FIGURA 2 


FIGURA 3 
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(h) Grafique las funciones posición, velocidad y aceleración para 0 < t < 5. 
(1) ¿Cuándo aumenta su rapidez la partícula? ¿Cuándo la disminuye? 


SOLUCIÓN 
(a) La función velocidad es la derivada de la función posición. 


s=f0)=8P- 6 + 9t 


ds 5 
vt) = — = 3t- 121+9 

dt 

(b) La velocidad después de 2 s significa la velocidad instantánea cuando £ = 2; es 
decir, 


ds 
dt li 


v(2) = 32) — 122) + 9 = -3 m/s 


La velocidad después de 4 s es 
v(4) = 3(4)? — 12(4) + 9 = 9 m/s 
(c) La partícula está en reposo cuando v(t) = 0; esto es, 
3 — 121 + 9 =3( — 4t + 3) = 30 — D0-3)=0 


y esto se cumple cuando £ = 1 o £ = 3. Por tanto, la partícula está en reposo después de 
1 s y después de 3 s. 


(d) La partícula se mueve en dirección positiva cuando v (t) > 0; es decir, 
3 — 121+9=3(t- 1)(t-3)>0 


Esta desigualdad se cumple cuando ambos factores son positivos (t > 3) o cuando los 
dos son negativos (+ < 1). Así, la partícula se mueve en dirección positiva en los inter- 
valos de tiempo £< 1 y t > 3. Se mueve hacia atrás (en la dirección negativa) cuando 
1<f<3, 


(e) Utilizando la información del inciso (d), en la figura 2 se esquematiza el movi- 
miento de la partícula hacia atrás y hacia adelante a lo largo de una recta (el eje s). 


(f) A partir de lo aprendido en los incisos (d) y (e), se necesita calcular las distancias 
recorridas durante los intervalos de tiempo [0, 1], [1, 3] y [3, 5], por separado. 
La distancia recorrida en el primer segundo es 


IF) —F0)|=|4—0|=4m 
Der= 1 at = 3, la distancia recorrida es 

IFO =F0)| =]0—4|=4m 
Der=3a1=5S, la distancia recorrida es 

I£) — F(3) | = |20 — 0| = 20m 


La distancia total es 4 + 4 + 20 = 28 m. 


(g) La aceleración es la derivada de la función velocidad: 


ds dv 
ay === 
dt? dt 


a(4) = 6(4) — 12 = 12 m/s? 


(h) La figura 3 muestra las gráficas de s, v, y a. 
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En Module 3.7 puede ver una 
animación de la figura 4 con una 
expresión para s que puede elegir 
usted mismo. 


FIGURA 4 


FIGURA 5 


(1) La rapidez de la partícula aumenta cuando la velocidad es positiva y creciente 

(v y a son positivas) y también cuando la velocidad es negativa y decreciente (v y a 
son negativas). En otras palabras, la rapidez de la partícula aumenta cuando la velo- 
cidad y la aceleración tienen el mismo signo. (La partícula se empuja en la misma 
dirección en que se está moviendo.) En la figura 3 se ve que esto sucede cuando 

1 <1< 2 y cuando £ > 3. La partícula disminuye su rapidez cuando v y a tienen 
signos opuestos; es decir, cuando 0 =1< 1 y cuando 2 < t < 3. La figura 4 resume el 
movimiento de la partícula. 


hacia hacia 
adelante hacia atrás adelante 
I I I I 
dismi- aumenta dismi- aumenta 
nuye la la nuye la la 
rapidez rapidez rapidez rapidez O 


EJEMPLO 2 Si una varilla o un trozo de alambre son homogéneos, entonces su den- 
sidad lineal es uniforme y se define como la masa por unidad de longitud (p = m/ Dy 
se mide en kilogramos por metro. Pero suponga que la varilla no es homogénea, sino 
que su masa medida desde su extremo izquierdo hasta un punto x es m = f(x), como se 
muestra en la figura 5. 


Xi X2 


Esta parte de la varilla tiene masa f(x). 


La masa de la parte de la varilla que se encuentra entre x = x, y x = x, está dada por 
Am = FG) — F(x,), por lo que la densidad promedio de esa sección de la varilla es 


Am _ fœ) -= fo) 


Ax X2 — Xı 


densidad promedio = 


Si ahora se hace que Ax = 0 (es decir, x, > x,), se calcula la densidad promedio sobre 
un intervalo cada vez más pequeño. La densidad lineal p en x, es el límite de estas 
densidades promedio cuando Ax — 0; es decir, la densidad lineal es la razón de cambio 
de la masa respecto a la longitud. En forma simbólica, 


Am dm 
Ax=>0 Ax dx 


Por lo que, la densidad lineal de la varilla es la derivada de la masa respecto a la longitud. 
Por ejemplo, sim = f(x) = Vx, donde x se mide en metros y m en kilogramos, enton- 
ces la densidad promedio de la parte de la varilla dada por 1 S x < 1.2 es 


Am fAD-FD _ y12-1 
Ax 1.2-1 0.2 


= 0.48 kg/m 


is Mal 


FIGURA 6 
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mientras que la densidad en x = 1 es 


= 0.50 kg/m u 


x=1 


1 
x=1 24x 


EJEMPLO 3 Siempre que las cargas eléctricas se mueven, hay corriente. En la figura 
6 se muestra parte de un alambre con electrones que se mueven a través de una super- 
ficie plana, mostrada en gris oscuro. Si AQ es la carga neta que pasa por esta superficie 
durante un período Aż, entonces la corriente promedio durante este intervalo de tiempo 
se define como 


AQ _ 0-0 


At b — t 


corriente promedio = 


Si se toma el límite de esta corriente promedio sobre intervalos de tiempo más y más 
pequeños, se obtiene lo que se llama corriente Z en un tiempo dado 1: 


, AQ dQ 
I= lím = 
At>0 At dt 


Por lo que, la corriente es la rapidez con que la carga fluye por una superficie, se mide 
en unidades de carga por unidad de tiempo (con frecuencia coulombs por segundo, 
llamados amperes). E 


La velocidad, la densidad y la corriente no son las únicas razones de cambio de impor- 
tancia para la física. Otras incluyen la potencia (la rapidez a la cual se realiza trabajo), la 
razón de flujo de calor, el gradiente de temperatura (la razón de cambio de la temperatura 
respecto a la posición) y la razón de decaimiento de una sustancia radiactiva en física 
nuclear. 


E Química 


EJEMPLO 4 El resultado de una reacción química en la formación de una o más sus- 
tancias (llamadas productos) a partir de uno o más materiales (reactivos). Por ejemplo, 
la “ecuación” 


2H: + 0, —>2H,0 


indica que dos moléculas de hidrógeno y una de oxígeno forman dos moléculas de 
agua. Considere la reacción 


At B= 


donde A y B son los reactivos y C es el producto. La concentración de un reactivo A es 
el número de moles (1 mol = 6.022 X 10” moléculas) por litro y se denota con [A]. La 
concentración varía durante una reacción, por lo que [A], [B] y [C] son todas funcio- 
nes del tiempo (t). La rapidez promedio de reacción del producto C en un intervalo de 
tiempo t, S f S £, es 


A[C] _ [Cl(e) = ea) 


At bt 


Pero los químicos tienen más interés en la rapidez de reacción instantánea, la cual se 
obtiene tomando el límite de la rapidez promedio de reacción cuando el intervalo 
At tiende a 0: 


: m - A[C] _ a[c] 
rapidez de reacción = lím = 
Ar>0 At dt 
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Dado que la concentración del producto aumenta a medida que la reacción avanza, 

la derivada d[C] f dt será positiva, y así la rapidez de reacción de C es positiva. Sin 
embargo, las concentraciones de los reactivos disminuyen durante la reacción, por lo 
que, para que la rapidez de reacción de A y B sean números positivos, se ponen signos 
negativos delante de las derivadas d[A] / dt y d[B] / dt. Dado que [A] y [B] disminuyen 
con la misma rapidez que [C] crece, se tiene que 


d[C] d[A] d[B] 
dt dt dt 


rapidez de reacción 


De modo más general, resulta que para una reacción de la forma 
aA + bB > cC + dD 
se tiene que 


1 d[A] 1 a[B] 1 a[C] 1 a[D] 
a dt b d cdd ddt 


La rapidez de reacción se puede determinar a partir de datos y con métodos gráficos. 
En algunos casos existen fórmulas explícitas para las concentraciones como funciones 
del tiempo que permiten calcular la rapidez de reacción (véase el ejercicio 24). E 


EJEMPLO 5 Una de las cantidades de interés en termodinámica es la compresibilidad. 
Si una sustancia dada se mantiene a una temperatura constante, entonces su volumen 
depende de su presión P. Se puede considerar la razón de cambio del volumen respecto 
a la presión: a saber, la derivada dv/ dP. Conforme P crece, V decrece, por lo que 

d v/ dP < 0. La compresibilidad se define al introducir un signo menos y dividir esta 
derivada entre el volumen V: 


compresibilidad isotérmica = 6 = a 
V dP 
Por lo cual 6 mide qué tan rápido, por unidad de volumen, decrece el volumen de una 
sustancia a medida que la presión aumenta, a temperatura constante. 
Por ejemplo, se encontró que el volumen V (en metros cúbicos) de una muestra de aire 
a 25 °C está relacionado con la presión P (en kilopascales) mediante la ecuación 


5.3 
y== 
P 


La razón de cambio de V respecto a P cuando P = 50 kPa, es 


dV 5.3 
dP P=50 P? P=50 
5.3 
= -— = —0.00212 m"/kP. 
2500 de 
La compresibilidad a esa presión es 
1 dV 0.00212 
== = = 0.02 (m°?/kP. E 
P= Pla VAD 
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E Biología 


EJEMPLO 6 Sean = f(t) el número de individuos de una población de animales o 
plantas al tiempo t. El cambio del tamaño de la población entre los tiempos t = t y t = t, 


es An = f(t,) — f(t,), por lo que la razón de crecimiento promedio durante el período 


StSt es 


An _ flt) — f(41) 


At tb —t 


razón de crecimiento promedio = 


La razón de crecimiento instantáneo se obtiene a partir de esta razón de crecimiento 
promedio al hacer que el período Aż tienda a 0: 


razón de crecimiento = mm — = — 


En términos estrictos, esto no es muy exacto porque la gráfica real de una función de 
población n = f(t) sería una función escalón que es discontinua siempre que ocurre un 
nacimiento o una muerte y, por tanto, no es derivable. Sin embargo, para una población 
grande de animales o plantas, es posible reemplazar la gráfica con una curva de aproxi- 
mación uniforme como en la figura 7. 


nA 
FIGURA 7 

Una curva suave que se aproxima a una 0 y 
función de crecimiento 


Para ser más específicos, considere una población de bacterias en un medio nutritivo 
homogéneo. Suponga que, por medio de la toma de muestras de la población a ciertos 
intervalos, se determina que esa población se duplica cada hora. Si la población inicial 
es n, y el tiempo í se mide en horas, entonces 


fO) = 2£(0) = 2m 


F2) = 2f(1) = 250 


Eye of Science / Science Source 


o MR y l 
Las bacterias E.coli tienen aproxima- fB) = 2f(2) = Pm 
damente dos micrómetros (um) de 

longitud y 0.75 um de ancho. La y, en general, 

imagen se obtuvo con un microscopio 

electrónico de barrido. f =2m 


La función de población es n = n2. 
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FIGURA 8 


Flujo de sangre dentro de una arteria 


Para información más detallada, véase 
W. Nichols y M. O”Rourke (eds.), 
McDonald's Blood Flow in Arteries: 
Theoretic, Experimental, and Clinical 
Principles, 5a. ed. (Nueva York, 2005). 


En la sección 3.4 se demostró que 
d 
— (b*) = b*Inb 
z ©” n 


Por lo que la razón de crecimiento de la población de bacterias en el tiempo f, es 


dn 
dt 


d 
= dí (n2) = no? ln 2 


Por ejemplo, suponga que se tiene una población inicial de n, = 100 bacterias. Entonces, 
la razón de crecimiento después de 4 horas es 


dn j 
e = 100 - 2*In 2 = 1600 In 2 = 1109 

dt 1=4 
Esto significa que, después de 4 horas, la población de bacterias crece en una cantidad 
de casi 1109 bacterias por hora. E 


EJEMPLO 7 Cuando se considera el flujo de sangre por un vaso sanguíneo, como una 
vena o una arteria, este vaso puede tomar la forma de un tubo cilíndrico con radio R y 
longitud | como se muestra en la figura 8. 


R T -= 


Debido a la fricción en las paredes del tubo, la velocidad v de la sangre es máxima a lo 
largo del eje central del propio tubo y decrece conforme aumenta la distancia r al eje, 
hasta que v es igual a O en la pared. La relación entre v y r está dada por la ley del flujo 
laminar descubierta por el físico francés Jean-Louis-Marie Poiseuille en 1840. En esta 
se establece que 


(1) o= (R — r’) 


=a 


donde y es la viscosidad de la sangre y P es la diferencia en la presión entre los extre- 
mos del tubo. Si P y l son constantes, entonces v es función de r, con dominio [0, R]. 

La razón de cambio promedio de la velocidad, al moverse desde r = r, hacia afuera 
hasta r = r,, está dada por 


Av _ a(r) — otri) 


Ar Fa — Fi 


y si se hace que Ar — 0, se obtiene el gradiente de velocidad, es decir, la razón de 
cambio instantáneo de la velocidad respecto a r: 


. E Av dv 
gradiente de velocidad = lím = 
Ar=0 Ar dr 
Utilizando la ecuación 1, se obtiene 
dv P Pr 
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Para una de las arterias humanas más pequeñas, puede tomar y = 0.027, R = 0.008 cm, 
l = 2 cm y P = 4 000 dinas/cm?, lo que da 


4000 
ra N 
4(0.027)2 


(0.000064 — r°) 
= 1.85 X 106.4 x 107 — r°) 
En r = 0.002 cm la sangre fluye a una rapidez de 
v(0.002) = 1.85 x 10164 X 107% — 4 x 109) 
= 1.11 cm/s 


y el gradiente de velocidad en ese punto es 


dv 4000(0.002) 
= —74 (cm/s 
de le 2(0.027)2 (een 


Para tener una idea de lo que esto significa, se cambian las unidades de centímetros 
a micrómetros (1 cm = 10 000 um). Entonces el radio de la arteria es de 80 um. La 
velocidad en el eje central es de 11 850 um/ s, que disminuye hasta 11 110 um/ sa 
una distancia de r = 20 um. El hecho de que dv/ dr = —74 (um/ s)/ pum significa que 
cuando r = 20 um, la velocidad disminuye en una cantidad de casi 74 um/ s por cada 
micrómetro que se aleja del centro. a 


Ml Economía 


EJEMPLO 8 Suponga que C(x) es el costo total en que una compañía incurre al 
producir x unidades de cierto artículo. La función C se llama función de costo. Si el 
número de artículos producidos se incrementa desde x, hasta x,, entonces el costo 
adicional es AC = C(x,) — C(x,), y la razón de cambio promedio del costo es 


AC _ Clx2)— Cx) _ Cxi + Ax) — C(x) 


Ax X2 — X1 Ax 


El límite de esta cantidad conforme Ax — 0, es decir, a la razón de cambio instantáneo 
del costo los economistas le llaman costo marginal, respecto al número de artículos 
producidos: 


t inal lí ge 
costo marginal = mM = 
8 Ax>0 Ax dx 


[Ya que x suele tomar solo valores enteros, quizá no tenga sentido hacer que Ax tienda 
a 0, pero siempre podrá reemplazar C(x) con una función suave de aproximación uni- 
forme, como en el ejemplo 6.] 

Si se toma Ax = 1 y n grande (de tal manera que Ax sea pequeño en comparación 
con n), se tiene que 


C'(n) = Cln + 1) — Cln) 


Así, el costo marginal de producir n unidades es aproximadamente igual al costo de 
producir una unidad más [la (n + 1)-ésima unidad]. 

Con frecuencia resulta apropiado representar con un polinomio una función de 
costo total 


C(x) =a + bx + cx? + dx? 
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donde a representa el costo de los gastos generales (alquiler, calefacción, manteni- 
miento) y los demás términos representan el costo de las materias primas, la mano de 
Obra y demás. (El costo de las materias primas puede ser proporcional a x, pero los 
costos de la mano de obra podrían depender en parte de potencias mayores de x, debido 
a los costos del tiempo extra y a las faltas de eficiencia relacionadas con las operacio- 
nes a gran escala.) 

Por ejemplo, suponga que una compañía ha estimado que el costo (en dólares) de 
producir x artículos es 


C(x) = 10000 + 5x + 0.01x? 
Entonces, la función de costo marginal es 
C'(x) = 5 + 0.02x 


El costo marginal en el nivel de producción de 500 artículos es 
C'(500) = 5 + 0.02(500) = $15/artículo 


Esto da la cantidad a la que se incrementan los costos respecto al nivel de producción 
cuando x = 500 y predice el costo del artículo 501. 
El costo real de producir el artículo 501 es 


C(501) — C(500) = [10 000 + 5(501) + 0.01(501)] 
— [10 000 + 5(500) + 0.01(500)] 
= $15.01 


Observe que C'(500) ~ C(501) — C(500). E 


Los economistas también estudian la demanda, el ingreso y la utilidad marginal, que 
son las derivadas de las funciones de demanda, ingreso y utilidad. Estas se consideran en 
el capítulo 4, después de desarrollar las técnicas para determinar los valores máximos y 
mínimos de funciones. 


@ Otras ciencias 


Las razones de cambio se presentan en todas las ciencias. Un geólogo se interesa en 
conocer la razón a la cual una masa incrustada de roca fundida se enfría por conducción 
del calor hacia las rocas que la rodean. Un ingeniero desea conocer la proporción a la 
cual el agua fluye hacia dentro o hacia fuera de una represa. Un geógrafo urbano se 
interesa en la razón de cambio de la densidad de población en una ciudad, al aumentar 
la distancia al centro de la propia ciudad. Un meteorólogo tiene interés por la razón de 
cambio de la presión atmosférica respecto a la altura (véase el ejercicio 3.8.19). 

En psicología, quienes se interesan en la teoría del aprendizaje estudian la curva 
del aprendizaje, que se presenta en forma de gráfica el rendimiento P(t) de alguien 
que aprende una habilidad, como función del tiempo de capacitación t. Tiene un interés 
particular la razón a la cual mejora el rendimiento a medida que pasa el tiempo; es decir, 
dP/dt. 

En sociología, el cálculo diferencial se aplica al análisis de la divulgación de rumores 
(o de innovaciones, novedades o moda). Si p(t) denota la proporción de una población 
que conoce un rumor en el momento ż, entonces la derivada dp/ dt denota la razón de 
divulgación de ese rumor (véase el ejercicio 3.4.84). 


E Una sola idea, varias interpretaciones 


La velocidad, la densidad, la corriente, la potencia y el gradiente de temperatura, en 
física; la velocidad de reacción y la compresibilidad, en química; la rapidez de creci- 
miento y el gradiente de velocidad de la sangre, en biología; el costo marginal y la 
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utilidad marginal, en economía; la rapidez de flujo del calor, en geología; la rapidez de 
mejora del rendimiento, en psicología; y la rapidez de divulgación de un rumor, en 
sociología; son casos especiales de un concepto matemático: la derivada. 

Esta es una ilustración del hecho de que parte del poder de las matemáticas descansa 
en su abstracción. Un solo concepto matemático abstracto (como la derivada) puede 
tener interpretaciones diferentes en cada ciencia. Cuando se desarrollen las propiedades 
del concepto matemático, de una vez y por todas, podrá dar la vuelta y aplicar estos 
resultados a todas las ciencias. Esto es mucho más eficiente que desarrollar propiedades 
de conceptos especiales en cada una por separado. El matemático francés Joseph Fourier 
(1768-1830) lo expresó de manera sucinta: “Las matemáticas comparan los fenómenos 
más diversos y descubren las analogías secretas que los unen”. 


3.7 EJERCICIOS 


1-4 Una partícula se mueve según una ley del movimiento 
s = f(t), t = 0, donde £ se mide en segundos y s en metros. 


(a) 
(b) 
(c) 
(d) 
(e) 


(5 


. F(A = Ë — 8t? + 241 


. fÐ = sen(rt/2) 


Encuentre la velocidad en el instante t. 

¿Cuál es la velocidad después de 1 s? 

¿Cuándo está en reposo la partícula? 

¿Cuándo se mueve hacia la dirección positiva? 

Encuentre la distancia total recorrida durante los primeros 

6 segundos. 

Dibuje un diagrama, como el de la figura 2, para ilustrar el 
movimiento de la partícula. 

Determine la aceleración en el tiempo 1 y después de 

1 segundo. 

Trace la gráfica de las funciones posición, velocidad y acele- 
ración para 0 = £ <= 6. 

¿Cuándo la partícula aumenta su rapidez? ¿Cuándo disminuye? 


Ot 
e+09 


2. f(t) = 


4. f(t) = te~ 


. Se muestran las gráficas de las funciones velocidad de dos 


partículas, donde £ se mide en segundos. ¿Cuándo incre- 
menta su rapidez cada partícula? ¿Cuándo la disminuyen? 
Explique. 


(a) ” (b) ” 


. Se muestran las gráficas de las funciones de posición de dos 


partículas, donde £ se mide en segundos. ¿Cuándo incrementa 
su rapidez cada una de las partículas? ¿Cuándo la 
disminuyen? Explique. 


(a) s b) s 


t 0 


7. 


10. 


11. 


La altura (en metros) de un proyectil disparado vertical- 
mente hacia arriba, desde un punto a 2 m por encima del 
nivel del suelo con una velocidad inicial de 24.5 m/s 

es h = 2 + 24.5t — 4.9? después de 1 segundos. 

(a) Encuentre la velocidad después de 2 s y después de 4 s. 
(b) ¿Cuándo alcanza el proyectil su altura máxima? 

(c) ¿Cuál es su altura máxima? 

(d) ¿En qué momento cae al suelo? 

(e) ¿Con qué velocidad cae al suelo? 


. Si un balón es lanzado verticalmente hacia arriba con una 


velocidad de 24.5 m/s, entonces su altura después de t 

segundos es s = 24.5 t — 4.91?, 

(a) ¿Cuál es la altura máxima alcanzada por el balón? 

(b) ¿Cuál es la velocidad del balón cuando está a 29.4 m 
por encima del suelo en su camino ascendente? ¿Y en su 
camino en descenso? 


. Si se lanza una roca verticalmente hacia arriba desde la 


superficie de Marte, con una velocidad de 15 m/ s, su altura 

después de f segundos es h = 15t — 1.86r?. 

(a) ¿Cuál es la velocidad de la roca después de que trans- 
curren 2 s? 

(b) ¿Cuál es la velocidad de la roca una vez que ha alcanzado 
una altura de 25 m durante el ascenso? ¿Y en su descenso? 


Una partícula se mueve de acuerdo con la función posición 


s =t — 4t — 201? + 


20t t=0 


(a) ¿En qué momento la partícula tiene una velocidad de 20 m/, s? 
(b) ¿En qué momento su aceleración es 0? ¿Cuál es el signi- 
ficado de este valor de £? 


(a) Una compañía fabrica chips para computadora a partir 

de placas cuadradas de silicio. Se desea conservar la 
longitud del lado de esas placas muy próxima a 15 mm 

y, asimismo, saber cómo cambia el área A(x) de ellas 
cuando varía la longitud x del lado. Encuentre A'(15) y 
explique su significado en esta situación. 

Demuestre que la rapidez de cambio del área de uno de 
los cuadrados respecto a la longitud de su lado es la mitad 
de su perímetro. Trate de explicar geométricamente por 
qué esto es cierto, dibujando un cuadrado cuya longitud x 
del lado se incrementa en una cantidad Ax. ¿Cómo puede 
obtener una aproximación del cambio resultante en el 
área, AA, si Ax es pequeño? 


(b) 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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(a) Es fácil hacer crecer cristales de clorato de sodio en forma 
de cubos dejando que una solución de esta sal en agua se 
evapore con lentitud. Si V es el volumen de uno de esos 
cubos, con longitud x por lado, calcule d v/ dx cuando 

x = 3 mm y explique su significado. 

Demuestre que la razón de cambio del volumen de un cubo 
respecto a la longitud de su arista es igual a la mitad del 
área superficial de ese cubo. Explique geométricamente por 
qué este resultado es cierto y argumente por analogías con 
el ejercicio 11(b). 


(b) 


Encuentre la razón de cambio promedio del área de un 
círculo respecto a su radio r cuando r cambia de 

G) 2a3 Gi) 242.5 Gii) 242.1 
Encuentre la razón de cambio instantáneo cuando r = 2. 
Demuestre que la razón de cambio del área de un círculo 
respecto a su radio (a cualquier r) es igual a la circun- 
ferencia del círculo. Intente explicar geométricamente 
por qué esto es cierto dibujando un círculo cuyo radio se 
incrementa en una cantidad Ar. ¿Cómo puede obtener una 
aproximación del cambio resultante en el área AA si Ar es 
pequeño? 


(b) 
(c) 


Se deja caer una piedra en un lago, lo que crea una onda 
circular que viaja hacia afuera con una rapidez de 60 cm/s. 
Encuentre la razón a la que aumenta el área dentro del 
círculo después de (a) 1 s, (b) 3 s, y (c) 5 s. ¿Qué puede 
concluir? 


Se está inflando un globo esférico. Encuentre la razón de 
aumento del área superficial (S = 47rr?) respecto al radio r, 
cuando r es igual a (a) 20 cm, (b) 40 cm, y (c) 60 cm. ¿A qué 
conclusiones llega? 


(a) El volumen de una célula esférica en crecimiento es 
V = rr’, donde el radio r se mide en micrómetros 
(1 um = 107% m). Encuentre la razón de cambio promedio 
de V respecto a r, cuando cambia de 
G) 5a8 um Gi) 5a 6 um Gii) 5a 5.1 um 

(b) Determine la razón de cambio instantáneo de V respecto 
a r, cuando r = 5 um. 

(c) Demuestre que la razón de cambio del volumen de una 
esfera respecto a su radio es igual a su área superficial. 
Explique geométricamente por qué esto es cierto. Argu- 
mente por analogía con el ejercicio 13(c). 


La masa de la parte de una varilla metálica que se encuentra 
entre su extremo izquierdo y un punto x metros a la derecha 
es 3x? kg. Encuentre la densidad lineal (véase el ejemplo 2) 
cuando x es (a) 1 m, (b) 2 m y (c) 3 m. ¿En dónde es más alta 
la densidad?, ¿dónde es más baja? 


Si un tanque contiene 5000 litros de agua, la cual se drena 
desde el fondo del tanque en 40 min, entonces la ley de 
Torricelli da el volumen V de agua que queda en el tanque 
después de £ minutos como 


v=500(1 -5 0=1=40 


Encuentre la rapidez de drenado de agua después de (a) 5 min, 
(b) 10 min, (c) 20 min, y (d) 40 min. ¿En qué momento fluye 
el agua más rápido hacia afuera? ¿Con mayor lentitud? Resuma 
sus hallazgos. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


La cantidad de carga, Q, en coulombs (C) que ha pasado por un 
punto de un alambre hasta el tiempo ź (medido en segundos) se 
expresa con Q(t) = 1? — 21? + 6t + 2. Encuentre la corriente 
cuando (a) t = 0.5 s y (b) 1 = 1 s. [Véase el ejemplo 3. La 
unidad de la corriente es el ampere (1 A = 1 C / s).] ¿En qué 
momento la corriente es la más baja? 


La ley de Newton de la gravitación dice que la magnitud F de 
la fuerza ejercida por un cuerpo de masa m sobre otro de masa 
M es 


_ GmM 


2 
r? 


F 


donde G es la constante gravitacional y r es la distancia entre 

los cuerpos. 

(a) Encuentre dF J, dr y explique su significado. ¿Qué indica el 
signo menos? 

(b) Suponga que se sabe que la Tierra atrae un objeto con 
una fuerza que disminuye a razón de 2 N/ km, cuando 
r = 20 000 km. ¿Con qué rapidez cambia esta fuerza 
cuando r = 10 000 km? 


La fuerza F que actúa sobre un cuerpo con masa m y velocidad 
v es igual a la razón de cambio de la cantidad de movimiento: 
F= (d/ di)J(mv). Si m es constante, esto se convierte en F = ma, 
donde a = dv/dt es la aceleración. Pero en la teoría de la 
relatividad, la masa de una partícula varía con v como sigue: 

m = m,/V1 — v?/c?, donde m, es la masa de la partícula en 
reposo y c es la velocidad de la luz. Demuestre que 


F= moya 
T a = v? e?e 
Algunas de las mareas más altas en el mundo se producen en 
la Bahía de Fundy en la costa atlántica de Canadá. En el cabo 
de Hopewell, la profundidad del agua durante la marea baja es 
aproximadamente 2.0 m y durante la marea alta es cerca 
de 12.0 m. El período natural de oscilación es un poco más de 
12 horas, y el 30 de junio de 2009, la marea alta se produjo a 
las 6:45. Esto ayuda a explicar el siguiente modelo para la 
profundidad del agua D (en metros) en función del tiempo t 
(en horas después de la medianoche) ese día: 


D(t) = 7 + 5 cos[0.503(t — 6.75)] 


¿Con qué rapidez fue subiendo la marea (o cayendo) en los 
momentos siguientes? 
(a) 3:00 
(c) 9:00 


(b) 6:00 
(d) mediodía 


La ley de Boyle establece que, cuando se comprime una 

muestra de gas a una temperatura constante, el producto 

de la presión y el volumen se mantiene constante: PV = C. 

(a) Encuentre la razón de cambio del volumen respecto 
a la presión. 

(b) Una muestra de gas está en un recipiente a baja presión 
y se le comprime paulatinamente a temperatura cons- 
tante durante 10 minutos. ¿El volumen disminuye con 
mayor rapidez al principio o al final de los 10 minutos? 
Explique. 

(c) Demuestre que la compresibilidad isotérmica (véase el 
ejemplo 5) se expresa mediante 6 = 1 j P. 


24. 


25. 


26. 
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Si, en el ejemplo 4, una molécula del producto C está 
formada por una molécula del reactivo A y una molécula del 
reactivo B y la concentración inicial de A y B tienen un valor 
común [A] = [B] = a moles / L, entonces 


[C] = a’kt/ (akt + 1) 


donde k es una constante. 
(a) Encuentre la rapidez de reacción en el tiempo t. 
(b) Demuestre que si x = [C], entonces 


dx 
— = kla — x? 
dt 
¿Qué pasa con la concentración conforme t —> 00? 


¿Qué sucede con la velocidad de reacción conforme 
t— 0? 


(c) 
(d) 
(e) ¿Qué significan los resultados de los incisos (c) y (d) en 
términos prácticos? 


En el ejemplo 6 se considera una población de bacterias 
que se duplica cada hora. Suponga que otra población 

de bacterias se triplica cada hora y comienza con 400 
bacterias. Encuentre una expresión para el número n 

de bacterias después de 1 horas y utilícela para calcular la 
tasa de crecimiento de la población de bacterias después 
de 2.5 horas. 


El número de células de levadura en un cultivo de laboratorio 
aumenta rápidamente al principio, pero finalmente se nivela. 
La población es modelada por la función 


n=f(t)= 


a 
1 + be™" 


donde t es medido en horas. En el tiempo £ = 0 la pobla- 
ción es de 20 células y está aumentando a un ritmo de 

12 células/hora. Encuentre los valores de a y b. De acuerdo 
con este modelo, ¿qué sucede con la población de levadura a 
largo plazo? 


. La tabla siguiente da la población del mundo P(t), en 


millones, donde ż se mide en años y £ = O corresponde al 
año 1900. 


Población Población 

t (millones) t (millones) 
0 1650 60 3040 
10 1750 70 3710 
20 1860 80 4450 
30 2070 90 5280 
40 2300 100 6080 
50 2560 110 6870 


(a) Calcule la tasa de crecimiento poblacional en 1920 y 
en 1980 mediante el promedio de las pendientes de dos 
rectas secantes. 

(b) Utilice una calculadora graficadora o computadora para 
encontrar una función cúbica (un polinomio de tercer 
grado) que modele los datos. 

(c) Utilice el modelo del inciso (b) para encontrar un mode- 
lo para la tasa de crecimiento de la población. 

(d) Utilice el inciso (c) para estimar las tasas de crecimiento en 
1920 y 1980. Compare con sus estimaciones del inciso (a). 


29. 


30. 
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(e) En la sección 1.1 se modeló P(t) con la función expo- 
nencial 


f(t) = (1.43653 x 10°) - (1.01395)' 


Use este modelo para encontrar un modelo para la tasa 
de crecimiento de la población. 

Utilice el modelo del inciso (e) para calcular la tasa de 
crecimiento en 1920 y 1980. Compare con sus cálculos 
de los incisos (a) y (d). 

(g) Calcule la tasa de crecimiento en 1985. 


(5 


. La tabla muestra cómo ha variado la edad promedio del 


primer matrimonio de las mujeres japonesas desde 1950. 


t A(t) t A(t) 
1950 23.0 1985 25.5 
1955 23.8 1990 25.9 
1960 24.4 1995 26.3 
1965 24.5 2000 27.0 
1970 24.2 2005 28.0 
1975 24.7 2010 28.8 
1980 25,2 


(a) Utilice una calculadora graficadora o una computadora 
para modelar estos datos con una función polinomial de 
cuarto grado. 

(b) Utilice el inciso (a) para encontrar un modelo para A’ (f). 

(c) Calcule la razón de cambio de la edad de matrimonio 
en 1990. 

(d) Trace la gráfica de los puntos de datos y los modelos 
para A y A”. 


Refiérase a la ley de flujo laminar del ejemplo 7. Considere 

también un vaso sanguíneo con radio 0.01 cm, longitud 

3 cm, diferencia de presión de 3000 dinas/. cm? y una 

viscosidad de y = 0.027. 

(a) Encuentre la velocidad de la sangre a lo largo de la línea 
central r = 0, en un radio r = 0.005 cm y en la pared 
r=R=0.01 cm. 

(b) Encuentre el gradiente de velocidad en r = 0, r = 0.005 
yr=0.01. 

(c) ¿Dónde es mayor la velocidad? ¿Dónde está el mayor 
cambio de velocidad? 


La frecuencia de vibración de una cuerda de violín está 
dada por 


o 1 T 
$= 31 p 
donde L es la longitud de la cuerda, T es su tensión y p es su 
densidad lineal. [Véase el capítulo 11 en D. E. Hall, Musical 
Acoustic, 3a. ed. (Pacific Grove, California, 2002).] 
(a) Encuentre la rapidez de cambio de la frecuencia res- 
pecto a 
(1) la longitud (cuando T y p son constantes), 
(ii) la tensión (cuando L y p son constantes), y 
(111) la densidad lineal (cuando L y T son constantes). 
(b) El tono de una nota (qué tan altas o bajas son las notas) 
está determinado por la frecuencia f. (Cuanto mayor 
sea la frecuencia, mayor será el tono.) Utilice los signos 


236 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 
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de las derivadas en el inciso (a) para determinar lo que 
sucede con el tono de una nota 
(i) cuando se reduce la longitud efectiva colocando un 
dedo sobre la cuerda, haciendo que vibre solo una 
porción menor de la cuerda, 
(11) cuando se incrementa la tensión girando la llave de 
ajuste, 
(111) cuando aumenta la densidad lineal por cambiar a 
otra cuerda. 


El costo en dólares de producir x pares de una nueva línea de 
jeans es 


C(x) = 2000 + 3x + 0.01x? + 0.0002x? 


(a) Encuentre la función de costo marginal. 

(b) Obtenga C'(100) y explique su significado. ¿Qué predice? 

(c) Compare C'(100) con el costo de fabricar el par 101 de 
jeans. 


La función de costo de producción de cierto artículo es 
C(q) = 84 + 0.16q — 0.0006g? + 0.000003g* 


(a) Obtenga e interprete C'(100). 
(b) Compare C'(100) con el costo de producir el artículo 
101. 


Si p(x) es el valor total de la producción cuando hay x 
trabajadores en una planta, entonces la productividad 
promedio de la fuerza de trabajo en la planta es 


A(x) = 20) 
xX 
(a) Determine A'(x). ¿Por qué quiere la empresa contratar a 
más trabajadores si A'(x) > 0? 
(b) Demuestre que A'(x) > 0 si p'(x) es mayor que la produc- 
tividad promedio. 


Si R denota la reacción del cuerpo a cierto estímulo de 
esfuerzo x, la sensibilidad S se define como la rapidez de 
cambio de la reacción respecto a x. Un ejemplo concreto es 
que cuando el brillo x de una fuente de luz aumenta, el ojo 
reacciona disminuyendo la zona R de la pupila. La fórmula 
experimental 


_ 40 + 24x0 


R 
1 + 4x0* 


ha sido utilizada para modelar la dependencia de R sobre x 
cuando R se mide en milímetros cuadrados y x se mide en 
unidades apropiadas de brillo. 

(a) Encuentre la sensibilidad. 

(b) Ilustre el inciso (a) trazando la gráfica tanto de R como de 
S como funciones de x. Haga comentarios relacionados 
con los valores de R y S en bajos niveles de brillo. ¿Esto 
es lo que esperaría? 


Los pacientes se someten a tratamiento de diálisis para 
eliminar urea de la sangre cuando sus riñones no están 
funcionando correctamente. La sangre se desvía del paciente 
a través de una máquina que filtra la urea. Bajo ciertas 
condiciones, la duración de la diálisis requerida, dado que 


36. 


37. 


38. 


39. 


la concentración inicial de urea es c > 1, está dado por la 


ecuación 
(+ + 9? — 8c ) 
In 


2 


Calcule la derivada de £ con respecto a c e interprétela. 


Las especies invasoras con frecuencia muestran una onda 

de avance para colonizar nuevas áreas. Los modelos 
matemáticos basados en la reproducción y dispersión al 

azar han demostrado que la velocidad de dichas ondas en 
movimiento está dada por la función f(r) = 2VDr, donde r 
es la tasa reproductiva de los individuos y D es un parámetro 
de cuantificación de la dispersión. Calcule la derivada de la 
velocidad de la onda con respecto a la tasa de reproducción r 
y explique su significado. 


La ley de los gases para un gas ideal a la temperatura 
absoluta T (en kelvin), la presión P (en atmósfera) y el 
volumen V (en litros) es PV = nRT, donde n es el número de 
moles del gas y R = 0.0821 es la constante del gas. Suponga 
que, en cierto instante, P = 8.0 atm y está aumentando a 
razón de 0.10 atm/ min y V= 10L y está disminuyendo 

a razón de 0.15 L/min. Encuentre la razón de cambio de T 
respecto al tiempo en ese instante si n = 10 mol. 


En una granja piscícola se introduce una población de peces 
en un estanque y se cosechan con regularidad. Un modelo 
para la razón de cambio de la población se expresa con la 
ecuación 


dP ( P(0) 
ro 1 

dt P. 

donde r, es la tasa de nacimientos de peces, P es la población 

máxima que el estanque puede contener (llamada capacidad 
de carga) y ß es el porcentaje de la población que se cosecha. 

(a) ¿Cuál valor de dP /) dt correspondiente a una población 
estable? 

(b) Si el estanque puede sostener 10 000 peces, la tasa de 
nacimiento es de 5% y la cantidad de cosecha es de 4%, 
encuentre el nivel estable de la población. 

(c) Si £ se eleva hasta 5%, ¿qué sucede? 


Jro BP() 


En el estudio de los ecosistemas, a menudo se usan los 

modelos presa-depredador para estudiar la interacción 

entre las especies. Considere una población de lobos de la 

tundra, dada por W(t), y de caribúes, dada por C(t), en el 

norte de Canadá. La interacción se ha modelado mediante 
las ecuaciones 
dC dW 

— = aC — bCW —— = —cW + dCW 
dt dt 

(a) ¿Cuáles valores de dC J dt y dw/ dt corresponden a 
poblaciones estables? 

(b) ¿Cómo se representaría matemáticamente el enunciado 

“Los caribúes van hacia la extinción”? 

(c) Suponga que a = 0.05, b = 0.001, c = 0.05 y d = 0.0001. 
Encuentre todas las parejas de poblaciones (C, W) que 
conducen a poblaciones estables. De acuerdo con este 
modelo, ¿es posible que las especies vivan en equilibrio 
o una de ellas, o ambas, se extinguirán? 
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3.8 Crecimiento y decaimiento exponenciales 


En muchos fenómenos naturales, las cantidades crecen o decrecen en una cantidad propor- 
cional a su tamaño. Por ejemplo, si y = f(t) es el número de individuos en una población 
de animales o bacterias en el tiempo f, entonces parece razonable esperar que la razón de 
crecimiento f'(1) sea proporcional a la población f(t); es decir, f'() = kf(0) para alguna 
constante k. A propósito, bajo condiciones ideales (ambientes sin límites, nutrición 
adecuada, inmunidad a las enfermedades) el modelo matemático dado por la ecuación 
F' (0 = kf(0) predice, sin duda, con precisión lo que realmente sucede. Otro ejemplo 
sucede en física nuclear donde la masa de una sustancia radiactiva decae en una cantidad 
proporcional a su masa. En química la velocidad de una reacción de primer orden uni- 
molecular es proporcional a la concentración de la sustancia. En finanzas, el valor de 
una cuenta de ahorros con interés compuesto se incrementa de manera continua en una 
cantidad proporcional a ese valor. 

En general, si y(t) es el valor de una cantidad y en el tiempo t y si la razón de cambio 
de y respecto a t es proporcional a su tamaño y(t) en cualquier tiempo, entonces 


d 
1) A ky 


dt 


donde k es una constante. Algunas veces la ecuación 1 se llama la ley de crecimiento 
natural (si k > 0) o ley de decaimiento natural (si k < 0). También, se le denomina 
ecuación diferencial porque implica una función desconocida y y su derivada dy / dt. 

No es difícil intuir una solución de la ecuación 1. Esta ecuación pide determinar una 
función cuya derivada es un múltiplo constante de sí misma. En este capítulo se encon- 
trarán tales funciones. Cualquier función exponencial en la forma y(t) = Ce*, donde C 
es una constante, satisface 


y(t) = Clke*) = k(Ce") = ky(1) 


Se verá en la sección 9.4 que cualquier función que satisface dy/ dt = ky debe ser en la 
forma y = Ce*'. Para ver el significado de la constante C, observe que 


y(0) = Ce = C 


Por tanto, C es el valor inicial de la función. 


(2) Teorema Las únicas soluciones de la ecuación diferencial dy/dt = ky son 
las funciones exponenciales 


y(t) = y(0)e"" 


Œ Crecimiento de población 


¿Cuál es el significado de la constante de proporcionalidad k? En el panorama del cre- 
cimiento de la población, cuando P(t) es el tamaño de una población en el tiempo 1, se 


escribe 
dP 1 dP 
E —=kP. o =—=k 
dt P dt 
La cantidad 
1 aP 
P dt 


es la tasa de crecimiento dividida entre el tamaño de la población, a la que se le denomina 
tasa de crecimiento relativo. 


238 CAPÍTULO 3 Reglas de derivación 


FIGURA 1 

Un modelo para el crecimiento de la 
población mundial en la segunda mitad 
del siglo xx 


De acuerdo con (3), en lugar de decir “la tasa de crecimiento es proporcional al tamaño 
de la población” se puede decir “la razón o tasa de crecimiento relativo es constante”. 
Por tanto, (2) indica que una población con crecimiento relativo constante debe crecer 
en forma exponencial. Observe que la tasa de crecimiento relativo k aparece como el 
coeficiente de £ en la función exponencial Ce*. Por ejemplo, si 


dP 
— = 0.02P 
dt 


donde f se mide en años, entonces la rapidez de crecimiento relativo es k = 0.02 y el 
crecimiento de población a una rapidez relativa es de 2% por cada año. Si la población 


en el tiempo 0 es P,, entonces la expresión para la población es 


P(t) == Poe?” 


EJEMPLO 1 Utilice el hecho de que la población mundial fue 2560 millones en 1950 
y 3040 millones en 1960, para modelar la población del mundo en la segunda mitad del 
siglo xx. (Suponga que la tasa de crecimiento es proporcional al tamaño de la pobla- 
ción). ¿Cuál es la rapidez de crecimiento relativo? Utilice el modelo para estimar la 
población mundial en 1993 y, del mismo modo, predecir la población en el año 2020. 


SOLUCIÓN Mida el tiempo t en años y haga £ = O en el año 1950. Mida la población 
P(t) en millones de personas. Entonces, P(0) = 2560 y P(10) = 3040. Ya que se supone 
que dP/ dt = kP, el teorema 2 da 


P(t) = P(0)e™ = 2560e* 
P(10) = 2560e'% = 3040 


1 
TON 3040 
10 2560 


= 0.017185 


La rapidez de crecimiento relativo es casi 1.7% por cada año, y el modelo es 
P(t) = 2560009171851 
Se estima que en 1993 la población mundial fue 
P(43) = 2560e 01718543 ~ 5360 millones 
El modelo predice que en 2020 la población será 
P(70) = 2560e 91718500 ~ 8524 millones 


La gráfica en la figura 1 muestra que el modelo ya es bastante exacto para finales del 
siglo xx (los puntos representan la población actual); de esta manera, la estimación 
para 1993 es completamente confiable, pero la predicción para el 2020 es aventurada. 


PA 


6000 7 


= 0.017185f 
Población PE S90 


(en millones) 


~Y 


0 20 40 
Años desde 1950 E 
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Ml Decaimiento radiactivo 


Una sustancia radiactiva decae emitiendo radiación de manera espontánea. Si m(t) es la 
masa que queda a partir de una masa inicial m, de la sustancia después del tiempo 1, 
entonces la rapidez de decaimiento relativo 


es constante según se ha verificado experimentalmente. (Ya que dm/ dt es negativa, la 
rapidez de desintegración relativa es positiva.) Se sigue que 


en 
dt 


= km 


donde k es una constante negativa. En otras palabras, las sustancias radiactivas decaen en 
una cantidad proporcional a la masa restante. Esto significa que se puede utilizar (2) para 
demostrar que la masa decae de manera exponencial: 


mít) = me" 


Los físicos expresan la rapidez de decaimiento en términos del tiempo de vida media, 
el tiempo que se requiere para que la mitad de cualquier cantidad conocida se desintegre. 


EJEMPLO 2 El tiempo de vida media del radio-226 es 1590 años. 

(a) Una muestra de radio-226 tiene una masa de 100 mg. Determine una fórmula para 
la masa de la muestra que permanece después de t años. 

(b) Determine la masa exacta en miligramos, después de 1000 años. 

(c) ¿Cuándo se reducirá la masa a 30 mg? 


SOLUCIÓN 
(a) Sea m(t) la masa de radio-226 (en miligramos) que permanece después de £ años. 
Entonces dm/dt = km y m(0) = 100, por lo que (2) da 


m(t) = m(0)e"" = 100e” 


Para determinar el valor de k, se utiliza el hecho de que m(1590) = 2(100). Así, 


1008" = 50 por lo que e 190 = 1 
y 1590k = In} = —In2 
o In 2 
1590 
Por tanto mÀ = 1008701 2/1590 


Se puede utilizar el hecho de que e™? = 2 para escribir la expresión para m(t) en la 
forma alternativa 


m(t) = 100 Xx 27150 
(b) La masa después de 1000 años es 
m(1000) = 1000 "2100/30 ~ 65 mg 
(c) Se quiere encontrar el valor de t tal que m(t) = 30, es decir, 


100e 2 3:/1590 = 30 o e~ (P 21/1590 =0.3 
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150 


— (In 231/15 
m= 100e (In 2)1/1590 


FIGURA 2 


4000 


Resolviendo esta ecuación para t tomando el logaritmo natural de ambos lados: 


dE In 0.3 
> [== 1n Y. 
1590 


In 0.3 


Por tanto, t = —1590 
ln 


= 2762 años E 


Para una verificación del ejemplo 2, utilice un dispositivo de graficación para dibujar 
la gráfica de m(t) de la figura 2 junto con la recta horizontal m = 30. Estas curvas se 
intersecan cuando t = 2800, y esto concuerda con la respuesta del inciso (c). 


E Ley de enfriamiento de Newton 


La ley de enfriamiento de Newton establece que la rapidez de enfriamiento de un objeto 
es proporcional a la diferencia de temperatura entre el objeto y su ambiente, siempre que 
esta diferencia no sea muy grande. (Esta ley también se aplica al calentamiento.) Si se 
hace T(t) la temperatura del objeto en el tiempo £ y T, la temperatura del ambiente, 
entonces se puede formular la ley de enfriamiento de Newton como una ecuación 
diferencial: 


dT 
— = k(T - T, 
dt ( 5) 
donde k es una constante. Esta ecuación no es completamente la misma que la ecuación 1, 
por lo que se hace el cambio de variable y(t) = T(t) — T . Ya que T es constante, se tiene 
que y'(£) = T'(®, por lo que la ecuación se convierte en 
dy 


k 
dt > 


Entonces se puede utilizar (2) para determinar una expresión para y en la que se puede 
encontrar T. 


EJEMPLO 3 Una botella con una bebida gasificada a temperatura ambiente (22 °C) se 
coloca dentro de un refrigerador donde la temperatura es 7 °C. Después de media hora 
la bebida se ha enfriado hasta 16 °C. 

(a) ¿Cuál es la temperatura de la bebida después de otra media hora? 

(b) ¿Cuánto tardará la bebida en enfriarse a 10 °C? 


SOLUCIÓN 
(a) Sea T(t) la temperatura de la bebida después de £ minutos. La temperatura ambiente 
es T, = 7 °C, por lo que, la ley de enfriamiento de Newton se expresa como 


dT 


a EAN 


Si se hace y = T — 7, entonces y(0) = T(0) — 7 = 22 — 7 = 15, por lo que y es una 
solución del problema de valor inicial 


_ =ky  y(0)=15 
y por (2) se tiene que 


y(t) = y(0)e" = 15e" 
Se tiene que T(30) = 16, por lo que y(30) = 16-7 =9y 


30k — 30k — 3 
15e** =9 e =; 


FIGURA 3 
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60 


90 
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Tomando logaritmos, se tiene que 


-G L 
k= 3 —0.01703 


Por lo que 


y(t) = 1587001703: 
T(t) =7+ 15e 001703: 


T(60) =7 + 1590170560 = 12.4 


Por tanto, después de la otra mitad de la hora, la bebida se ha enfriado a casi 12 *C. 
(b) Se tiene T(t) = 10 cuando 


7 + 15670% = 10 


—=0.017031 _ 3 
e = 15 


1 
5 


o h 
t= oom > 


La bebida se enfría a 10 °C después de casi 1 hora 35 minutos. E 


Observe que en el ejemplo 3, se tiene que 


lím T(1) = lím (7 + 15e™"®) =74+15:0=7 
t=% 1>0 


lo cual se esperaba. La gráfica de la función temperatura se muestra en la figura 3. 


E Interés compuesto continuamente 


EJEMPLO 4 Si se invierten $1000 a 6% de interés compuesto anualmente, entonces, 
después de 1 año la inversión es valorada en $1000(1.06) = $1060, después de 2 años 
su valor es $[1000(1.06)]1.06 = $1123.60 y después de 1 años su valor es $1000(1.06).. 
En general, si se invierte una cantidad A, a una tasa de interés r (r = 0.06, en este ejem- 
plo), entonces, después de años su valor es de A,(1 + r). No obstante, por lo general 
el interés es compuesto con más frecuencia, es decir, n veces al año. Por tanto, en cada 
período de capitalización, la tasa de interés es r/ n y hay nt períodos en t años, por lo 


que el valor de la inversión es 
r nt 
Aog 1 + — 
n 


Por ejemplo, una inversión de 1000 dólares después de 3 años a 6% de interés estarán 
valorados en 


$1000(1.06)? = $1191.02 compuesto anualmente 
$1000(1.03)* = $1194.05 compuesto semestralmente 
$1000(1.015)'? = $1195.62 compuesto trimestralmente 


$1000(1.005) = $1196.68 compuesto mensualmente 


0.06 365 : 3 
$1000| 1 + a = $1197.20 compuesto diariamente 
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Se puede ver que el pago del interés se incrementa cuando el número de períodos 
compuestos (n) se incrementa. Si se hace que n —> %, entonces estará componiendo el 
interés continuamente, y el valor de la inversión será 


n>% n 


r n/r |rt 
= m aol (1 +2) | 
n— n 


r nt 
A(0) = lím a(i + z) 


(donde m = n/r) 


1 Y» |" 
= A| ln ( + z) | 
m>% m 


Pero el límite en esta expresión es igual al número e (véase la ecuación 3.6.6). Por lo 
que, componiendo en forma continua con una tasa de interés r, la cantidad después de £ 
años es 


A(t) = Ape” 
Si se deriva esta función, se obtiene 


dA 
E = rAye” = rA(t) 


la cual dice que, componiendo continuamente el interés, la tasa de incremento de una 
inversión es proporcional a su tamaño. 

Regresando al ejemplo de 1000 dólares invertidos por 3 años a 6% de interés anual, 
el valor de la inversión será 


A(3) = $1000e0%%* = $1197.22 
Observe cómo se acerca esto a la cantidad calculada por componer diariamente 


$1197.20, pero es más fácil calcular la cantidad si se aplica la composición 
continua. a 


3.8 EJERCICIOS 


1. Una población de protozoarios se desarrolla con una tasa de (c) Calcule el número de células después de 6 horas. 


crecimiento relativo constante de 0.6028 por miembro por 
cada día. En el día cero la población consiste de dos miembros. 
Encuentre el tamaño de la población después de siete días. 


. Un habitante común del intestino humano es la bacteria 

Escherichia coli, llamada así por el pediatra alemán Theodor 

Escherich, quien la identificó en 1885. Una célula de esta 

bacteria en un caldo nutriente se divide en dos células cada 20 

minutos. La población inicial de un cultivo es de 50 células. 

(a) Determine la tasa de crecimiento relativo. 

(b) Encuentre una expresión para el número de células después 
de £ horas. 


(d) Determine la tasa de crecimiento después de 6 horas. 
(e) ¿Cuándo alcanzará la población de un millón de células? 


. Un cultivo de bacterias al inicio contiene 100 células y crece en 


una cantidad proporcional a su tamaño. Después de 1 hora la 

población se ha incrementado a 420. 

(a) Determine una expresión para el número de bacterias des- 
pués de £ horas. 

(b) Calcule el número de bacterias después de 3 horas. 

(c) Encuentre la tasa de crecimiento después de 3 horas. 

(d) ¿Cuándo alcanza la población el valor 10 000? 
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4. Un cultivo de bacterias crece con una tasa de crecimiento 7. Los experimentos muestran que si la reacción química 


relativo constante. Después de 2 horas existen 400 bacterias 

y después de 6 horas la cuenta es de 25 600. 

(a) ¿Cuál es la tasa de crecimiento relativo? Exprese su res- 
puesta en porcentaje. 

(b) ¿Cuál fue el tamaño inicial del cultivo? 

(c) Encuentre una expresión para el número de bacterias 
después de 1 horas. 

(d) Encuentre el número de células después de 4.5 horas. 

(e) Encuentre la tasa de crecimiento después de 4.5 horas. 

(£) ¿Cuándo alcanzará la población 50 000? 


. La tabla da estimaciones de la población mundial, en millones, 
de 1750 al 2000. 


(a) Aplique el modelo exponencial y las cifras de población 
para 1750 y 1800 para predecir la población mundial en 
1900 y en 1950. Compare con las cifras actuales. 

(b) Utilice el modelo exponencial y las cifras de población 
para 1850 y 1900 para predecir la población mundial en 
1950. Compare con la población real en ese año. 

(c) Emplee el modelo exponencial y las cifras de población 
en 1900 y 1950 para predecir la población mundial en el 
2000. Compare con la población real e intente explicar la 
discrepancia. 


. La tabla proporciona la población de Indonesia, en millones, 
para la segunda mitad del siglo xx. 


(a) Suponiendo que la población crece a una razón propor- 
cional a su tamaño, utilice las cifras de censo para 1950 y 
1960 para predecir la población en 1980. Compare con las 
cifras reales. 

(b) Utilice las cifras del censo para 1960 y 1980 para predecir 
la población en el 2000. Compare con la población real. 

(c) Utilice las cifras del censo para 1980 y 2000 para predecir 
la población en el 2010. Compare con la población real de 
243 millones. 

(d) Utilice el modelo del inciso (c) para predecir la población 
en 2020. ¿Cree qué la predicción será demasiado alta o 
muy baja? ¿Por qué? 


10. 


11. 


12. 


13. 


N20; > 2N0, + 30» 


se realiza a 45 °C, la velocidad de reacción del pentóxido de 
dinitrógeno es proporcional a su concentración como sigue: 


o d[N205] 
dt 


(Véase el ejemplo 3.7.4.) 

(a) Determine una expresión para la concentración [N,0;] 
después de t segundos si la concentración inicial es C. 

(b) ¿Cuánto tiempo le toma a la reacción reducir la concentra- 
ción de N,0; a 90% de su valor original? 


= 0.0005[N¿Os] 


8. El estroncio-90 tiene un tiempo de vida media de 28 días. 
(a) Una muestra tiene originalmente una masa de 50 mg. 
Año Población Año Población Determine una fórmula para la masa que queda después 
de t días. 
1750 790 1900 1650 (b) Calcule la masa restante después de 40 días. 
1800 980 1950 2560 (c) ¿Cuánto tiempo le toma a la muestra reducir su masa 
1850 1260 2000 6080 a 2 mg? 


(d) Trace la gráfica de la función masa. 


. El tiempo de vida media del cesio-137 es de 30 años. Suponga 


que se tiene una muestra de 100 mg. 

(a) Establezca la masa que permanece después de t años. 

(b) ¿Cuánto de la muestra permanece después de 100 años? 
(c) ¿Después de cuánto tiempo permanece únicamente 1 mg? 


Una muestra de tritio-3 se desintegró a 94.5% de su cantidad 
original después de 1 año. 

(a) ¿Cuál es el tiempo de vida media del tritio-3? 

(b) ¿Cuánto tardaría en decaer a 20% de su cantidad original? 


Los científicos pueden establecer la edad de objetos antiguos 
mediante el método de datación por radiocarbono. El 
bombardeo de la atmósfera superior por los rayos cósmicos 
convierte al nitrógeno en un isótopo radioactivo de carbono, 
14C, con un tiempo de vida media aproximado de 5730 años. 


Año Población La vegetación absorbe dióxido de carbono a través de la 
atmósfera, y la vida animal asimila '*C a través de la cadena 
1950 83 ; a : 
alimenticia. Cuando una planta o un animal mueren, se 
1960 100 detiene la sustitución de su carbono, y la cantidad de '*C 
1970 122 inicia su disminución a través de la desintegración radiactiva. 
1980 150 Por tanto el nivel de radiactividad también decae de manera 
exponencial. 
1990 182 En un fragmento de pergamino se descubrió que había 
2000 214 aproximadamente 74% de tanta radioactividad '*C como en el 


material con el que se hace el pergamino que hay sobre la 
Tierra hoy en día. Estime la edad del pergamino. 


Los fósiles de dinosaurios son demasiado viejos para ser 
datados en forma confiable usando carbono-14. (Véase el 
ejercicio 11). Suponga que se tuvo un fósil de dinosaurio 

de 68 millones de años de edad. ¿Qué fracción del '*C que 
tuvo el dinosaurio permanece hoy? Suponga que la cantidad 
mínima detectable es de 0.1%. ¿Cuál es la edad máxima de un 
fósil que podríamos fechar usando el '*C? 


Los fósiles de dinosaurios se datan con frecuencia mediante el 
uso de un elemento que no sea carbono, como el potasio-40, que 
tiene una vida media más larga (en este caso, aproximada- 
mente 1250 millones de años). Suponga que la cantidad mínima 
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detectable es de 0.1% y un dinosaurio se data con “K en 
68 millones de años. ¿Es posible esta datación? En otras 
palabras, ¿cuál es la edad máxima de un fósil que se podría 
datar con “K? 


14. Una curva pasa a través del punto (0, 5) y tiene la propiedad 
de que la pendiente de la curva en cualquier punto P es 
dos veces la coordenada y de P. ¿Cuál es la ecuación de la 
curva? 


15. De un horno se toma un pavo rostizado cuando su 
temperatura ha alcanzado 85 °C y se coloca sobre una mesa 
en un espacio donde la temperatura es 22 °C. 

(a) Si la temperatura del pavo es 65 °C después de media 
hora, ¿cuál es la temperatura 45 minutos después? 
(b) ¿Cuándo se enfriará el pavo a 40 °C? 


16. En una investigación de asesinato, la temperatura del 
cadáver fue de 32.5 °C a las 13:30 y de 30.3 °C una hora 
más tarde. La temperatura corporal normal es de 37.0 *C y la 
temperatura del ambiente era de 20.0 *C. ¿Cuándo tuvo lugar 
el asesinato? 


17. Cuando se saca una bebida fría del refrigerador, su 
temperatura es 5 °C. Después de 25 minutos dentro de una 
habitación a 20 °C su temperatura se incrementa a 10 °C. 
(a) ¿Cuál es la temperatura de la bebida 50 minutos 

después? 
(b) ¿Cuándo estará su temperatura a 15 *C? 


18. Una taza de café recién preparado tiene 95 °C de temperatura 
en una habitación a 20 °C. Cuando la temperatura es de 
70 °C, se enfría con una rapidez de 1 °C por cada minuto. 
¿Cuándo sucede esto? 


19. 


20. 


21. 


22. 


La rapidez de cambio de la presión atmosférica P respecto a 

la altitud h es proporcional a P, siempre que la temperatura 

sea constante. A 15 *C la presión es 101.3 kPa al nivel del 

mar y 87.14 kPa en h = 1000 m. 

(a) ¿Cuál es la presión a una altitud de 3000 m? 

(b) ¿Cuál es la presión en la cima del monte McKinley, a 
una altitud de 6187 m? 


(a) Si se prestan 1000 a 8% de interés, calcule la cantidad 
que se debe al final de 3 años si el interés es compuesto de 
forma: (i) anual, (ii) trimestral, (iii) mensual, (iv) semanal, 
(v) diario, (vi) por hora y (vii) de manera continua. 

(b) Suponga que se prestan 1000 dólares y el interés es 
compuesto de manera continua. Si A(t) es la cantidad 
que se debe después de t años, donde 0 = 1 = 3, trace la 
gráfica de A(f) en una pantalla común, para cada una de 
las tasas de interés: 6%, 8% y 10%. 


(a) Si invierten 3000 dólares a 5% de interés, calcule el 
valor de la inversión al final de 5 años si el interés es 
compuesto de forma (i) anual, (ii) semestral, (iii) mensual, 
(iv) semanal, (v) por día y (vi) de manera continua. 

(b) Si A(7) es la cantidad de la inversión al tiempo t para el 
caso de composición continua, establezca una ecuación 
diferencial y una condición inicial que satisfaga A(t). 


(a) ¿Cuánto transcurrirá para que una inversión se duplique 
en valor si la tasa de interés anual es de 6% compuesto 
de manera continua? 

(b) ¿Cuál es la tasa de interés anual equivalente? 


PROYECTO DE APLICACIÓN CONTROLAR LA PÉRDIDA DE GLÓBULOS ROJOS DURANTE 


UNA CIRUGÍA 


tiempo. 


© Condor 36 / Shutterstock.com 


El volumen típico de sangre en el cuerpo humano es aproximadamente de 5 L. Un porcentaje 
de ese volumen (llamado el hematocrito) se compone de glóbulos rojos (GR); el hemato- 
crito es aproximadamente el 45% en varones. Suponga que una cirugía dura cuatro horas 

y un paciente masculino pierde 2.5 L de sangre. Durante la cirugía, el volumen de sangre 

del paciente se mantiene en 5 L mediante inyección de solución salina, que rápidamente se 
mezcla con la sangre pero la diluye por lo que el hematocrito disminuye conforme pasa el 


1. Suponiendo que la tasa de pérdida de glóbulos rojos es proporcional al volumen de los 
glóbulos rojos, determine el volumen de GR del paciente al final de la operación. 


2. Se ha desarrollado un procedimiento llamado hemodilución normovolémica aguda 
(ANH, por su sigla en inglés) que minimiza la pérdida de GR durante la cirugía. En este 
procedimiento se extrae sangre del paciente antes de la operación y se reemplaza con 
solución salina. Esta diluye la sangre del paciente, dando por resultado que se pierdan 
menos GR durante la hemorragia. Entonces después de la cirugía la sangre extraída se 
devuelve al paciente. Pero como solo se puede extraer una cantidad de sangre dada, debido 
a que nunca se puede permitir que la concentración de GR caiga por debajo de 25% durante 
la cirugía. ¿Cuál es la cantidad máxima de sangre que se puede extraer en el procedimiento 
de la ANH para la cirugía que se describe en este proyecto? 


3. ¿Cuál es la pérdida de GR sin el procedimiento de la ANH? ¿Cuál es la pérdida si el 
procedimiento se realiza con el volumen calculado en el inciso 2? 
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3.9 Razones relacionadas 


El De acuerdo con los principios para 
la resolución de problemas estudia- 
dos en la página 71, el primer paso es 
entender el problema. Esto incluye leer 
con cuidado el problema, identificar los 
datos y las incógnitas y proponer una 
notación adecuada. 


El La segunda etapa de la resolución 
de problemas es concebir un plan para 
relacionar los datos con las incógnitas. 


Observe que, aunque dv/ dt es 
constante, dr/dt no es constante 


Si está inflando un globo, tanto su volumen como su radio se incrementan, y sus razones 
de incremento están relacionadas entre sí. Pero es más fácil medir de modo directo la 
rapidez de aumento de volumen que la rapidez de crecimiento del radio. 

En un problema de razones de cambio relacionadas, la idea es calcular la razón de 
cambio de una cantidad en términos de la razón de cambio de otra cantidad (la que podría 
medirse con más facilidad). El procedimiento es determinar una ecuación que relacione 
las dos cantidades y luego se aplica la regla de la cadena para derivar ambos miembros 
con respecto al tiempo. 


EJEMPLO 1 Se infla un globo esférico y su volumen crece a razón de 100 cm'/s. 
¿Qué tan rápido aumenta el radio del globo cuando el diámetro es de 50 cm? 


SOLUCIÓN Se empieza por identificar dos cuestiones: 


la información dada (datos): 


la razón de incremento del volumen del globo es 100 cm/ s 


y lo que no se conoce (incógnitas): 
la rapidez de incremento del radio cuando el diámetro es 50 cm 


Para expresar estas cantidades en forma matemática, introduzca una notación 
sugerente: 


sea V el volumen del globo y r su radio. 


La clave que se debe tener presente es que las razones de cambio son derivadas. En 
este problema, tanto el volumen como el radio son funciones del tiempo t. La rapidez 
de incremento del volumen respecto al tiempo es la derivada dv/ dt, y la rapidez del 
incremento del radio es dr/ dt. Por tanto, replantee lo dado y lo que desconoce de la 
manera siguiente: 


dV 


TE 100 cmĉ/s 


Datos: 


de 
da dr 
Incógnitas: de cuando r = 25 cm 


Para relacionar dV/dt con dr/ dt, primero se relaciona V con r mediante la fórmula 
del volumen de una esfera: 


V= trr’ 


Para utilizar la información dada, derive respecto a t ambos miembros de la ecuación. Para 
derivar el lado derecho necesita utilizar la regla de la cadena: 


dV  dV dr , dr 
= = 4rr" 
dt dr dt dt 
Ahora resuelva para la cantidad desconocida: 
dr 1 dV 


dt dar? dt 
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Si se sustituye r = 25 y dv/ dt = 100 en esta ecuación, se obtiene 


dr 1 100 = 1 
dt 4r(25y 257 
El radio del globo se incrementa a razón de 1 / (257r) = 0.0127 cm/ S. E 


EJEMPLO 2 Una escalera de 5 m de largo está apoyada contra un muro vertical. Si la 
parte inferior de la escalera se desliza alejándose de la pared a razón de 1 m/ s, ¿qué tan 
rápido la parte superior de la escalera resbala hacia abajo por la pared cuando la parte 
inferior de la escalera está a 3 m del muro? 


muro 


5 SOLUCIÓN Primero dibuje un esquema y etiquete los datos como se muestra en la 
y figura 1. Sea x metros la distancia desde la parte inferior de la escalera al muro y 
y metros la distancia desde la parte superior de la escalera al piso. Observe que x y y son 
funciones de £ (tiempo medido en segundos). 

Se sabe que dx/dt =1 m/s, y se pide determinar dy/dt cuando x = 3 m (véase 
la figura 2). En este problema, la relación entre x y y está dada por el teorema de 


FIGURA 1 Pitágoras: 


suelo 


FIGURA 2 
Cuando x = 3, el teorema de Pitágoras da y = 4 y al sustituir estos valores y dx/ dt= 1, 
se tiene 


dy B 
dt 


Z= mps 


El hecho de que dy/ dt sea negativa quiere decir que la distancia desde la parte supe- 
rior de la escalera al suelo está decreciendo a razón de i m/s. En otras palabras, la parte 
superior de la escalera se resbala hacia abajo de la pared a razón de 3 m/s. a 


EJEMPLO 3 Un depósito para agua tiene la forma de un cono circular invertido; el 
radio de la base es de 2 m, y la altura es de 4 m. Si el agua se bombea hacia el depósito 
a razón de 2 m/ min, determine la rapidez a la cual el nivel del agua sube cuando el 

$ agua tiene 3 m de profundidad. 


SOLUCIÓN Primero trace un diagrama del cono y denote la información como en la 

ii 4 figura 3. Sean V, r y h el volumen del agua, el radio de la superficie circular y la altura 
al tiempo t, respectivamente, donde £ se mide en minutos. 

Dan dV/dt = 2 m?/ min, y se nos pide determinar dh/ dt cuando h es 3 m. Las canti- 
| dades V y h se relacionan con la ecuación 


FIGURA 3 V= hrr?h 


HJ Reflexione: ¿qué ha aprendido 
de los ejemplos 1 a 3 que lo ayude a 
resolver problemas futuros? 


Ø ADVERTENCIA un error común 
es sustituir la información numérica 
conocida (por cantidades que varían con 
el tiempo) muy pronto. La sustitución 
se efectúa solo después de que se 
deriva. (El paso 7 sigue al paso 6.) 

Es decir, en el ejemplo 3 se tratan 
valores generales de A hasta que al 
último se sustituye h = 3 en la última 
etapa. (Si hubiera sustituido h = 3 
desde antes, se habría obtenido 

dV/dt = 0, lo cual es evidentemente 
erróneo.) 


FIGURA 4 
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pero es muy útil expresar V en función solo de h. Para eliminar r, utilice los triángulos 
semejantes en la figura 3 para escribir 


y la expresión para V se vuelve 


Ahora se puede derivar cada miembro respecto a t: 


W _ T dh 
dt 4 dt 
dh 4 dV 
Por lo que — = TET 
dt mh“ dt 


Al sustituir h = 3 m y dv/ dt=2 mi/ min se tiene que 


dh 4 “8 8 
dt TBP 9r 
El nivel del agua está subiendo a razón de 8/ (977)) = 0.28 m/ min. E 


Estrategia de resolución de problemas Es útil recordar algunos de los principios 
para la resolución de problemas que se encuentran en la página 71 y adaptarlos a las 
razones de cambio relacionadas, luego de la experiencia en los ejemplos 1-3: 


Lea con cuidado el problema. 

2. Sies posible, dibuje un diagrama. 

3. Introduzca la notación. Asigne símbolos a todas las cantidades que están en función 
del tiempo. 

4. Exprese la información dada y la razón requerida en términos de derivadas. 

5. Escriba una ecuación que relacione las diferentes cantidades del problema. Si es 


necesario, utilice las propiedades geométricas de la situación para eliminar una de 
las variables por sustitución (como en el ejemplo 3). 


6. Utilice la regla de la cadena para derivar respecto a t ambos miembros de la 
ecuación. 


7. Sustituya la información dada en la ecuación resultante y resuelva para la razón de 
cambio desconocida. 


Los ejemplos siguientes son ilustraciones adicionales de la estrategia. 


EJEMPLO 4 El automóvil A se dirige hacia el oeste a 90 km/h y el automóvil B viaja 
hacia el norte a 100 km/ h. Ambos se dirigen hacia la intersección de las dos carreteras. 
¿Con qué rapidez se aproximan los vehículos entre sí cuando el automóvil A está a 
60 m y el automóvil B está a 80 m de la intersección? 


SOLUCIÓN Dibuje la figura 4, donde C es la intersección de las carreteras. En un 
tiempo dado f, sea x la distancia entre el automóvil A a C, sea y la distancia del 
automóvil B a C y sea z la distancia entre los vehículos, donde x, y y z se miden en 
kilómetros. 
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Dan que dx/dt = -90 km/h y dy/dt = -100 km/h. Las derivadas son negativas 
porque x y y son decrecientes. Se pide calcular dz/ dt. La ecuación que relaciona x, y y z 
la da el teorema de Pitágoras: 


Z=2 +y 


Al derivar ambos lados respecto a t, se tiene 


Cuando x = 0.06 km y y = 0.08 km, el teorema de Pitágoras da z = 0.1 km, por lo que 


dz 1 
= .0 + 0.08(—10 
de 0l [0.06(—90) 08( 0)] 
= —134 km/h 
Los autos se aproximan entre sí a razón de 134 km/ h. a 


EJEMPLO 5 Un hombre camina a lo largo de una trayectoria recta a una rapidez de 
1.5 m/ s. Un faro está situado al nivel de la tierra a 6 m de la trayectoria y se mantiene 
enfocado hacia el hombre. ¿Con qué rapidez el faro gira cuando el hombre está a 8 m 
del punto sobre la trayectoria más cercana a la fuente de luz? 


SOLUCIÓN Trace la figura 5 y haga que x sea la distancia desde el hombre hasta el pun- 
to sobre la trayectoria que esté más cercana al faro. Sea 0 el ángulo entre el rayo desde 
el faro y la perpendicular a la trayectoria. 

Se sabe que dx/dt =1.5 m/s, y se pide calcular d0/dt cuando x = 8. La ecuación que 
relaciona x con 0 se puede escribir a partir de la figura 5: 


Xx 
El x= 6tan 0 


Al derivar respecto a t ambos miembros, se obtiene 


dx 2. de 
E 6 sec”0 d 
d0 1 

por lo que m cos’0 a 


1 1 
== cos”0 (1.5) = Fi cos*0 


Cuando x = 8, la longitud del rayo es 10, por lo que cos O = š y 


El faro gira con una rapidez de 0.09 rad/ s. a 


10. 


12. 


3.9 EJERCICIOS 


+ Si Ves el volumen de un cubo con arista x, y el cubo se expande 
conforme pasa el tiempo, exprese dv/ dt en términos de dx/, dt. 


. (a) Si A es el área de un círculo cuyo radio es r, y el círculo 

se expande conforme pasa el tiempo, exprese dA f dt en 
términos de dr/dt. 

Suponga que se derrama aceite de un depósito agrietado y 
que se extiende siguiendo un patrón circular. Si el radio del 
derrame de aceite se incrementa con una rapidez constante 
de 1 m/ s, ¿qué tan rápido se incrementa el área del derra- 
me cuando el radio es de 30 m? 


(b) 


3. Cada lado de un cuadrado se incrementa a razón de 6 cm/s. 
¿Con qué rapidez se incrementa el área del cuadrado cuando 
su área es de 16 cm?? 


4. El largo de un rectángulo se incrementa a razón de 8 cm/ s 
y el ancho a razón de 3 cm/s. Cuando el largo es 20 cm y 
el ancho es 10 cm, ¿qué tan rápido se incrementa el área del 
rectángulo? 


5. Un tanque cilíndrico con 5 m de radio se está llenando con 
agua a razón de 3 m?/ min. ¿Qué tan rápido se incrementa la 
altura del agua? 


6. El radio de una esfera se incrementa a razón de 4 mm/s. ¿Qué 
tan rápido se incrementa el volumen cuando el diámetro es de 
80 mm? 


7. El radio de una pelota esférica está aumentando a razón de 
2 cm/ min. ¿Con qué velocidad está aumentando la superficie 
de la pelota cuando el radio es de 8 cm? 


8. El área de un triángulo con lados de longitudes a y b y ángulo 
contenido 0 es 


A= 3ab sen 0 


(a) Sia = 2 cm, b = 3 cm, y 0 aumenta a un ritmo de 

0.2 rad/ min, ¿qué tan rápido aumenta el área cuando 

0 = 11/37 

Si a = 2 cm, b aumenta a razón de 1.5 cm/ min, Ó aumenta 
a razón de 0.2 rad/ min, ¿qué tan rápido aumenta el área 
cuando b = 3 cm y 0 = 7/3? 

Si a aumenta a razón de 2.5 cm/min, b aumenta a razón de 
1.5 cm/. min y 0 aumenta a razón de 0.2 rad/ min, ¿qué tan 
rápido está aumentando el área cuando a = 2 cm, b = 3 
cm y O = T/ 3? 


(b) 


(c) 


9. Suponga que y = V2x + 1, donde x y y son funciones de t. 
(a) Si dx/dt = 3, encuentre dy/dt cuando x = 4. 
(b) Si dy/dt = 5, encuentre dx/dt cuando x = 12. 


Suponga que 4x? + 9y? = 36, donde x y y son funciones de t. 
(a) Si dy/dt = a encuentre dx/dt cuando x = 2 y y = 3V5. 
(b) Si dx/dt = 3, encuentre dy/dt cuando x = —2yy= 3V5. 
. Six? + y? + 22=09, dx/dt = 5 y dy/dt = 4, encuentre dz/dt 
cuando (x, y, z) = (2, 2, 1). 

Una partícula se desplaza a lo largo de la hipérbola xy = 8. 
Cuando alcanza el punto (4, 2), la coordenada y disminuye con 


una rapidez de 3 cm/ s. ¿Qué tan rápido cambia la coordenada x 
del punto en movimiento en ese instante? 


13- 


13. 


14. 


15. 


16. 
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(a) ¿Qué cantidades se conocen en el problema? 

(b) ¿Qué cantidades se desconocen? 

(c) Trace un diagrama de la situación para cualquier tiempo t. 
(d) Plantee una ecuación que relacione las cantidades. 

(e) Termine de resolver el problema. 


Un avión vuela horizontalmente a una altitud de 2 km y a una 
rapidez de 800 km/ h y pasa directamente sobre una estación de 
radar. Calcule la rapidez con la que aumenta la distancia desde 
el avión a la estación cuando este se encuentra a 3 km de la 
estación. 


Si una bola de nieve se derrite de tal modo que el área 
superficial disminuye a razón de 1 cm?/ min, calcule la rapidez 
con la que disminuye el diámetro cuando es 10 cm. 


Una lámpara está instalada en lo alto de un poste de 6 m de 
altura. Un hombre de 2 m de estatura se aleja caminando 
desde el poste con una rapidez de 1.5 m/ s alo largo de una 
trayectoria rectilínea. ¿Qué tan rápido se desplaza la punta de 
su sombra cuando el hombre está a 10 m del poste? 


A mediodía, un barco A está a 150 km al oeste del barco B. 

El barco A navega hacia el este a 35 km/ h y el barco B navega 
hacia el norte a 25 km/ h. ¿Qué tan rápido cambia la distancia 
entre los barcos a las 16:00? 


17. 


18. 


19. 


20. 


Dos automóviles parten desde el mismo punto. Uno se dirige 
hacia el sur a 30 km/h y el otro hacia el oeste a 72 km/h. ¿Con 
qué rapidez se incrementa la distancia entre los automóviles 
dos horas después? 


Un foco sobre el piso ilumina una pared a 12 m de distancia. Si un 
hombre de 2 m de estatura camina desde el foco hacia el edificio 
a una rapidez de 1.6 m/ s, ¿qué tan rápido disminuye la longitud 

de su sombra sobre la pared cuando está a 4 m del edificio? 


Un hombre empieza a caminar hacia el norte a 1.2 m/s desde 
un punto P. Cinco minutos más tarde, una mujer empieza a 
caminar hacia el sur a 1.6 m/s desde un punto a 200 m directo 
al este de P. ¿Con qué rapidez se están separando las personas 
15 min después de que la mujer empezó a caminar? 


Un diamante de béisbol es un cuadrado de 90 pies por lado. Un 

bateador golpea la pelota y corre hacia la primera base con una 

rapidez de 24 pies/ s. 

(a) ¿Con qué rapidez decrece su distancia desde la segunda 
base cuando está a medio camino de la primera base? 

(b) ¿Con qué rapidez se incrementa su distancia desde la terce- 
ra base en el mismo momento? 
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21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 
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La altura de un triángulo se incrementa a razón de 1 cm/min, 
mientras que el área del triángulo aumenta a razón de 

2 cm?/ min. ¿Con qué rapidez cambia la base del triángulo 
cuando la altura es de 10 cm y el área es de 100 cm?? 


Un bote se jala hacia un muelle mediante una soga unida a la 
proa y que pasa por una polea que se encuentra instalada en 
el muelle a 1 m más arriba que la proa del bote. Si la soga se 
jala a una rapidez de 1 m/ s, ¿qué tan rápido se aproxima el 
bote al muelle cuando se encuentra a 8 m? 


A mediodía, el barco A está a 100 km al oeste del barco B. El 
barco A se dirige hacia el sur a 35 km/! h, y el barco B va hacia 
el norte a 25 km/ h. ¿Qué tan rápido cambia la distancia 
entre los barcos a las 16:00? 


30 


Una partícula se desplaza a lo largo de la curva 

y=2 sen(rx/. 2). Cuando la partícula pasa por el punto (2, 1), 
su coordenada x se incrementa a razón de V10 cm/ s. ¿Qué 
tan rápido cambia la distancia desde la partícula al origen en 


31 


una pila en forma de cono cuyo diámetro y altura son 
siempre iguales. ¿Qué tan rápido se incrementa la altura 
de la pila cuando esta mide 3 m de alto? 


. Un papalote que está a 50 m arriba de la superficie de la 
tierra se desplaza en forma horizontal a una rapidez de 
2 m/ s. ¿Con qué rapidez disminuye el ángulo entre la cuerda 
y la horizontal cuando se han soltado 100 m de cuerda? 


. Los lados de un triángulo equilátero están aumentando a 
razón de 10 cm/. min. ¿Con qué rapidez aumenta el área del 
triángulo cuando los lados tienen un largo de 30 cm? 


Ñ 32. ¿Con qué rapidez cambia el ángulo entre el muro y la esca- 
este instante? s A . 
lera en el ejemplo 2, cuando la parte inferior de la escalera 
El agua sale de un depósito en forma de cono invertido a está a 3 m del muro? 
razón de 10 000 cm*/min al mismo tiempo que se bombea s : 
/ po q 33. La parte superior de una escalera se desliza por una pared 


agua al depósito a razón constante. El depósito mide 6 m 
de altura, y el diámetro en la parte superior es de 4 m. Si 
el nivel del agua se eleva a razón de 20 cm/min cuando la 
altura del agua es de 2 m, calcule la razón a la cual el agua 
está siendo bombeada hacia el tanque. 


: 34 
Se tiene un canal de 6 m de largo con extremos en forma 


de triángulos isósceles que están a 1 m en la parte superior 
y tiene una altura de 50 cm. Si el canal se está llenando 

de agua a razón de 1.2 m? j min, ¿qué tan rápido está 
aumentando el nivel del agua cuando se encuentra a 30 cm 
de profundidad? 


35 


Un canal de agua tiene 10 m de longitud y una sección 
transversal en forma de un trapecio isósceles con 30 cm 
de ancho en la parte inferior, 80 cm de ancho en la parte 
superior, y una altura de 50 cm. Si el canal se llena con 
agua a razón de 0.2 m?/min, ¿qué tan rápido está aumen- 
tando el nivel del agua cuando se encuentra a 30 cm de 
profundidad? 


Una piscina mide 5 m de ancho, 10 m de largo, 1 m de 37 
profundidad en el extremo de poco fondo y 3 m de profun- 

didad en la parte más honda. En la figura se muestra una 

sección transversal de la piscina. Si esta se está llenando a 

razón de 0.1 m° / min, ¿qué tan rápido sube el nivel del agua 


cuando tiene 1 m en el punto más hondo? 


q i 


> 
1.5 
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>< 


3 4 


Se descarga grava por medio de una banda transportadora a 
razón de 3 m° /) min, y el grosor de granos es tal que forma 


con una rapidez vertical de 0.15 m/ s. En el momento en 

que la parte inferior de la escalera está a 3 m de la pared, se 
desliza alejándose de esta con una rapidez de 0.2 m/ s. ¿Cuál 
es la longitud de la escalera? 


. De acuerdo con el modelo que utilizamos para resolver 
el ejemplo 2, ¿qué pasa conforme la parte superior de la 
escalera se acerca al suelo? ¿Es adecuado el modelo para 
valores pequeños de y? 


+ Si el minutero de un reloj tiene longitud r (en centímetros), 
encuentre la rapidez con la que barre el área en función de r. 


. Un grifo está llenando un recipiente hemisférico de 60 cm de 
diámetro, a razón de 2 L/ min. Encuentre la rapidez a la que 
está aumentando el agua en el recipiente cuando está medio 
lleno. [Utilice los hechos: 1 L es 1000 cm?. El volumen de la 
parte de una esfera con radio r desde la parte inferior a una 
altura h es V = (rh? — h°), como se demostrará en el 
capítulo 6.] 


. La ley de Boyle establece que, cuando una muestra de gas se 
comprime a temperatura constante, la presión P y el volumen 
V satisfacen la ecuación PV = C, donde C es una constante. 
Suponga que en un cierto instante el volumen es de 600 cm, 
la presión es de 150 kPa y que la presión se incrementa 
a razón de 20 kPa/ min ¿Con qué rapidez disminuye el 
volumen en ese instante? 


. Cuando el aire se expande en forma adiabática (no gana ni 
pierde calor), su presión P y su volumen V se relacionan 
mediante la ecuación PV!* = C, donde C es una constante. 
Suponga que en un cierto instante el volumen es 400 cm? 

y que la presión es 80 kPa y está disminuyendo a razón de 
10 kPa/ min. ¿Con qué rapidez aumenta el volumen en este 
instante? 


39. Si se conectan dos resistencias R, y R, en paralelo, como se 


40 


41 


42 


muestra en la figura, entonces la resistencia total R, medida en 

ohms (Q) está dada por 

1 1 1 
+ 

R2 


Si R, y R, se incrementan a razón de 0.3 0/s y 0.2 D/s, 
respectivamente, ¿qué tan rápido cambia R cuando R, = 80 Q 
y R, = 100 0? 


R 


l 


El peso B del cerebro en función del peso del cuerpo W en 
los peces se ha modelado mediante la función potencia 

B = 0.007W?*, donde B y W se dan en gramos. Un modelo 
para el peso corporal en función de la longitud del cuerpo L 
(medido en centímetros), es W = 0.12£?%. Si en 10 millones 
de años la longitud promedio de ciertas especies de peces 
evolucionaron de 15 a 20 cm a rapidez constante, ¿qué tan 
rápido creció el cerebro de estas especies cuando la longitud 
promedio era de 18 cm? 


Los lados de un triángulo tienen longitudes de 12 y 15 m. El 
ángulo entre ellos se incrementa a razón de 22/min. ¿Qué 
tan rápido se incrementa la longitud del tercer lado cuando 
el ángulo entre los lados de longitud fija es de 60°? 


Dos carros A y B están conectados por medio de una soga de 
12 m de longitud que pasa por una polea P (véase la figura). El 
punto O está en el suelo a 4 m directamente abajo de P y entre 
los carros. El carro A es jalado a partir de O a una rapidez de 
0.5 m/ s. ¿Qué tan rápido se mueve el carro B hacia Q en el 
instante en que el carro A está a 3 m de Q? 


P 
4m 
a A # à B = 
— E A OOQ _ 
Q 
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43. Una cámara de televisión se instala a 1200 m de la base de una 


44 


45 


46 


47. 


48. 


49. 


50. 


3.10 Aproximaciones lineales y diferenciales 


plataforma de lanzamiento de cohetes. El ángulo de elevación 

de la cámara tiene que cambiar con la rapidez correcta con 

el objeto de tener siempre a la vista al cohete. Asimismo, el 

mecanismo de enfoque de la cámara tiene que tomar en cuenta 

la distancia creciente de la cámara al cohete que se eleva. 

Suponga que el cohete se eleva verticalmente y que su rapidez 

es 200 m/ s cuando se ha elevado 900 m. 

(a) ¿Qué tan rápido cambia la distancia de la cámara de tele- 
visión al cohete en ese momento? 

(b) Si la cámara de televisión se mantiene dirigida hacia el 
cohete, ¿qué tan rápido cambia el ángulo de elevación de 
la cámara en ese momento? 


Un faro se localiza en una pequeña isla a 3 km de distancia 
del punto P más cercano que se encuentra en una playa recta, 

y su luz da cuatro revoluciones por minuto. ¿Qué tan rápido 
se mueve el haz de luz a lo largo de la playa cuando está a 

1 km de P? 


Un avión vuela horizontalmente a una altitud de 5 km y 

pasa directamente sobre un telescopio de seguimiento en la 
superficie de la Tierra. Cuando el ángulo de elevación es T/ 3, 
este ángulo está disminuyendo a razón de 7r/ 6 rad/ min. ¿Con 
qué rapidez está viajando el avión en ese instante? 


Una rueda de la fortuna de 10 m de radio está girando a 
razón de una revolución cada 2 min. ¿Qué tan rápido se está 
elevando un pasajero cuando su silla está a 16 m del nivel del 
suelo? 


Un avión que vuela con rapidez constante de 300 km/ h pasa 

sobre una estación terrestre de radar a una altitud de 1 km y se 
eleva con un ángulo de 30°. ¿Con qué rapidez se incrementa la 
distancia del avión a la estación de radar un minuto más tarde? 


Dos personas parten del mismo punto. Una camina hacia el 
este a 4 km/h, y la otra camina hacia el noreste a 2 km/h. 
¿Qué tan rápido cambia la distancia entre las personas después 
de 15 minutos? 


Un individuo corre por una pista circular de 100 m de radio a 
una rapidez constante de 7 m/ s. Un amigo del corredor está 
parado a una distancia de 200 m del centro de la pista. ¿Qué 
tan rápido cambia la distancia entre los amigos cuando la 
distancia entre ellos es de 200 m? 


La manecilla de los minutos de un reloj mide 8 mm de largo y 
la manecilla de las horas mide 4 mm de largo. ¿Qué tan rápido 
cambia la distancia entre las puntas de las manecillas cuando 
es 13:00? 


Se ha visto que una curva se encuentra muy cerca de su recta tangente cerca del punto 
de tangencia. De hecho, al realizar un acercamiento hacia el punto en la gráfica de una 
función derivable, se observa que la gráfica se parece cada vez más a su recta tangente. 
(Véase la figura 2.7.2.) Esta observación es la base de un método para determinar valo- 


res aproximados de funciones. 


La idea es que puede resultar fácil calcular un valor f(a) de una función, pero difícil 
(o aun imposible) calcular valores cercanos de f. Por tanto, se recurre a los valores 
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FIGURA 1 


=y 


FIGURA 2 


calculados fácilmente de la función lineal L cuya gráfica es la recta tangente de f en 
(a, f(a)). (Véase la figura 1.) 

En otras palabras, se utiliza la recta tangente en (a, f(a)) como una aproximación a la 
curva y = f(x) cuando x está cerca de a. Una ecuación para la recta tangente es 


y = fla) + f'(a)\(x — a) 


y la aproximación 


(1) Fœ = fía) + fax — a) 


se conoce con el nombre de aproximación lineal o aproximación de la recta tangente 
de f en a. A la función lineal cuya gráfica es esta recta tangente, es decir, 


[2] L(x) = f(a) + fax — a) 


se le llama linealización de f en a. 


EJEMPLO 1 Encuentre la linealización de la función f(x) = Vx + 3 en a = 1 y úsela 
para obtener una aproximación de los números V3.98 y V4.05. ¿Estas aproximaciones 
son sobreestimaciones o subestimaciones? 


SOLUCIÓN La derivada de f(x) = (x + 3)? es 


1 


24x + 3 


Fa) =i +37" = 


y se tiene que f(1) = 2 y f'(1) = L Si se sustituyen estos valores en la ecuación 2, se 
observa que la linealización es 


7 
EG na aan 
La aproximación lineal correspondiente (1) es 
7 x 
Vx+3= 4 + 4 (cuando x está cerca de 1) 
En particular, se tiene que 
143.98 =1 + %% = 1.995 y 405 ~ } + 4% = 2.0125 


En la figura 2 se ilustra la aproximación lineal. En ella se observa que, en efecto, la 
recta tangente es una buena aproximación a la función dada cuando x está cerca de 1. 
También se observa que las aproximaciones son sobreestimaciones porque la recta 
tangente se encuentra por arriba de la curva. 

Por supuesto, una calculadora podría dar aproximaciones para V3.98 y V4.05, pero 
la aproximación lineal da una aproximación sobre todo un intervalo. E 


Y= Jx+3-0.5 


FIGURA 3 


FIGURA 4 


pa 
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En la tabla siguiente se comparan las estimaciones de la aproximación lineal del 
ejemplo 1 con los valores reales. Observe en esta tabla, y también en la figura 2, que 
la aproximación con la recta tangente da buenas estimaciones cuando x está cerca de 1, 
pero la precisión de la aproximación disminuye cuando x está más lejos de 1. 


5 De L(x) Valor real 
Bg | 09 1.975 1.97484176. .. 
4398 | 0.98 1.995 1.99499373.... 
J4 1 2 2.00000000. . . 
Vaos | 1.05 2.0125 2.01246117... 
JII 1.1 2.025 2.02484567... 
5 2 2.25 2.23606797... 
V6 3 2.5 2.44948974. . . 


¿Qué tan buena es la aproximación obtenida en el ejemplo 1? El ejemplo siguiente 
muestra que usando una calculadora graficadora o una computadora es posible determi- 
nar un intervalo a lo largo del cual una aproximación lineal proporciona una precisión 
específica. 


EJEMPLO 2 ¿Para cuáles valores de x la aproximación lineal 


7 J 
T, 


4 


es exacta con una diferencia menor que 0.5? ¿Qué puede decir de una exactitud con 
una diferencia menor que 0.1? 


SOLUCIÓN Una exactitud con una diferencia menor que 0.5 significa que las funciones 
deben diferir en menos de 0.5: 


a. 


< 0.5 


De modo equivalente, se podría escribir 


Jod 
rs CE +05 


Esto expresa que la aproximación lineal debe encontrarse entre las curvas que se 
obtienen al desplazar la curva y = Vx + 3 hacia arriba y hacia abajo en una cantidad 
de 0.5. En la figura 3 se muestra la recta tangente y = (7 + x) / 4 que interseca la curva 
superior y = Vx + 3 + 0.5 en P y Q. Al hacer un acercamiento y usar el cursor, en la 
computadora se estima que la coordenada x de P se aproxima a —2.66, y la coordenada x 
de Q es más o menos 8.66. Así, con base en la gráfica, la aproximación 


ia 
4 4 
es exacta con una diferencia menor que 0.5 cuando —2.6 < x < 8.6. (Se ha redondeado 
para quedar dentro del margen de seguridad.) 
De manera análoga, en la figura 4 se observa que la aproximación es exacta con una 
diferencia menor que 0.1 cuando —1.1 < x < 3.9. u 


@ Aplicaciones en física 


Las aproximaciones lineales se usan con frecuencia en la física. Al analizar las conse- 
cuencias de una ecuación, a veces un físico necesita simplificar una función sustituyén- 
dola con una aproximación lineal. Por ejemplo, al derivar una fórmula para el período 
de un péndulo, los libros de texto de física obtienen la expresión a, = —g sen0 para la 
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Si dx % 0, se puede dividir ambos 
lados de la ecuación 3 entre dx para 
obtener 


dY y 
2 = f(x 
-rG 
Antes ha visto ecuaciones similares, 
pero ahora el lado izquierdo se puede 


interpretar en forma genuina como un 
cociente de diferenciales. 


FIGURA 5 


aceleración tangencial, y luego sustituyen sen 0 por 0 haciendo la observación de que 
sen 0 está muy cerca de 0 si no es demasiado grande. [Véase, por ejemplo, Physics: 
Calculus, 2a. ed., por Eugene Hecht (Pacific Grove, CA: Brooks/ Cole, 2000), p. 431.] 
Se puede comprobar que la linealización de la función f(x) = sen x en a = 0 es L(x) = x, 
de manera que la aproximación lineal en O es 


sen x = x 


(véase el ejercicio 42). Por lo que, en efecto, la derivación de la fórmula para el período 
de un péndulo utiliza la aproximación a la recta tangente para la función seno. 

Otro ejemplo se presenta en la teoría de la óptica, donde los rayos de luz que llegan 
con ángulos bajos en relación con el eje óptico se llaman rayos paraxiales. En la óptica 
paraxial (o gaussiana) tanto sen 0 como cos 0 se sustituyen con sus linealizaciones. En 
otras palabras, las aproximaciones lineales 


sen 0 = 0 y cos O = 1 


se utilizan porque 0 está cerca de 0. Los resultados de los cálculos que se efectúan 
con estas aproximaciones se convierten en la herramienta teórica básica que se uti- 
liza para diseñar lentes. [Véase Optics, 4a. ed., por Eugene Hecht (San Francisco: 
2002), p. 154.] 

En la sección 11.11 aparecen varias aplicaciones de la idea de aproximación lineal a 
la física e ingeniería. 


E Diferenciales 


Las ideas detrás de las aproximaciones lineales se formulan en ocasiones en la termino- 
logía y la notación de diferenciales. Si y = f(x), donde f es una función derivable, enton- 
ces la diferencial dx es una variable independiente; esto es, dx es cualquier número real. 
La diferencial dy es entonces definida en términos de dx mediante la ecuación 


E dy = f'(x) dx 


Por lo que dy es una variable dependiente: depende de los valores de x y dx. Si dx se le 
da un valor específico, y x se considera como algún número específico en el dominio de 
f, entonces se determina el valor numérico de dy. 

En la figura 5 se muestra el significado geométrico de los diferenciales. Sean P(x, f(x) 
y Q(x + Ax, f(x + Ax)) puntos sobre la gráfica de f, y sea dx = Ax. El cambio corres- 
pondiente en y es 


Ay = f(x + Ax) — f(x) 


La pendiente de la recta tangente PR es la derivada f'(x). Por lo que, la distancia dirigida 
de SaR es f'(x)dx = dy. Por tanto, dy representa la cantidad que la recta tangente se 
levanta o cae (el cambio en la linealización), mientras que Ay representa la cantidad que 
la curva y = f(x) se levanta o cae cuando x cambia en una cantidad dx. 


EJEMPLO 3 Compare los valores de Ay y dy si y = f(x) = x? + x? — 2x + 1 y xcam- 
bia (a) de 2 a 2.05 y (b) de 2 a 2.01. 


SOLUCIÓN 
(a) Se tiene que 
fQ)=2+2?-22)+1=09 


FQ.05) = (2.05) + (2.05)? — 2(2.05) + 1 = 9.717625 


Ay = f(2.05) — f(2) = 0.717625 


La figura 6 muestra la función del 
ejemplo 3 y una comparación de dy 
y Ay cuando a = 2. El rectángulo de 
vista es [1.8, 2.5] por [6, 18]. 


FIGURA 6 
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En general, dy = f'(x) dx = (3x? + 2x — 2) dx 
Cuando x = 2 y dx = Ax = 0.05, esto se transforma en 
dy = [3() + 2(2) — 2]0.05 = 0.7 
(b) f(2.01) = Q.01)* + (2.01) — 2(2.01) + 1 = 9.140701 
Ay = f(2.01) — f(2) = 0.140701 
Cuando dx = Ax = 0.01, 


dy = [3(2} + 2(2) — 2]0.01 = 0.14 a 


Observe que, en el ejemplo 3, la aproximación Ay = dy mejora a medida que Ax se 
hace más pequeña. Observe también que es más fácil calcular dy que Ay. En el caso de 
funciones más complicadas, sería imposible calcular exactamente Ay. En estos casos, la 
aproximación mediante diferenciales es especialmente útil. 

En la notación de diferenciales, la aproximación lineal (1) se puede escribir como 


fla + dx) = f(a) + dy 


Por ejemplo, para la función f(x) = Vx + 3 del ejemplo 1, se tiene que 


dy = f'a) dx = E 
y = f'(x) dx = 
24x +3 
Sia = 1 y dx = Ax = 0.05, entonces 
d Uaa 0.0125 
y == =Q. 
7 241 +3 
y V4.05 = f(1.05) = f(1) + dy = 2.0125 


igual a lo que encontró en el ejemplo 1. 
Este ejemplo final ilustra el uso de diferenciales para estimar los errores que ocurren 
debido a mediciones aproximadas. 


EJEMPLO 4 Se midió el radio de una esfera y se encontró que es 21 cm con un posi- 
ble error en la medición de cuando mucho 0.05 cm. ¿Cuál es el error máximo al usar 
este valor del radio para calcular el volumen de la esfera? 

SOLUCIÓN Si el radio de la esfera es r, entonces el volumen es V = inr’. Si el error en 


el valor medido de r se denota por medio de dr = Ar, entonces el error correspondiente 
en el valor calculado de V es AV, que se puede aproximar mediante el diferencial 


dV = 4rr°dr 
Cuando r = 21 y dr = 0.05, esto se convierte en 
dV = 47(21)0.05 = 277 


El error máximo en el volumen calculado es de alrededor de 277 cm?. E 
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3.10 EJERCICIOS 


NOTA Si bien el posible error en el ejemplo 4 puede parecer bastante grande, el 
error relativo ofrece un mejor panorama del error; se calcula dividiendo el error entre 
el volumen total: 


Por esto, el error relativo en el volumen es aproximadamente tres veces el error relativo 
en el radio. En el ejemplo 4, el error relativo en el radio es dr/ r= 0.05 / 21 = 0.0024 
y produce un error relativo de alrededor de 0.007 en el volumen. Los errores se pueden 
expresar asimismo como errores de porcentaje de 0.24% en el radio y 0.7% en el 
volumen. 


1-4 Encuentre la linealización L(x) de la función en a. 15-18 (a) Encuentre la diferencial dy y (b) evalúe dy para los 


FG) =x* = 1? 4 


2. f(x) =senx, a= 5/6 
3. f(x) = Vx, a= 
4. f=, a=0 


valores dados de x y dx en cada una de las funciones siguientes. 
15. y= e”, x=0, dx=0.1 


16. y = cos mx, x= 1, dx = —0.02 


17. y 3+x, x=1, dx 0.1 


FA 5. Encuentre la aproximación lineal a la función f(x) = V1 — x 18. y 


en a = 0 y úsela para hacer una aproximación a los números 


v0.9 y V0.99. Ilustre trazando la gráfica de f y la recta 


tangente. 19-22 Calcule Ay y dy para los valores dados de x y dx = Ax. 
Luego trace un diagrama como el de la figura 5 en el que se 
FS 6. Encuentre la aproximación lineal de la función muestren los segmentos de recta con longitudes dx, dy y Ay. 


go) = Vi+xena=0 y utilícela para hacer una aproxi- 
mación a los números V0.95 y V1.1. Ilustre trazando la 
gráfica de g y la recta tangente. 


7. InM1+x3>=x 


19. y=x32—4x x=3, Ax=0.,5 


20. y=x-x%, x=0, Ax=-—0.3 


FS 7-10 Compruebe la aproximación lineal dada en a = 0. Luego 21. y=yYx—2, x=3, Ax=0.8 
determine los valores de x para los cuales la aproximación lineal 
es exacta hasta un valor menor que 0.1. 


22. y=e" x=0, Ax=0,5 


8. tanx =x 7 . E ] p 
23-28 Utilice la aproximación lineal (o diferenciales) para 


9. 1/(1 + 2x) = 1 — 8x 10. e*cosx= 1 +x estimar cada uno de los números dados. 
23. (1.999) 24. 1/4.002 
11-14 Obtenga la derivada de cada una de las funciones 25. ¿/1001 26. ./1005 


siguientes. 


11. (a) y=xe * 


1 + 2u 


12. = 
@ y 1 + 3u 


13. (a) y = tan yt 


14. (a) y = In(sen 0) 


0.1 è 
b) y=- r 27. e 28. cos 29 


(b) y = 0? sen 20 29-31 Explique, en términos de aproximaciones lineales o 
diferenciales, por qué es razonable la aproximación de cada uno 
b) 1 — v? de los números siguientes. 
y 2 A 
1 + 29. sec 0.08 = 1 30. /4.02 = 2.005 
yy 1 
MI? 31. ——= 0.1002 
9.98 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


Sean fœ) = (x-1? g) = e™ 


y ho) = 1 +1In(1 — 2x) 


(a) Encuentre la linealización de f, g y h en a = 0. ¿Qué 
observa? ¿Cómo explica lo que sucedió? 

(b) Trace la gráfica de f, g y h y su aproximación lineal. 
¿Para cuál función es mejor la aproximación lineal? 
¿Para cuál es peor? Explique. 


Se encontró que la arista de un cubo es 30 cm, con un 
posible error en la medición de 0.1 cm. Utilice diferenciales 
para estimar el error máximo posible, el error relativo y el 
porcentaje de error al calcular (a) el volumen del cubo y (b) 
el área superficial del cubo. 


Se da el radio de un disco circular como de 24 cm, con un 

error máximo en la medición de 0.2 cm. 

(a) Utilice diferenciales para estimar el error máximo en el 
área calculada del disco. 

(b) ¿Cuál es el error relativo? ¿Cuál es el porcentaje de 
error? 


La circunferencia de una esfera se midió como 84 cm, con 

un posible error de 0.5 cm. 

(a) Use diferenciales para calcular el error máximo en el 
área superficial calculada. ¿Cuál es el error relativo? 

(b) Utilice diferenciales para calcular el error máximo en 
el volumen calculado. ¿Cuál es el error relativo? 


Utilice diferenciales para estimar la cantidad de pintura 
necesaria para aplicar una mano de 0.05 cm de espesor a un 
domo hemisférico que tiene un diámetro de 50 m. 


(a) Utilice diferenciales para determinar una fórmula para 
el volumen aproximado de un cascarón cilíndrico de 
altura h, radio interno r y espesor Ar. 

(b) ¿Cuál es el error que hay al utilizar la fórmula del 
inciso (a)? 


Se sabe que un lado de un triángulo rectángulo es de 20 cm 

de longitud, y se mide el ángulo opuesto como 30°, con un 

posible error de +1. 

(a) Utilice diferenciales para estimar el error al calcular la 
longitud de la hipotenusa. 

(b) ¿Cuál es el porcentaje de error? 


Si una corriente / pasa a través de un resistor con 
resistencia R, la ley de Ohm establece que la caída de 
voltaje es V = RI. Si V es constante y R se mide con un 
cierto error, utilice diferenciales para demostrar que el 
cálculo de / es aproximadamente el mismo (en magnitud) 
que el error relativo en R. 


Cuando la sangre fluye por un vaso sanguíneo, el flujo F (el 
volumen de sangre por unidad de tiempo que corre por un 
punto dado) es proporcional a la cuarta potencia del radio R 
del vaso sanguíneo: 


F =kkR* 
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41. 


42. 


43. 


44. 
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(Esta se conoce como ley de Poiseuille; en la sección 8.4 se 
muestra el porqué es verdadera.) Una arteria parcialmente 
obstruida se puede expandir por medio de una operación 
llamada angioplastia, en la cual un catéter provisto de un 
globo en la punta se infla dentro del vaso para ensancharlo 
y restituir el flujo sanguíneo normal. 

Demuestre que el cambio relativo en F es alrededor de 
cuatro veces el cambio relativo en R. ¿Cómo afectará un 
aumento de 5% en el radio al flujo de sangre? 


Establezca las reglas siguientes para trabajar con dife- 
renciales (donde c es una constante y u y v son funciones 
de x). 

(a) de=0 

(c) dlu + v) = du + dv 


u vdu — u dv 
(8) a 
v v“ 


En la página 431 de Physics: Calculus, 2a. ed., por Eugene 
Hecht (Pacific Grove, CA: Brooks/ Cole, 2000), al derivar la 
fórmula T = 2r VL/g para el período de un péndulo de 
longitud L, el autor obtiene la ecuación a, = —g sen 0 para 
la aceleración tangencial del péndulo. Luego dice “para 
ángulos pequeños, el valor de 0 en radianes está muy cerca 
del valor de sen 6; difieren menos que 2% hasta alrededor 
de 20°”. 
(a) Compruebe la aproximación lineal en 0 para la función 
seno: 


(b) d(cu) = c du 
(d) d(uv) = u dv + v du 


(£) d(x") = nx"! dx 


senx = Xx 


(b) Utilice un dispositivo graficador para determinar los 
valores de x para los cuales sen x y x difieren menos de 
2%. Luego compruebe la afirmación de Hecht convir- 
tiendo de radianes a grados. 


Suponga que la única información acerca de una función f 
es que f(1) = 5 y la gráfica de su derivada es como se 
muestra. 
(a) Use una aproximación lineal para estimar f(0.9) 
y fQ). 
(b) ¿Sus estimaciones para el inciso (a) son demasiado 
grandes o demasiado pequeñas? Explique. 


Suponga que no tiene una fórmula para g(x), pero sabe que 

g(2) = —4 y g'(x) = Vx? + 5 para toda x. 

(a) Use una aproximación lineal para estimar g(1.95) y 
gQ.05). 

(b) ¿Sus estimaciones para el inciso (a) son demasiado 
grandes o demasiado pequeñas? Explique. 
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PROYECTO DE LABORATORIO  % POLINOMIOS DE TAYLOR 


La aproximación por medio de una recta tangente L(x) es la mejor aproximación de primer 
grado (lineal) a f(x) cerca de x = a porque f(x) y L(x) tienen la misma razón de cambio (deri- 
vada) en a. Para tener una mejor aproximación que una lineal, intente una aproximación de 
segundo grado (cuadrática) P(x). En otras palabras, aproxime una curva mediante una pará- 
bola, en lugar de utilizar una recta. Para tener la seguridad de que la aproximación es buena, 
establezca lo siguiente: 


G) Pla) = f(a) (P y f deben tener el mismo valor en a.) 
Gi) P'(a) = f'(a) (P y f deben tener la misma razón de cambio en a.) 


(iii) P"(a) = f"(a) (Las pendientes de P y f deben tener la misma razón de cambio 
en a.) 


1. Encuentre la aproximación cuadrática P(x) = A + Bx + Cx? para la función f(x) = cos x, 
que satisfaga las condiciones (i), (ii) y (iii), con a = 0. Grafique P, f y la aproximación 
lineal L(x) = 1 en una pantalla común. Comente qué tan bien las funciones P y L se 
aproximan a f. 


2. Determine los valores de x para los que la aproximación cuadrática f(x) = P(x) del 
problema 1 es exacta con una diferencia menor que 0.1. [Sugerencia: trace la gráfica de 
y = P(x), y = cos x — 0.1 y y = cos x + 0.1 en una pantalla común.] 


3. Para aproximar una función f mediante una función cuadrática P cerca de un número a, lo 
mejor es escribir P en la forma 


P(x) = A + B(x — a) + C(x — ay 


Demuestre que la función cuadrática que satisface las condiciones (1), (11) y (111) es 


P(x) = fla) + Fla — a) + if") — ay 


4. Encuentre la aproximación para f(x) = Vx + 3 cerca de a = 1. Trace las gráficas de f, la 
aproximación cuadrática y la aproximación lineal del ejemplo 3.10.2 en una pantalla común. 
¿Qué podría concluir? 


5. En lugar de quedar conforme con una aproximación lineal o con una cuadrática para f(x), 
cerca de x = a, intente determinar mejores aproximaciones con polinomios de grado más 
alto. Busque un polinomio de n-ésimo grado 


T,(x) Co 


ci(x — a) + clx— a? + clx — ar +--+ clx — a)" 


tal que T, y sus n primeras derivadas tengan los mismos valores en x = a como f y sus n 
primeras derivadas. Derive repetidas veces y haga x = a para demostrar que estas condicio- 
4 a 1 
as pa $ PaA a) 
nes se satisfacen si c, = f(a), c, = f'(a), c, = 3f" (a) y, en general, 


£%a) 
k! 
donde k! =1:2-3-4- +- - k. El polinomio resultante 
n (n) 
nossa +00 Llama E ay 


Se llama polinomio de Taylor de n-ésimo grado de f centrado en a. 


6. Encuentre el polinomio de Taylor de octavo grado, centrado en a = 0, para la función 
fœ) = cos x. Trace la gráfica de f junto con los polinomios de Taylor T,, T, T, y T, en 
rectángulos de vista [—5, 5] por [—1.4, 1.4] y comente qué tan bien se aproximan a f. 
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3.11 Funciones hiperbólicas 


FIGURA 1 


1 
y = senh x = 5e" — 5€ 


v lox 


YA 


FIGURA 4 


Una catenaria y = c + a cosh(x/. a) 


Ciertas combinaciones pares e impares de las funciones exponenciales e* y e”* surgen 
con tanta frecuencia en matemáticas y sus aplicaciones que merecen recibir un nombre 
especial. En muchos aspectos son similares a las funciones trigonométricas y tienen 
la misma relación con la hipérbola que las funciones trigonométricas tienen con la 
circunferencia. Por esta razón, se les llama en forma colectiva funciones hiperbólicas, 
y de manera individual se les conoce como seno hiperbólico, coseno hiperbólico, y así 
sucesivamente. 


Definición de las funciones hiperbólicas 
ger =g 1 
senh x = ——— csch x = 
2 senh x 
erqe 1 
cosh x = ——— sech x = 
2 cosh x 
senh x cosh x 
tanh x = coth x = 
cosh x senh x 
t J 


Las gráficas del seno hiperbólico y del coseno hiperbólico se pueden trazar mediante 
la suma gráfica como en las figuras 1 y 2. 


= 
Il 
ma 


~= 

Il 

| 
PR 


FIGURA 2 FIGURA 3 
y = cosh x = le” + le” y = tanh x 


Observe que senh tiene dominio R y rango R, mientras cosh tiene dominio R y rango 
[1, œ). En la figura 3 se muestra la gráfica de tanh, con sus asíntotas horizontales y = +1. 
(Véase el ejercicio 23.) 

Algunos de los usos matemáticos de las funciones hiperbólicas se tratan en el capí- 
tulo 7. Las aplicaciones en ciencia e ingeniería se tienen siempre que una entidad física 
como la luz, velocidad, electricidad o la radiactividad, se absorbe o se extingue en forma 
gradual, puesto que el decaimiento puede representarse mediante funciones hiperbólicas. 
La aplicación más famosa es el uso del coseno hiperbólico para describir la forma de un 
cable colgante. Se puede demostrar que si un cable pesado y flexible (como los que se 
usan para las líneas telefónicas o eléctricas) se tiende entre dos puntos a la misma altura, 
entonces el cable toma la forma de una curva con ecuación y = c + a cosh(x/ a) que se 
denomina catenaria (véase la figura 4). (Esta palabra proviene de la palabra latina catena 
que significa “cadena”.) 
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FIGURA 5 


Ola de mar idealizada 
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El arco Gateway en St. Louis se diseñó 
utilizando una función coseno hiperbó- 


r 


lico (véase el ejercicio 48). 


yA 
P(cos t, sen 1) 
O Q xX 
xX +y =l 


FIGURA 6 


Otra aplicación de las funciones hiperbólicas aparece en la descripción de las olas del 
mar: la velocidad de una ola con longitud L que se mueve a través de un cuerpo de agua 
con profundidad d se modela por la función 


L 
v= y tanh ae 
271 L 


donde g es la aceleración debida a la gravedad (véanse la figura 5 y el ejercicio 49). 

Las funciones hiperbólicas satisfacen un número de identidades que son similares a 
las muy bien conocidas identidades trigonométricas. A continuación, se presentan algu- 
nas de ellas, y la mayoría de las demostraciones se deja para los ejercicios. 


Identidades hiperbólicas 
senh(—x) = —senh x cosh(—x) = cosh x 
cosh?x — senh?x = 1 1 — tanh?x = sech?x 
senh(x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y 


cosh(x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y 


EJEMPLO 1 Demuestre que (a) cosh?x + senh?x = 1 y (b) 1 — tanh?x = sech?x. 
SOLUCIÓN 


e* + e™ 2 e* 2 e™ 2 
a h?x — senh?x = — 
(a) cosh"x — sen ( 3 ) l 7 ) 


e” +2 +e” e”—-2+e”™ 


(b) Empiece con la identidad demostrada en el inciso (a): 
cosh?x — senh?x = 1 


Si divide los dos lados entre cosh?x, obtiene 


i senhêx — 1 
cosh?èx  cosh?x 
o 1 — tanh?x = sech?x 7] 


La identidad demostrada en el ejemplo 1(a) proporciona una pista sobre el nombre de 
funciones “hiperbólicas”. 

Si t es cualquier número real, entonces el punto P(cos t, sen £) queda sobre la circun- 
ferencia unitaria x? + y? = 1 porque cos? + sen? = 1. De hecho, t se puede interpretar 
como la medida en radianes de -POQ de la figura 6. Esta es la razón por la que las fun- 
ciones trigonométricas se denominan algunas veces funciones circulares. 


YA P(cosh t, senh ż) 


E 


x-y =l 


FIGURA 7 


xy 
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De manera similar, si £ es cualquier número real, entonces el punto P(cosh £, senh £) 
queda en la rama derecha de la hipérbola x? — y? = 1 porque cosh?t — senh?’t = 1 y 
cosh t£ = 1. Pero ahora f no representa la medida de un ángulo. Resulta que f representa 
el doble del área del sector hiperbólico sombreado de la figura 7, de la misma manera 
que en el caso trigonométrico t representa el doble del área del sector circular sombreado 
en la figura 6. 

Las derivadas de las funciones hiperbólicas son fáciles de calcular. Por ejemplo, 


d d [e =e”* et+e” 
— (senh x) = = = cosh x 
dx dx 2 2 


En la tabla 1 se da una lista de las fórmulas de derivación de las funciones hiperbóli- 
cas. El resto de las demostraciones se dejan como ejercicios. Observe la similitud con las 
fórmulas de derivación de las funciones trigonométricas, pero observe que los signos son 
diferentes en algunos casos. 


[1] Derivadas de las funciones hiperbólicas 
d d 
— (senh x) = cosh x — (csch x) = —csch x coth x 
dx dx 
d d 
— (cosh x) = senh x — (sech x) = —sech x tanh x 
dx dx 
d E d 2 
— (tanh x) = sech?x — (coth x) = —csch*x 
dx dx 


EJEMPLO 2 Cualquiera de estas reglas de derivación se puede combinar con la regla 
de la cadena. Por ejemplo, 


senh yx 


24x E 


d E d 
— (cosh /x) = senh yx - Vx = 
dx dx 


E Funciones hiperbólicas inversas 


De acuerdo con las figuras 1 y 3, senh y tanh son funciones inyectivas por lo que tienen 
funciones inversas denotadas por senh”' y tanh”*. En la figura 2 se observa que cosh no 
es inyectiva, pero que cuando queda restringida al dominio [0, œ) se transforma en 
inyectiva. La función coseno hiperbólico inversa se define como la inversa de esta fun- 
ción restringida. 


(2) y= senhs = semnhy=x 


=cosh lx = coshy=x y 


=tab lx => tanhy=x 


Las funciones hiperbólicas inversas que faltan se definen de manera similar (véase el 
ejercicio 28). 
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Las funciones senh”*, cosh”' y tanh”* se grafican en las figuras 8, 9 y 10 con ayuda 
de las figuras 1, 2 y 3. 


YA YA 
y 
> 0 > 
0 x -1 1 x 
ME x 
FIGURA 8 y = senh™'x FIGURA 9 y = cosh™'x FIGURA 10 y = tanh™' x 
dominio = R rango = R dominio = [1, %) rango = [0, œ) dominio = (—1, 1) rango = R 


Puesto que las funciones hiperbólicas se definen en términos de las funciones expo- 
nenciales, no sorprende que las funciones hiperbólicas inversas pueden expresarse en 
términos de logaritmos. En particular, se tiene que: 


La fórmula 3 se demuestra en el A] senh”" lx = Inlx + yx? + 1) xER 
ejemplo 3. En los ejercicios 26 y 27 

se piden las demostraciones de las (4) cosh”!x = In(x + yx? — 1) x= 1 
fórmulas 4 y 5. 


Sed l+x z 
[5] tanh x = 5 ln 1<x<l 


l—=x 


EJEMPLO 3 Demuestre que senh”!x = In(x + Vx? + 1) 
SOLUCIÓN Sea y = senh”!x. Entonces 


x = senh y = 


por lo que e [= 2x eS 


o, si multiplicamos por e”, 


e” -=2xe”-1=0 
Esto es ni más ni menos que una ecuación cuadrática en e”: 
(e) — 2x(e”) -1=0 


Al resolver la ecuación cuadrática, se obtiene 


2x + y4x? +4 
a A 3 =x + yx? +1 


e? 


Observe que e” > 0, pero x — Vx?+1<0 (porque x<Vx?+ 1). Por lo que el signo 
menos es inadmisible y se tiene que 


e=x+ Vx?+1 
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Por tanto, y = ln(e) = In(x + Vx? + 1) 


Esto demuestra que senh™'x = In(x + Vx? + 1) 


(Véase el ejercicio 25 para otro método.) E 


[6] Derivadas de las funciones hiperbólicas inversas 


1 


d d 1 
h7! A hi = 
dx i 1 + x? dx a |x| x2+1 


Observe que, al parecer, las fórmulas 
para las derivadas de tanh”'x y coth”!x d zi 1 1 
A e — (cosh”!x) = === — (sech”!x) = === 
son idénticas, pero los dominios de estas dx =i dx xl = x2 
funciones no tienen números comunes: 
tanh”!x se define para | x | < 1, mientras 


d zi 1 
que coth™'x se define para | x |> 1. Te (tanh"!x) = 
xX 


d 
E th 1; = 
de (coth”Lx) i z 


l — x? 


Las funciones hiperbólicas inversas son derivables porque las funciones hiperbólicas 
también lo son. Las fórmulas de la tabla 6 se pueden demostrar por el método de las 
funciones inversas o mediante la derivación de las fórmulas 3, 4 y 5. 


d 1 
EJEMPLO 4 D t — (senh"!x) = ===. 
emuestre que pA (senh™'x) EF 


SOLUCIÓN 1 Sea y = senh”'x. Entonces senh y = x. Si se deriva esta ecuación en for- 
ma implícita respecto a x, se obtiene 


dy 
hy>—=1 
cosh y = 
Puesto que cosh?y — senh?y = 1 y cosh y > O, se tiene cosh y = V1 + senh?y, por 
lo que 


dy 1 1 1 


dx coshy  /1 + senh?y MEE 


SOLUCIÓN 2 De acuerdo con la ecuación 3 (demostrada en el ejemplo 3) se tiene 


ia = In(x Ex? y 1) 
dx 


-= — L lu + yF) 


x+yx?+1 dx 


1 


x 
—=l ==) 


vx2+l+x 
(a+ 24 1/21 


1 
Vx? + 1 
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EJEMPLO 5 Determine £ [tanh” (sen x)]. 
lx 


SOLUCIÓN Usando la tabla 6 y la regla de la cadena, se obtiene 


d 
— [tanh "(sen x)] = 
dx 


.11 EJERCICIOS 


Calcule el valor numérico de las expresiones siguientes. 21 
(a) senh 0 (b) cosh O 
. (a) tanh 0 (b) tanh 1 22. 
. (a) cosh(In 5) (b) cosh 5 yx] 
(a) senh 4 (b) senh(In 4) 
(a) sech O (b) cosh”' 1 23. 
(a) senh 1 (b) senh”! 1 


7-19 Demuestre las identidades siguientes. 


7. 


senh(—x) = —senh x 
(Esto demuestra que senh x es una función impar.) 


8. cosh(—x) = cosh x 
(Esto demuestra que cosh x es una función par.) 
9. cosh x + senh x = e* 24. 
10. cosh x — senh x = e™ 
11. senh(x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y 25 
12. cosh(x — y) = cosh x cosh y + senh x senh y 
13. cothéx — 1 = csch?x 26 
tanh x + tanh y 
14. tanh(x + 27 
At 1 + tanh x tanh y 
15. senh 2x = 2 senh x cosh x 28. 
16. cosh 2x = cosh?x + senh?x 
2 
=1 
17. tanh(In x) = a 
al 29 
1 + tanh x T 
18. ——— = e” 
1 — tanh x 
19. (cosh x + senh x)” = cosh nx + senh nx 
(n cualquier número real) 
20. Si tanh x = E, calcule los valores de las otras funciones 30. 


hiperbólicas en x. 


31. 


! (sen x) 
sen x 
1 — (sen x}? dx 
COS x 
= 7 COS x = 57 = secx E 
l — seníx COS Xx 


. Si cosh x =3 y x > 0, calcule los valores de las otras 


funciones hiperbólicas en x. 


(a) Utilice las gráficas de senh, cosh y tanh de las figuras 1 a 
3 para dibujar las gráficas de csch, sech y coth. 

(b) Verifique las gráficas que trazó en el inciso (a) mediante 
una calculadora graficadora o una computadora. 


Utilice las definiciones de las funciones hiperbólicas para 
determinar cada uno de los límites siguientes. 


(a) lím tanh x 


x> 


(b) lím tanh x 


(c) lím senh x (d) lím senh x 


(e) lím sech x (£) lím coth x 
(g) lím, coth x (h) lím coth x 
. . senh x 
(1) lím csch x (j) lím : 


Demuestre las fórmulas dadas en la tabla 1 para las derivadas 
de las funciones (a) cosh, (b) tanh, (c) csch , (d) sech 
(e) coth. 


. Encuentre una solución alternativa para el ejemplo 3 


haciendo y = senh”!x y luego usando el ejercicio 9 y el 
ejemplo 1(a) en donde y reemplaza a x. 


. Demuestre la ecuación 4. 


. Demuestre la ecuación 5 utilizando (a) el método del 


ejemplo 3 y (b) el ejercicio 18 en donde y reemplaza a x. 


Para cada una de las funciones siguientes (i) dé una 
definición como la (2), (ii) trace la gráfica, y (iii) encuentre 
una fórmula similar a la ecuación 3. 


(a) csch”! (b) sech”' (c) coth”' 


. Demuestre las fórmulas dadas en la tabla 6 para las derivadas 


de las funciones siguientes. 
(a) cosh™! (b) tanh“! 
(d) sech™! (e) coth”' 


(c) csch”! 


30-45 Encuentre la derivada. Simplifique tanto como sea 
posible. 


f(x) = e* cosh x 


f(x) = tanh Vx 32. g(x) = senh?x 


33. 


35. 


36. 


37. 


39. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


h(x) = senh(x?) 34. h(x) = In(cosh x) 
g(x) = cosh(ln x) 


y = sech x (1 + In sech x) 


cosh 3x 38 fA) 1 + senh ź 
= geosh3 3 EE 
A ` 1 — senh£ 
g(t) = t coth yt? + 1 40. y = senh (cosh x) 
1 — cosh > 
G(x) = E OMA 
1 + cosh x 
y = xtanh lx + In y1 =x? 


y = xsenh (x/3) — V9 + x? 
y = sech *(e”) 


y = coth”*(sec x) 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


d 1 + tanh x . 
Demuestre que E = Lg, 
dx l—tamnhx  * 


d 
Demuestre que + arctan (tanh x) = sech 2x. 
x 


El arco Gateway en St. Louis fue diseñado por Eero Saarinen 
y construido empleando la ecuación 


y = 211.49 — 20.96 cosh 0.03291765x 


para la curva central del arco, donde x y y se miden en 
metros y | x | < 91.20. 

(a) Trace la gráfica de la curva central. 

(b) ¿Cuál es la altura del arco en su centro? 

(c) ¿En qué punto la altura es de 100 m? 

(d) ¿Cuál es la pendiente del arco en el punto del inciso (c)? 


Si una ola con longitud L se mueve con velocidad v en un 
cuerpo de agua con profundidad d, entonces 


L 
v I tanh sng 
27 L 


donde g es la aceleración debida a la gravedad (véase la 
figura 5). Explique por qué la aproximación. 


es apropiada en aguas profundas. 


Un cable flexible colgante siempre forma una catenaria 
y=c+a cosh(x/a), donde c y a son constantes y a > 0 
(véanse la figura 4 y el ejercicio 52). Trace la gráfica de 
varios miembros de la familia de funciones y = a cosh(x/, a). 
¿Cómo cambia la gráfica cuando a varía? 


Un cable de teléfono cuelga entre dos postes que están 

separados entre sí 14 m y forma la catenaria 

y=20 cosh(x/ 20) — 15, donde x y y se miden en metros. 

(a) Encuentre la pendiente de esta curva donde se encuentra 
con el poste derecho. 

(b) Calcule el ángulo 0 entre el cable y el poste. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 
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Usando principios de la física se puede demostrar que cuando 
un cable cuelga entre dos postes toma la forma de una curva 
y = f(x) que satisface la ecuación diferencial 


[LY 
dx 
donde p es la densidad lineal del cable, y es la aceleración de 


la gravedad y Tes la tensión del cable en su punto más bajo y 
el sistema coordenado se elige en forma adecuada. Compruebe 


que la función 
T ; 
y = f(x) cost pe) 
pg T 


es una solución de esta ecuación diferencial. 


d?y _ P9 
dx? T 


Un cable con densidad lineal p = 2 kg/ m se sujeta desde la 

parte alta de dos postes que están separados 200 m. 

(a) Utilice el ejercicio 52 para calcular la tensión T que hay 
en el cable cuando está en su punto más bajo a 60 m del 
suelo. ¿Qué tan altos son los postes? 

(b) Si se duplica la tensión, ¿cuál es el nuevo punto bajo del 
cable? ¿Qué tan altos son ahora los postes? 


Un modelo para la velocidad de un objeto que está cayendo 
después de un tiempo t es 


v(t) = Z eana ) 


donde m es la masa del objeto, g = 9.8 m/s? es la aceleración 

debida a la gravedad, k es una constante, t se mide en 

segundos y v en m/s. 

(a) Calcule la velocidad terminal del objeto, es decir, 
lím 06). 

(b) Si una persona cae desde un edificio, el valor de la 
constante k depende de su posición. Para una posición 
“pecho a tierra”, k = 0,515 kg/ s, pero para una posición 
de “pies por delante”, k = 0.067 kg/s. Si una persona de 
60 kg cae en posición pecho a tierra, ¿cuál es la velocidad 
terminal? ¿Y para pies por delante? 


Fuente: L. Long et al., “How Terminal Is Terminal Velocity?” American Mathe- 
matical Monthly 113 (2006): 752-755. 
(a) Demuestre que cualquier función de la forma 


y = A senh mx + B cosh mx 


satisface la ecuación diferencial y” = my. 
(b) Determine y = y(x) tal que y” = 9y, y(0) = —4 
y y'(0) = 6. 


Si x = In(sec 0 + tan 0), demuestre que sec 0 = cosh x. 
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57. ¿En qué punto de la curva y = cosh x la tangente tiene 
pendiente 1? 


FS 58. Investigue la familia de funciones 


f œŒ) = tanh(n sen x) 


donde n es un entero positivo. Describa qué pasa con la 
gráfica de f cuando n es muy grande. 


59. Demuestre que si a # 0 y b % 0, entonces existen números 
a y f tales que ae* + be™ es igual 


æ senh(x + 6) o «acoshí(x + B) 


En otras palabras, casi toda función de la forma 
f(x) = ae* + be™ es una función seno hiperbólico o coseno 
hiperbólico desplazada o estirada. 


EJ reraso 


VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


Las respuestas a la verificación de conceptos se encuentran en las páginas finales del libro. 


1. Exprese cada una de las reglas de derivación siguientes, tanto (d) ¿Por qué en cálculo se usa la función logarítmica 


en símbolos como en palabras. 


(a) Regla de la potencia 
(c) Regla de la suma 


(e) Regla del producto 
(g) Regla de la cadena 


(b) Regla del múltiplo constante 
(d) Regla de la diferencia 
(£) Regla del cociente 


natural, y = In x, más que las demás funciones logarít- 
micas, y = log, x? 


. (a) Explique cómo funciona la derivación implícita. 


(b) Explique cómo funciona la derivación logarítmica. 


2. Obtenga las derivadas de cada una de las funciones siguientes. 5. Dé varios ejemplos de cómo se puede interpretar la derivada 
(a) y=x (b) y=e* (c) y =b* como una razón de cambio en física, química, biología, 
(d) y=Inx (e) y = log,x (£) y = sen x economía y otras ciencias. 
(g) y = cosx (h) y = tanx (i) y = csc x 
G) y= secx (k) y = cot x (D y =senTlx 6. (a) Escriba una ecuación diferencial que exprese la ley de 
m) y =cos lx (n) y =tan lx (0) y = senh x crecimiento natural. 
(6) - h (0) E ianh G i po (b) ¿En qué circunstancias es un modelo adecuado para el 
p) y = cosh x q) y = tanh x r) y = senh™'x 


crecimiento de la población? 


C= z Z : sg 
(Ð y = tanh x (c) ¿Cuáles son las soluciones de esta ecuación? 


(s) y = cosh™'x 


3. (a) ¿Cómo se define el número e? 
(b) Exprese e como un límite. 
(c) ¿Por qué en cálculo se usa la función exponencial natural, 
y = e*, con más frecuencia que las demás funciones expo- 
nenciales, y = b*? 


7. (a) Escriba una expresión para la linealización de f en a. 
(b) Si y = f(x), escriba una expresión para la diferencial dy. 
(c) Si dx = Ax, dibuje un esquema para mostrar el significado 
geométrico de Ay y dy. 


EXAMEN VERDADERO-FALSO 


Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero i i d FU) 

explique por qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo que 4. Si f es derivable, entonces dx VÍ) 20) 

refute el enunciado. i 
Fx) 


d 
Ax) > R 


. Si y = e?, entonces y'= 2e. 


1. Si f y g son derivables, entonces 5. 


Si f es derivable, entonces 


d d } z= a } r 
TO +=) +90 6 


2. Si f y g son derivables, entonces 7 d (10%) = x10! 
` dx 


d 1 
TOA] =F (096) 
X 


3. Si f y g son derivables, entonces 


TO) =F (go) (x) 10. E |x? + x| 


11. La derivada de un polinomio es un polinomio. 


12. Si f(x) = (xé — x^)5, entonces f)(x) = 0. 
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14. La ecuación de la recta tangente a la parábola y = x?en (—2, 4) 
es y — 4 = 2x(x + 2). 


96) — 90) 
13. La derivada de una función racional es una función racional. 15. Sig(x) = xX, entonces lím Tea 80. 
EJERCICIOS 
1-50 Calcule y’ en cada una de las funciones siguientes. 2-4 
45. y = In(cosh 3x) 46. y = ln 2 
l y= (44 = 31? +5) 2. y = cos(tan x) x+5 


15. ) 


17. 


19. 


21. 
23. 
25. 


27. 


29. 


31. 
33. 
35. 
37. 


39. 


41. y 


ý=; 


y= 


y 


-y5 


y 


y= 


y= 


In(x In x) 


Vx cos yx 


x cos y = x?y 


y arctan x 


Ñ t 
am ET 


3 xInx 


a= x) 


sen(xy) = 1? — y 


y= 


y= 


y 


y 


y= 


y 


logs(1 + 2x) 


1 2 
In sen x — 5 seníx 


x tan '(4x) 


In | sec 5x + tan 5x | 


cot(3x? + 5) 


senítan y L +1 ) 


tan(sen 0) 


Vx +1(- xy 


(x + 3) 


43. y = xsenh(x?) 


tan x 
4. y = — 
j 1 + cosx 
6. y = x cos 'x 
8. xe’? = y sen x 
10. y =e”*cos nx 
12. y = (arcsen 2x)? 
14. y = In sec x 
w= + 
16. y = | =—— 
~ ü“ +tuti 
18. y = cot(csc x) 
20. y = r baia 
22. y = sec(1 + x°) 
24. y =1/Yx + yx 
26. y = y/sen, /x 
28. y = (cos x)" 
(x? + 1) 
30. 

VT x+ D'Gx — D 
32. y = e™* + cosle”*) 
34. y = {070 
36. y = ytIn(1*) 

38. y = arctan(arcsen Jx) 
40. xe’ =y- 1 

(x +A) 
42. y == 

I= A4 AM 

sen mx 

44. y= 
x 


M 62. 


47. y = cosh '(senh x) 48. y =xtanh yx 


50. y = sen”(cosy/sen mx ) 


49. y = cos[evan 3) 


51. Si f = V4t + 1, encuentre f"(2). 
52. Si g(0) = 0 sen 6, determine g”( 7r/6). 
53. Encuentre y” six? + yf = 1. 

54. Determine f®(x) si f(x) = 1 De Q-x). 


55. Utilice inducción matemática (página 72) para demostrar que 
si f(x) = xe*, entonces f(x) =(x + n)e”. 


3 


56. Evalúe lím —3—. 
1—0 tan (21) 


57-59 Encuentre la ecuación de la recta tangente a cada una de 
las curvas siguientes en el punto dado. 


(7/6, 1) 
59. y=/1+4senx, (0,1) 


2 


2=1 
58. y=E (0-1) 


57. y = 4 sen?x, == 
y sen*x EL 


60-61 Encuentre las ecuaciones de las rectas tangente y normal 
a cada una de las curvas siguientes en el punto que se especifica. 
60. x? + 4xy + y? = 13, (2,1) 


61. y = (2 + x)e™, (0,2) 


Si f(x) = xe*”*, determine f'(x). Trace la gráfica de f y f' en 
la misma pantalla y haga comentarios. 


63. (a) Si f(x) =xV5 — x, determine f'(x). 
(b) Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a la 
curva y = x V5 — x en los puntos (1, 2) y (4, 4). 
(c) Ilustre el inciso (b) trazando la gráfica de la curva y las 
rectas tangentes, en la misma pantalla. 
(d) Verifique si su respuesta al inciso (a) es razonable compa- 
rando las gráficas de f y f'. 


64. (a) Si fx) = 4x — tan x, =11/2 NE 7/2, encuentre f' y f”. 
(b) Verifique si su respuesta al inciso (a) es razonable compa- 
rando las gráficas de f, f' y f”. 
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65. 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


CAPÍTULO 3 Reglas de derivación 
¿En qué puntos de la curva y = sen x + cos x, 0 S x S 27, 
la tangente es una recta horizontal? 


Encuentre los puntos sobre la elipse x? + 2y? = 1 donde la 
recta tangente tiene pendiente 1. 


Si fx) =(x — a)(x — blx — c), demuestre que 
fx) 1 : 1 ; 1 
fx x-a x-b x-c 
(a) Al derivar la fórmula del coseno del doble del ángulo 


cos 2x = cos?x — sen?x 


obtenga la fórmula del doble del ángulo para la función 
seno. 
(b) Al derivar la fórmula de la adición 


sen(x + a) = sen x cos a + cos x sen a 


obtenga la fórmula de la adición para la función coseno. 


Suponga que 
FO =2 F M=3 JQ =1 FQ)=2 
Al =3 g= g= g'2)=4 


(a) Si S(x) = f(x) + g(x), determine S'(1). 
(b) Si P(x) = f(x)g(x), determine P'(2). 
(c) Si Q(x) = f(x)/g(x), determine Q'(1). 
(d) Si C(x) = f(g(x)), determine C'(2). 


Si f y g son las funciones cuyas gráficas se muestran, sea 


Pœ) = fœ) ga), 2) = £00/g(0) y Cœ) = FW). 
Encuentre (a) P'(2), (b) Q'(2) y (c) C'(2). 


yA 


g 


71-78 Encuentre f' en términos de g’. 


71. 


73. 


75. 


77. 


fœ) = xy) 72. f(x) = g(x?) 
Fo) = WF 74. f(x) = gl(g(o) 
fa) = gle) 76. fa) = e 
FŒ = n |960| 78. f(x) = gln x) 


83. 


84. 


85. 


86. 


87. 


88. 


89. 


79-81 Determine h' en términos de f' y g”. 


79. 


81. 


_ FE) | fœ 
h(x) = ETE 80. h(x) J 
h(x) = f(g(sen 4x)) 


90. 


ES 82. 


(a) Trace la gráfica de la función f(x) = x — 2 sen x en el 
rectángulo de vista [0, 8] por [—2, 8]. 

(b) ¿Sobre qué intervalo es más grande la razón promedio 
de cambio: [1, 2] o [2, 3]? 

(c) ¿En qué valor de x es más grande la razón de cambio 

instantáneo: x = 2 o x = 5? 

(d) Compruebe sus estimaciones visuales del inciso (c) 

calculando f'(x) y comparando los valores numéricos 


de f'(2) y F'(5). 


¿En qué punto sobre la curva y = [In(x + 4)]? es horizontal 
la recta tangente? 


(a) Encuentre la ecuación de la recta tangente a la curva 
y = e*, que es paralela a la recta x — 4y = 1. 

(b) Encuentre la ecuación de la recta tangente a la curva 
y = e* que pase por el origen. 


Determine la parábola y = ax? + bx + c que pasa por el 
punto (1, 4) y cuyas rectas tangentes en x = —1lyx=5 
tienen pendientes 6 y —2, respectivamente. 


La función C(t) = K(e”“ — e”), donde a, b y K son 

constantes positivas y b > a, se usa para modelar la con- 

centración en el instante t de un medicamento que se 

inyecta en el torrente sanguíneo. 

(a) Demuestre que lím, ,„ CŒ) = 0. 

(b) Encuentre C'(t), la rapidez con la que cambia la con- 
centración del medicamento durante la circulación. 

(c) ¿Cuándo esta rapidez es igual a 0? 

Una ecuación de movimiento en la forma s = Ae” “cos(wt + ô) 

representa la oscilación amortiguada de un objeto. 

Encuentre la velocidad y la aceleración del objeto. 


Una partícula se desplaza a lo largo de una recta horizontal 

por lo que su coordenada en el instante fes x = Vb? + c't, 

t = 0, donde b y c son constantes positivas. 

(a) Encuentre las funciones velocidad y aceleración. 

(b) Demuestre que la partícula siempre se desplaza en 
dirección positiva. 


Una partícula se desplaza sobre una recta vertical de manera 
que su coordenada en el instante fes y = 1? — 12t + 3, 
1=0. 

(a) 
(b) 


Encuentre las funciones velocidad y aceleración. 
¿Cuándo se mueve hacia arriba la partícula y cuándo 
se mueve hacia abajo? 

(c) Determine la distancia recorrida por la partícula en el 
intervalo de tiempo 0 <= 1 <S 3, 

Grafique las funciones posición, velocidad y acelera- 
ción para0 =1= 3. 

¿Cuándo la partícula aumenta su rapidez? ¿Cuándo 
disminuye su rapidez? 


(d) 


(e) 


El volumen de un cono recto circular es V = Frr?h, donde 

res el radio de la base y h es la altura. 

(a) Determine la razón de cambio del volumen respecto a 
la altura si el radio es constante. 


91. 


92. 


93. 


94. 


95. 


96. 


97. 


98. 


99. 


(b) Encuentre la razón de cambio del volumen respecto al 
radio si la altura es constante. 


La masa de una parte de un alambre es x(1 + Vx) 
kilogramos, donde x se mide en metros desde uno de los 
extremos del alambre. Encuentre la densidad lineal del 
alambre cuando x = 4 m. 


El costo, en dólares, de producir x unidades de un cierto 
artículo es 


C(x) = 920 + 2x — 0.02x? + 0.00007x* 

(a) Encuentre la función de costo marginal. 

(b) Determine C'(100) y explique su significado. 

(c) Compare C'(100) con el costo de producir el 
artículo 101. 


Inicialmente, un cultivo de bacterias contiene 200 células y 
crecen con una razón proporcional a su tamaño. Después de 
media hora la población se ha incrementado a 360 células. 
(a) Encuentre el número de bacterias después de £ horas. 
(b) Calcule el número de bacterias después de 4 horas. 

(c) Encuentre la rapidez de crecimiento después de 4 horas. 
(d) ¿Cuándo la población alcanza 10 000? 


El cobalto-60 tiene una vida media de 5.24 años. 

(a) Determine la masa que queda de una muestra de 100 mg 
después de 20 años. 

(b) ¿Cuánto tardaría la masa en decaer a 1 mg? 


Sea C(t) la concentración de un medicamento en el torrente 
sanguíneo. Cuando el cuerpo elimina el medicamento, C(t) 
disminuye con una rapidez que es proporcional a la cantidad 
de medicamento que está presente en el tiempo t. En estos 
términos C'(t) = —kC(t), donde k es un número positivo 
denominado constante de eliminación del medicamento. 
(a) Si C, es la concentración en el tiempo ż = 0, determine 
la concentración en el tiempo t. 
(b) Si el cuerpo elimina la mitad del medicamento en 
30 horas, ¿cuánto tiempo le toma eliminar 90% del 
medicamento? 


Una taza con chocolate caliente tiene una temperatura de 

80 °C en una habitación que se mantiene en 20 °C. Después 

de media hora, el chocolate caliente se enfría a 60 °C. 

(a) ¿Cuál es la temperatura del chocolate después de otra 
media hora? 

(b) ¿Cuándo se enfriará el chocolate a 40 °C? 


El volumen de un cubo se incrementa a razón de 10 cm*/min. 


¿Qué tan rápido se incrementa el área superficial cuando la 
longitud de un lado es de 30 cm? 


Un vaso de papel tiene la forma de un cono de altura igual 
a 10 cm y radio de 3 cm (en la parte superior). Si el agua se 
vierte en el vaso a razón de 2 cm? / s, ¿qué tan rápido sube el 
nivel del agua cuando tiene 5 cm de profundidad? 


Un globo asciende con rapidez constante de 2 m/ s. Un niño 
va en bicicleta por un camino recto a una rapidez de 5 m/ s. 
Cuando pasa bajo el globo, este se halla a 15 m arriba de él. 
¿Qué tan rápido se incrementa la distancia entre el niño y el 
globo 3 s más tarde? 
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. Una esquiadora pasa encima de una rampa, como la que se 
ilustra en la figura, con una rapidez de 10 m/ s. ¿Qué tan 
rápido se eleva cuando abandona la rampa? 


fim 
e 


k 5m > 


. El ángulo de elevación del sol decrece a razón de 0.25 rad/h. 
¿Qué tan rápido se incrementa la sombra de un edificio 
de 400 pies de altura cuando el ángulo de elevación del sol 
es 1/6? 


. (a) Encuentre la aproximación lineal de f(x) = V25 — x? 
cerca de 3. 

Tlustre el inciso (a) trazando la gráfica de f y la aproxi- 
mación lineal. 

¿Para qué valores de x es exacta la aproximación lineal 
dentro de 0.1? 


(b) 
(c) 


Determine la linealización de f(x) = V1 + 3x en a = 0. 
Establezca la aproximación lineal correspondiente y 
utilícela para proporcionar un valor aproximado para 
“1.03. 

Determine los valores de x para los que la aproximación 
lineal dada en el inciso (a) sea exacta con una diferencia 
menor que 0.1. 


(a) 


(b) 


2x? + 


. Evalúe dy si y = x* 1,x=2 y dx = 0.2. 


. Una ventana tiene la forma de un cuadrado coronado por un 
semicírculo. La base de la ventana se mide como si tuviera 
un ancho de 60 cm, con un posible error de 0.1 cm. Utilice 
diferenciales para estimar el máximo error posible al 
calcular el área de la ventana. 


-108 Exprese el límite como una derivada en cada una de las 


funciones siguientes y evalúelo. 


le A 1 4 16 + j; en 2 
106. lím Ž 107. lim 2 T A 
x>l x— 1 h>0 h 
cos 0 — 0.5 
108. — 


í 
om3 0 — 7/3 


109. 


110. 


111. 


112. 


Vi + tanx — y1 + sen x 


Evalúe lím a 


x—>0 be 


Suponga que f es una función derivable tal que f(g(x)) = x y 
Fœ = 1 + [fœ]. Demuestre que g'(x) = 1/a + 12). 


Encuentre f'(x) si se sabe que 
d 
Te [2x] = x? 
x 


Demuestre que la longitud de la porción de cualquier recta 
tangente al astroide x% + y2% = a? cortada por los ejes de 
coordenadas es constante. 


Prob | emas Antes de trabajar en el ejemplo, cubra la solución e intente resolverlo usted primero. 


adicionales EJEMPLO1 ¿Cuántas rectas son tangentes a las dos parábolas y = —1 — x? y 
y = 1 + x?? Calcule las coordenadas de los puntos en los cuales estas rectas tangentes 
tocan a las parábolas. 


SOLUCIÓN Para entender este problema es esencial hacer un esquema. Por lo que se 
trazan las parábolas y = 1 + x? (que es la parábola estándar y = x? desplazada una uni- 
dad hacia arriba) y y = —1 — x? (que se obtiene al reflejar la primera parábola respecto 
al eje x). Si trata de dibujar una recta tangente para ambas parábolas, pronto descubrirá 
que solo hay dos posibilidades, que se ilustran en la figura 1. 

Sea P un punto en el cual una de estas rectas tangentes toca la parábola superior 
y sea a su coordenada x. (Es muy importante elegir la notación para la incógnita. 
Por supuesto podía haber escogido b o c o x, o x, en lugar de a. Sin embargo, no 
se recomienda utilizar x en lugar de a porque se podría confundir con la variable x 
de la ecuación de la parábola). Entonces, ya que P está en la parábola y = 1 + x?, su 
coordenada y debe ser 1 + a?. Debido a la simetría que se muestra en la figura 1, 
las coordenadas del punto Q donde la recta tangente toca a la parábola inferior deben 
ser (~a, —(1 + a?)). 


= 


FIGURA 1 
Para usar la información de que la recta es una tangente, iguale la pendiente de la 
recta PO con la pendiente de la recta tangente en P. Se tiente 
l1+a?-(-1-a%) 1+a? 
mpo = = 
a — (—a) a 
Si f(x) = 1 + x?, entonces la pendiente de la recta tangente en P es f'(a) = 2a. Por 
tanto, la condición que necesita utilizar es 
1 + a? 
— = la 
a 
Al resolver esta ecuación, se tiene 1 + a? = 2a?, por lo que a? = 1 ya = +1. Por 
YA 32 tanto, los puntos son (1, 2) y (— 1, —2). Por simetría, los dos puntos restantes son 


(=1, 2) y (1, -2). E 


EJEMPLO2 ¿Para cuáles valores de c la ecuación ln x = cx’ tiene exactamente una 
solución? 


SOLUCIÓN Uno de los principios más importantes de la solución de problemas es 
y=lnx dibujar un diagrama, incluso si el problema, según se enuncia, no menciona en forma 
explícita una situación geométrica. Este problema se puede formular de nuevo en tér- 
minos geométricos como sigue: ¿para cuáles valores de c la curva y = In x intersecta la 


FIGURA 2 curva y = cx?’ exactamente en un punto? 
Empiece por trazar las gráficas de y = In x y y = cx? para diversos valores de c. Se 
YA sabe que, para c # 0, y = cx? es una parábola que se abre hacia arriba si c > 0 y, hacia 
abajo, si c < 0. En la figura 2 se muestran las parábolas y = cx? para varios valores 
Am cx? positivos de c. La mayor parte no se cruzan con y = In x y una la corta dos veces. Se 


tiene la sensación de que debe haber un valor de c (en alguna parte entre 0.1 y 0.3) para 
el cual las curvas se cruzan exactamente una vez, como en la figura 3. 
Para determinar ese valor de c en particular, sea a la coordenada x del punto único 


H > f W B D 
0 a x de intersección. En otras palabras, ln a = ca?, por lo que a es la única solución de 
i la ecuación dada. En la figura 3 las curvas solo se tocan, por lo que tienen una recta 
/= 181 X 2 . . . 
` tangente común cuando x = a. Esto significa que las curvas y = In x y y = cx? tienen la 
misma pendiente cuando x = a. Por tanto, 

1 

FIGURA 3 — = 2ca 
a 
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y=Inx 


=y 


FIGURA 4 


Problemas 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 8 


Resolviendo las ecuaciones ln a = ca? y 1 / a = 2ca, se obtiene 


1 
lna = ca? = c: — = 
2c 2 
Por lo que a = e"? y 
o lna lne? 1 
a? e 2e 


Para los valores negativos de c se tiene la situación que se ilustra en la figura 4: 
todas las parábolas y = cx? con valores negativos de c cruzan y = ln x exactamente una 
vez. Y no olvide lo referente a c = O. La curva y = Ox? = 0 que es justamente el eje x, 
que interseca a y = ln x exactamente una vez. 

Para resumir, los valores requeridos de c son c = 1 / Qe) yc =0. E 


1. Determine los puntos P y Q sobre la parábola y = 1 — x? de tal manera que el triángulo 
ABC formado por el eje x y las rectas tangentes en P y O sea un triángulo equilátero. 
(Véase la figura.) 


> 
x 


P Q 
B 0 C 


2. Determine el punto donde las curvas y = x? — 3x + 4 y y = 3(x? — x) son tangentes entre 
sí, es decir, tienen una recta tangente común. Ilustre mediante la representación gráfica de 
ambas curvas y la recta tangente. 


3. Demuestre que las rectas tangentes a la parábola y = ax? + bx + c en cualesquiera dos 
puntos con coordenadas x iguales a p y q se cruzan en un punto cuya coordenada x está a la 
mitad entre p y q. 


4. Demuestre que 


d sen?x cos?x 
| cos 2x 
dx \ 1 + cotx 1 + tanx 


sec Í— sec x 


5. Si f(x) lím , encuentre el valor de f' (7/4). 


—X 


6. Encuentre los valores de las constantes a y b tales que 


N 


. Demuestre que sen™!(tanh x) = tan” (senh x). 


8. Un automóvil viaja por la noche por una carretera que tiene forma de parábola con vértice 
en el origen (véase la figura). El automóvil parte del punto 100 m al oeste y 100 m al norte 
del origen, y se desplaza en una dirección hacia el este. Hay una estatua localizada 100 m 
al este y 50 m al norte del origen. ¿En qué punto de la carretera los faros del vehículo 
iluminarán a la estatua? 


n 


9. Demuestre que a (sentx + cosx) = 4”! cos(4x + n7/2). 
dx 
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10. Si f es derivable en a, donde a > 0, evalúe el siguiente límite en términos de f'(a). 


tím LD =f(a) 
>a yx = ya 


11. En la figura se muestra una circunferencia con radio 1 inscrita en la parábola y = x?. 
Encuentre el centro de la circunferencia. 


12. Determine todos los valores de c tales que las parábolas y = 4x? y x = c + 2y? se 
intersequen en ángulos rectos. 


13. ¿Cuántas rectas son tangentes a ambas circunferencias x? + y? = 4 y x? + (y — 3)? = 1? 
¿En qué puntos estas rectas tangentes tocan las circunferencias? 


x“ +542 


l+x 
n=1:2:3:***:(n-=1):n. 


14. Si f(x) = , calcule f“®(3). Exprese su respuesta utilizando notación factorial: 


15. En la figura se muestra una rueda giratoria con radio de 40 cm y una barra AP de longitud 
1.2 m. El extremo P de la barra se desliza hacia atrás y hacia adelante, a lo largo del eje x, 
conforme la rueda gira en sentido contrario a las manecillas del reloj, con una rapidez de 
360 revoluciones por minuto. 

(a) Encuentre la velocidad angular de la barra, da /dt, en radianes por segundo, 
cuando 0 = 7/3. 

(b) Exprese la distancia x = | OP |, en términos de 9. 

(c) Determine una expresión para la velocidad del extremo P, en términos de 0. 


16. Se trazan las rectas tangentes T, y T,en los dos puntos P, y P, sobre la parábola y = x? y 
se intersecan en un punto P. Se traza otra recta tangente T en un punto entre P, y P,; esta 
interseca a T, en Q, y T, en Q. Demuestre que 


Po), PÈ], 
[pe,| * [PP] 
17. Demuestre que 
dd 
3 z (e™ sen bx) = r"e™ sen(bx + n8) 
dx 


donde a y b son números positivos, r? = a? + b?, y 0 = tan (b/a). 
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sax 1 


18. Evalúe lím ; 
x—T x= UT 


19. Sean T y N las rectas tangente y normal a la elipse 12] 9 + y?/ 4 = 1 en cualquier punto P 
de la elipse en el primer cuadrante. Sean xry yrlas intersecciones de T con los ejes x y y, y 
Xy Y yy las intersecciones respectivas de N. Conforme P se mueve a lo largo de la elipse en 
el primer cuadrante (pero no sobre los ejes), ¿qué valores pueden adoptar xr, Yr, Xy Y Yn? 
En primer lugar, intente inferir las respuestas con solo ver la figura. A continuación, utilice 
el cálculo para resolver el problema y vea qué tan acertada es su intuición. 


2. sen(3+x) — sen 9 
20. Evalúe lím : 
E Xx 


21. (a) Use la identidad para tan(x — y) [véase la ecuación 14b del apéndice D] para 
demostrar que si dos rectas L, y L, se intersecan a un ángulo, entonces 


mM — Mı 
tan a = ——— 
1 + mimo 


donde m, y m,son las pendientes de L, y L,, respectivamente. 

(b) El ángulo entre las curvas C, y C, en un punto de intersección se define como el 
ángulo entre las rectas tangentes a C, y C¿en P (si estas rectas tangentes existen). Use 
el inciso (a) para determinar, redondeado al grado más cercano, el ángulo entre cada 
par de curvas en cada punto de intersección. 

O y= y y=(-2Y 

GD 1x2=y?=3 y x-4x+y4+3=0 
22. Sea P(x,, yı) un punto sobre la parábola y? = 4px con foco F(p, 0). Sea a el ángulo entre la 
parábola y el segmento rectilíneo FP, y sea B el ángulo entre la recta horizontal y = y, y 
la parábola, como en la figura. Demuestre que œ = B. (Por lo que, por un principio de 
óptica geométrica, la luz proveniente de una fuente colocada en F se reflejará a lo largo de 
una recta paralela al eje x. Esto explica por qué los paraboloides, las superficies que se 
obtienen al hacer girar las parábolas sobre sus ejes, se emplean como la forma de algunos 
faros delanteros de automóviles y espejos para telescopios.) 
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FIGURA PARA EL PROBLEMA 23 
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23. 


24. 


25. 


26. 


27. 
28. 
29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


Suponga que remplaza el espejo parabólico que aparece en el problema 22 con un espejo 
esférico. Aunque el espejo no tiene foco, puede demostrar la existencia de un foco 
aproximado. En la figura, C es un semicírculo con centro O. Un rayo de luz que llega hacia 
el espejo paralelo al eje a lo largo de la recta PO se reflejará hacia el punto R sobre el eje, 
de modo que -PQO = Z OQR (el ángulo de incidencia es igual al ángulo de reflexión). 
¿Qué sucede con el punto R conforme P se acerca cada vez más al eje? 


Si f y g son funciones derivables con f(0) = g(0) = 0 y g'(0) # 0, demuestre que 


(0) 


e LL 
x>0 g(x) g'(0) 


y. sen(a + 2x) — 2 sen(a + x) + sen a 
Evalúe lím a : 
x> Xx 


(a) La función cúbica f(x) = x(x — 2)(x — 6) tiene tres ceros distintos: 0, 2 y 6. Trace la 
gráfica de f y sus rectas tangentes en el promedio de cada par de ceros. ¿Qué observa? 

(b) Suponga que la función cúbica f(x) = (x — a)X(x — b)X(x — c) tiene tres ceros 
diferentes: a, b y c. Demuestre, con ayuda de un sistema algebraico computacional, 
que una recta tangente dibujada en el promedio de los ceros a y b interseca la gráfica 
de f en el tercer cero. 


¿Para qué valor de k la ecuación e” = KVx tiene exactamente una solución? 


¿Para qué números positivos a se cumple que a* = 1 + x para toda x? 


Si 
Xx 2 sen x 
y - arctan 
va?—1 ya?-1 a+ Ja? — 1 +cosx 
: 1 
demuestre que y! = —————. 
a + cos x 


Dada una elipse x?/a? + y?/b? = 1, donde a # b, encuentre la ecuación de todo el conjunto 
de puntos a partir de los cuales hay dos rectas tangentes a la curva cuyas pendientes son (a) 
recíprocos y (b) recíprocos negativos. 


Encuentre los dos puntos sobre la curva y = x* — 2x? — x que tienen una recta tangente en 
común. 


Suponga que tres puntos sobre la parábola y = x? tienen la propiedad de que sus rectas 
normales se cruzan en un punto común. Demuestre que la suma de sus coordenadas x es 0. 


Un punto de una red sobre el plano es un punto con coordenadas enteras. Suponga que 
se dibujan circunferencias con radio r usando todos los puntos de la red como centros. 
Encuentre el valor más pequeño de r tal que cualquier recta con pendiente : interseque 
alguna de estas circunferencias. 


La punta de un cono de radio r centímetros y altura h centímetros se introduce con una 
rapidez de 1 cm/ s en un cilindro alto de radio R centímetros que contiene una parte de 
agua. ¿Qué tan rápido sube el nivel del agua en el instante en que el cono está totalmente 
sumergido? 


Un recipiente en forma de cono invertido tiene una altura de 16 cm y su radio mide 5 cm 
en la parte superior. Está lleno en parte con un líquido que escurre por los lados con una 
rapidez proporcional al área del recipiente que está en contacto con el líquido. [El área 
superficial de un cono es 7rrl, donde r es el radio y l es la altura inclinada.] Si vierte líquido 
en el recipiente a razón de 2 cm3/ min, entonces la altura del líquido disminuye a razón de 
0.3 cm/. min cuando la altura es de 10 cm. Si el objetivo es mantener el líquido a una altura 
constante de 10 cm, ¿con qué rapidez debe verter líquido al recipiente? 


Aplicaciones de la derivada 


Cuando observa el mundo 
que lo rodea, la luz que 

entra al ojo cerca del centro 
de la pupila se percibe más 
brillante que la luz que entra 
más cerca de los bordes de 

la pupila. Este fenómeno, 
conocido como el efecto 
Stiles-Crawford, se explora 
conforme el radio de la pupila 
cambia en el ejercicio 80 de la 
página 313. 


© Tatiana Makotra / Shutterstock.com 


YA SE HAN INVESTIGADO ALGUNAS de las aplicaciones de la derivada, pero ahora que se conocen 
las reglas de derivación se está en mejor posición para continuar con mayor profundidad con las 
aplicaciones de la derivada. Aquí se aprenderá cómo las derivadas afectan la forma de una gráfica 
de una función y, en particular, cómo ayudan a localizar valores máximos y mínimos de funciones. 
Muchos problemas prácticos requieren minimizar un costo o maximizar un área, o encontrar el 
mejor resultado posible para una situación. En particular, se podrá investigar la forma óptima de 
una lata y explicar la ubicación de los arcoíris en el cielo. 
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4.1 Valores máximos y mínimos 


Algunas de las aplicaciones más importantes del cálculo diferencial son los problemas 
de optimización, en los cuales se requiere encontrar la manera óptima (la mejor) para 
hacer algo. Algunos ejemplos de los problemas que se resolverán en este capítulo son: 


e ¿Cuál debe ser la forma de una lata que minimice los costos de fabricación? 


e ¿Cuál es la aceleración máxima de un transbordador espacial? (Esta es una pre- 
gunta importante para los astronautas que tienen que soportar los efectos de la 
aceleración.) 


e ¿Cuál es el radio de una tráquea contraída que expele aire del modo más rápido 
al toser? 


e ¿Qué ángulo deben formar los vasos sanguíneos al ramificarse, de modo que se 
minimice la energía consumida por el corazón al bombear la sangre? 


Estos problemas pueden reducirse a encontrar los valores máximo o mínimo de una 


| | función. Para empezar, primero se explicará exactamente lo que son estos valores. 
4 | ZIN || | En la figura 1 se muestra la gráfica de una función f en la que el punto más alto es 
M | (3, 5). En otras palabras, el valor más grande de f es f(3) = 5. Por otro lado, el valor más 
2 | NX pequeño es f(6) = 2. Se dice que f(3) = 5 es el máximo absoluto de f y f(6) = 2 es el 
mínimo absoluto. En general, se usa la definición siguiente: 
0 2 4 6 x 


(1) Definición Sea c un número en el dominio D de una función f. Entonces f(c) 
FIGURA 1 es el 


e valor máximo absoluto de f sobre D si f(c) > f(x) para toda x en D. 


e valor mínimo absoluto de f sobre D si f(c) < f(x) para toda x en D. 


Un máximo o mínimo absoluto se le llama a veces máximo o mínimo global. Los 
valores máximo y mínimo de f se llaman valores extremos de f. 

La figura 2 muestra la gráfica de una función f con máximo absoluto en d y mínimo 
absoluto en a. Observe que (d, f(d)) es el punto más alto sobre la gráfica y (a, f(a)) es 
fía) el punto más bajo. En la figura 2, si se consideran solo valores de x cercanos a b [por 
ejemplo, si se restringe la atención al intervalo (a, c)], entonces f(b) es el más grande 

a O b c d e X de estos valores de f(x) y se llama valor máximo local de f. Por otro lado, f(c) se llama 

valor mínimo local de f porque f(c) S f(x) para x cercana a c [en el intervalo (b, d), 

FIGURA 2 por ejemplo]. La función f también tiene un mínimo local en e. En general, se tiene la 
Mínimo absoluto f(a), máximo definición siguiente. 


absoluto f(d), mínimos locales f(c), 
f(e), máximos locales f(b), f(d 


(2) Definición El número f(c) es un 


e valor máximo local de f si f(c) > f(x) cuando x está cerca de c. 


e valor mínimo local de f si f(c) = f(x) cuando x está cerca de c. 


FF En la definición 2 (y en otros lugares), si se dice que algo se cumple cerca de c, significa 

2l que se cumple en algún intervalo abierto que contiene a c. Por ejemplo, en la figura 3 se 

1 J K ve que f(4) = 5 es un mínimo local porque es el menor valor de f en el intervalo Z. No 
a SA p : 4 

0 4 8 12 x esel mínimo absoluto porque f(x) tiene valores menores cuando ~x está cerca de 12 (en el 

intervalo K, por ejemplo). De hecho, f(12) = 3 es un mínimo local y el mínimo absoluto. 

FIGURA 3 De modo similar, f(8) = 7 es un máximo local, pero no el máximo absoluto porque f 


toma valores más grandes cerca de 1. 


FIGURA 4 


y = cosx 


FIGURA 5 


Valor mínimo = 0. No hay máximo 


FIGURA 6 


No tiene mínimo, ni máximo 
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EJEMPLO 1 La función f(x) = cos x toma su valor máximo (local y absoluto) igual a 1, 
infinitas veces, ya que cos 2n7r = 1 para cualquier entero n y — 1 S cos x S 1 para 
toda x. (Véase la figura 4.) Del mismo modo, cos(2n + 1)7r = — 1 es su valor mínimo, 
donde n es cualquier entero. 


YA 
Máximo local y absoluto 
LA N 
0 m 2r 3 2a 
"T ri 
Mínimo local y absoluto a 


EJEMPLO 2 Si f(x) = x, entonces f(x) = f(0) porque x? = 0 para toda x. Por tanto, 
f(0) = O es el valor mínimo absoluto (y local) de f. Esto corresponde al hecho de 

que el origen es el punto más bajo sobre la parábola y = x°. (Véase la figura 5.) Sin 
embargo, no existe el punto más alto sobre la parábola, por lo que esta función no tiene 
valor máximo. E 


EJEMPLO 3 En la gráfica de la función f(x) = x°, que se muestra en la figura 6, se ve 
que no tiene valor máximo absoluto ni valor mínimo absoluto. De hecho, tampoco tiene 
valores extremos locales. E 


EJEMPLO 4 La gráfica de la función 
f(x) = 3x* — 16x? + 18x? -1I <sx<s4 


se muestra en la figura 7. Se puede observar que f(1) = 5 es un máximo local, en tanto 
que el máximo absoluto es f(—1) = 37. (Este máximo absoluto no es un máximo 
local porque se presenta en un punto final.) También, f(0) = O es un mínimo local y 
FG) = —27 es un mínimo tanto local como absoluto. Observe que f no tiene máximo 
local ni absoluto en x = 4. 


(1, 37) y =3x*— 16x? + 18x? 


(3, = 2T) 
FIGURA 7 ] 


Se ha visto que algunas funciones tienen valores extremos, mientras que otras no. En 
el teorema siguiente se dan las condiciones con que se garantiza que una función tenga 
valores extremos. 
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YA 
(e, f(c)) 
[(d, f(d) 
0 € d 
FIGURA 11 


=Y 


B] Teorema del valor extremo Si f es continua sobre un intervalo cerrado [a, b], 
entonces f alcanza un valor máximo absoluto f(c) y un valor mínimo absoluto f(d) 
en algunos números c y d en [a, b]. 


En la figura 8 se ilustra el teorema del valor extremo. Observe que un valor extremo 
se puede tomar más de una vez. Aun cuando el teorema del valor extremo es muy fácil 
de aceptar a nivel intuitivo, su demostración es difícil, por lo que se omite. 


A TAIN TAAN 


> > 
0| a C db x o| a c d=b x ol aC d c, bx 


FIGURA 8 Las funciones continuas en un intervalo cerrado siempre alcanzan valores extremos. 


En las figuras 9 y 10 se muestra que una función no necesita tener valores extremos 
si no se satisface cualesquiera de las dos hipótesis (continuidad o intervalo cerrado) del 
teorema del valor extremo. 


yA yA 
3 4 
? 
1 1 
t > = 
0 2 x 0 2 X 
FIGURA 9 FIGURA 10 
Esta función tiene un valor mínimo Esta función continua g 
f(2) = 0, pero no tiene valor máximo. no tiene máximo ni mínimo. 


La función f, cuya gráfica se muestra en la figura 9, está definida sobre el intervalo 
cerrado [0, 2], pero no tiene valor máximo. (Observe que el rango de f es [0, 3). La 
función toma valores arbitrariamente cercanos a 3, pero nunca alcanza el valor 3.) Esto 
no contradice el teorema del valor extremo porque f no es continua. [Sin embargo, una 
función discontinua pudiera tener valores máximo y mínimo. Véase el ejercicio 13(b).] 

La función g que se muestra en la figura 10 es continua sobre el intervalo abierto (0, 2), 
pero no tiene valor máximo ni mínimo. [El rango de g es (1, œ). La función toma valo- 
res arbitrariamente grandes.] Esto no contradice el teorema del valor extremo porque el 
intervalo (0, 2) no es cerrado. 

El teorema del valor extremo indica que una función continua sobre un intervalo 
cerrado tiene un valor máximo y uno mínimo, pero no dice cómo encontrarlos. Observe 
en la figura 8 que los valores máximo y mínimo absolutos que están entre a y b están en 
los valores máximo y mínimo, por lo que se debe empezar por buscar los valores extre- 
mos locales. 

La figura 11 muestra la gráfica de una función f con un máximo local en c y un 
mínimo local en d. Parece que en los puntos máximo y mínimo la recta tangente es hori- 
zontal y, por tanto, tiene pendiente 0. Se sabe que la derivada es la pendiente de la recta 
tangente, de modo que parece que f'(c) = 0 y f'(d) = 0. En el teorema siguiente se dice 
que esto siempre se cumple para las funciones derivables. 


Fermat 


Se llama teorema de Fermat en 
honor de Pierre Fermat (1601-1665), 
un abogado francés que tomó las 
matemáticas como un pasatiempo. 
A pesar de su condición de aficio- 
nado, Fermat fue uno de los dos 
inventores de la geometría analítica 
(Descartes fue el otro). Sus métodos 
para encontrar rectas tangentes a las 
curvas y valores máximos y mínimos 
(antes de la invención del límite y de 
las derivadas) lo hicieron un precursor 
de Newton en la creación del cálculo 
diferencial. 
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[4] Teorema de Fermat Si f tiene un máximo o un mínimo local en c, y si f'(c) 
existe, entonces f'(c) = 0. 


DEMOSTRACIÓN Para tratar un caso concreto, suponga que f tiene un máximo local 
en c. Entonces, de acuerdo con la definición 2, f(c) > f(x) si x está suficientemente 
cerca de c. Esto implica que, si h está lo suficiente cerca de 0, con h positiva o nega- 
tiva, entonces 


fc) > flce + h) 


y, por tanto, 


(5) flc+h) —f(c) <0 


Se pueden dividir ambos lados de la desigualdad entre un número positivo. Así, si h > 0 
y h es suficientemente pequeña, se tiene 


fc + mM =$) _ 
> < 


0 


Tomando el límite por la derecha de ambos lados de la desigualdad (utilizando el teo- 
rema 2.3.2), se obtiene 


> + h a 
ja PEPITO aa 
h=>0+ h h=>0+ 


Pero, dado que f'(c) existe, se tiene 


f'(c) = lím fe+h-fo _ lím fle +h) -flo 


h=0 h h=0+ h 


y con esto se demuestra que f'(c) < 0. 
Si h < 0, entonces la dirección de la desigualdad (5) se invierte cuando se divide 
entre h: 


fern- 


0 h<0 
h 


Así que tomando el límite por la izquierda, se tiene 


feth-fo _ ím HE+FM FO 


h h=>07 h 


Ma = lím =0 


Ya se ha mostrado que f'(c) => O y también que f'(c) = O. Puesto que ambas desigual- 
dades deben ser verdaderas, la única posibilidad es que f'(c) = 0. 

Ya se ha demostrado el teorema de Fermat para el caso de un máximo local. El caso de 
un mínimo local se puede demostrar de modo similar, o bien, puede usar el ejercicio 78 
para deducirlo del caso que ya ha demostrado (véase el ejercicio 79). E 


Los ejemplos siguientes advierten contra la interpretación excesiva del teorema de 
Fermat: No se puede esperar localizar valores extremos haciendo simplemente f'(x) = 0 
y resolviendo para x. 
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FIGURA 12 
Si f(x) = xX, entonces f'(0) = 0, 
pero f no tiene máximo ni mínimo. 


y 


FIGURA 13 

Si fœ) = | x |, entonces f(0) = 0 
es un valor mínimo, pero f'(0) 
no existe. 


En la figura 14 hay una gráfica de la 
función f del ejemplo 7, que apoya 
nuestra respuesta, porque hay una recta 
tangente horizontal cuando x = 1.5 
[donde f'(x)= 0] y una recta tangente 
vertical cuando x = 0 [donde f'(x) no 
está definida]. 


3.5 
0.5 3 
=2 
FIGURA 14 


EJEMPLO 5 Si f(x) = x, entonces f'(x) = 3x?, de modo que f'(0) = 0. Pero f 

no tiene máximo o mínimo en 0, como se puede ver en la gráfica de la figura 12. 

(U observe que x° > 0 para x > 0, pero x? < 0 para x < 0). El hecho de que f'(0) = 0 
solo significa que la curva y = x’ tiene una recta tangente horizontal en (0, 0). En lugar 
de tener un máximo o un mínimo en (0, 0), la curva cruza allí con su recta tangente 
horizontal. a 


EJEMPLO 6 La función f(x) = | x | muestra un valor mínimo (local y absoluto) en 
x = 0, pero ese valor no se puede determinar haciendo f'(x) = 0 porque, como ya se 
demostró en el ejemplo 2.8.5, f'(0) no existe (véase la figura 13). E 


PRECAUCIÓN Los ejemplos 5 y 6 muestran que debe ser cuidadoso al aplicar el teo- 
rema de Fermat. El ejemplo 5 demuestra que aun cuando f'(c) = 0, no necesariamente 
hay un máximo o un mínimo en c. (En otras palabras, el inverso del teorema de Fermat 
es en general falso.) Además, podría haber un valor extremo aun cuando f'(c) no exista, 
(como en el ejemplo 6). 

El teorema de Fermat sugiere en realidad que, por lo menos, se deben empezar a bus- 
car los valores extremos de f en los números c, donde f'(c) = 0 o donde f'(c) no existe. 
Estos números reciben un nombre especial. 


[6] Definición Un número crítico de una función f es un número c en el dominio 
de f tal que f'(c) = 0 o f'(c) no existe. 


EJEMPLO 7 Encuentre los números críticos de f(x) = 4%(4 — x). 


SOLUCIÓN La regla del producto da 


3(4 — x) 
5124 


FU) = 51) + (4 — Ex?) = 415 + 


EA. 2 8 
E 512% 5 


[Se obtienen los mismos valores escribiendo primero f(x) = 417% — x9%.] Por tanto, 
f'() = O si 12 — 8x = 0; es decir x = 5y f'(x) no existe cuando x = 0. Por tanto, los 
números críticos son 5 y 0. E 


En términos de números críticos, el teorema de Fermat se puede replantear como 
sigue (compare la definición 6 con el teorema 4): 


Si f tiene un máximo o un mínimo local en c, entonces c es un número 
crítico de f. 


Para encontrar un máximo o un mínimo absoluto de una función continua sobre 
un intervalo cerrado, observe que es un extremo local [en cuyo caso, según (7), se 
presenta un número crítico] o se presenta en uno de los puntos extremos del intervalo, 
como se vio en los ejemplos de la figura 8. Por lo que el procedimiento de tres pasos 
siempre funciona. 
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Método del intervalo cerrado Para encontrar los valores máximo y mínimo 
absolutos de una función continua f sobre un intervalo cerrado [a, b]: 


1. Encuentre los valores de f en los números críticos de f en (a, b). 
2. Encuentre los valores de f en los puntos extremos del intervalo. 


3. El más grande de los valores de los pasos 1 y 2 es el valor máximo absoluto; 
el más pequeño, el valor mínimo absoluto. 


EJEMPLO 8 Encuentre los valores absolutos máximo y mínimo de la función 
f(x) =x? — 3x + 1 -4< x=<4 


SOLUCIÓN Dado que f es continua sobre [= 4], se puede utilizar el método del 
intervalo cerrado: 


f(x) =x? —- 3x +1 
f'(x) = 3x? — 6x = 3x(x — 2) 


Puesto que f'(x) existe para toda x, los únicos valores críticos de f ocurren cuando 

fF'(x) = 0; esto es, en x = 0 o x = 2. Observe que cada uno de estos números críticos 
% : 1 ; ai 

está en el intervalo (= 4). Los valores de f en estos números críticos son 


mp RRA f(0) =1 fQ) = -3 
(4,17) 


Los valores de f en los puntos extremos del intervalo son 


P f-)=;  s®=1 


—1 


T pa y A Comparando estos cuatro números, se ve que el valor máximo absoluto es f(4) = 17 y 
5A (2,—3) el valor mínimo absoluto es f(2) = —3. 

Observe que, en este ejemplo, el máximo absoluto ocurre en un extremo del intervalo, 
mientras que el mínimo absoluto ocurre en un número crítico. La gráfica de f se traza 
FIGURA 15 en la figura 15. 


Si tiene una calculadora graficadora o una computadora con software de gráficos, es 
posible estimar los valores máximos y mínimos muy fácilmente. Pero, como se muestra 
en el ejemplo siguiente, es necesario el cálculo para encontrar los valores exactos. 


EJEMPLO 9 

(a) Utilice un dispositivo graficador para estimar los valores mínimo y máximo absolu- 
8 tos de la función f(x) = x — 2 sen x, para O = x S 27. 
e (b) Utilice el cálculo para encontrar los valores máximo y mínimo exactos. 
IN 


SOLUCIÓN 

(a) La figura 16 muestra la gráfica de f en el rectángulo de vista de [0, 277] por [—1, 8]. 
Moviendo el cursor cerca del punto máximo, se ve que las coordenadas y no cambian 
mucho en las proximidades del máximo. El valor máximo absoluto es aproximada- 
mente 6.97 y ocurre cuando x = 5.2. Del mismo modo, moviendo el cursor cerca al 
punto mínimo, se ve que el valor mínimo absoluto es alrededor de —0.68 y se presenta 
FIGURA 16 cuando x = 1.0. Es posible obtener estimaciones más precisas al hacer acercamientos 


| 27 
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hacia los puntos máximos y mínimos (o al utilizar una característica incorporada de 

máximos y mínimos), pero en vez de esto, se usará el cálculo. 

(b) La función f(x) = x — 2 sen x es continua en [0, 27]. Ya que f'(x) = 1 — 2 cos x, 
: 1 

se tiene que f'(x) = O cuando cos x = 3 y esto ocurre cuando x = 7r/ 30 5r/ 3. Los 

valores de f en estos números críticos son 


ftar/3) = — 2 sen = = A — „3 = —0.684853 


T 
3 


5 5m 5 
y f(57/3) = — 2 sen zi = T + 3 = 6.968039 


Los valores de f en los puntos finales son 
fO=0 y fr) = 2r =~ 6.28 


Comparando estos cuatro números y utilizando el método del intervalo cerrado, se 
ve que el valor mínimo absoluto es FT/3) = T/3 — V3 y el máximo valor abso- 
luto es f(57r/3) = 57/3 + V3. Los valores del inciso (a) sirven para verificar el 
resultado. a 


EJEMPLO 10 El telescopio espacial Hubble fue puesto en operación el 24 de abril 

de 1990, por el transbordador espacial Discovery. Un modelo para la velocidad del 
transbordador durante esta misión, desde el lanzamiento en £ = O hasta que los cohetes 
auxiliares de combustible sólido se desprenden en £ = 126 s, está dado por 


v(t) = 0.00039681* — 0.027521? + 7.196t — 0.9397 


(en metros por segundo). Con este modelo, estime los valores máximo y mínimo 
absolutos de la aceleración del transbordador entre el despegue y el desprendimiento 
de los cohetes auxiliares. 


SOLUCIÓN Se pide encontrar los valores extremos, no de la función velocidad dada, 
sino de la función aceleración. Por lo que primero se tiene que derivar para encontrar la 
aceleración: 


d 2 
alt) = v'(ù = X (0.00039681* — 0.027521? + 7.196t — 0.9397) 


0.00119041? — 0.055041 + 7.196 


Ahora se aplica el método del intervalo cerrado a la función continua a en el intervalo 
0 < 1 < 126. Su derivada es 


a'(t) = 0.00238081 — 0.05504 
El único número crítico ocurre cuando a'(t) = 0: 


0.05504 


= o 23,2 
0.0023808 


1 


Evaluando a(t) en el número crítico y en los puntos extremos del intervalo, se tiene 
a(0) = 7.196 alt) = 6.56 a(126) = 19.16 


Por lo que la aceleración máxima es aproximadamente 19.16 m/ s? y la aceleración 
mínima es aproximadamente 6.56 m/ s?. a 


4.1 EJERCICIOS 


1. Explique la diferencia entre un mínimo absoluto y un mínimo 
local. 


2. Suponga que f es una función continua definida sobre un 
intervalo cerrado [a, b]. 
(a) ¿Qué teorema garantiza la existencia de un valor máximo 
absoluto y un valor mínimo absoluto de f? 
(b) ¿Qué pasos daría para encontrar los valores máximo y 
mínimo? 


3-4 Para cada uno de los números a, b, c, d, r y s, indique si 
la función cuya gráfica se muestra, tiene un máximo o mínimo 
absolutos, un máximo o mínimo locales, o ni un máximo ni un 


mínimo. 
3. 4. 
YA YA J 
> > 
Oja b cd r SX 0| a b cd T&A 


5-6 Utilice la gráfica para establecer los valores máximos y 
mínimos absolutos y locales de la función. 


5. | YA T 6. | yA 


y =9g(x) 


7-10 Trace la gráfica de una función f que es continua sobre [1, 5] 
y tiene las propiedades dadas. 


7. Máximo absoluto en 5, mínimo absoluto en 2, máximo local 
en 3, mínimos locales en 2 y 4 


8. Máximo absoluto en 4, mínimo absoluto en 5, máximo local 
en 2, mínimo local en 3 


9. Mínimo absoluto en 3, máximo absoluto en 4, máximo local en 2 


10. Máximo absoluto en 2, mínimo absoluto en 5, 4 es un número 
crítico pero no hay máximo o mínimo local. 


11. (a) Trace la gráfica de una función que tiene un máximo 
local en 2 y es derivable en 2. 
(b) Trace la gráfica de una función que tiene un máximo 
local en 2 y es continua, pero no derivable, en 2. 
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(c) Trace la gráfica de una función que tiene un máximo 
local en 2 y no es continua en 2. 


12. (a) Trace la gráfica de una función sobre [—1, 2] que tiene 
un máximo absoluto, pero no máximo local. 

(b) Trace la gráfica de una función sobre [—1, 2] que tiene 

un máximo local, pero no máximo absoluto. 


13. (a) Trace la gráfica de una función sobre [—1, 2] que tiene 
un máximo absoluto, pero no mínimo absoluto. 
(b) Trace la gráfica de una función sobre [—1, 2] que es dis- 
continua, pero que no tiene máximo absoluto ni mínimo 
absoluto. 


14. (a) Trace la gráfica de una función que tiene dos máximos 
locales, un mínimo local y no tiene mínimo absoluto. 

(b) Trace la gráfica de una función que tiene tres mínimos 

locales, dos máximos locales y siete números críticos. 


15-28 Trace a mano la gráfica de f y utilícela para encontrar los 
valores máximos y mínimos, absolutos y locales de f. (Utilice las 
gráficas y transformaciones de las secciones 1.2 y 1.3.) 


15. f(0)=56x— 1), x3 

16. f(x) =2- ix, x> -2 

17. f(x) =1/x, x>1 

18. f(x) =1/x, 1<x=<3 

19. f(x) =senx, 0=x< m/2 

20. f(x) =senx, 0<x=71,/2 

21. f(x) = sen x, —7/2=x< 1/2 
22. f(t) = cost, —3m/2 < t< 3r/2 
23. f(x)=Inx, 0<x=2 


24. f(x) = |x] 
25. f(x) = 1- yx 
26. f(x) =e” 


2 


27. f(x) = k 


x 
= 3x siO<x=l 


m o f2x+1 si0<x<1 
eI = Aii erh 


29-44 Determine los números críticos de la función. 


29. f(x) = 5x? + 4x 30. f(x) =x? +x -x 


31. f(x) = 2x? — 3x? — 36x 32. f(x) =2x +x? + 2x 


3.91) SÉ +C Er EN 34. g(t) =|31 — 4| 


y=1 


BS 
y—y+1 


35. g(y) = TT 


36. h(p) 
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37. h(1) =1 - 2141 38. g(x) = Y4 — x? 


39. F(x) = xx — 4) 40. g(0) = 40 — tand 
41. f(0) = 2c0s0 + sen?0 42. h(t) = 3t — arcsen t 


43. f(x) =x%e * 44. f(x) =x lnx 


FS 45-46 Se da una fórmula para la derivada de una función f. 
¿Cuántos números críticos tiene f? 


MAN — 2,01) x| 100 cos?x 
45. f'(x) = 5e senx — 1 - 
10 + x? 


46. f'l) = —— -1 


47-62 Determine los valores máximo absoluto y mínimo 
absoluto de f en el intervalo dado. 


47. f(x) =3x? — 12x +5, [0,3] 

48. f(x) =x°— 3x +1, [0,3] 

49. f(x) =2x° — 3x? — 12x + 1, [-2,3] 
50. f(x) =x° — 6x? +5, [-3,5] 

51. f(x) = 3x* — 4x? — 12x? + 1, [-2,3] 
52. f(t) = (1? — 4), [-2,3] 

53. f(x) =x + L, [0.2, 4] 

54. fo) =- 10,3] 

55. f(A =t- Yt, [-1,4] 

56. f(1) = a [o, 2] 

57. f(t) =2cos 1 + sen 21, [0, 7r/2] 

58. f(t) = 1 + cot(1/2), [1/4, 77/4] 

59. f(x) =x?Inx, [14] 

60. f(x) =xe**, [=3,1] 

61. f(x) =ln(x? +x +1), [-1,1] 


62. f(x) =x- 2tan'x, [0,4] 


63. Si a y b son números positivos, encuentre el valor 
máximo de f(x) = x(1 — x}, 0 Sx < 1. 


FS 64. Utilice una gráfica para calcular los números críticos de 
fœ) = |1 + 5x — x*| redondeados a un decimal. 


FH 65-68 

(a) Utilice una gráfica para estimar los valores máximo y 
mínimo redondeados a dos decimales. 

(b) Por medio del cálculo encuentre los valores máximo y 
mínimo. 


65. f(x) =x- x? +2, -1s x< 1 
66. f(x)=e"+e*,0=<x=<1 


67. 
68. 


fa) = xx- x? 


f(x) =x-— 2cosx, 2=x=<0 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 


Después de consumir una bebida alcohólica, la concentración 
de alcohol en sangre (BAC, por sus siglas en inglés) surge con- 
forme se absorbe el alcohol, seguido por un descenso gradual 
conforme se metaboliza el alcohol. La función 


C(A = 1.3510 280: 


modela la BAC promedio, medido en mg/ mL, de un grupo 
de ocho sujetos masculinos después de £ horas del consumo 
rápido de 15 mL de etanol (correspondiente a una bebida 
alcohólica). ¿Cuál es la BAC promedio máxima durante las 
primeras 3 horas? ¿Cuándo ocurre? 


Fuente: Adaptado de P. Wilkinson et al., “Pharmacokinetics of Ethanol after 
Oral Administration in the Fasting State”, Journal of Pharmacokinetics and 
Biopharmaceutics 5 (1977): 207-224. 


Después de que se toma una tableta de antibiótico, la concen- 
tración del antibiótico en el torrente sanguíneo se modela por 
la función 


CÀ = 8(e 0“ ES et) 


donde el tiempo f se mide en horas y C se mide en ng/ mL. 
¿Cuál es la concentración máxima de antibiótico durante las 
primeras 12 horas? 


Entre 0 °C y 30 °C, el volumen V (en centímetros cúbicos) de 
1 kg de agua a una temperatura T está dado aproximadamente 
por la fórmula 


V = 999.87 — 0.06426T + 0.0085043T? — 0.0000679T ° 


Encuentre la temperatura a la cual el agua tiene su densidad 
máxima. 


Un objeto con masa m se arrastra a lo largo de un plano 
horizontal por una fuerza que actúa a través de una cuerda 
atada al objeto. Si la cuerda forma un ángulo 0 con el plano, 
entonces la magnitud de la fuerza es 


p: umg 
p sen 0 + cos 


donde u es una constante positiva llamado el coeficiente de 
fricción y donde 0 < 0 < 7r/ 2. Demuestre que F es minimi- 
zada cuando tan 0 = u. 


Un modelo para el precio promedio en Estados Unidos de una 
libra de azúcar blanca desde 1993 a 2003 está dado por la función 


S(t) = —0.000032371* + 0.00090371* — 0.0089561* 
+ 0.036291? — 0.044581 + 0.4074 


donde £ se mide en años desde agosto de 1993. Estime los 
años cuando el azúcar era más barata y más cara durante el 
período 1993-2003. 


. El 7 de mayo de 1992 el transbordador espacial Endeavour 


fue lanzado en la misión STS-49, cuya finalidad fue instalar un 

nuevo motor de impulso en el perigeo de un satélite Intelsat de 

comunicaciones. En la tabla siguiente se dan los datos de la 

velocidad del transbordador entre el despegue y el despren- 

dimiento de los cohetes auxiliares de combustible sólido. 

(a) Utilice un dispositivo graficador o una computadora para 
encontrar el polinomio cúbico que modele de la mejor 
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manera la velocidad del transbordador para el intervalo de donde k es una constante y r, es el radio normal de la 
tiempo £ E [0, 125]. Luego, dibuje esta función polinomial. tráquea. La restricción sobre r se debe al hecho de que 
(b) Encuentre un modelo para la aceleración del transbordador la pared de la tráquea se pone rígida bajo la presión y se 
y utilícelo para estimar los valores máximo y mínimo de impide una contracción mayor que Fro (de lo contrario, la 
la aceleración durante los primeros 125 segundos. persona se sofocaría). 
(a) Determine el valor de r en el intervalo E To, ro] en el 
Suceso Tiempo (s) | Velocidad (m /s) cual v tiene un máximo absoluto. ¿Cómo se compara 
a esto con la evidencia experimental? 
eno f i da ha (b) ¿Cuál es el valor máximo absoluto de v sobre el intervalo? 
Inicio de maniobra de giro 10 56.4 (c) Trace la gráfica de v sobre el intervalo [0, r]. 
Fin de maniobra de giro 15 97.2 ] o 
Acelerador al 89% 20 136.2 76. Demuestre que 5 es un número crítico de la función 
Acelerador al 67% 32 226.2 ga) =2 +(x- 5) 
Acelerador al 104% 59 403.9 z 
ón P pero g no tiene un valor extremo local en 5. 
Presión dinámica máxima 62 440.4 
Separación de los cohetes auxi- 77. Demuestre que la función 
liares de combustible sólido 125 1265.2 FG) = ¿e a 
75. Cuando un objeto extraño alojado en la tráquea fuerza a una no tiene ni máximo local ni mínimo local. 


persona a toser, el diafragma empuja hacia arriba y causa un 


o a z 78. Si f tiene un valor mínimo local en c, demuestre que la 
aumento en la presión de los pulmones. Esto viene acompaña- 


A función g(x) = — f(x) tiene un valor mínimo local en c. 
do por una contracción de la tráquea, con lo que se produce un 
canal más angosto por el que debe fluir el aire expelido. Para 79. Demuestre el teorema de Fermat para el caso en que f 
que escape una cantidad dada de aire en un tiempo fijo, este tiene un mínimo local en c. 
debe moverse con mayor rapidez por el canal más angosto que 80. Una función cúbica es una función polinomial de tercer 
por el más ancho. Entre mayor sea la velocidad de la corriente grado; esto es, tiene la forma f(x) = ax? + bx? + cx + d, 


de aire, mayor es la fuerza aplicada sobre el objeto extraño. donde a + 0. 
Los rayos X muestran que el radio del tubo circular de la 
tráquea se contrae hasta alrededor de dos tercios de su radio 
normal durante un espasmo de tos. De acuerdo con un modelo 
matemático de la tos, la velocidad v de la corriente de aire se 
relaciona con el radio r de la tráquea mediante la ecuación 


(a) Demuestre que una función cúbica puede tener dos, 
uno o no tener números críticos. Proporcione ejem- 
plos y trazos para ilustrar las tres posibilidades. 

(b) ¿Cuántos valores extremos locales puede tener una 
función cúbica? 


vlr) = k(ro — rjr? iro Srs r 


PROYECTO DE APLICACIÓN EL CÁLCULO DE LOS ARCOÍRIS 


Los arcoíris se forman cuando las gotas de lluvia dispersan la luz solar. Han fascinado a la 
humanidad desde los tiempos más remotos y han inspirado intentos de explicación científica 
desde la época de Aristóteles. En este proyecto se siguen las ideas de Descartes y de Newton 
para explicar la forma, la ubicación y los colores de los arcoíris. 


1. En la figura se muestra un rayo de luz solar que atraviesa una gota esférica de lluvia en 
A. Algo de la luz se refleja, pero la recta AB muestra la trayectoria de la parte que entra 
a la gota. Observe que la luz se refracta hacia la recta normal AO y, de hecho, la ley de 
Snell dice que sen a = k sen f, donde « es el ángulo de incidencia, £ es el ángulo de 
refracción y k = p es el índice de refracción para el agua. En B algo de la luz pasa por 
la gota y se refracta hacia el aire, pero la recta BC muestra la parte que se refleja. (El 
ángulo de incidencia es igual al de reflexión.) Cuando el rayo llega a C, parte de él se 
refleja; pero, por el momento, hay más interés en la parte que sale de la gota de lluvia en C. 
(Observe que se refracta alejándose de la recta normal.) El ángulo de desviación D(a) es 

observador la magnitud de la rotación en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj que 

Formación del arcoíris primario ha descrito el rayo durante este proceso de tres etapas. Por tanto, 


D(a) = la — B) + (m — 28) + (a — B) = 7 + 2a — 48 


Demuestre que el valor mínimo de la desviación es D(a) = 138° y ocurre cuando 
a = 59,4", 
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Formación del arcoíris secundario 
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El significado de la desviación mínima es que cuando æ = 59.4” se tiene D'(a) = 0, 
por lo que AD/. Aa = 0. Esto significa que muchos rayos con œ = 59.4” resultan des- 
viados en más o menos la misma cantidad. La concentración de los rayos que vienen 
de las cercanías de la desviación mínima crea el brillo del arcoíris primario. En la 
figura de la izquierda se muestra que el ángulo de elevación desde el observador hacia 
arriba hasta el punto más alto del arcoíris es 180° — 138° = 42°. (A este ángulo se le 
llama ángulo de arcoíris). 


En el problema 1 se explica la ubicación del arcoíris primario, pero ¿cómo explica los 
colores? La luz solar comprende una gama de longitudes de onda, desde el rojo hasta el 
naranja, amarillo, verde, azul, índigo y violeta. Como Newton descubrió en sus expe- 
rimentos con un prisma en 1666, el índice de refracción es diferente para cada color. 

(El efecto se llama dispersión.) Para la luz roja, el índice de refracción es k = 1.3318, 
en tanto que para la luz violeta es k = 1.3435. Al repetir el cálculo del problema 1 para 
estos valores de k, se demuestra que el ángulo del arcoíris es alrededor de 42.3" para el 
arco rojo y de 40.6? para el arco violeta. Por lo que el arcoíris consta en realidad de siete 
arcos separados que corresponden a los siete colores. 


Quizás haya visto un arcoíris secundario más tenue, arriba del arco primario. Se produce 
por la parte de un rayo que entra en una gota de lluvia y se refracta en A, se refleja dos 
veces (en B y C) y se refracta al salir de la gota en D (véase la figura que se encuentra 

a la izquierda). En esta ocasión, el ángulo de desviación D(«a) es la magnitud total de 
rotación en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj que describe el 
rayo en este proceso de cuatro etapas. Demuestre que 


D(a) = 2a — 6B + 27 


y D(a) tiene un valor mínimo cuando 


Tomando k = a demuestre que la desviación mínima es aproximadamente 129° y que el 
ángulo de arcoíris para el arcoíris secundario es aproximadamente de 51°, como se muestra 
en la figura a la izquierda. 


4. Demuestre que los colores del arcoíris secundario aparecen en orden invertido al del 


primario. 


O Pichugin Dmitry / Shutterstock.com 
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4.2 Teorema del valor medio 


Rolle 


El teorema de Rolle fue publicado en 
1691 por el matemático francés Michel 
Rolle (1652-1719), en un libro titulado 
Méthode pour resoudre les Egalitez. Fue 
un crítico de los métodos de su tiempo 
y calificó al cálculo como una “colección 
de falacias ingeniosas”. Más tarde, sin 
embargo, se convenció de la esencial 
exactitud de los métodos del cálculo. 


yA 


YA YA yA 


Se verá que muchos de los resultados de este capítulo dependen de un hecho central 
llamado teorema del valor medio. Pero para llegar a este teorema, se verá primero el 
resultado siguiente. 


Teorema de Rolle Sea f una función que satisface las tres hipótesis siguientes: 
1. f es continua sobre el intervalo cerrado [a, b]. 

2. f es derivable sobre el intervalo abierto (a, b). 

3. fla) = f(b). 


Entonces hay un número c en (a, b) tal que f'(c) = 0. 


Antes de dar la demostración, se verán las gráficas de algunas funciones típicas 
que satisfacen las tres hipótesis. La figura 1 muestra las gráficas de cuatro de estas 
funciones. En cada caso parece que hay al menos un punto (c, f(c)) en la gráfica donde 
la recta tangente es horizontal y, por tanto, f'(c) = 0. Por lo que, el teorema de Rolle 
es razonable. 


FIGURA 1 


El] Considere casos 


(b) (c) (d) 


DEMOSTRACIÓN Hay tres casos: 
CASO I f(x) = k, una constante 
Entonces f'(x) = 0, por lo que el número c puede tomar cualquier número en (a, b). 


CASO II f(x) > f(a) para algún x en (a, b) [como en la figura 1(b) o (c)] 

Por el teorema del valor extremo (que se puede aplicar por la hipótesis 1), f tiene un 
valor máximo en algún lugar de [a, b]. Ya que f(a) = f(b), debe alcanzar este valor 
máximo en un número c en el intervalo abierto (a, b). Entonces f tiene un máximo 
local en c y, por la hipótesis 2, f es derivable en c. Por tanto, f'(c) = 0 por el teorema 
de Fermat. 


CASO III f(x) < f(a) para algún x en (a, b) [como en la figura 1 (c) o (d)] 

Por el teorema del valor extremo, f tiene un valor mínimo en [a, b] y, como f(a) = f(b), 
alcanza este valor mínimo en un número c en (a, b). Otra vez, f'(c) = 0 por el teorema 
de Fermat. E 


EJEMPLO 1 Se aplicará el teorema de Rolle a la función posición s = f(t) de un 
objeto en movimiento. Si el objeto está en el mismo lugar en dos instantes diferentes 
t = a y t = b, entonces f(a) = f(b). El teorema de Rolle dice que hay algún instante 
de tiempo £ = c entre a y b donde f'(c) = 0; es decir, la velocidad es 0. (En particu- 
lar, se puede ver que esto es cierto cuando se lanza una bola directamente hacia 
arriba.) Eg 


EJEMPLO 2 Demuestre que la ecuación x? + x — 1 = 0 tiene exactamente una raíz 
real. 


SOLUCIÓN Primero se utilizará el teorema del valor intermedio (2.5.10) para demostrar 
que existe una raíz. Sea f(x) = x° + x — 1. Entonces f(0) = —1 < 0y f(1)=1 >00. 
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La figura 2 muestra la gráfica de la 
función f(x) = x + x — 1 analizada 
en el ejemplo 2. El teorema de Rolle 
muestra que no importa cuánto se 
amplíe el rectángulo de vista, nunca 
se podrá encontrar una segunda 
intersección con el eje x. 


3 


FIGURA 2 


El teorema del valor medio es un 
ejemplo de lo que se llama un teorema 
de existencia. Como el teorema del 
valor intermedio, el teorema del valor 
extremo y el teorema de Rolle, este 
garantiza que existe un número con 
cierta propiedad, pero no indica cómo 
encontrar el número. 
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Ya que f es una función polinomial es continua, por lo que el teorema del valor inter- 
medio establece que existe un número c entre O y 1 tal que f(c) = 0. De lo que se 
deduce que la ecuación dada tiene una raíz. 

Para demostrar que la ecuación no tiene otras raíces reales, se utiliza el teorema 
de Rolle y se argumenta por contradicción. Suponga que se tienen dos raíces a y b. 
Entonces fía) = 0 = f(b) y, como f es una función polinomial, es derivable en (a, b) y 
continua en [a, b]. Por tanto, por el teorema de Rolle, existe un número c entre a y b tal 
que f'(c) = 0. Pero 

f0)=3*+1=>1 para toda x 


(ya que x = 0), por lo que f'(x) nunca puede ser 0. Esto conduce a una contradicción, 
por tanto, la ecuación no puede tener dos raíces reales. E 


El principal uso del teorema de Rolle es demostrar el siguiente teorema importante, 
establecido por primera vez por el matemático francés Joseph-Louis Lagrange. 


Teorema del valor medio Si f es una función que satisface las hipótesis 
siguientes: 


1. f es continua sobre el intervalo cerrado [a, b]. 
2. f es derivable sobre el intervalo abierto (a, b). 
Entonces existe un número c en (a, b) tal que 

i f(b) — f(a) 
a fio = LLO 


b-a 
o en forma equivalente 


[2J F(0) — fla) = fo) (b — a) 


Antes de demostrar este teorema, se puede ver su interpretación geométrica. Las figu- 
ras 3 y 4 muestran los puntos A(a, f(a)) y B(b, f(b)) en las gráficas de dos funciones 
derivables. La pendiente de la recta secante AB es 


_ fb) -fla 
(3) AS b=a 


que es la misma expresión que en el lado derecho de la ecuación 1. Dado que f'(c) es 
la pendiente de la recta tangente en el punto (c, f(c)), el teorema del valor medio, en la 
forma dada por la ecuación 1, indica que hay al menos un punto P(c, f(c)) en la gráfica 
donde la pendiente de la recta tangente es la misma que la pendiente de la recta secante 
AB. En otras palabras, hay un punto P donde la recta tangente es paralela a la recta 
secante AB. (Imagine una recta paralela a AB, moviéndose desde lejos manteniéndose 
paralela hasta que toque la gráfica por primera vez.) 


YA YA 
P, B 
A P, 
0 X 0 E Ci es b x 
FIGURA 3 FIGURA 4 
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YA DEMOSTRACIÓN Se aplicará el teorema de Rolle a una nueva función h definida como 
la diferencia entre f y la función cuya gráfica es la recta secante AB. Mediante la 
ecuación 3, se ve que la ecuación de la recta AB se puede escribir como 


y =p) = LLO y — a) 
0 o como y= fia) + LO q a) 


Así, como se muestra en la figura 5, 
FIGURA 5 


fb) — f(a) 
e (x — a) 


[4) nx) = fx) — f(a) 


Lagrange y el teorema Primero, se debe verificar que h satisface las tres hipótesis del teorema de Rolle. 


del valor medio 1. La función h es continua en [a, b] porque es la suma de f y una función poli- 
El teorema del valor medio fue formu- nomial de primer grado, ambas continuas. 
lago primero por Joseph-Louis Lagrange 2. La función h es derivable en (a, b) ya que f y la función polinomial de primer 


(1736-1813), nacido en Italia, de padre 
francés y madre italiana. Fue un niño . 
prodigio y se convirtió en profesor ecuación 4: 
en Turín a la tierna edad de 19 años. 
Lagrange hizo grandes contribuciones h'(x) = f(x) _ f(b) — Fa) 
a la teoría de números, teoría de las b=a 
funciones, teoría de las ecuaciones y 
a la mecánica celeste y analítica. En (Observe que f(a) y [f(b) 2 fab — a) son constantes.) 
particular, aplicó el cálculo en el análisis 
de la estabilidad del sistema solar. Z 
Por invitación de Federico, el Grande, 3. h(a) = f(a) — f(a) f) = Fla) 
sucedió a Euler en la Academia de Berlín b — 
y, cuando Federico murió, Lagrange 

fb) - fla) 

b-a 


grado son derivables. De hecho, se puede calcular h’ directamente de la 


(a =a)=0 


aceptó la invitación a París del rey h(b) = f(b) = f(a) - == (b-a) 
Luis xvi, donde recibió apartamentos i 

en el Louvre y un cargo de profesor en 

la Escuela Politécnica. A pesar de todos = f(b) — f(a) Lf(b) fla] = 0 


los lujos y la fama, era un hombre tran- 
quilo, que vivía solo para la ciencia. Por tanto, h(a) = h(b). 


Dado que h satisface las hipótesis del teorema de Rolle, que indica que existe un 
número c en (a, b) tal que h'(c) = 0, entonces se tiene 


o= ro = fo - DL 
a 
por lo que fc) = LAHA | 


EJEMPLO 3 Para ilustrar el teorema del valor medio con una función específica, se 
debe considerar f(x) = xX? — x, a = 0, b = 2. Puesto que f es una función polinomial, 
es continua y derivable para toda x, por lo que es ciertamente continua sobre [0, 2] y 
derivable sobre (0, 2). Por tanto, por el teorema del valor medio, existe un número c en 
(0, 2) tal que 


FQ) — FO) = fF) — 0) 
Ahora, f(2) = 6, f0) = 0 y f'(x) = 3x — 1, por lo que la ecuación resulta 


6 = (3c? — 1)2 = 6c? — 2 


que da c? = 4 esto es, c = +2/V3. Pero c debe estar en (0, 2), por lo que c = 2/V3. 
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FIGURA 6 


CAPÍTULO 4 Aplicaciones de la derivada 


La figura 6 ilustra este cálculo: la recta tangente en este valor de c es paralela a la recta 
secante OB. E 


EJEMPLO 4 Si un objeto se mueve en línea recta de acuerdo con la función posición 
s = f(t), entonces la velocidad promedio entre t = a y t = bes 


F(b) — fla) 
b=a 


y la velocidad en £ = c es f'(c). Por lo que, el teorema del valor medio (en la forma de 
la ecuación 1) indica que en algún momento f = c entre a y b la velocidad instantánea 
f'(c) es igual a la velocidad promedio. Por ejemplo, si un automóvil viajaba 180 km 
en 2 horas, entonces el velocímetro debía tener una lectura de 90 km/ h por lo menos 
una vez. 

En general, el teorema del valor medio se puede interpretar diciendo que existe un 
número para el cual la razón de cambio instantáneo es igual a la razón de cambio pro- 
medio a lo largo de un intervalo. E 


El principal significado del teorema del valor medio es que permite obtener informa- 
ción acerca de una función a partir de aquella acerca de su derivada. En el caso siguiente 
se proporciona un ejemplo de este principio. 


EJEMPLO 5 Suponga que f(0) = — 3 y f'(x) < 5 para todos los valores de x. ¿Qué 
tan grande puede ser f(2)? 


SOLUCIÓN Se parte del hecho de que f es derivable (y, por tanto, continua) en todo su 
dominio. En particular, se puede aplicar el teorema del valor medio en el intervalo [0, 2]. 
Existe un número c tal que 


f2) — F(0) =F'(c)2 — 0) 
por lo que f2) =F(0) + 2f(c) = -3 + 2f (c) 


Se tiene que f'(x) = 5 para toda x, por lo que, en particular, se sabe que f'(c) < 5. Multi- 
plicando ambos lados de esta desigualdad por 2, se tiene 2f'(c) = 10, por lo que 


fD = -3 +2f(c) <-3 + 10=7 


El mayor valor posible para f(2) es 7. E 


El teorema del valor medio se puede utilizar para establecer algunos de los hechos 
básicos del cálculo diferencial. Uno de estos hechos básicos es el teorema siguiente. 
Otros se encontrarán en las secciones siguientes. 


(5) Teorema Si f'(x) = 0 para toda x en un intervalo (a, b), entonces f es cons- 
tante en (a, b). 


DEMOSTRACIÓN Sean x, y x, dos números cualesquiera en (a, b), con x, < x,. Dado 
que f es derivable sobre (a, b), debe ser derivable sobre (x,, x,) y continua sobre [x,, x,]. 
Aplicando el teorema del valor medio a f sobre el intervalo [x,, x,], se obtiene un 
número c tal que x, < € < x, y 


[6) Fla) = fa) =F (Ola — xi) 


Puesto que f'(x) = 0 para toda x, se tiene f'(c) = 0, por lo que la ecuación 6 resulta 


Fa) = fx) =0 o fœ) = f(x) 


El corolario 7 dice que si dos funcio- 
nes tienen las mismas derivadas en un 
intervalo entonces sus gráficas deben 
ser las traslaciones verticales entre sí. 
En otras palabras, las gráficas tienen 
la misma forma, pero podrían estar 
corridas hacia arriba o hacia abajo. 
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Por tanto, f tiene el mismo valor que cualesquiera dos números x, y x, en (a, b). Esto 
significa que f es constante en (a, b). E 


Corolario Si f'(x) = g'(x) para toda x en un intervalo (a, b), entonces f — g es 
constante sobre (a, b); esto es, f(x) = g(x) + c donde c es una constante. 


DEMOSTRACIÓN Sea F(x) = f(x) — g(x). Entonces 
F'(x) =f) - g'h) =0 
para toda x en (a, b). Así, por el teorema 5, F es constante; esto es, f — g es constante. E 


NOTA Cuidado al utilizar el teorema 5. Sea 


xX 1 six>0 


| six<0 


El dominio de f es D = {x | x # 0) y f'(x) = 0 para toda x en D. Pero f, evidentemente, 
no es una función constante. Esto no contradice el teorema 5 porque D no es un intervalo. 
Observe que f es constante sobre el intervalo (0, œ) y también sobre el intervalo (—%, 0). 


EJEMPLO 6 Demuestre la identidad tan”! x + cot™! x = 7/2. 


SOLUCIÓN Aunque no es necesario utilizar el cálculo para demostrar esta identidad, la 
demostración mediante él es muy sencilla. Si f(x) = tan”! x + cot™! x, entonces 


W=- 
Pu + THX 


para todos los valores de x. Por tanto, f(x) = C, una constante. Para determinar el valor 
de C, se pone x = 1 [porque se puede evaluar f(1) exactamente]. Entonces 


C=f(1) =tan "1 + cor 1 = 2+ 2-2 
44 2 


Así, tan lx + cot x= 7/2. E] 
4.2 EJERCICIOS 
1. Se muestra la gráfica de una función f. Verifique que la 3. Se muestra la gráfica de una función g. 
función satisface las tres hipótesis del teorema de Rolle en 
el intervalo [0, 8]. Después encuentre todos los números c YA 
en ese intervalo, que satisfacen la conclusión del teorema de A ysgo e e a 
Rolle. 7 
YA E 
y=f(x) 
o 1 x 


(a) Verifique que g satisface las hipótesis del teorema de valor 


0 1 


al medio en el intervalo [0, 8]. 


2. Dibuje la gráfica de una función definida en [0, 8] tal que 


(b) Calcule el(los) valor(es) de c que satisfacen la conclusión 
del teorema de valor medio en el intervalo [0, 8]. 


$(0) = f (8) = 3 y la función no satisface la conclusión del (c) Calcule el(los) valor(es) de c que satisfacen la conclusión 


teorema de Rolle en [0, 8]. 


del teorema de valor medio en el intervalo [2, 6]. 
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4. Dibuje la gráfica de una función que es continua en [0, 8] 
donde f (0) = 1 y f(8) = 4 y no satisface la conclusión 
del teorema de valor medio en [0, 8]. 


5-8 Verifique que la función satisface las tres hipótesis del 
teorema de Rolle en el intervalo dado. Luego encuentre todos 
los números c que satisfacen la conclusión del teorema de 
Rolle. 


5. f(x) =2x? — 4x +5, [-1,3] 
6. f(x) =x? — 2x1? — 4x +2, [-2,2] 
7. f(x) = sen(x/2), [7/2, 37/2] 


8. f()=x+1/x [1,2] 


9. Sea f(x) = 1 — 127, Demuestre que f(—1) = f(1), pero no 
hay ningún número c en (— 1, 1) tal que f'(c) = 0. ¿Por 
qué no contradice esto el teorema de Rolle? 


10. Sea f(x) = tan x. Demuestre que f(0) = f(m) pero no hay 
un número c en (0, 7r) tales que f'(c) = 0. ¿Por qué esto 
no contradice el teorema de Rolle? 


11-14 Verifique que la función satisface las hipótesis del teo- 
rema del valor medio en el intervalo dado. Después encuentre 
todos los números c que satisfacen la conclusión del teorema 
del valor medio. 


11. f(x) =2x° — 3x + 1, [0,2] 
12. f(x) =x? — 3x +2, [-2,2] 
13. f()=e>, [0,3] 14. fœ) = —, 1,4] 


IEZ 


15-16 Encuentre el número c que satisface la conclusión del 
teorema del valor medio sobre el intervalo dado. Trace la gráfi- 
ca de la función, la recta secante a través de los puntos finales 
y la recta tangente en (c, f(c)). ¿Son paralelas la recta secante y 
la tangente? 


15. fœ = Vx, [0,4] 16. f(x) =e™, [0,2] 


17. Sea f(x) = (x — 3) ?. Demuestre que no hay ningún valor 
de c en (1, 4) tal que f(4) — FU) = F(O)(4 — 1). ¿Por qué 
no contradice esto el teorema del valor medio? 


18. Sea f(x) = 2 — | 2x — 1 |. Demuestre que no hay valor 
c tal que (3) — F(0) = f'(c)(3 — 0). ¿Por qué esto no 
contradice el teorema del valor medio? 


19-20 Demuestre que cada una de las ecuaciones siguientes 
tiene solo una raíz real. 


19. 2x+cosx=0 20. x? + e*=0 


21. Demuestre que la ecuación x? — 15x + c = 0 tiene como 
máximo una raíz en el intervalo [—2, 2]. 


22. Demuestre que la ecuación x* + 4x + c = 0 tiene como 
máximo dos raíces reales. 


23. (a) Demuestre que una polinomial de grado 3 tiene a lo 
sumo tres raíces reales. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 
30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


(b) Demuestre que una polinomial de grado n tiene como 
máximo n raíces reales. 


(a) Suponga que f es derivable en R y tiene dos raíces. 
Demuestre que f’ tiene al menos una raíz. 

(b) Suponga que f es dos veces derivable en R y tiene tres 
raíces. Demuestre que f” tiene al menos una raíz. 

(c) ¿Puede generalizar los incisos (a) y (b)? 


Sifd) = 10 y f'(x) > 2 para 1 < x < 4, ¿qué tan pequeño 
puede posiblemente ser f(4)? 


Suponga que 3 < f'(x) = 5 para todos los valores de x. 
Demuestre que 18 < f(8) — f(2) = 30. 


¿Existe una función f tal que f(0) = —1,fQ2)=4yf'() =2 
para toda x? 


Suponga que f y g son continuas sobre [a, b] y derivables 
sobre (a, b). Suponga también que fía) = gla) y F'() < g'(x) 
para a < x < b. Demuestre que f(b) < g(b). [Sugerencia: 
utilice el teorema del valor medio para la función h = f — g.] 


Demuestre que sen x < xsi 0 < x < 27. 


Suponga que f es una función impar y es derivable sobre todo 
su dominio. Demuestre que para todo número positivo b, 
existe un número c en (—b, b) tal que f'(c) = f0)/ b. 


Utilice el teorema del valor medio para demostrar la 


desigualdad 


| sena — senb |< |a- b| para toda a y b 


Si f'(x) = c (c es una constante) para toda x, utilice el 
corolario 7 para demostrar que f(x) = cx + d para alguna 
constante d. 


Sea f(x) = 1/x y 


1 

ES s1x>.0 
g(x) = l 

Ec six<0 


Demuestre que f'(x) = g'(x) para toda x en su dominio. 
¿Se puede concluir del corolario 7 que f — g es constante? 


Utilice el método del ejemplo 6 para demostrar la identidad 
2 sen” lx = cos (1 — 2x?) x=0 


1 — T 

= 2 arctan yx — —. 
1 YX => 
A las 14:00 horas el velocímetro de un automóvil marca 
50 km/h. A las 14:10 horas marca 65 km/h. Demuestre 
que en algún momento entre las 14:00 y 14:10 horas la 
aceleración es exactamente 90 km/h?. 


. š x= 
Demuestre la identidad arcsen 
X 


Dos corredores inician una carrera al mismo tiempo y 
terminan en un empate. Demuestre que en algún momento 
durante la carrera tienen la misma velocidad. [Sugerencia: 
considere f(t) = g(t) — h(t), donde g y h son las funciones de 
posición de los dos corredores.] 


Un número a se llama punto fijo de una función f si f(a) = a. 
Demuestre que si f'(x) # 1 para todos los números reales x, 
entonces f tiene a lo sumo un punto fijo. 
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Muchas de las aplicaciones del cálculo dependen de nuestra capacidad para deducir 

hechos acerca de una función f a partir de la información que se obtiene de sus deriva- 
yA das. Ya que f'(x) representa la pendiente de la curva y = f(x) en el punto (x, f@œ)), indica 
la dirección de la curva en cada punto. Así, es razonable esperar que la información 
relacionada con f'(x) proporcione información asociada con f(x). 


a N E ¿Qué dice f' respectoa f? 

/ Ñ 7? Para ver cómo la derivada de f puede decir dónde una función es creciente o decreciente, 
/ véase la figura 1. (Las funciones crecientes y las decrecientes fueron definidas en la 
sección 1.1.) Entre A y B y entre C y D, las rectas tangentes tienen pendiente positiva, 
0 x porlo que f'(x) > 0. Entre B y C, las rectas tangentes tienen pendiente negativa, por lo 

que f'(x) < 0. Por lo que parece que f crece cuando f'(x) es positiva y decrece cuando 
FIGURA 1 f'(x) es negativa. Para demostrar que este siempre es el caso, se usa el teorema del valor 
medio. 


Prueba creciente/decreciente 
Se abrevia el nombre de esta prueba como 


Prueba C/D (a) Si f'(x) > 0 sobre un intervalo, entonces f es creciente en ese intervalo. 


(b) Si f'(x) < 0 sobre un intervalo, entonces f es decreciente en ese intervalo. 


DEMOSTRACIÓN 
(a) Sean x, y x, dos números cualesquiera en el intervalo con x, < x,. De acuerdo 
con la definición de una función creciente (página 19), se tiene que demostrar que 


fœ) < f(x,). 
Debido a que dan f'(x) > 0, se sabe que f es derivable en [x,, x,], por lo que, por el 
teorema del valor medio, existe un número c entre x, y x, tal que 


[1) FG) = fa) = FOA — x) 


Ahora f'(c) > O suponiendo que x, — x, > 0 ya que x, < x,. Así, el lado derecho de la 
ecuación 1 es positivo, por lo que 


fœ) — fx) > 0 o f) < fl) 


lo que demuestra que f es creciente. 
El inciso (b) se demuestra de manera similar. E 


EJEMPLO 1 Encuentre dónde la función f(x) = 31* — 4x* — 12x? + 5 es creciente y 
dónde es decreciente. 


SOLUCIÓN Se empieza por derivar f: 


f'(x) = 12x? — 12x? — 24x = 12x(x — 2)(x + 1) 


Para utilizar la prueba c/ D se tiene que investigar dónde f'(x) > 0 y dónde f'(x) < 0. 

Para resolver estas desigualdades se encuentra primero donde f'(x) = 0, es decir, en 

-Z 0 2 i x = 0,2 y — 1. Estos son los números críticos de f, y se divide el dominio en cuatro 
intervalos (véase la recta numérica de la izquierda). Dentro de cada intervalo, f'(x) 
debe ser siempre positiva o siempre negativa. (Véanse los ejemplos 3 y 4 en el apén- 
dice A.) Se puede determinar cuál es el caso para cada intervalo a partir de los signos 
de los tres factores de f'(x), es decir, 12x, x — 2 y x + 1, como se muestra en la tabla 
siguiente. Un signo + indica que la expresión dada es positiva, y un signo — indica 
que es negativo. La última columna de la tabla da la conclusión basada en la 
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prueba C/D. Por ejemplo, f'(x) < 0 para 0 < x < 2, por lo que f es decreciente en 
o sobre (0, 2). (También sería correcto decir que f es decreciente en o sobre el intervalo 
cerrado [0, 2].) 


20 


IN ) Intervalo a | =2 hoi MEI) f 
2 | 3 x<-—1 = Decreciente sobre (—o, —1) 
=1<x<0 = = + + Creciente sobre (— 1, 0) 
0O<x<2 = Decreciente sobre (0, 2) 
x>2 | + Creciente sobre (2, 00) 
-30 
FIGURA 2 La gráfica de f que se muestra en la figura 2 confirma la información de la tabla. E 


Ml Valores extremos locales 


Recuerde de la sección 4.1 que si f tiene un máximo o mínimo local en c, entonces c 
debe ser un número crítico de f (por el teorema de Fermat), pero no todo número crítico 
da lugar a un máximo o mínimo. Por tanto, se necesita una prueba que diga si f tiene o 
no máximo o mínimo local en un número crítico. 

Puede observarse en la figura 2 que f(0) = 5 es un valor máximo local de f porque 
f crece en (—1, 0) y disminuye en (0, 2). O, en términos de derivadas, f'(x) > O para 
=1<x<0yf'() <0 para 0 <x < 2, En otras palabras, el signo de f'(x) cambia de 
positivo a negativo en O. Esta observación es la base de la prueba siguiente. 


Prueba de la primera derivada Suponga que c es un número crítico de una 
función continua f. 


(a) Si f’ cambia de positiva a negativa en c, entonces f tiene un máximo local en c. 
(b) Si f' cambia de negativa a positiva en c, entonces f tiene un mínimo local en c. 


(c) Si f' es positiva por ambos lados de c, o negativa por ambos lados de c, enton- 
ces f no tiene ningún máximo o mínimo local en c. 


La prueba de la primera derivada es una consecuencia de la prueba c/ D. En el inciso 
(a), por ejemplo, puesto que el signo de f'(x) cambia de positivo a negativo en c, f es 
creciente por la izquierda de c y decreciente por la derecha de c. Se deduce entonces que 
f tiene un máximo local en c. 

Es fácil recordar la prueba de la primera derivada al ver el comportamiento de gráficas 
como las de la figura 3. 


YA YA YA YA 
fix) <0 
f'x)>0 Fx) <0 ' 
f)>0 diia 
fix) <0 f(x) >0 f(x) >0 
0 ] Š x 0 A x o 1 P x 0 y o 
(a) Máximo local (b) Mínimo local (c) Sin máximos ni mínimos (d) Sin máximos ni mínimos 
FIGURA 3 


EJEMPLO 2 Encuentre los valores mínimos y máximos locales de la función f en el 
ejemplo 1. 
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SOLUCIÓN De la tabla en la solución del ejemplo 1 se ve que f'(x) cambia de negativa 
a positiva en —1, por lo que f(— 1) = 0 es un valor mínimo local por la prueba de la 
primera derivada. Del mismo modo, f’ cambia de negativa a positiva en 2, por lo que 
fQ) = —27 también es un valor mínimo local. Como se ha indicado anteriormente, 
F(0) = 5 es un valor máximo local porque f'(x) cambia de positiva a negativaenO. E 


EJEMPLO 3 Encuentre los valores máximo y mínimo locales de la función 


g(x) =x + 2 sen x O0SsxsÊ2r 


SOLUCIÓN Para encontrar los números críticos de g, se deriva: 
g'(x) = 1 +2 cosx 


Por lo que g'(x) = 0 cuando cos x = -4 Las soluciones de esta ecuación son 271/ 3 y 
47/ 3. Debido a que y es derivable para toda x, los únicos números críticos son 27/ 3 
y 47r/ 3. Se separa el dominio en intervalos de acuerdo con los números críticos. 
Dentro de cada intervalo, g'(x) es ya sea siempre positiva o siempre negativa, por lo 
que se puede analizar g en la tabla siguiente. 


Los signos + en la tabla vienen del a NOS P 

hecho de que g'(x) > 0 cuando 

cos x > —3. A partir de la gráfica 0 < x< 27/3 + Creciente en (0, 27/3) 

de y = cos x, esto es cierto en los 27/3 < x < 47/3 Si Decreciente en (27/3, 4r /3) 
AA 41/3<x<2w + Creciente en (47/3, 277) 


Ya que g'(x) cambia de positiva a negativa en 211 / 3, la prueba de la primera derivada 


6 nos indica que existe un máximo local en 211 / 3 y el máximo valor local es 
2 2 2 3 2 > 
g(211/3) D o (E) + J3 = 3.83 


Asimismo, g'(x) cambia de negativa a positiva en 477 / 3 y, por tanto, 


0 Dm Ar 27 4 4 4 3 í 
3 3 gí4m/3) = — + 2 sen — = 2 42 v3 T L 3 =246 
3 3 3 2 3 
FIGURA 4 
g(x) =x +2 senx es un valor mínimo local. La gráfica de g en la figura 4 apoya la conclusión. E 


E ¿Qué dice f” respectoa f? 

La figura 5 muestra las gráficas de dos funciones crecientes sobre (a, b). Ambas gráficas 
unen el punto A al punto B, pero parecen diferentes porque se doblan en diferentes 
direcciones. ¿Cómo se puede distinguir entre estos dos tipos de comportamiento? 


FIGURA 5 (a) (b) 
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B En la figura 6, las rectas tangentes a estas curvas se han dibujado en varios puntos. En 
(a) la curva se encuentra arriba de las rectas tangentes y se dice que f es cóncava hacia 
arriba en (a, b). En (b), la curva se encuentra debajo de las rectas tangentes y g se llama 
f cóncava hacia abajo en (a, b). 


A Definición Si la gráfica de f se encuentra arriba de todas sus rectas tangentes en 
un intervalo /, entonces se dice que es cóncava hacia arriba en /. Si la gráfica de f 


YA 


x se encuentra abajo de todas sus rectas tangentes en /, se dice que es cóncava hacia 
abajo en /. 


(a) Cóncava hacia arriba 
La figura 7 muestra la gráfica de una función que es cóncava hacia arriba (abreviado 
CA) sobre los intervalos (b, c), (d, e) y (e, p), y cóncava hacia abajo (CB) sobre los inter- 


valos (a, b), (c, d) y (p, q). 


YA 


(b) Cóncava hacia abajo Ola b C d e p q x 


FIGURA 6 k CB J CA — CB >k CA —H=CA >e CR > 


FIGURA 7 


Véase cómo la segunda derivada ayuda a determinar los intervalos de concavidad. 
Al observar la figura 6(a), se puede ver que, de izquierda a derecha, la pendiente de la 
recta tangente es creciente. Esto significa que la derivada f' es una función creciente y, 
por tanto, su derivada f” es positiva. Asimismo, en la figura 6(b) la pendiente de la recta 
tangente decrece de izquierda a derecha, por lo que f’ decrece y, por tanto, f” es negativa. 
Este razonamiento se puede invertir y sugiere que el teorema siguiente es verdadero. En 
el apéndice F se da una demostración con la ayuda del teorema del valor medio. 


Prueba de concavidad 


(a) Si f”"(x) > 0 para toda x en 7, entonces la gráfica de f es cóncava hacia arriba 
sobre /. 


(b) Si f”"(x) < O para toda x en Z, entonces la gráfica de f es cóncava hacia abajo 
sobre /. 


EJEMPLO 4 La figura 8 muestra una gráfica de la población de abejas de Chipre criadas 
en un colmenar. ¿Cómo cambia la tasa de crecimiento poblacional con el tiempo? 
¿Cuándo esta tasa es más alta? ¿Sobre qué intervalos es P cóncava hacia arriba o 
cóncava hacia abajo? 


Número de abejas 


il 
(en miles) 401 


20 + 


+ + + + + + > 
FIGURA 8 0 3 6 9 12 15 18 t 


Tiempo (en semanas) 


yA 


FIGURA 9 


yA 


f'c)=0 Fix) 
i No l| 


FIGURA 10 


f”(c) > 0, f es cóncava hacia arriba 
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SOLUCIÓN Observando la pendiente de la curva cuando f aumenta, se ve que la tasa de 
crecimiento de la población es inicialmente muy pequeña, después aumenta hasta que 
llega a un máximo aproximadamente de t = 12 semanas y disminuye a medida que la 
población comienza a nivelarse. A medida que la población se acerca a su valor máximo 
de aproximadamente 75 000 (llamado la capacidad de carga), la tasa de crecimiento, 
P"(t), se aproxima a 0. La curva parece ser cóncava hacia arriba en (0, 12) y cóncava 
hacia abajo en (12, 18). E 


En el ejemplo 4, la curva de la población ha cambiado de cóncava hacia arriba a 
cóncava hacia abajo en aproximadamente el punto (12, 38 000). Este punto se denomina 
punto de inflexión de la curva. La importancia de este punto es que la tasa de crecimiento 
de la población tiene allí su valor máximo. En general, un punto de inflexión es aquel 
donde una curva cambia de dirección la concavidad. 


Definición Un punto P sobre una curva y = f(x) se llama punto de inflexión si f 
es continua ahí y la curva cambia de cóncava hacia arriba a cóncava hacia abajo 
o de cóncava hacia abajo a cóncava hacia arriba en P. 


Por ejemplo, en la figura 7, B, C, D y P son los puntos de inflexión. Observe que si 
una curva tiene una recta tangente en un punto de inflexión, entonces la curva corta la 
recta tangente en ese punto. 

De acuerdo con la prueba de concavidad, existe un punto de inflexión en cualquier 
punto donde la segunda derivada cambia de signo. 


EJEMPLO 5 Trace una posible gráfica de una función f que cumpla con las condicio- 
nes siguientes: 


(1) f'(x) > 0en(—0, 1), f'(x) < 0 en (1, oo) 
(11) f"(x) > 0 en (0, —2) y (2,%), f"(x) < 0 en (—2, 2) 
(iii) ím JS = lím fx) =0 


SOLUCIÓN La condición (i) indica que f es creciente sobre (—%, 1) y decreciente en 
(1, œ). La condición (ii) dice que f es cóncava hacia arriba en (—0, —2) y (2, %) y 
cóncava hacia abajo sobre (—2, 2). De la condición (iii) se sabe que la gráfica de f tiene 
dos asíntotas horizontales: y = —2 (hacia la izquierda) e y = 0 (hacia la derecha). 
Primero se dibuja la asíntota horizontal y = —2 como una recta discontinua (véase 
la figura 9). Después se dibuja la gráfica de f aproximándose a esta asíntota hacia el 
extremo izquierdo, creciendo a su punto máximo en x = 1 y decreciendo hacia el eje x 
hacia el extremo derecho. También se asegura que la gráfica tiene puntos de inflexión 
cuando x = —2 y x = 2. Observe que se hizo que la curva se doble hacia arriba para 
x < —2 y x > 2, y se doble hacia abajo cuando x está entre —2 y 2. a 


Otra aplicación de la segunda derivada es la prueba siguiente para los valores máxi- 
mos y mínimos. Esta es una consecuencia de la prueba de concavidad, y sirve como una 
alternativa a la prueba de la primera derivada. 


Prueba de la segunda derivada Suponga que f” es continua cerca de c. 


(a) Si f'(c) = 0 y f"(c) > 0, entonces f tiene un mínimo local en c. 


(b) Si f'(c) =0 y f"(c) < 0, entonces f tiene un máximo local en c. 


Por ejemplo, el inciso (a) es cierto porque f"(x) > O cerca de c y, por tanto, f es 
cóncava hacia arriba cerca de c. Esto significa que la gráfica de f se encuentra arriba 
de su recta tangente horizontal en c y, por tanto, f tiene un mínimo local en c. (Véase 
la figura 10.) 
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yA 


puntos de 
inflexión 


(3,—27) 


FIGURA 11 


Utilice las reglas de derivación para 
verificar estos cálculos. 


= Y 


EJEMPLO 6 Analice la curva y = x* — 4x respecto a la concavidad, puntos de 
inflexión y máximo y mínimo local. Utilice esta información para trazar la curva. 


SOLUCIÓN Si f(x) = x* — 4x, entonces 


FG) = 4x? — 12x? = 4x1 (x — 3) 


f(x) = 12x? — 24x = 12x(x — 2) 


Para encontrar los números críticos se hace f'(x) = O para obtener x = 0 y x = 3. 
(Observe que f' es una polinomial y por tanto está definida donde sea.) Para utilizar la 
prueba de la segunda derivada se evalúa f” en estos números críticos: 


f"(0)=0 f"3)=36>0 


Ya que f'(3) = 0 y f”(3) > 0, f(3) = —27 es un mínimo local. [De hecho, la expresión 
para f'(x) demuestra que f decrece a la izquierda de 3 y crece a la derecha de 3.] Como 
f"(0) = 0, la prueba de la segunda derivada no da información sobre el número crítico 0. 
Pero ya que f'(x) < 0 para x < 0 y también para 0 < x < 3, la prueba de la primera 
derivada dice que f no tiene un máximo o mínimo local en 0. 

Puesto que f”(x) = 0 cuando x = 0 o x = 2, se divide la recta real en intervalos con 
estos números como puntos finales y se completa la tabla siguiente. 


Intervalo FUE) 12) Concavidad 


(—%, 0) + hacia arriba 
(0, 2) -= hacia abajo 
(2, œ) + hacia arriba 


El punto (0, 0) es un punto de inflexión, ya que la curva cambia ahí de cóncava hacia 
arriba a cóncava hacia abajo. También (2, —16) es un punto de inflexión, ya que allí la 
curva cambia de cóncava hacia abajo a cóncava hacia arriba. 

Utilizando el mínimo local, los intervalos de concavidad y los puntos de inflexión, 
se traza la curva de la figura 11. a 


NOTA La prueba de la segunda derivada es incierta cuando f”(c) = 0. En otras pala- 
bras, en tal punto puede haber un máximo, puede haber un mínimo, o podría no haber 
máximo o mínimo (como en el ejemplo 6). Esta prueba también falla cuando f”(c) no 
existe. En estos casos, se debe utilizar la prueba de la primera derivada. De hecho, aun 
cuando se aplican ambas pruebas, la prueba de la primera derivada es a menudo más 
fácil de utilizar. 


EJEMPLO 7 Trace la gráfica de la función f(x) = 2%(6 — 1). 
SOLUCIÓN Con las primeras dos derivadas se obtiene 


4=x Na 8 
6 — yr Pu = 6 — 97 


n= 


Ya que f'(x) = 0 cuando x = 4 y f'(x) no existe cuando x = 0 o x = 6, los números 
críticos son 0, 4 y 6. 


Intente reproducir la gráfica de la 
figura 12 con una calculadora grafica- 
dora o una computadora. Algunas 
máquinas producen la gráfica completa, 
algunas generan únicamente la parte 
de la derecha del eje y, y algunas otras 
producen únicamente la parte entre 
x=0yx= 6. Para una explicación y 
resolución de esto, véase el ejemplo 7 
en “Graphing Calculators and 
Computers” en www.stewartcalculus. 
com. Una expresión equivalente que 
da la gráfica correcta es 


6-x 
[6 -x| 


y= (x2)! X 16 a x|” 


FIGURA 12 


En Module 4.3 puede usted 
practicar usando la información rela- 
cionada con f”, f” y las asíntotas para 
determinar la forma de la gráfica de f. 
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Intervalo 4=x Ye (6 — ay Fx) i 
x<0 + = + = decreciente en (—%, 0) 
0O<x<4 + + creciente en (0, 4) 
4<x<6 = + + = decreciente en (4, 6) 
x>6 — + + — decreciente en (6, %) 


Para encontrar los valores extremos locales se utiliza la prueba de la primera deri- 
vada. Puesto que f’ cambia de negativa a positiva en x = 0, f(0) = O es un mínimo 
local. Ya que f’ cambia de positiva a negativa en x = 4, f(4) = 2% es un máximo local. 
El signo de f’ no cambia en x = 6, por lo que no hay mínimo o máximo. (La prueba de 
la segunda derivada se podría utilizar en x = 4, pero no en 0 o 6 ya que f” no existe en 
ninguno de estos números.) 

Observando la expresión para f”(x) y tomando nota de que x** => 0 para toda x, 
se tiene f”(x) < 0 para x < 0 y para 0 < x < 6, y f"(x) > 0 para x > 6. Por lo que f es 
cóncava hacia abajo sobre (—%, 0 ) y (0, 6) y cóncava hacia arriba en (6, %), y el único 
punto de inflexión es (6, 0). La gráfica se traza en la figura 12. Observe que la curva 
tiene una recta tangente vertical en (0, 0) y (6, 0) debido a que | fœ | — œ% cuando 
x —> 0 y cuando x > 6. E 


EJEMPLO 8 Utilice la primera y segunda derivadas de f(x) = e!”*, junto con las asíntotas, 
para trazar su gráfica. 


SOLUCIÓN Observe que el dominio de f es {x | x # 0), por lo que se comprueba para 
asíntotas verticales calculando los límites por la izquierda y por la derecha cuando x — 0. 
Cuando x —> 0*, se sabe que t = 1/x — o, por lo que 


lím e'* = líme' = % 


x—0+ po 
y esto demuestra que x = 0 es una asíntota vertical. Cuando x —> 0”, se tiene que 
t= 1/x> —oo, por lo que 


líme'*= lím e'=0 


x>0- t-o 
Cuando x > + oo, se tiene 1/x => 0 por lo que 


lím e =e=1 
y> to 
Esto demuestra que y = 1 es una asíntota horizontal (tanto a la izquierda como 
a la derecha). 
Ahora se va a calcular la derivada. La regla de la cadena da 


e 1/x 


n= -S 


Como e'* > 0 y x? > 0 para toda x % 0, se tiene f'(x) < 0 para toda x % 0. Por lo que 
f es decreciente en (—%, 0) y en (0, œ). No hay un número crítico, por lo que la función 
no tiene máximos ni mínimos locales. La segunda derivada es 


FU) = xe! (—1/x?) — e*(2x) A e'"(Qx +1) 


X X 


Puesto que e!* > 0 y xt > 0 se tiene f”(x) > O cuando x > =) 10D) yf0)<0O 
cuando x < —4, Por lo que f es cóncava hacia abajo en (oo, —1) y cóncava hacia 


arriba en (1, 0) y en (0, œ). El punto de inflexión es (1, e). 
Para trazar la gráfica de f se dibuja primero la asíntota horizontal y = 1 (como una 
recta discontinua), junto con las partes de la curva cerca de la asíntota en un trazo 
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preliminar [figura 13(a)]. Estas partes reflejan la información relativa a los límites y el 
hecho de que f es decreciente sobre (—%, 0) y (0, o). Observe que se ha indicado que 
f(x) — 0 conforme x —> 07, a pesar de que f(0) no existe. En la figura 13(b) se termina 
el trazo incorporando la información relativa a la concavidad y el punto de inflexión. 
En la figura 13(c) se revisa el trabajo con un dispositivo graficador. 


| i 


YA 


4 
- 
punto de 
P inflexión 
=e y=1 | 
3 3 
b > > No ) 
0 X 0 X 
=1 
(a) Trazo preliminar (b) Trazo terminado (c) Confirmación de la computadora 
FIGURA 13 m 
4.3 EJERCICIOS 
1-2 Utilice la gráfica de f para encontrar lo siguiente. (b) ¿Para qué valores de x, f tiene un máximo o mínimo 
(a) Los intervalos abiertos en los que f es creciente. local? 
(b) Los intervalos abiertos en los que f es decreciente. 5 


(c) Los intervalos abiertos en los que f es cóncava hacia 
arriba. 

(d) Los intervalos abiertos en los que f es cóncava hacia 
abajo. 

(e) Las coordenadas de los puntos de inflexión. 


yA 2. ya 


7. En cada inciso establezca las coordenadas x de los puntos de 
inflexión de f. Dé las razones de sus respuestas. 
(a) La curva dada es la gráfica de f. 
(b) La curva dada es la gráfica de f’. 
(c) La curva dada es la gráfica de f”. 


3. Suponga que se le da una fórmula para una función f. 
(a) ¿Cómo determinaría dónde f es creciente o decreciente? 
(b) ¿Cómo determinaría dónde la gráfica de f es cóncava 
hacia arriba o cóncava hacia abajo? 
(c) ¿Dónde se localizan los puntos de inflexión? 


4. (a) Establezca la prueba de la primera derivada. 
(b) Establezca la prueba de la segunda derivada. ¿Bajo qué 
circunstancias no son concluyentes? ¿Qué haría si no es 
válida? 0 


5-6 En los ejercicios 5 y 6, se muestran las gráficas de la 
derivada f' de una función f. 
(a) ¿En qué intervalos f crece o decrece? 


8. 


9. 
10. 
11. 


13... 


14. 
15. 


17... 
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Se muestra la gráfica de la primera derivada f' de una 

función f. 

(a) ¿Sobre qué intervalos f es creciente? Explique. 

(b) ¿En qué valores de x tiene f un máximo o mínimo local? 
Explique. 

(c) ¿Sobre qué intervalos es f cóncava hacia arriba o cóncava 
hacia abajo? Explique. 

(d) ¿Cuáles son las coordenadas x de los puntos de inflexión 
de f? ¿Por qué? 


(a) Encuentre los intervalos sobre los cuales f es creciente o 
decreciente. 

(b) Encuentre los valores máximos y mínimos locales de f. 

(c) Encuentre los intervalos de concavidad y los puntos de 


inflexión. 
fa) = x — 3x? — 9x +4 
f) = 2x? — 9x? + 12x — 3 À 
2 x“ 
f()=x-2+3 As a 
f(x) = sen x + cosx, 0O<x=<=271 
f(x) = cosx — 2 sen x, 0SxS2r 
f) = e” + e™ 16. f(x) = x? Inx 
f(x) =x? — x — Inx 18. f(x) = Vxe™ 


19-21 Encuentre los valores máximos y mínimos locales de f 
utilizando las pruebas de la primera y la segunda derivada. ¿Qué 
método prefiere? 


19. 


2 


f) =x- 5x +3 20. f(x) = 


y= 


21. fœ) = vx —«/x 
22. (a) Encuentre los números críticos de f(x) = xx — 1). 
(b) ¿Qué le dice la prueba de la segunda derivada acerca del 
comportamiento de f en estos números críticos? 
(c) ¿Qué le dice la prueba de la primera derivada? 
23. Suponga que f” es continua en (—oo, 00), 


(a) Si f'(2) = 0 y f”(2) = — 5, ¿qué puede decir acerca 
de f? 


(b) Si f'(6) = 0 y f”(6) = 0, ¿qué puede decir acerca de f? 


24-31 Trace la gráfica de una función que satisfaga todas las 
condiciones. dadas. 


24. 


25. 


26. 


(a) Fœ < 0y f"G) < 0 para toda x 

(db) Fœ > 0y f"(x) > 0 para toda x 

(a) Fœ > 0y f"(x)< 0 para toda x 

(b) Fœ < 0 y f"(x) > 0 para toda x 
FO=fFED=0, FG0)<Osilx|<1. 
f)>0sil<|x]>2 f09)=-1silx]>2, 
f')<0si-2<x<0, punto de inflexión (0, 1) 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 
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FO =f0)=$F(4) =0, 
F0)>0six<002<x<4, 
F0)<0si0<x<20x>4, 
Ff00)>0sil<x<3, f)<Osix<lox>3 


f(x) > 0 para toda x % 1, 
fFf00)>0six<lox>3, f)<Osil<x<3 


asíntota vertical x = 1, 


F'(5)=0, f'(x) < 0 cuando x < 5, 
f'(x) > 0 cuando x > 5, f”(2) = 0, f”"(8) = 0, 
f”(x) < 0 cuando x < 2 0 x > 8, 
f"œŒ@)>0para2<x<8, lím f(x) =3, lím f(x) =3 
FO =F4)=0, F0)=1six<-=1 
f0)>0si0<x<2, 
f()<0si-1<x<002<x<4o0x>4 

lím fax) =%, lím f(x) = o, 
f00)>0si-1<x<202<x<14, 
fx) <0six>4 
f0)>0six*2, f"œŒ)>0six<2, 
f')<0Osix>2, f tiene punto de inflexión en (2, 5) 
lím f(x) =8, lím Fx) =0 


32. 


33. 


34. 


Suponga que f(3) = 2, £(3) =) y f'œ@ > 0 y 

f"Gx) < 0 para toda x. 

(a) Trace una posible gráfica para f. 

(b) ¿Cuántas soluciones tiene la ecuación f(x) = 0? 
¿Por qué? 

(c) ¿Es posible que f'(2) = 3? ¿Por qué? 


Suponga que f es una función continua donde f(x) > 0 para 

toda x, f(0)=4, fœ) >0six<0o0ox>2, 

F0)<0si0<x<2, fF'OCD=FfF"Ad)=0, f'œŒ)>O0si 

x<-=-lox>1, fF'œ@<0si-1<x<1. 

(a) ¿Puede f tener un máximo absoluto? Si es así, trace una 
gráfica posible de f. Si no, explique por qué. 

(b) ¿Puede f tener un mínimo absoluto? Si es así, trace una 
gráfica posible de f. Si no, explique por qué. 

(c) Trace una gráfica posible para f que no alcance un mínimo 
absoluto. 


Se muestra la gráfica de una función y = f(x). ¿Cuáles de los 
enunciados siguientes son verdaderos? 
dy d? 


(a) dx) dx? 


son ambas positivas. 


b) Y an b ti 
— y 5 son ambas negativas. 
dx” de? 8 

dy . dy o 
(c) — es negativa pero == es positiva. 
dx dx 
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35-36 Se muestra la gráfica de la derivada f’ de una función 
continua f. 
(a) ¿En qué intervalos es f creciente? ¿Decreciente? 


(b) ¿En qué valores de x tiene f un máximo local? ¿Y un mínimo 


local? 


(c) ¿En qué intervalos es f cóncava hacia arriba? ¿Cóncava hacia 


abajo? 
(d) Establezca las coordenadas x de los puntos de inflexión. 
(e) Suponiendo que f(0) = 0, trace una gráfica de f. 


35. 


yA 


y= f'x) 


=Y 


36. 


yA 


=y 


37-48 

(a) Encuentre los intervalos donde crece o decrece. 

(b) Encuentre los valores máximos y mínimos locales. 

(c) Encuentre los intervalos de concavidad y los puntos de in- 
flexión. 

(d) Utilice la información de los incisos (a)-(c) para trazar 
la gráfica. Si tiene un dispositivo graficador, verifique sus 
respuestas. 


37. F(Q =2x? — 3x? — 12x 38. f(x) =2+3x-—x* 
39. fa) = 3x0 = 4x7 +3 40. g(x) = 200 + 8x° + x’ 
41. f(x) =2 + 2x° — x* 


43. F(x) =xy6-— x 


45. C(x) = x(x + 4) 


42. h(x) = 5x? — 3x* 
44. G(x) = 519% — 21% 
46. f(x) = In(x? + 9) 
47. f(0) = 2 cos + cos%9, 0 <9 =2r 


48. S(x) =x — sen x, 0 <x 4r 


49-56 

(a) Encuentre las asíntotas verticales y horizontales. 

(b) Encuentre los intervalos donde crece o decrece. 

(c) Determine los valores máximos y mínimos locales. 

(d) Encuentre los intervalos de concavidad y los puntos 
de inflexión. 


(e) Utilice la información de los incisos (a)-(d) para trazar la 
gráfica de f. 


1 1 2-4 
49. fíx)=1 + P = F 50. f(x) = 24 
51. fx) = yx F1=x 52. f(x) => -- 
id 54. f(x) =x- dx? — Pinx 
55. f(x) = In(1 — In x) 56. f(x) = enn 


57. Suponga que la derivada de una función f es 
F 00) = (x + Dx — 3Y(x — 6)*. ¿En qué intervalo es 
f creciente? 


58. Utilice los métodos de esta sección para trazar la curva 
y = X — 3a%x + 2a*, donde a es una constante positiva. 
¿Qué tienen en común los miembros de esta familia de 
curvas? ¿Cómo difieren entre sí? 


PĒ 59-60 


(a) Utilice la gráfica de f para estimar los valores máximos y 
mínimos. Después, encuentre los valores exactos. 

(b) Estime el valor de x en el cual f crece más rápidamente. 
Luego, encuentre el valor exacto. 


x+l 


yx? + 1 


59. f(x) = 60. f(x) =x1%e * 


F 61-62 


(a) Utilice la gráfica de f para dar una estimación aproximada 
de los intervalos de concavidad y de las coordenadas de los 
puntos de inflexión. 

(b) Utilice la gráfica de f” para dar estimaciones mejores. 


61. f(x) = sen 2x + sen 4x, 0O<=x=<T 


62. f(x) = (x — Dx + 1) 


63-64 Estime los intervalos de concavidad redondeados a un 


decimal mediante un sistema algebraico computacional y la 
gráfica de f”. 
a a | x?tan tx 


63- (1) = ====== 64. f(x) = 
A agr ETT 


65. Se muestra la gráfica de una población de células de 
levadura en un cultivo de un reciente laboratorio como 
una función del tiempo. 


a 500 + 

Número 
de células de 400 + 
levadura 300 + 
200 + 


100 + 


> 


0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 
Tiempo (horas) 


(a) Describa cómo varía la tasa de crecimiento 
de la población. 


66 


67 


68 


69. 


70 


71 
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(b) ¿Cuándo la tasa es más alta? 

(c) ¿En qué intervalos es la función de población cóncava 
hacia arriba o hacia abajo? 

(d) Estime las coordenadas del punto de inflexión. 


En las noticias nacionales en la televisión, el locutor dijo: 

“¡ Aquí tenemos una buena noticia! Este año se logró que las 
calificaciones disminuyeran a un ritmo más lento”. Interprete 
los enunciados del locutor en términos de una función y sus 
primeras y segundas derivadas. 


El secretario de economía del gobierno anuncia que el 
déficit nacional va en aumento, pero a un ritmo decreciente. 
Interprete este enunciado en términos de una función y sus 
primeras y segundas derivadas. 


Sea f(t) la temperatura en el tiempo £ donde usted vive y 
suponga que en el tiempo £ = 3 se siente incómodamente 
acalorado. ¿Cómo se siente en relación con los datos dados 
en cada caso? 

(a) F')=2, F6)=4 

MOS PO 

() fB)=-2, FG6)=4 

(d FB) =-=2, Pp 


Sea K(t) una medida de los conocimientos que obtiene usted 
estudiando durante £ horas para un examen. ¿Cuál cree que es 
más grande, K(8) — K(7) o K(3) — K(Q)? ¿Es la gráfica de K 
cóncava hacia arriba o cóncava hacia abajo? ¿Por qué? 


Se vierte café en una jarrita como la que se ilustra en la 
figura, con una rapidez constante (medida en unidades 

de volumen por unidad de tiempo). Trace una gráfica 
aproximada de la altura ocupada por el café como función 
del tiempo. Explique la forma de la gráfica en términos 
de la concavidad. ¿Cuál es el significado del punto de 
inflexión? 


Una curva de respuesta a un medicamento describe el nivel 
de medicación en el torrente sanguíneo después de que un 
medicamento es administrado. Con frecuencia se aplica una 
función de onda de impulso S(f) = At"e”* para modelar la 
curva de respuesta, lo que refleja un aumento inicial en el 
nivel de medicamento y luego un descenso más gradual. Si, 
para un medicamento particular, A = 0.01, p = 4, k = 0.07 
y t se mide en minutos, calcule los tiempos correspondientes 
a los puntos de inflexión y explique su significado. Si usted 
dispone de un dispositivo graficador, utilícelo para trazar la 
gráfica de la curva de respuesta. 


72. La familia de curvas de campana 


1 


y= —— e n*/00?) 
i OyT 


se utiliza en probabilidad y estadística y se le denomina 
función de densidad normal. La constante u se conoce como 
media, y la constante positiva ø es la desviación estándar. 
Por simplicidad, se cambia la escala de la función de modo 
que se elimine el factor (1 / aV21) y se analiza el caso espe- 
cial donde u = 0. Por tanto, se estudia la función 


fa) = e Io”) 


(a) Encuentre la asíntota, el valor máximo y los puntos de 
inflexión de f. 

(b) ¿Qué papel tiene ø en la forma de la curva? 

(c) Ilustre al trazar la gráfica de cuatro miembros de esta 
familia en la misma pantalla del dispositivo graficador. 


73. Encuentre una función cúbica f(x) = ax? + bx? + cx + d 
que tenga un valor máximo local de 3 en x = —2 y un valor 
mínimo local de 0 en x = 1. 


74 


¿Para qué valores de los números a y b la función 
2 
f(x) = axe™ 


tiene el valor máximo f(2) = 1 ? 


75. (a) Si la función f(x) = x? + ax? + bx tiene el valor mínimo 
local -5V3 en x = 1/V3, ¿cuáles son los valores de 
ayb? 

(b) ¿Cuál de las rectas tangentes a la curva en el inciso (a) 
tiene la menor pendiente? 


76. ¿Para qué valores de a y b es (2, 2.5) y un punto de inflexión 
de la curva xy + ax + by = 0? ¿Qué puntos de inflexión 


adicionales tiene la curva? 


77. Demuestre que la curva y = (1 + x) / (1 + x°) tiene tres puntos 
de inflexión y todos ellos se encuentran sobre una recta. 


78. Demuestre que las curvas y = e * y y = — e * tocan la curva 
y = e™ sen x en sus puntos de inflexión. 


79. Demuestre que los puntos de inflexión de la curva y = x sen x 
están sobre la curva y? + 4) = 4x. 


80-82 Suponga que todas las funciones son dos veces derivables 
y las segundas derivadas nunca son 0. 


80. (a) Si f y g son cóncavas hacia arriba en /, demuestre que 
f + g es cóncava hacia arriba en /. 
(b) Si f es positiva y cóncava hacia arriba en /, demuestre 
que la función g(x) = [£(0)]? es cóncava hacia arriba en Z. 


81. (a) Si f y g son positivas, crecientes y funciones cóncavas 
hacia arriba en /, demuestre que la función producto fg es 
cóncava hacia arriba en /. 

(b) Demuestre que el inciso (a) es verdadero si f y g son 
decrecientes. 

(c) Suponga que f es creciente y g es decreciente. Muestre, 
dando tres ejemplos, que fg puede ser cóncava hacia 
arriba, cóncava hacia abajo o lineal. ¿Por qué no funciona 
en este caso el argumento de los incisos (a) y (b)? 


82. Suponga que f y g son cóncavas hacia arriba en (—0, 0), 
¿Bajo qué condiciones sobre f será la función compuesta 
h(x) = f(g(x)) cóncava hacia arriba? 
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83. 


84. 
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Demuestre que tan x > x para 0 < x < T / 2. [Sugerencia: 
demuestre que f(x) = tan x — x es creciente en (0, 7r/2).] 


(a) Demuestre que e* > 1 + x para x = 0. 

(b) Demuestre que e* > 1 + x + ha? para x = 0. 

(c) Use inducción matemática para demostrar que para 
x = 0 y cualquier número entero positivo n, 


90. 


91. 


Suponga que f” es continua y f'(c) = f"(c) = 0, pero 
f"(c) > 0. ¿f tiene un máximo o mínimo local en c? ¿f tiene 
un punto de inflexión en c? 


Suponga que f es derivable sobre un intervalo 7 y f'(x) > 0 
para todos los números x en /, excepto por un único número c. 
Demuestre que f es creciente sobre todo el intervalo 7. 


Siia x i e 92. Para qué valores de c la función 
e = TX“ 21 T T n! 
85. Demuestre que una función cúbica (una polinomial de FO) = cx + +3 


87. 


88. 


89. 


4.4 Formas indeterminadas y regla de l'Hôpital 


tercer grado) siempre tiene exactamente un punto de 
inflexión. Si la gráfica tiene tres intersecciones en x: 
Xy» X, Y X,, demuestre que la coordenada x del punto de 
inflexión es (x, + x, + x,)/3. 


. ¿Para qué valores de c el polinomio P(x) = xt + cx + xX? 


tiene dos puntos de inflexión? ¿Un punto de inflexión? 
¿Ninguno? Ilustre al trazar la gráfica de P para varios 
valores de c. ¿Cómo cambia la gráfica cuando c decrece? 


Demuestre que si (c, f(c)) es un punto de inflexión de la 
gráfica de f y f” existe en un intervalo abierto que contiene 
a c, entonces f”(c) = 0. [Sugerencia: aplique la prueba 

de la primera derivada y el teorema de Fermat a la función 
g=$. 

Demuestre que si f(x) = x*, entonces f”(0) = 0, pero (0, 0) 
no es un punto de inflexión de la gráfica de f. 


Demuestre que la función g(x) = x | x | tiene un punto de 
inflexión en (0, 0), pero g”(0) no existe. 


93. 


es creciente sobre (—Jo, 00)? 


Los tres casos en la prueba de la primera derivada cubren 
las situaciones que uno se encuentra con frecuencia, pero 
no agotan todas las posibilidades. Considere las funciones f, 
g y h cuyos valores en 0 son todas cero y, para x # 0, 


gx) = x2 + sen 2) 
x 


h(x) = e + sen 2) 


xX 


f(x) = x*sen 1 
x 


(a) Demuestre que 0 es un número crítico de las tres fun- 
ciones, pero sus derivadas cambian de signo infinita- 
mente por ambos lados de 0. 

(b) Demuestre que f no tiene un máximo local ni un 
mínimo local en 0, g tiene un mínimo local y h tiene un 
máximo local. 


Suponga que se trata de analizar el comportamiento de la función 


lnx 


F=- 


Aunque F no está definida cuando x = 1, se necesita saber cómo se comporta cerca de 1. 
En particular, le gustaría saber el valor del límite 


(1) 


In x 


Para el cálculo de este límite no se puede aplicar la ley 5 de los límites (el límite de un 
cociente es el cociente de los límites, consulte la sección 2.3) porque el límite del deno- 
minador es 0. De hecho, aunque en la expresión (1) existe el límite, su valor no es obvio 
porque el numerador y denominador tienden a O y g no está definido. 

En general, si se tiene un límite de la forma 


fœ 
m 


donde tanto f(x) —> 0 como g(x) —> 0 conforme x — a, entonces este límite puede o no 
puede existir y se llama forma indeterminada del tipo 7 Se encuentran algunos lími- 
tes de este tipo en el capítulo 2. Para funciones racionales, se pueden eliminar factores 
comunes: 


xx lá x(x — 1) x 1 
ím = 
x>1 (x + 1x- 1) 121: 


YA 


FIGURA 1 


La figura 1 sugiere visualmente por 
qué la regla de L' Hópital puede ser 
cierta. La primera gráfica muestra 
dos funciones derivables f y g, 
donde ambas se acercan a O cuando 
x > a. Si se pudiera acercar hacia 
el punto (a, 0), las gráficas empeza- 
rían a parecerse a una recta. Pero 

si realmente las funciones fueran 
lineales, como en la segunda gráfica, 
entonces su razón sería 


m(x=a) m 
m(x — a) =m 


que es la razón de sus derivadas. 
Esto sugiere que 
1 q 20 


lím = lím 
x—>a g(x) xa g'(x) 
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Se utiliza un argumento geométrico para demostrar que 


_  Ssenx 
lím o 


x>0 x 


1 


Pero estos métodos no funcionan para límites como los de (1), por lo que en esta sección 
se presenta un método sistemático, conocido como regla de L’Hôpital, para la evaluación 
de formas indeterminadas. 

Otra situación en la que no es evidente un límite es cuando se busca una asíntota hori- 
zontal de F y se necesita evaluar el límite 


(2] rci 


No es obvio cómo evaluar este límite porque tanto el numerador como el denomina- 
dor son muy grandes conforme x —> o, Hay una lucha entre numerador y denominador. 
Si gana el numerador, el límite será % (el numerador crece significativamente más 
rápido que el denominador); si gana el denominador, la respuesta será 0. O puede 
haber algún comportamiento intermedio, en cuyo caso la respuesta será algún número 
finito positivo. 

En general, si se tiene un límite de la forma 


jj E 
x>a g(x) 


donde ambos f(x) — œ (o —0%) y g(x) > % (o —00), entonces el límite puede o no puede 
existir y se llama forma indeterminada de tipo %/œ. Se vio en la sección 2.6 que este 
tipo de límite se puede evaluar para ciertas funciones, incluyendo funciones racionales, 
dividiendo numerador y denominador por la mayor potencia de x en el denominador. Por 
ejemplo, 


1 

2 L= 2 
x=] P X 1=0 1 
m a = lím = = — 
>o 2x* + 1>0 1 2+0 2 

2+=3 

paa 


Este método no funciona para límites como (2), pero la regla de L’ Hôpital también se 
aplica a este tipo de forma indeterminada. 


Regla de L'Hópital Suponga que f y g son derivables y g'(x) # O sobre un inter- 
valo abierto 7 que contiene a (excepto posiblemente en a). Suponga que 


lím f(x) =0 y 


xa ->ü 


o que lím f(x) = +% y 


(En otras palabras, se tiene una forma indeterminada de tipo o o 00/ œ.) Entonces 


in 2 jp 
x>a g(x) x>a g'(x) 


si existe el límite del lado derecho (o es œ% o —00), 


NOTA 1 La regla de L'Hópital indica que el límite de un cociente de funciones es 
igual al límite del cociente de sus derivadas, siempre que se cumpla con las condiciones 
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L'Hópital 

La regla de L'Hópital proviene de 

un noble francés, el marqués de 
l'Hôpital (1661-1704), pero fue 
descubierto por un matemático suizo, 
John Bernoulli (1667-1748). A veces 
se puede ver L'Hópital escrito como 
l'Hóspital, pero él mismo escribe 

su nombre así, l'Hôpital, como era 
común en el siglo xvii. Véase en 

el ejercicio 83 el ejemplo que el 
marqués utiliza para ilustrar su regla. 
Consulte el proyecto en la página 314 
para más detalles históricos. 


Ø Observe que cuando se utiliza 
la regla de L'Hópital se deriva el 
numerador y el denominador por 
separado. No se utiliza la regla 
del cociente. 


En la figura 2 se muestra la gráfica de 


la función del ejemplo 2. Se ha ana- 
lizado previamente que las funciones 
exponenciales crecen más rápido que 
las funciones potencia, por lo que el 


resultado del ejemplo 2 no es inespera- 


do. Véase el ejercicio 73. 


20 


0 10 


FIGURA 2 


dadas. Es especialmente importante verificar las condiciones impuestas a los límites de 
f y g antes de utilizar la regla de L’ Hôpital. 


NOTA 2 La regla de L'Hópital también es válida para límites unilaterales y límites 
al infinito o al infinito negativo; es decir, “x —> a” se puede sustituir por cualesquiera de 
los símbolos x —> a*, x—>a7,x—>%0x—> —00, 


NOTA 3 Para el caso especial en que f(a) = g(a) = 0, f' y g' son continuas y 
g'(a) % 0, es fácil ver por qué la regla de L'Hópital es cierta. De hecho, utilizando la 
forma alternativa de la definición de una derivada, se tiene 


í f(x) — fla) f(x) — fla) 
i j m == A A 
lím FGD. fa) a wa o lim —*7 4 
x>a g'(x) g'(a) k gx) — gla) >a g(x) — gla) 
x>a F Y i Xx — a 
e FOS A e IO e E az 
lím a lím mE [ya que f(a) = g(a) = 0] 


Es más difícil demostrar la versión general de la regla de L’ Hôpital. Véase el apéndice F. 


In x 


EJEMPLO 1 Encuentre lím 


x-1' 


SOLUCIÓN Dado que 


lím Inx=In1=0 y lím (x= 1) =0 


El límite es una forma indeterminada del tipo a se puede aplicar la regla de D’ Hôpital: 


—( 
o hx i x (a 1x 
1 = | = lím 
x>1 x— 1 x>1 d ( 1) x>1 1 
E 
dx 
1 
= lím—=1 E 
Ll Y 
EJEMPLO 2 Calcule lím $. 
x>% y^ 


SOLUCIÓN Se tiene lím _, e* = % y lím __, x? = %, por lo que el límite tiene una forma 
indeterminada del tipo 00/00, y la regla de L'Hópital da 


do 
e ae ) e” 
lím — lím = lím 
x>o y^ x—>0 d ( 2) x—>0 2x 
(y2 
dx 


Ya que e* > % y 2x —> % conforme x —> o el límite del lado derecho también está inde- 
terminado, pero aplicando de nuevo la regla de L’ Hôpital se obtiene 


En la figura 3, se muestra la gráfica 

de la función del ejemplo 3. Ya se ha 
discutido previamente que las funciones 
logarítmicas crecen muy lentamente, 
por lo que no es sorprendente que la 
razón se aproxime a 0 cuando x — o, 
Véase también el ejercicio 74. 


-1 


FIGURA 3 


La gráfica en la figura 4 da una 
confirmación visual del resultado del 
ejemplo 4. Sin embargo, si se tuviera 
que extender demasiado, se obtendría 
una gráfica muy inexacta porque tan x 
está cerca de x cuando esta es pequeña. 
Véase el ejercicio 2.2.50(d). 


1 


=1 


FIGURA 4 
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~ lnx 
EJEMPLO 3 Calcule lím rá 


SOLUCIÓN Dado que ln x —> o y Vx => œ conforme x —> %, se utiliza la regla de 
L Hôpital: 


A aoo 


Observe que ahora el límite del lado derecho es una indeterminación del tipo o, 
Pero en lugar de aplicar la regla de L’ Hôpital una segunda vez, como se hizo en el 
ejemplo 2, primero se simplificó la expresión y se ve que la segunda aplicación 
no es necesaria: 


lím = lím 


1/x Ñ 2 0 > 
Sy >% 1/2 JA) e a 


En los ejemplos 2 y 3 se evaluaron límites de tipo c0/ œ, pero se tienen dos resul- 
tados diferentes. En el ejemplo 2, el límite infinito dice que el numerador e* aumenta 
significativamente más rápido que el denominador x’, dando como resultado cocientes 
mayores. De hecho, y = e* crece más rápido que todas las funciones potencia y = x" 
(véase el ejercicio 73). En el ejemplo 3 se tiene la situación opuesta; el límite de 0 
significa que el denominador supera con creces el numerador y el cociente finalmente 
tiende a 0. 


1% Y Véase el ejercicio 2.2.50.) 
X 


EJEMPLO 4 Determine lím : 


SOLUCIÓN Se observa que tanto tan x — x — 0 como x? —> 0 cuando x —> 0, por lo que 
se aplica la regla de L’ Hôpital: 


Ya que el límite del lado derecho es aún una indeterminación del tipo o, se vuelve a 
aplicar la regla de D’ Hôpital: 


sex — l 2 sec?x tan x 
lím ==— = lím —— 
>0 Dx x>0 6x 


Puesto que lím _, sec?x = 1, se simplifica el cálculo escribiendo 


— 2sextanx 1, A oo tanx 1 , tanx 
lím = — lím sec^x - lím — 
x>0 6x 3 x>0 x>0 x 3 x>0 x 


Se puede evaluar este último límite utilizando la regla de L’ Hôpital por tercera vez 
o escribiendo la tan x como (sen x)/ (cos x) y recurriendo al conocimiento de límites 
trigonométricos. Haciendo todos estos pasos, se obtiene 


o tanx=x  , secx—1l 2sec?x tanx 
í =] — =] 
x=0 Fw x>0 3x1 x>0 6x 
1 tanx 1 sectx 1 
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La figura 5 muestra la gráfica de 
la función del ejemplo 6. Observe 
que la función está indefinida en 
x = 0; la gráfica se aproxima al 
origen, pero nunca lo alcanza. 


yA 
y=xlnx , 
pi 
0 1 x 
FIGURA 5 


EJEMPLO 5 Encuentre lím a 


m- l — cosx 


SOLUCIÓN Si se intenta utilizar a ciegas la regla de L’ Hôpital, se obtendría 


r sen x cos x 
ím ——~~~~~~~ = lí = 


¡Esto es erróneo! Aunque el numerador sen x —> O conforme x —> m~, observe que el 
denominador (1 — cos x) no tiende a 0, por lo que aquí no es posible aplicar la regla de 
L Hôpital. 

El límite requerido es, de hecho, fácil de encontrar porque la función es continua en 7 
y el denominador es distinto de cero: 


sen x sen TT 0 


Pa 1 — cos x 1 — cos m 1 — (-1) 0 m 

El ejemplo 5 muestra lo que puede salir mal si se utiliza la regla de L’ Hôpital sin 
pensar. Hay otros límites que se pueden encontrar mediante la regla de L’ Hôpital, pero 
se encuentran más fácilmente por otros métodos (véanse los ejemplos de 2.3.3, 2.3.5 y 
2.6.3 y la discusión al principio de esta sección), por lo que al evaluar cualquier límite 
debe considerar otros métodos antes de utilizar la regla de L’ Hôpital. 


E Productos indeterminados 


Si lím, fŒ) = 0 y lím _, g(x) = % (o —00), entonces no es claro cuál es el valor de 


lím > .,[f69960] si existe. Hay una lucha entre f y g. Si gana f, la respuesta será 0; si 
gana g, la respuesta será œ% (o —%). O puede haber un comportamiento intermedio donde 
la respuesta es un número finito distinto de cero. Este tipo de límite se llama forma 
indeterminada de tipo 0 * «, y se puede abordar expresando el producto fg como un 


cociente: 


sd y A 
1/g 1/f 


Esto convierte el límite dado en una forma indeterminada de tipo o o 00/ œ por lo que se 
puede utilizar la regla de L’ Hôpital. 


fI JI 


EJEMPLO 6 Evalúe lím, xln x. 


SOLUCIÓN El límite dado está indeterminado porque, conforme x — 0*, el primer 
factor (x) tiende a O, mientras que el segundo factor (In x) tiende a —o, Escribien- 
do x = 1/4/x), se tiene 1/x —> % a medida que x —> 0*, por lo que la regla de 

L’ Hôpital da 


l 
ETE E A A g 
x>0+ x>o0+ 1/x x>o0+ =1/x? x>o0+ 


NOTA Observe que al resolver el ejemplo 6 otra opción posible habría sido escribir 


x 
lím xlnx = lm ~~~ 
x—o0+ x—0+ 1/In x 


Esto da una forma indeterminada del tipo o pero si se aplica la regla de D’ Hôpital, se 
obtiene una expresión más complicada que con la que se empezó. En general, cuando 
se reescribe un producto indeterminado, se intenta elegir la opción que conduce hasta el 
límite más simple. 
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@ Diferencias indeterminadas 


Si lím _, f(x) = % y lím g(x) = “o, entonces el límite 


lím [f() — go) 


se llama forma indeterminada de tipo ©% — œ. Una vez más hay una contienda entre 
f y g. ¿La respuesta será œ% (gana f) o será —% (gana g) o habrá un término intermedio 
en un número finito? Para encontrarlo, se intenta convertir la diferencia en un cociente 
(por ejemplo, utilizando un común denominador, racionalizando o factorizando un factor 
común), de manera que se tiene una forma indeterminada del tipo o o co/ 0, 


EJEMPLO 7 Calcule lím (E E. ) 


x=1+ A lnx x=] 


SOLUCIÓN Primero observe que 1/(n x) > y 1/G — 1) > % conforme x > 1+, 
por lo que el límite está indeterminado œ% — «o, Aquí se usa un común denominador: 


1 1 A E 
lím = lím 
1>1+ \ Inx P i | x>1+ (x— 1) Inx 


Tanto el numerador como el denominador tienen un límite igual a 0, por lo que la regla 
de L'Hópital es aplicable, lo que da 


l-— 
x= 1 =iInx x y=] 


ím = lím = ]ím 
x=si+ (x— 1) Inx x—>1+ 1 x>1t x — 1] +xlinx 
(x-1):—+Inx 


X 


De nuevo se tiene un límite indeterminado del tipo o por lo que se aplica de nuevo 
la regla de D’ Hôpital 


' x=] ' 1 
lím = lím 
1>1+*x—1+xvlnx 1>1+ 1 
La. — + E 
x 
- 1 
= iii — 
>1+2+Inx 2 " 


EJEMPLO 8 Calcule lím (e* — x). 


x>0o 
SOLUCIÓN Esta es una diferencia indeterminada porque tanto e* como x tienden a infi- 
nito. Se espera que el límite sea infinito porque e* —> % mucho más rápido que x. Pero 
se puede verificar esto al factorizar x: 


e* 
era E- ) 
x 


El término e/ x > % cuando x —> o por la regla de L’ Hôpital y así ahora se tiene un 
producto en el cual crecen mucho ambos factores: 


e“ 
lím (e* — x) = lím [E = y = 00 a 
x—>0 x>0o Xx 
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Aunque las formas de los tipos 0°, 
0 y 1” están indeterminadas, la 
forma 0” no está indeterminada. 
(Véase el ejercicio 86.) 


En la figura 6 se muestra la gráfica 
de la función y = x", x > 0. Observe 
que, aunque 0° no está definido, 

los valores de la función tienden a 

1 cuando x —> 0*. Esto confirma el 
resultado del ejemplo 10. 


2 


1 2 


FIGURA 6 


E Potencias indeterminadas 


Hay varias formas indeterminadas que surgen del límite 


lím = [F0 


1. lím f(x) = 0 y lím g(x) =0 tipo 0° 
2. lím f(x) =% y lím g(x) =0 tipo %° 


3. lím f(x) = 1 y lím g(x) = +% tipo 1” 


x>a 

Cada uno de estos tres casos se puede tratar ya sea tomando el logaritmo natural: 
sea y =[f(x)]%, entonces ln y = g(x) ln f(x) 

o expresando la función como una exponencial: 


LF] = e” x) In f(x) 


(Recuerde que ambos métodos fueron utilizados en la derivada de estas funciones.) 
Cualquiera de los métodos conduce al producto indeterminado g(x)lnf(x), que es del 
tipo 0 + oo, 


EJEMPLO 9 Calcule lím (1 + sen 4x), 


x>0+ 
SOLUCIÓN Primero observe que cuando x —> 0*, se tiene 1 + sen 4x —> 1 y cot x — o, 
por lo que el límite dado está indeterminado (tipo 1%). Sea 


y = (1 + sen 4x)** 


n(1 + sen 4x) 


tan x 


l 
Entonces lny = ln[(1 + sen 4x)"*] = cot x In(1 + sen 4x) = 


por lo que la regla de L’ Hôpital da 


4 cos 4x 
i o. 1In(1 + sen4x) ~ 1 + sen4x 
lím lny lím = lím r = 
x—>0+ 1>o0+ tan x 20% secx 


Hasta ahora se ha calculado el límite de In y, pero lo que se quiere es el límite de y. 
Para encontrar este límite, se utiliza el hecho de que y = el”»: 


lím (1 + sen 41)" = lím y= lím e™ = e* a 
x>0+ x>0+ 


x>0+ 


EJEMPLO 10 Determine lím x”. 


x>0+ 


SOLUCIÓN Observe que este límite está indeterminado ya que 0* — O para cualquier 
x > 0 pero x? = 1 para cualquier x # 0. (Recuerde que O° está indefinido.) Se puede 
proceder como en el ejemplo 9 o escribir la función como una exponencial: 


xi =; (emr)* = pnx 
En el ejemplo 6 se utiliza la regla de L'Hópital para demostrar que 


lím xIinx=0 


x>o0+ 


Por tanto 
4.4 EJERCICIOS 
1-4 Dado que 
ím f()=0 — Img)=0 lim h()=1 


lím p(x) = % 


lím q(x) = o 
x—4 xa 
¿cuáles de los límites siguientes son formas indeterminadas? 
Para aquellos que no tienen forma indeterminada, evalúe el 
límite donde sea posible. 


TE 0 
Lata O pO 
2) px) 
© lm R 
~ px) 
(e) in q(x) 
2. (a) lím [fp] (0) lim [hpl] 


(c) lím [p(dg(a)] 


3. (a) lím [f — po] (b) lím [p(x) — q()] 


(c) lím [p(x) + q()] 


4. (a) lím [FO (b) lím [FOPA 


© lím [91 (d) ím [pW 
(e) lím [pW] (£) lím Yp) 


x>a x>a 


5-6 Utilice las gráficas de f y g y sus rectas tangentes en (2, 0) 
4 fO) 
para encontrar lím ——-. 
x>2 g(x) 
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lím x*= lím e™* = e’ = 
x>0+ x>0+ 
7 


¿Cuál es el valor de lím 


et=1 


? 


. Se muestran la gráfica de una función f y su recta tangente en 0. 


Fx) 


8-68 Encuentre el límite. Utilice la regla de L’ Hôpital donde 
sea apropiado. Si existe un método más elemental, considere la 
posibilidad de usarlo. Si no aplica la regla de L’ Hôpital, explique 


por qué. 
=3 
8. lím Š 
x>3 x7 — 9 
*= 2g 
9. lím 2 
x>4 x-4 
2 +1 
11. lím a 
xl x’— 1 
13. lím ES 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. 


27. 


lím 
1>0 sent 


y 1 — sen 0 
lím = 
0/2 1 + cos 20 


V1 +2x — V1 — 4x 


ím 

x—0 xX 
O ad a 
lím ` 
x>0 yo 


10. 


12. 1 


14. 


16. 


18. 


20. 


22. 


24. 


26. 


6x? + 5x — 4 
ím —— 
x>1/2 4x? + 16x — 9 


tan 3x 


lím 
x>0 sen 2x 


I= sen 0 
csc 0 


_ 1+c0s0 
lím —————— 
>" ] — cos 0 


lnx 


lím 
x>1 sen TX 


ln In x 


x>0 x 


28. lím 


312 


29. 


31. 


33. 


35. 


37. 


39. 


41. lím 


43. 


45. 


47. 


49. 


51. 


53. 


55. 


56. 


57. 


59. 


61. 


63. 


65. 
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tanh x 


x>0 tanx 


sen”lx 


X9* 
311 


lím 
x—>0 


_ xXx +Fsenx 
lím ———— 


x>0 x T COSX 


arctan(2 x) 


x—>0+t ln x 


lím cot 2x sen 6x 
>0 


lím sen 5x csc 3x 


x>0 


%2 


lím x%e” 


> 


lím, In x tan(7x/2) 


lím (x — In x) 


x>w 


lím, [In(x” — 1) — In(x?* — 1)] 


lím x 


x—>0+ 


lím (1 = 2x)!" 


lím y 0 


1>1+ 


lím x!“ 


x—>0 


lím, (4x + 1J9 


x>0+ 


x—ax+a-=1l 
=] (x == 1) 


30. 


32. 


34. 


36. 


38. 


42. 


44. 


46 


48. 


58. 


60. 


62. 


64. 


66. 


- (linx) 

lím 

>.  x 

COS MX — COS NX 
Lim m= 
x>0 xo 

~ xseníx— 1) 

lím — 


2 
>i 2x* = x= 1 


x 
m 
x>0 tan” '(4x) 


E a E 
lím ———— 
x>0 x—senx 

2  cosxin(x-— a 
lím cos x ln(x — a) 


a>at  JIn(e*— e") 


lím sen x ln x 
x=>0+ 

E 1 
lím xIn| 1 - — 
x*>-0 Xx 
lím x?” sen(1/x) 


lím cos x sec 5x 


x1>(7/2) 


. lím (csc x — cot x) 


x>0 


] 1 1 ) 
. lím | —=—= J 
x>0P (x tan x 


lím (tan 2x)* 
x—>0t ( x) 


; a” 
lím ( + 2) 
xo XxX 


lím x™ 2)/(1 + Inx) 
> 

7 ¿Xx 

lím x* 

x>w 

lím (2 PE Janer?) 
x>1 


67. 


, e , 2x = 3241 
lím (1 + sen 3x)'" 68. lím 
x>0+ x>% l2x+5 


69-70 Utilice una gráfica para estimar el valor del límite. 
Después utilice la regla de L'Hópital para encontrar el valor 


exacto. 
2\ SA 
69. lím |1 +2 70. lím 7 
2 Xx 1>0 3% = 2* 


71-72 Ilustre la regla de L'Hópital trazando la gráfica de 

fœ / gy f / g'(x) cerca de x = 0 para ver que estas razones 
tienen el mismo límite cuando x —> 0. También, calcule el 
valor exacto del límite. 


71. 
72. 


fO)=e"-1, gha) =x + 4x 


f(x) =2xsenx, g(x) =secx=— 1 


73. 


74. 


Demuestre que 

Ei 
lím =% 
oo y” 


para cualquier entero positivo n. Esto demuestra que la 
función exponencial tiende al infinito más rápido que 
cualquier potencia de x. 


Demuestre que 


para cualquier número p > 0. Esto demuestra que la 
función logarítmica tiende a infinito más lentamente que 
cualquier potencia de x. 


75-76 ¿Qué sucede si intenta usted utilizar la regla del 
L’ Hôpital para obtener el límite? Evalúe el límite utilizando 
cualquier otro método. 


Xx 
. lím == 76. 


sec x 


im 
x>(7/2)— tan x 


77. 


78. 


Investigue la familia de curvas f(x) = e* — cx. En particu- 
lar, encuentre los límites cuando x —> +% y determine los 
valores de c para los cuales f tiene un mínimo absoluto. 
¿Qué pasa con los puntos mínimos conforme c crece? 


Si un objeto con masa m se deja caer a partir del reposo, 
un modelo para su rapidez v después de t segundos, que 
considera la resistencia del aire es 


mg (1 = em) 
c 


donde g es la aceleración debida a la gravedad y c es una 

constante positiva. (En el capítulo 9 se podrá deducir esta 

ecuación a partir de la suposición de que la resistencia 

del aire es proporcional a la velocidad del objeto, c es la 

constante de proporcionalidad.) 

(a) Calcule lím, _, v. ¿Cuál es el significado de este límite? 

(b) Para f fijo, utilice la regla de L'Hópital para calcular 
lím _,,+ V. ¿Qué puede concluir acerca de la velocidad 
de un objeto que cae en el vacío? 


79. Si una cantidad inicial A, de dinero es invertida a una tasa de 
interés r compuesto n veces al año, el valor de la inversión 
después de 1 años es 


Si se define que n — o, se refiere a la composición continua 
de interés. Utilice la regla de L'Hópital para demostrar que si 
el interés es compuesto continuamente, entonces la cantidad 
después de 1 años es 


A = Ape” 


80. Entra luz en el ojo a través de la pupila y pega en la retina, 
donde células fotorreceptoras perciben la luz y el color. 
W. Stanley Stiles y B. H. Crawford estudiaron el fenóme- 
no en el que la medida de la brillantez disminuye cuando 
entra luz más alejada del centro de la pupila. (Véase la 
figura). 


Un haz de luz A que entra por el centro de pupila mide 
más brillantez que un rayo B que entra cerca del extremo 
de la pupila. 


En un importante artículo publicado en 1933 se deta- 

llan los resultados de este fenómeno, conocido como el 
efecto Stiles-Crawford de primera clase. En particular, 
observaron que la cantidad de luminosidad detectada no 
es proporcional al área de la pupila como esperaban. El 
porcentaje P de luminosidad total que entra en una pupila 
de radio r mm que se detecta en la retina se puede descri- 
bir mediante 


o 1-107 
pr? in 10 


donde p es una constante determinada de forma experimen- 

tal, normalmente de 0.05. 

(a) ¿Cuál es el porcentaje de luminosidad captada por una 
pupila de radio 3 mm? Utilice p = 0.05. 

(b) Calcule el porcentaje de luminosidad captada por una 
pupila de radio 2 mm. ¿Tiene sentido que sea mayor 
que la respuesta del inciso (a)? 

(c) Calcule lím P. ¿Es el resultado que esperaría? ¿Es 


x>0+ 
físicamente posible este resultado? 


Fuente: Adaptado de W. Stiles and B. Crawford, “The Luminous Efficien- 
cy of Rays Entering the Eye Pupil at Different Points.” Proceedings of 
the Royal Society of London, Series B: Biological Sciences 112 (1933): 
428-450. 
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81. Algunas poblaciones al inicio crecen exponencialmente pero 
al final se nivelan. Ecuaciones de la forma 


P() == 
0 1 + Ae™ 

donde M, A, y k son constantes positivas, se llaman ecua- 
ciones logísticas y se utilizan con frecuencia para modelar 
dichas poblaciones. (En el capítulo 9 se investiga con deta- 
lle.) Aquí M se llama la capacidad de carga y representa el 


tamaño de la población máxima que se puede soportar, y 
M — Po aei 
A = ———, donde P, es la población inicial. 
0 

(a) Calcule lím, _., P(t). Explique por qué su respuesta es la 
esperada. 

(b) Calcule lím,,_., P(1). (Observe que A se define en térmi- 
nos de M). ¿Qué tipo de función es su resultado? 


82. Un cable metálico tiene radio r y está cubierto por un aislante, 
por lo que la distancia desde el centro del cable hasta el exte- 
rior del aislante es R. La velocidad v de un impulso eléctrico 


en el cable es 
r Y r 
v=-=cl|—] h| — 
R R 


donde c es una constante positiva. Encuentre los límites 
siguientes e interprete sus respuestas. 


(b) lím, v 


@ e ” r>0 
83. La primera aparición impresa de la regla de L’ Hôpital fue 
en el libro Analyse des Infiniment Petits publicado en 1696 
por el Marqués de L'Hópital. Este texto fue el primer libro 
de cálculo publicado, y el ejemplo que utiliza el Marqués en 
ese libro, para ilustrar esta regla, fue encontrar el límite de la 
función 


V2a?x — xt — ax/aax 


y 
a — x/ax? 


cuando x tiende a a, donde a > 0. (En aquel tiempo era común 
escribir aa en vez de a?.) Resuelva este problema. 


84. La figura muestra un sector de un círculo con ángulo 
central 0. Sea A(0) el área del segmento entre la cuerda PR 
y el arco PR. Sea B(0) el área del triángulo POR. Encuentre 
el ím, „+ A(0)/B(0) 


85. Evalúe 
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86. Suponga que f es una función positiva. Si lím _,, f(x) = 0 y 90. Si f” es continua, demuestre que 
lím x) = %, demuestre que 
ma i Eth- SD+fE-h y 
lím 7 FU) 
lím [f0] = 0 Gi il 
91. Sea 
Esto demuestra que 0” no es una forma indeterminada. , 
fa) = ev” six#0 
87. Si f' es continua, f(2) = 0 y f'(2) = 7, evalúe q 0 six=0 
OPINAS (a) Utilice la definición de derivada para obtener f'(0). 
lím (b) Demuestre que f tiene derivadas de todos los órdenes 


x>0 xX A 5 P ` 
que están definidas sobre R. [Sugerencia: prime- 


ro demuestre por inducción que existe una función 


88. ¿Para qué valores de a y b es verdadera la ecuación polinomial p (x) y un entero no negativo k, tal que 


siguiente? FOW = pf x/x" para x # 0.] 
k sen 2x b j 92. Sea 
E [x[* six#0 
1) = Er 
1 six=0 


89. Si f' es continua, utilice la regla de L'Hópital para 


demostrar que (a) Demuestre que f es continua en x = 0. 


(b) Investigue gráficamente si f es derivable en O haciendo 


o fx+h) -fl -— h) ; varias veces acercamientos hacia el punto (0, 1) de la 
lím f 2h = f'(x) gráfica de f. 
(c) Demuestre que f no es derivable en 0. ¿Cómo puede 
Explique el significado de esta ecuación con la ayuda usted conciliar este hecho con la apariencia de la gráfica 
de un diagrama. del inciso (b)? 


PROYECTO DE REDACCIÓN LOS ORÍGENES DE LA REGLA DE L'HÔPITAL 


La regla de L’Hôpital se publicó por primera vez en 1696, en el libro de texto del marqués de 
AGN. A TLN SE L'Hópital, Analyse des Infiniment Petits, pero la regla fue descubierta en 1694 por el matemá- 
, tico suizo John (Johann) Bernoulli. La explicación es que ambos habían entrado en un curioso 

arreglo de negocios por medio del cual el Marqués de L'Hópital compró los derechos de los 
descubrimientos matemáticos de Bernoulli. Los detalles, incluso una traducción de la carta de 
L Hôpital a Bernoulli en la que propone el arreglo, se pueden encontrar en el libro escrito por 
Eves [1]. 

Escriba un informe sobre los orígenes históricos y matemáticos de la regla de L’ Hôpital. 

ASÍ Empiece por dar breves detalles biográficos de los dos hombres (el diccionario editado por 

TA Gillispi i i i 

MIDA pie [2] es una buena fuente) y describa el trato negociado entre ellos. Luego mencione 
ARRA el enunciado de la regla de L’ Hôpital, que se encuentra en el libro fuente de Struik [4] y, más 
; i sintéticamente, en el libro de Katz [3]. Observe que L’Hôpital y Bernoulli formularon la regla 
geométricamente y dieron la respuesta en términos de diferenciales. Compare el enunciado de 
ellos con la versión de la regla de L’ Hôpital que se dio en la sección 4.4 y demuestre que los 
dos enunciados son esencialmente los mismos. 


1. Howard Eves, In Mathematical Circles (Volume 2: Ouadrants II and IV) (Boston: Prin- 
dle, Weber and Schmidt, 1969), pp. 20-22. 


Thomas Fisher Rare Book Library 


2. C. C. Gillispie, ed., Dictionary of Scientific Biography (Nueva York: Scribner's, 1974). 
www.stewartcalculus.com Véase el artículo sobre Johann Bernoulli, por E. A. Fellmann y J. O. Fleckenstein, en 
El Internet es otra fuente de informa- el volumen II y el artículo sobre el Marqués de L'Hópital, por Abraham Robinson, en el 
ción para este proyecto. Haga clic en volumen VIII. 

History of Mathematics para obtener 


a 3. Victor Katz, A History of Mathematics: An Introduction (Nueva York: HarperCollins, 


1993), pp. 484. 


4. D. J. Struik, ed., A Sourcebook in Mathematics, 1200-1800 (Princeton, NJ: Princeton 
University Press, 1969), pp. 315-316. 
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30 y=8x?-21x?+18x +2 


FIGURA 1 


y =8x?- 21x?+18x +2 
0 1 2 
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FIGURA 2 


yA 


(a) Función par: simetría por reflexión 


\ N 
Ne 


o 
TT 
xy 


(b) Función impar: simetría por rotación 


FIGURA 3 


Hasta este momento solo se ha centrado el interés en algunos aspectos particulares del 
trazo de curvas: dominio, rango y simetría en el capítulo 1; límites, continuidad y asín- 
totas en el capítulo 2; derivadas y rectas tangentes en los capítulos 2 y 3, y valores 
extremos, intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad, puntos de inflexión y 
regla de L’Hôpital en este capítulo. Ahora es tiempo de reunir toda esta información 
relacionada con el trazo de gráficas, que revela las características importantes de las 
funciones. 

Usted podría preguntar: ¿por qué no usar solo una calculadora o computadora para 
trazar una curva? ¿Por qué es necesario aplicar el cálculo? 

Es cierto que los instrumentos modernos son capaces de generar gráficas muy exac- 
tas. Pero aun el mejor instrumento para graficar se tiene que utilizar en forma inteligente. 
Es fácil llegar a una gráfica engañosa o perder detalles importantes de una curva, cuando 
se depende únicamente de la tecnología. (Véase “Graphing Calculators and Computers” 
en www.stewartcalculus.com, especialmente los ejemplos 1, 3, 4 y 5. Véase también 
sección 4.6.) La aplicación del cálculo permite descubrir los aspectos más interesantes 
de las gráficas y, en muchos casos, calcular exactamente los puntos máximos y mínimos 
y los puntos de inflexión, y no solo en forma aproximada. 

Por ejemplo, en la figura 1 se presenta la gráfica de f(x) = 8x* — 2L + 18x + 2. 
A primera vista parece razonable esperar que la gráfica tenga la misma forma que las 
curvas cúbicas como y = x, y parece no tener máximo ni mínimo. Pero si calcula la 
derivada, se dará cuenta de que hay un máximo cuando x = 0.75 y un mínimo cuando 
x = 1. En efecto, si se hace un acercamiento a esta parte de la gráfica, se ve el compor- 
tamiento que se ilustra en la figura 2. Sin la herramienta del cálculo, podría fácilmente 
pasarlas por alto. 

En la sección siguiente se elabora la gráfica de funciones recurriendo a la interacción 
del cálculo y los instrumentos para graficar. En esta sección dibujará gráficas conside- 
rando la información siguiente. Se supone que no tiene instrumentos para graficar, pero 
si usted cuenta con uno, solo utilícelo para verificar su trabajo. 


El Guía para el trazo de curvas 


En la lista siguiente se intenta proponer directrices que sirvan de guía para dibujar una 
curva y = f(x) a mano. No todos los elementos de la lista son relevantes para cada fun- 
ción. (Por ejemplo, una curva dada puede no tener una asíntota o poseer simetría.) Pero 
las directrices proporcionan toda la información que usted necesita para hacer un trazo 
que muestre los aspectos más importantes de la función. 


A. Dominio A menudo resulta útil comenzar por determinar el dominio D de f, es 
decir, el conjunto de valores de x para los cuales f(x) está definida. 


B. Intersección La intersección en y es f(0) y esto indica dónde la curva cruza con el 
eje y. Para encontrar las intersecciones con el eje x, se hace y = 0 y se resuelve para x. 
(Se puede omitir este paso si la ecuación es difícil de resolver.) 

C. Simetría 

G) Si f(—x) = f(x) para toda x en D, es decir, la ecuación de la curva no se modi- 
fica cuando x se sustituye por —x, entonces f es una función par y la curva es simé- 
trica respecto al eje y. Esto significa que este trabajo se reduce a la mitad. Si se 
conoce la parte de la curva donde x => 0, entonces solo se necesita reflejar respecto 
al eje y para obtener la curva completa [véase la figura 3(a)]. Algunos ejemplos son 
y =x, y = x,y = |x| yy = cosx. 

Gi) Si f(—x) = — f(x) para todo x en D, entonces f es una función impar y la 
curva es simétrica respecto al origen. Una vez más, se puede obtener la curva 
completa si se conoce la parte de la curva donde x = 0. [Gire 180° alrededor del 
origen; véase la figura 3(b)]. Algunos ejemplos simples de funciones impares son 
y= x,y =X, y =X yy=senx. 
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FIGURA 4 
Función periódica: 
simetría traslacional 


(111) Si f(x + p) = f(x) para toda x en D, donde p es una constante positiva, enton- 
ces f se llama función periódica y el número p más pequeño se llama período. Por 
ejemplo, y = sen x tiene período 27 y y = tan x tiene período 7. Si se sabe cómo es 
la gráfica en un intervalo de longitud p, entonces se puede utilizar una traslación para 
trazar toda la gráfica (véase la figura 4). 


período p 
ke noy 


a-p J a a+p a+2p 


=y 


Asíntotas 

(1) Asíntotas horizontales. Recuerde de la sección 2.6 que si lím f(x) = L 
o lím ,_„ f(x) = L, entonces la recta y = L es una asíntota horizontal de la curva 
y = f(x). Si resulta que lím _,„ f(x) = % (o —%), entonces no se tiene una asíntota 
a la derecha, pero sigue siendo información útil para trazar la curva. 

(11) Asíntotas verticales. Recuerde de la sección 2.2 que la recta x = a es una 
asíntota vertical si al menos uno de los enunciados siguientes es verdadero: 


a) lím f(x) =% lím f(x) =% 


x>a* x>a 


lím f(x) = —% lím f(x) = —% 

x>at ` x>ar 
(Para funciones racionales puede usted localizar las asíntotas verticales igualando el 
denominador a O después de eliminar los factores comunes. Pero para otras funciones 
no se aplica este método.) Además, en el trazo de la curva es muy útil saber exacta- 
mente cuál de los enunciados en (1) es verdadero. Si f(a) no está definida, pero a es un 
punto final del dominio de f, entonces debe calcular lím >. f(x) o lím,> + f(x), sea 
este límite infinito o no. 

(111) Asíntotas inclinadas. Estas se analizan al final de esta sección. 


Intervalos de crecimiento o decrecimiento Utilice la prueba C/D. Calcule f'(x) y 
encuentre los intervalos en los que f'(x) es positiva (f es creciente) y los intervalos 
en los que f'(x) es negativa (f es decreciente). 


Valores mínimo y máximo locales Encuentre los números críticos de f [los núme- 
ros c donde f'(c) = 0 o f'(c) no existen]. Después utilice la prueba de la primera de- 
rivada. Si f’ cambia de positiva a negativa en un número crítico c, entonces f(c) es un 
máximo local. Si f’ cambia de negativa a positiva en c, entonces f(c) es un mínimo 
local. Aunque es generalmente preferible utilizar la prueba de la primera derivada, 
puede utilizar la prueba de la segunda derivada si f'(c) = 0 y f"(c) # 0. Entonces 
f"(c) > O implica que f(c) es un mínimo local, mientras que f”(c) < 0 implica que 
f(c) es un máximo local. 

Concavidad y puntos de inflexión Calcule f”(x) y utilice la prueba de la concavi- 
dad. La curva es cóncava hacia arriba donde f”(x) > 0 y cóncava hacia abajo donde 
f”"(x) < 0. Los puntos de inflexión se localizan donde cambia de dirección la conca- 
vidad. 


Trace la curva Utilizando la información de los apartados A-G, trace la gráfica. Tra- 
ce las asíntotas como rectas discontinuas. Ubique las intersecciones, puntos máxi- 
mos y mínimos y puntos de inflexión. Después, haga que la curva pase por estos 
puntos, creciendo y decreciendo de acuerdo con E, con concavidades de acuerdo con 
G y acercándose a las asíntotas. Si se desea precisión adicional cerca de cualquier 


FIGURA 5 
Trazo preliminar 


Se muestra la curva que se aproxima 


=y 


a su asíntota horizontal desde arriba 


en la figura 5. Esto se confirma por los 
intervalos donde crece y decrece. 


=Y 


py YA o 
y=2 
0 
x=-1 x=1 
FIGURA 6 2x? 
Trazo terminado de y = — i 
x2? — 
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punto, puede calcular el valor de la derivada allí. La recta tangente indica la dirección 
en que avanza la curva. 


2x? 


xX l 


EJEMPLO 1 Utilice la guía para trazar la gráfica de y = 
A. El dominio es 


{x | x? = 1 # 0} = {x | x # +1} = (0, —1) U (—1, 1) U (1, %) 


B. Las intersecciones en x y en y son, ambas, 0. 
C. Ya que f(—x) = f(x), la función f es par. La curva es simétrica respecto al eje y. 


2y 2 
D. ím — = lím 5=2 
x>to y’ 1 roto ] 1/7 


Por tanto, la recta y = 2 es una asíntota horizontal. 
Puesto que el denominador es O cuando x = + 1, se obtiene los límites siguientes: 


De? 2x1? 
=2 lím = —-0 
x>1+ x? 1 >= y? — 1 
y y 2x? 
m — = —% ím — = 00 
x>-1+ x? — 1 x>-1- x? — 1 
Por tanto, las rectas x = l y x = —1 son asíntotas verticales. Esta información rela- 


cionada con los límites y asíntotas permite dibujar la curva preliminar de la figura 5, 
que muestra la curva cerca de las asíntotas. 


es bé = Dx) — 2x? 2x HA 
E. Fx) (x? _ 1) (x? Z 1) 


Ya que f'(x) > 0 cuando x < 0 (x # —1) y f'(x) < 0 cuando x > 0 (x # 1), f es 
creciente en (—%, —1) y (—1, 0) y decreciente sobre (0, 1) y (1, o). 

F. El único número crítico es x = 0. Dado que f’ cambia de positiva a negativa en 0, 
F(0) = O es un máximo local por la prueba de la primera derivada. 


iy LE EN + 4262 1% _ 1 +4 
G. f (x) (x? z 1)“ (x? — 1) 


Puesto que 12x? + 4 > 0 para toda x, se tiene 
f") >0 == *=1>0 = |x|>1 


y f"() < 0 |x| < 1. Así, la curva es cóncava hacia arriba sobre los intervalos 
(~œ, —1) y (1, %) y cóncava hacia abajo en (— 1, 1). No hay puntos de inflexión ya 
que 1 y — 1 no están en el dominio de f. 

H. Utilizando la información de E-G, se termina el trazo de la figura 6. = 


2 
x 


Vx +1 


A. Dominio: (x|x + 1 >0} = {x|x > —1} = (-1,0) 


EJEMPLO 2 Trace la gráfica de f(x) = 
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=i 


FIGURA 7 


H. 


B. Las intersecciones en x y en y son ambas 0. 
C. 
D. Ya que 


Simetría: ninguna 


x? 
lím —== = o 
x= +1 F LL 


no hay asíntotas horizontales. Ya que Vx + 1 — 0 cuando x > —1* y f(x) es siem- 
pre positiva, se tiene 


2 


Xx 
lím —== = 

+ yx + 1 
y, por tanto, la recta x = —1 es una asíntota vertical. 


_ AFTOSA -1Y/(24x+1) 3x? + 4x x(3x + 4) 


PG) ++ T&D A+ 1 

Se ve que f'(x) = O cuando x = 0 (observe que -4 no está en el dominio de f), por 
lo que el único número crítico es x = 0. Ya que f' 6) < 0 cuando —=1<x<0y 
f'(x) > O cuando x > 0, f es decreciente sobre (— 1, 0) y decreciente sobre (0, 00). 
Puesto que f'(0) = 0 y f' cambia de negativa a positiva en O, f(0) = O es un míni- 
mo local (y absoluto) por la prueba de la primera derivada. 


2(x + 13 (6x + 4) — (3x? + 4x)3(x + 1)? o 3x +8x+8 
A(x + 1) Ax + 1 


f"&) = 


Observe que el denominador siempre es positivo. El numerador es la cuadrática 

3x? + 8x + 8, que siempre es positiva porque su discriminante es b? — 4ac = —32, 
que es negativo, y el coeficiente de x? es positivo. Por f”(x) > O para toda x en el 
dominio de f, lo que significa que f es cóncava hacia arriba sobre (— 1, %) y no hay 
punto de inflexión. 

El trazo de la curva aparece en la figura 7. E 


EJEMPLO 3 Trace la gráfica de f(x) = xe. 


Taw 


. El dominio es R. 

. Las intersecciones en x y en y son ambas 0. 

. Simetría: ninguna. 

. Ya que tanto x como e* son muy grandes cuando x — oo, se tiene que lím ___ xe” =00, 


x> 


Sin embargo, a medida que x > — o, e* — 0, por lo que se tiene un producto inde- 
terminado que requiere la regla de L’ Hôpital: 


A x g 1 y 
ím xe*= ím —= ím —— = lím (-e*) =0 
x—>—0 x>-w e” x>o-o —e ? x—>—0 


Así, el eje x es una asíntota horizontal. 
f'(x) =xe* + e* = (x + le" 


Ya que e* siempre es positiva, se ve que f'(x) > O cuando x + 1 > 0, y f'(x) <0 
cuando x + 1 < 0. Por lo que f es creciente sobre (— 1, œ) y decreciente sobre 
(e, =1). 

Ya que f'(—1) = 0 y f' cambia de negativa a positiva en x = —1, 

f=1) = —e* = 0.37 es un mínimo local (y absoluto). 


FU) = (x + De” + e = (x + 2)e* 


Ya que f(x) > 0 six > —2 y f"(x) < 0 six < —2, f es cóncava hacia arriba 


FIGURA 8 


FIGURA 9 


EJEMPLO 4 Trace la gráfica de f(x) = 
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en (—2, œ) y cóncava hacia abajo sobre (~œ, —2). El punto de inflexión 
es (2, -2e"?) = (-2, -0.27). 


H. Con toda esta información se traza la curva de la figura 8. E 


cos x 


2 + senx` 


. El dominio es R. 
. La intersección en y es f(0) = F, Las intersecciones en x se localizan donde cos x = 0, 


esto es, x = (1/2) + nm, donde n es un entero. 


. f no es par ni impar, pero f(x + 27r) = f(x) para toda x por lo que f es periódica 


con período 277. Así, en lo siguiente, se necesita considerar solo 0 S x < 277 
y después extender la curva por traslación en la parte H. 


. Asíntotas: ninguna. 


i (2 + sen x)(—sen x) — cos x (cos x) 2senx + 1 
r- = - 


(2 + sen x}? (2 + senx)? 


El denominador es siempre positivo, así, f'(x) > O cuando 2 sen x + 1 < 0 = 
sen x < —; => Tr/6 <x< 117/6. Por tanto, f es creciente en (77/6, 117/6) y 
decreciente sobre (0, 77/6) y (117/6, 27). 


. Del apartado E y la prueba de la primera derivada, se ve que el valor mínimo local 


es K(771/6) = —1/V3 y el valor máximo local es f(117/6) = 1/V3. 


. Si se utiliza la regla del cociente otra vez y se simplifica, se obtiene 


fa) => 2 cosx (1 — En x) 
(2 + sen x) 

Debido a que (2 + sen x} > 0 y 1 — sen x = 0 para toda x, se sabe que f(x) > 0 
cuando cos x < 0, esto es, 7r/2 <x< 311/2. Por lo que f es cóncava hacia arriba 
en (7/2, 3 7r/2) y cóncava hacia abajo sobre (0, 7r/2) y (3 7r/2, 271). Los puntos 
de inflexión son (7/2, 0) y (37/2, 0). 


. La gráfica de la función restringida a 0 S x < 277 se muestra en la figura 9. 


Después, se extenderá utilizando la periodicidad, para completar la gráfica de 
la figura 10. 


FIGURA 10 A 


EJEMPLO 5 Trace la gráfica de y = In(4 — x°). 


A. El dominio es 


lx |4- x > 0} = {x | x? <4) = {x | |x] < 2) = (-2, 2) 
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B. La intersección en y es f(0) = In 4. Para encontrar la intersección con x, se hace 
y =In(4- x’) =0 


Se sabe que In 1 = 0, por lo que se tiene 4 — x? = 1 = 1? = 3 y, por tanto, las 
intersecciones en x son + V3. 

C. Ya que fí—x) = f(x), f es par y la curva es simétrica respecto al eje y. 

D. Se busca asíntotas verticales en los puntos finales del dominio. Como 4 — x? = 0* 
cuando x — 2” y también a medida que x —> — 2*, se tiene 


lím In(4 — x?) = —0 lím_ In(4 — x’) = -—0 
Por lo que las rectas x = 2 y x = —2 son asíntotas verticales. 
=2% 
E. (a) = 
1-3 


Dado que f'(x) > 0 cuando —2 < x < 0 y f'(x) < 0 cuando 0 < x < 2, f es cre- 
ciente en (—2, 0) y decreciente en (0, 2). 

F. El único número crítico es x = 0. Ya que f’ cambia de positiva a negativa en 0, 
F(0) = In 4 es un máximo local por la prueba de la primera derivada. 


(4 — x2)(-2) + 2x(-2x) _ 58s 2x? 
(4 — x’ F (4 — x?y 


G. Pu = 


Ya que f”(x) < 0 para toda x, la curva es cóncava hacia abajo sobre (—2, 2) y no 
FIGURA 11 tiene punto de inflexión. 
y = 1n(4 — x’) H. Con toda esta información, se traza la curva en la figura 11. E 


E Asíntotas inclinadas 


Algunas curvas tienen asíntotas que son oblicuas, esto es, no son horizontales ni verti- 
cales. Si 


lím [09 — (mx + b)] =0 


YA 


donde m % 0, entonces la recta y = mx + b se llama asíntota inclinada (oblicua) porque 
la distancia vertical entre la curva y = f(x) y la recta y = mx + b tiende a cero, como en la 
figura 12, (Existe una situación similar si se hace x —> —%.) Para funciones racionales, 
las asíntotas inclinadas se producen cuando el grado del numerador es uno más que el 
y=mx+b grado del denominador. En tal caso la ecuación de la asíntota oblicua se puede encontrar 
por división larga como en el ejemplo siguiente. 


fœ- (mx+b) 


3 


EJEMPLO 6 Trace la gráfica de f(x) = 


FIGURA 12 xX +l’ 


A. El dominio es R = (—oo, %). 

B. Las intersecciones en x y en y son ambas 0. 

C. Puesto que f(—x) = — f(x), f es impar y su gráfica es simétrica respecto al origen. 

D. Ya que x? + 1 nunca es 0, no hay asíntotas verticales. Ya que f(x) — œ% 
cuando x > œ y f(x) > — œ cuando x > —% no hay asíntotas horizontales. 
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Pero la división larga da 


fo == + 
dá x? +1 j x? +1 


Esta ecuación sugiere y = x es una asíntota oblicua. En efecto 


fx) -x= > = >0 cuando x— +% 


Por lo que la recta y = x es una asíntota vertical. 


(x? + 8x2) — x? -2x _ x?(x? + 3) 
(1? + 1) (1? + 1) 


E. Fa) = 


Ya que f'(x) > 0 para toda x (excepto 0), f es creciente en (—oo, 00), 
F. Aunque f'(0) = 0, f' no cambia de signo en x = 0, por lo que no hay máximo ni 
mínimo local. 


(x? + 1P (4x + 6x) — (x4 + 342) - 2(x? + 1)2x _ 2x3 — x’) 


€ PE CT G? + 1P 


i Ya que f”(x) = O cuando x = Oox = + V3, se puede hacer la tabla siguiente: 
y o E 


Intervalo Ed 3=3é | (6*+ IEA y 
A) x< -3 = = + T CA en (— o0, 2/95) 
R 3<x<0 = + + = CB en (—y3, 0) 
as x EE ERNE + + + $ CA en (0, y/3) 
püntösde x> B + = + — CB en (13, co) 


inflexión 


J= Los puntos de inflexión son (—/3, ¿4/3 ), (0, 0) y (V3, 4v3). 
FIGURA 13 H. La gráfica de f se muestra en la figura 13. a 


4.5 EJERCICIOS 


1-54 Utilice la guía de esta sección para trazar cada una de las Lx 1 1 
i À 11. y == 12. y=1+-+% 
curvas siguientes: 2-3x+x x? 
1. y =x? + 3x? 2. y = x? + 6x? + 9x 
x 
13. y= 14. y = 

3. y= 2 — 15x + 9x? — x’ 4. y = 8x’ — x 2224 á 4 

5. y = x(x — 4P 6. y = x7 — 5x x? x= 1) 

í : 15. y=— y LEY 

i $ X +9 del 

7. y=30 3x0 + 16x 8. y = (4 — x°) 

d 3 17. y=22 ayi 
ya A 10. y= 2% 5d y dd x 1? 


x?—2x p 25 — x’ 
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19 x 20 x 
aae a yS 
i +1 ? x-2 
21. y =2/x -x 22. y = (x — 4)/x 
23. y =yx?+x-2 24. y= yx? +x -x 
x 
25. y = == 26. y =xy2 — x? 
f x2+1 f 
— y2 
27. y= siar 28. y = x 
XxX yx? =Í 
29. y=x— 3x! 30. y= xP 5x? 
31. y= yx- 1 32. y= 4x? +1 
33. y =senóx 34. y = x + cosx 
35. y=xtanx, —T/2 <x < m/2 
36. y = 2x — tanx, —7/2<x< 5/2 


37. y = sen x + y3 cosx, —2m Sx S 2r 
38. y = cscx — 2senx, O<x< Tm 
sen x sen x 
39. y = =— 40. y = 
7 1 + cosx 7 2:45 Cos% 
41. y = arctan(e*) 42. y = (1 — x)e* 
43. y = 1/(1 + e™) 
44. y=e"senx, O0SxSÊ2rT 
1 
45. y=- +tinx 46. y=x— lnx 
47. y= (1 +e*)? 48. y =e/x? 
49. y = In(sen x) 50. y = In(1 + x°) 
ik lnx 
51. y = xe 52. y = — 
XA 
arctan x -1 x— 1 
53. y = ent 54. y = tan 
7 x+l 
55. En la teoría de la relatividad, la masa de una partícula es 


56. 


Mo 
m = -m 
y1 — vye? 


donde m, es la masa en reposo de la partícula, m es la masa 
cuando la partícula se mueve con rapidez v con respecto al 

observador y c es la rapidez de la luz. Trace la gráfica de m 
como una función de v. 


En la teoría de la relatividad, la energía de una partícula es 
mêct + ke? 


donde m, es la masa en reposo de la partícula, A es la 
longitud de onda y h es la constante de Planck. Trace la 


57. 


58. 


59. 


60. 


gráfica de E como una función de A. ¿Qué indica la gráfica 
en relación con la energía? 


Un modelo para la divulgación de un rumor está dado por la 
ecuación 


pli) = 1 + ae™ 

donde p(t) es la proporción de la población que sabe del 
rumor en el tiempo 1, y a y k son constantes positivas. 

(a) ¿Cuándo habrá oído el rumor la mitad de la población? 
(b) ¿Cuándo es mayor la rapidez de divulgación del rumor? 
(c) Trace la gráfica de p. 


Un modelo para la concentración en tiempo t de un 
medicamento inyectado en el torrente sanguíneo es 


C(t) = Kle”" — e”) 


donde a, b y K son constantes positivas y b > a. Trace la grá- 

fica de la función de concentración. ¿Qué indica la gráfica en 

relación con la variación de la concentración al transcurrir el 
tiempo? 


La figura muestra una viga de longitud L incrustada en 
muros de hormigón. Si una carga constante W se distribuye 
uniformemente a lo largo de su longitud, la viga toma la 
forma de la curva de deflexión 


WL? 
x 
24E1I 


W 
x 
24E1I 


WL 
X 
12E1 


4 y 3 2 


donde E e / son constantes positivas. (E es el módulo de 
Young de elasticidad e 7 es el momento de inercia de una 
sección transversal de la viga). Trace la gráfica de la curva 
de deflexión. 


La ley de Coulomb establece que la fuerza de atracción 
entre dos partículas cargadas es directamente proporcional 
al producto de las cargas e inversamente proporcional al 
cuadrado de la distancia entre ellas. La figura muestra par- 
tículas con carga 1 ubicadas en las posiciones 0 y 2 sobre 
una recta de coordenadas y una partícula con carga —1 
en una posición x entre ellas. De la ley de Coulomb 

se deduce que la fuerza neta que actúa sobre la partícula 
ubicada a la mitad es 


F(x) k | k 


0<x<2 
xX &œ-2’ Á 


donde k es una constante positiva. Trace la gráfica de la fun- 
ción fuerza neta. ¿Qué indica la gráfica acerca de la fuerza? 


= 


61-64 Encuentre la ecuación de la asíntota inclinada en cada una 


de las funciones dadas. No trace la gráfica de la curva. 


72. 
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Demuestre que la curva y = Vx? + 4x tiene dos asíntotas 
inclinadas: y = x + 2 y y = —x — 2. Utilice este hecho 


+1 4x? — 10x? — 11x + 1 para trazar la curva. 
61. y= 62. y a 
x+l x= 3x 73. Demuestre que las rectas y = (0/ aX y y = —(b/ a)x son 
2x3 — 5x? + 3x 6 + 22 +3 asíntotas inclinadas de la hipérbola (?/a?) — (y/b?) = 1. 
63. y = ——————— 64. y 
: y= 2x°— x 74. Sea f(x) = (0 + 1)/x. Demuestre que 


65-70 Utilice la guía de esta sección para trazar cada una de las 
curvas siguientes. En el apartado D encuentre la ecuación de la 
asíntota inclinada. 


lím [fœ@ =]=0 


Esto demuestra que la gráfica de f se aproxima a la gráfica 
de y = x? y se dirá que la curva y = f(x) es asintótica a la 


; 1 + 5x — 2x? 
65. y= ž 66. y = A a parábola y = x?. Utilice este hecho para trazar la gráfica 
x-1 x-2 
de f. 
x? +4 y l ? O, 
67. y = 3 68. y = > 75. Analice el comportamiento asintótico de f(x) = Qf + 1) /. Xx 
x (x + 1) Ñ i PER e 
de la misma manera que en el ejercicio 74. Después utilice 
69. y=1+3x+e* 70.y=1-x+e0P su resultado para ayudarse en el trazo de la gráfica de f. 


76. Utilice el comportamiento asintótico de f(x) = sen x + e”* 
para trazar su gráfica sin usar el procedimiento para el 
trazado de curvas de esta sección. 


71. Demuestre que la curva y = x — tan !x tiene dos asíntotas 
inclinadas: y = x + 7r/2 YyY=x-= 7r/2. Utilice este hecho 
para ayudar a trazar la curva. 


4.6 Trazo de gráficas con cálculo y calculadoras 


Se sugiere leer “Graphing Calculators 
and Computers” en www.stewartcalcu- 


El método que se utilizó para trazar curvas en la sección anterior fue una culminación de 
gran parte de este estudio del cálculo diferencial. La gráfica fue el objeto final que se ha 
lus.com. En particular, se explica cómo producido. En esta sección el punto de vista de los autores es completamente diferente. 
evitar algunos de los inconvenientes de Aquí se comenzó con una gráfica producida por una calculadora graficadora o un equipo 
lọs. dispositivos graficadores, eligiendo qe cómputo y luego se refinó. Se utilizó el cálculo para asegurar que revelan todos los 
rectángulos de vista adecuados. . : ba 

aspectos importantes de la curva. Y con el uso de dispositivos graficadores se puede 
abordar curvas que serían demasiado complicadas sin considerar la tecnología. El tema 
es la interacción entre el cálculo y las calculadoras. 


EJEMPLO 1 Trace la gráfica de la función polinomial f(x) = 2x6 + 3x% + 3x? — 2x?. 
Utilice las gráficas de f' y f” para estimar todos los puntos máximos y mínimos e inter- 
valos de concavidad. 


SOLUCIÓN Si se especifica un dominio, pero no un rango, muchos dispositivos grafica- 
dores utilizan un rango adecuado de los valores calculados. La figura 1 muestra el trazo 
que hace un dispositivo si se especifica que — 5 S x < 5, Aunque este rectángulo de 
vista es útil para mostrar que el comportamiento asintótico (o comportamiento extremo) 
es el mismo que para y = 2x*, obviamente está ocultando algún detalle más fino. Por 
lo que se cambia el rectángulo de vista a [—3, 2] por [—50, 100] que se muestra en la 


figura 2. 
41,000 100 
| 
| y= f(x) 
3 2 
5 
—1 000 =50 
FIGURA 1 FIGURA 2 
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20 


FIGURA 3 


y=100] 
1 o 
/ 
L 
-1 
FIGURA 4 
10 
3 
y= f"x) 
-30 
FIGURA 5 


De esta gráfica se deduce que hay un valor mínimo absoluto de alrededor — 15.33 
cuando x = — 1.62 (utilizando el cursor) y f es decreciente en (—%, — 1.62) y es creciente 
en (— 1.62, œ). También parece haber una recta tangente horizontal en el origen y puntos 
de inflexión cuando x = 0 y cuando x se encuentra en algún lugar entre -2 y —1. 

Ahora va a tratar de confirmar estas impresiones mediante el cálculo. Se deriva y se 
obtiene 


f'(x) = 12x5 + 151* + 9x? — 4x 


F"Go) = 60x* + 60x? + 18x — 4 


Cuando se grafica f' en la figura 3 se ve que f'(x) cambia de negativa a positiva 
cuando x = — 1.62; esto confirma (por la prueba de la primera derivada) el valor 
mínimo que se ha encontrado antes. Pero, quizá para sorpresa, también se nota que 
f'(x) cambia de positiva a negativa cuando x = 0 y de negativa a positiva cuando 

x = 0.35. Esto significa que f tiene un máximo local en 0 y un mínimo local 
cuando x = 0.35, pero estos estaban escondidos en la figura 2. De hecho, si se 
hacen ahora acercamientos hacia el origen en la figura 4, se ve lo que faltó antes: 
un valor máximo local de 0 cuando x = 0 y un valor mínimo local de —0.1 cuando 
x = 0.35. 

¿Qué pasa con la concavidad y los puntos de inflexión? En las figuras 2 y 4 parece 
haber puntos de inflexión cuando x está un poco a la izquierda de —1 y cuando x está 
un poco a la derecha del 0. Pero es difícil determinar los puntos de inflexión de la 
gráfica de f por lo que se grafica la segunda derivada f” en la figura 5. Se ve que 
f” cambia de positiva a negativa cuando x = —1.23 y de negativa a positiva cuando 
x = 0,19. Así, redondeada con dos decimales, f es cóncava hacia arriba en (o, —1.23) 
y (0.19, œ) y cóncava hacia abajo en (— 1.23, 0.19). Los puntos de inflexión son 
(1.23, — 10.18) y (0.19, —0.05). 

Se ha descubierto que una simple gráfica no revela todas las características 
importantes de esta función polinomial. Pero las figuras 2 y 4, tomadas en conjunto, 
proporcionan una imagen más precisa. E 


EJEMPLO 2 Dibuje la gráfica de la función 


x2+7x+3 
fo = ——_ > — 


en un rectángulo de vista que contenga todas las características importantes de la fun- 
ción. Estime los valores máximos y mínimos y los intervalos de concavidad. Después 
utilice el cálculo para encontrar exactamente estas cantidades. 


SOLUCIÓN La figura 6, producida por un equipo de cómputo con escala automática, es 
un desastre. Algunas calculadoras graficadoras utilizan [—10, 10] por [—10, 10] como 
el rectángulo de vista predeterminada, por lo que se probará. Se obtiene la gráfica que 
se muestra en la figura 7; es una mejora importante. 


3x 10% 10 


FIGURA 6 FIGURA 7 


sl OS A 


FIGURA 8 


N 


20 


FIGURA 9 


10 


y= f(x) 


10 


FIGURA 10 


—10 


0 


10 
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El eje y parece ser una asíntota vertical y, de hecho, lo es porque 


La figura 7 también permite estimar las intersecciones con el eje x: cerca de —0.5 y 
—6.5. Los valores exactos se obtienen mediante la fórmula cuadrática para resolver la 
ecuación x? + 7x + 3 = 0; se obtiene x = (—7 + V37)/2. 

Para obtener un mejor vistazo de las asíntotas horizontales, se cambia el rectángulo 
de vista [—20, 20] por [—5, 10] en la figura 8. Parece que y = 1 es la asíntota horizon- 
tal y esto es fácilmente confirmado: 


x2+7x+3 7 3 
ím =——=—= lím | 1 + —+ =]1 


SS 
x> +o x x—> +o p 


X X 


Para estimar el valor mínimo se acerca el rectángulo de vista [—3, 0] por [—4, 2] en 
la figura 9. El cursor indica que el valor mínimo absoluto es aproximadamente —3.1 
cuando x = —0.9, y se ve que la función decrece sobre (—%, —0.9) y (0, 00) y crece en 
(—0.9, 0). Los valores exactos se obtienen derivando: 


a 4 6  Tx+6 
Fx) qe NE 3 


X 


Esto demuestra que f'(x) > 0 cuando -£ <x<0y f'(x) < 0 cuando x <—É y cuando 
x > 0. El valor mínimo exacto es f£) = -4 = —3.08. 

La figura 9 también muestra que un punto de inflexión se localiza en algún lugar 
entre x = —1 y x = —2. Se podría estimar con mucha más exactitud utilizando la grá- 
fica de la segunda derivada, pero en este caso es fácil encontrar valores exactos. Ya que 


, 14 18  2(7x+9) 
f (x) =; + 4 4 
X XxX X 


se ve que f”(x) > 0 cuando x > -3 (x 4 0). Así, f es cóncava hacia arriba en pz 0) 


y (0, 0) y cóncava hacia abajo sobre (oo, 2). El punto de inflexión es (=, -H), 
El análisis mediante las dos primeras derivadas muestra en la figura 8 todos los 
aspectos importantes de la curva. a 


x(x + 1) 
f=2 -= 4 


EJEMPLO 3 Trace la gráfica de la función f(x) = 


SOLUCIÓN De la experiencia con una función racional en el ejemplo 2, se comienza 
por graficar f en el rectángulo de vista [—10, 10] por [—10, 10]. De la figura 10 se tiene 
la sensación de que se va a tener que acercar para ver algún detalle más fino y también 
para ver la imagen más grande. Pero, como una guía para hacer un acercamiento inte- 
ligente, primero se verá con más cuidado la expresión para f(x). Debido a los factores 
(x — 2) y (x — 4)* en el denominador, se espera que x = 2 y x = 4 sean las asíntotas 
verticales. De hecho, lo son, ya que 


x(x + 1) v lí xUx + 1) 
_ da _ 
Y aaa 


lí 
12 (x — 2 — 4 
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Para encontrar las asíntotas horizontales, se divide el numerador y el denominador 
por xé, 


2 3 
E (x+ 1) 1 P 1 
xUx + 1) x? x? x x 


(x = Dix — 4Ă | Jl a) 


2 
K” xí 


J | Esto demuestra que f(x) —> 0 conforme x —> +%, por lo que el eje x es una asíntota 
/ \ horizontal. 

\ También es muy útil examinar el comportamiento de la gráfica cerca de la intersec- 
AN ción con el eje x, usando un análisis como en el ejemplo 2.6.12. Ya que x? es positiva, 
f(x) no cambia de signo en 0 y, por tanto, su gráfica no cruza el eje x en 0. Pero, debido 


FIGURA 11 


al factor (x + 1), la gráfica cruza el eje x en —1 y tiene allí una recta tangente horizon- 
tal. Poniendo toda esta información junta, pero sin utilizar derivadas, se ve que la curva 
tiene que ser parecida a la de la figura 11. 

Ahora que se sabe qué buscar, se hacen acercamientos (varias veces) para producir 
las gráficas de las figuras 12 y 13 y se aleja (varias veces) para obtener la figura 14. 


0.05 0.0001 500 


y= f(x) 


100 


10 


1 


0.05 0.0001 10 


FIGURE 12 FIGURA 13 FIGURA 14 


De estas gráficas, se puede leer que el mínimo absoluto es aproximadamente 
—0.02 y se produce cuando x = —20. También hay un máximo local = 0.00002 cuando 
x= —0.3 y un mínimo local = 211 cuando x = 2.5. Estas gráficas también muestran 
tres puntos de inflexión cerca de —35, —5 y —1 y dos entre —1 y 0. Para estimar los 
puntos de inflexión más cercanamente se necesitará la gráfica de f”, pero graficar f” 

a mano es una tarea poco razonable. Si tiene un sistema algebraico computacional, es 
más fácil (véase el ejercicio 15). 

Se ha visto que, para esta función en particular, son necesarias tres gráficas (figuras 
12, 13 y 14) para transmitir toda la información útil. La única manera de mostrar todas 
estas características de la función en una gráfica única es dibujar a mano. A pesar de las 
exageraciones y distorsiones, la figura 11 logra resumir la naturaleza esencial de la 
función. a 


EJEMPLO 4 Trace la gráfica de la función f(x) = sen(x + sen 2x). Para 0 S x S 7, 
estime todos los valores máximos y mínimos, intervalos donde la función crece y 


decrece y los puntos de inflexión. 


SOLUCIÓN Primero se observa que f es periódica con período 27r. También, f es 


1,1 


impar y | fœ) | < 1 para toda x. Así, la elección de un rectángulo de vista no es un 
problema para esta función: se empieza con [0, 77] por [—1.1, 1.1] (Véase la figura 


FIGURA 15 15.) Parece que hay tres valores máximos locales y dos valores mínimos locales en esa 


La familia de funciones 
f(x) = sen (x + sen cx) 


donde c es una constante, aparece en 
aplicaciones a la sintonía de frecuencia 
modulada (FM). Una onda sinusoidal 
es modulada por una onda con una 
frecuencia diferente (sen cx). El caso 
donde c = 2 se estudia en el ejemplo 4. 
El ejercicio 27 explora otro caso 
especial. 


1.2 


=1.2 


FIGURA 16 


=1,2 


FIGURA 17 


FIGURA 18 
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ventana. Para confirmar esto y localizarlos con mayor precisión, se obtiene 
f'(x) = cos(x + sen 2x) : (1 + 2 cos 2x) 


y se grafica f y f' en la figura 16. 
Utilizando el zoom y la prueba de la primera derivada, se encuentran los valores 
aproximados siguientes: 


Intervalos en los que crece: (0, 0.6), (1.0, 1.6), (2.1, 2.5) 


Intervalos en los que decrece: (0.6, 1.0), (1.6, 2.1), (2.5, m) 
Valores máximos locales: $(0.6) = 1, f(1.6) = 1, f(2.5)= 1 


Valores mínimos locales: $01.0) = 0.94, f(2.1) = 0.94 


La segunda derivada es 
f"œ@) = — (1 + 2 cos 2x) sen(x + sen 2x) — 4 sen 2x cos(x + sen 2x) 


Graficando f y f” en la figura 17, se obtienen los valores aproximados siguientes: 


Cóncava hacia arriba sobre: (0.8, 1.3), (1.8, 2.3) 


Cóncava hacia abajo sobre: (0, 0.8), (1.3, 1.8), (2.3, 77) 


Puntos de inflexión: (0, 0), (0.8, 0.97), (1.3, 0.97), (1.8, 0.97), (2.3, 0.97) 


Se ha comprobado que la figura 15 representa f con precisión para 0 S x S 7, 
por lo que se puede afirmar que la gráfica ampliada en la figura 18 representa f con 
precisión para — 2r S x S 27. m 


El último ejemplo se refiere a las familias de funciones. Esto significa que las fun- 
ciones de la familia están relacionadas con otras mediante una fórmula que contiene 
una o más constantes arbitrarias. Cada valor de la constante da lugar a un miembro 
de la familia, y la idea es ver cómo varía la gráfica de la función con los constantes 
cambios. 


EJEMPLO 5 ¿Cómo varía la gráfica de f(x) = 1 / (2 + 2x + c) cuando c cambia? 


SOLUCIÓN Las gráficas de las figuras 19 y 20 (casos especiales para c = 2 y c = —2) 
muestran dos maneras muy diferentes de ver las curvas. 


anar =2 

2 2 j 

| 17 
| l 
| l 
a E 

5 7 4 5 j l 4 
me | | 
x? +2x+2 | | 
1 L 
=2 =2 
FIGURA 19 FIGURA 20 


c=2 c=-2 
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Antes de trazar más gráficas, se verá qué tienen en común los miembros de esta 
familia. Ya que 


ím =>— =0 
1>to x + 2x+c 


para cualquier valor de c, todas tienen el eje x como asíntota horizontal. Una asíntota 
vertical ocurre cuando x? + 2x + c = 0. Resolviendo esta ecuación cuadrática, se 


obtiene x = —1 + V1 — c. Cuando c > 1, no hay asíntotas verticales (como en la 
figura 19). Cuando c = 1, la gráfica tiene una sola asíntota vertical x = —1 porque 
1 


7 


lím = = lím -= 0 
a>S-1x2+2x+1 aa + 1) 


Cuando c < 1, hay dos asíntotas verticales x = —1 + V1 — c (como en la figura 20). 
Ahora se obtiene la derivada: 


P 2x +2 
JS 
(x? + 2x + c}? 
Esto demuestra que f'(x) = O cuando x = — 1 (si c # 1), f'(x) > O cuando x < —1 y 


f'(x) < 0 cuando x > —1. Para c > 1, esto significa que f es creciente en (—%, — 1) 

y decreciente en (— 1, 00). Para c > 1, hay un valor máximo absoluto f(—1) = 1/ (c— 1). 
Para c < 1, f(—1) = 1/(c — 1) es un valor máximo local, y los intervalos donde es 
creciente y decreciente se interrumpen debido a las asíntotas verticales. 

La figura 21 es una “serie de diapositivas” que muestran cinco miembros de la fami- 
lia, todas representadas en el rectángulo de vista [—5, 4] por [—2, 2]. Como se previó, 
ocurre una transición de dos asíntotas verticales a una en c = 1 y luego a ninguna para 

Véase una animación de la figura C > 1. Cuando c aumenta desde 1, se ve que el punto máximo resulta menor; esto se 

21 en Visual 4.6 explica por el hecho de que 1 / (c — 1) => 0 cuando c > œ. Como c disminuye de 1, 
las asíntotas verticales se separan más ampliamente porque la distancia entre ellas es 
2V1 — c, lo cual resulta muy grande conforme c —> —%. Nuevamente, el punto máximo 
se aproxima al eje x porque 1/(c — 1) —> 0 cuando c > —oo, 


2> 
¡8 


e==1 0 e=1 c=2 c=3 
FIGURA 21 
La familia de funciones Claramente, no hay ningún punto de inflexión cuando c = 1. Para c > 1 se 
FG) = 1/02 + 2x + c) calcula que 


2(3x? + 6x + 4-c) 
(x? + 2x + cy? 


Fs) 


y se deduce que los puntos de inflexión ocurren cuando x = —1 + V3(c — D/ 3. Así, 
los puntos de inflexión se extienden al aumentar c, y esto parece razonable, por lo que 
se ve en las dos últimas partes de la figura 21. E 


4.6 I EJERCICIOS 


1-8 Trace gráficas de f que revelen todos los aspectos 
importantes de cada una de las curvas siguientes. En particular, 
debe utilizar gráficas de f' y f” para estimar los intervalos 
donde f es creciente y decreciente, valores extremos, intervalos 
de concavidad y puntos de inflexión. 

1. f(x) = x — 5xt — x? + 28x? — 2x 

2. f(x) 2x6 + 5x7 + 140x° — 110x? 

3. f(x) =x! — 5x% + 25x? — 6x? — 48x 


jo HA s or 


(ey 


. f(x) = tan x + 5 cos x 


N 


. fx) =x? — 4x +7cosx, —4<x<4 


. f(x) = e* — 0.186x* 


00 


9-10 Elabore gráficas de f que revelen todos los aspectos 
importantes de cada una de las curvas siguientes. Determine 
los intervalos donde f es creciente y decreciente e intervalos 
de concavidad y utilice el cálculo para encontrar exactamente 
estos intervalos. 


EN 2x 10% 
8 


xí 


9. f(x) =14 23 sl 2 10. fx) = 
Xx X X 


X 


11-12 

(a) Trace la gráfica de la función. 

(b) Utilice la regla de L’ Hôpital para explicar el comporta- 
miento cuando x —> 0. 

(c) Estime el valor mínimo y los intervalos de concavidad. 
Después, utilice el cálculo para encontrar los valores 
exactos. 


11. f(x) =x’ lnx 12. f(x) = xe!“ 


13-14 Trace a mano la gráfica utilizando asíntotas e intersec- 
ciones, pero no derivadas. Después utilice su trazo como una 
guía para elaborar gráficas (con un dispositivo graficador) que 
muestran las principales características de la curva. Utilice 
estas gráficas para estimar los valores máximos y mínimos. 
(x + 4)(x — 3) 
Bejo =r — 
fœ x(x — 1) 
(2x + 3)Ux — 2) 
xx — 5y 


14. f(x) 


EN 15. Si f es la función considerada en el ejemplo 3, utilice 


un sistema algebraico computacional para calcular f’ y 
luego trace su gráfica para confirmar que todos los valores 
máximos y mínimos son como en el ejemplo. Calcule f” 
y utilícela para estimar los intervalos de concavidad y los 
puntos de inflexión. 


En 16. Si f es la función del ejercicio 14, encuentre f' y f” y 


utilice sus gráficas para estimar los intervalos donde f es 
creciente, decreciente y la concavidad de f. 
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En 17-22 Utilice un sistema algebraico computacional para 


trazar la gráfica de f y para encontrar f' y f”. Use las gráficas 
de estas derivadas para estimar los intervalos donde f es 
creciente y decreciente, los valores extremos, intervalos de 
concavidad y sus puntos de inflexión. 


x? + 5x? +1 
x+n 
2/3 


17. f(x) = 


x 


TTT 


19. f(x) = vx + 5senx, x <20 


20. f(x) = x — tan (x?) 


1 — e!” 
21. f(x) = TEIE Ed 
3 
22. f(x) = 
Fo) 3+2senx 


EN 23-24 Trace la gráfica de la función utilizando tantos 


rectángulos de vista como necesite para representar la 
verdadera naturaleza de la función. 
1 — cos(x*) 


23. f(x) = > 


24. f(x) =e* + In]x — 4] 


En 25-26 


(a) Trace la gráfica de la función. 

(b) Explique la forma de la gráfica calculando el límite cuan- 
do x > 0* o cuando x > 0, 

(c) Estime los valores máximos y mínimos y luego utilice 
cálculo para determinar los valores exactos. 

(d) Utilice una gráfica de f” para estimar las coordenadas x 
de los puntos de inflexión. 


25. f(x) =x!" 26. f(x) = (sen x)"" 


27. En el ejemplo 4 se ha considerado un miembro de la 
familia de funciones f(x) = sen(x + sen cx) que se 
presenta en la sintonía FM. Aquí se investiga la función 
con c = 3. Empiece por graficar f en el rectángulo de 
vista [0, 77] por [—1.2, 1.2]. ¿Cuántos puntos máximos 
locales ve usted? La gráfica tiene más de lo que se puede 
notar a simple vista. Para descubrir los puntos máximos y 
mínimos ocultos tendrá que examinar la gráfica de f' muy 
cuidadosamente. De hecho, ayuda ver la gráfica de f” al 
mismo tiempo. Encuentre todos los valores máximos y 
mínimos y puntos de inflexión. Luego trace la gráfica de 
f en el rectángulo de vista [—27r, 277] por [—1.2, 1.2] y 
comente lo relacionado con la simetría. 


28-35 Describa cómo varía la gráfica de f conforme c varía. 
Trace la gráfica de varios miembros de la familia para ilustrar 
las tendencias que descubre usted. En particular, debe 
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investigar cómo se mueven los puntos máximos y mínimos y los x => +o, Identifique los valores de transición de c donde 
puntos de inflexión cuando c cambia. También debe identificar cambia la forma básica. ¿Qué sucede con los puntos máximos 
cualquier valor de transición de c, en el que cambia la forma o mínimos y los puntos de inflexión cuando c cambia? Ilustre 
básica de la curva. graficando varios miembros de la familia. 
28. f(x) = x? + cx 38. Investigue la familia de curvas dada por la ecuación 
fœ) = x*+ cx? + x. Comience por determinar el valor de 
29. f(x) = x? + 6x + c/x (Tridente de Newton) transición de c, en el que el número de puntos de inflexión 
` cambia. Luego trace la gráfica de varios miembros de la 
; z familia para ver qué formas son posibles. Hay otro valor 
30. f(x) =xyc? — x? 31. f(x) = e* + ce” A i p 4 
fo) fo) de transición de c en el que cambia el número de números 
l Ñ či críticos. Intente descubrirlo gráficamente. Después demuestre 
32. f(x) = In(x* + c) 33. f(x) = EFE lo que usted ha descubierto. 
sen x i 39. (a) Investigue la familia de funciones polinomiales dada por 
34. f(x) = TECOS 35. f(x) = cx + sen x fœ) = cxt — 2x? + 1. ¿Para qué valores de c la curva 


tiene puntos mínimos? 
(b) Demuestre que los puntos máximos y mínimos de cada 


36. La familia de funciones f(t) = C(e”“ — e™), donde a, b y C curva en la familia se encuentran en la parábola 
son números positivos y b > a, ha sido utilizada para modelar y = 1 — x. Ilustre trazando la gráfica de esta parábola 
la concentración de un fármaco que se inyecta en el torrente y varios miembros de la familia. 


sanguíneo al tiempo t = 0. Trace la gráfica de varios miem- 
bros de esta familia. ¿Qué tienen en común? Para valores 
fijos de C y a, descubra gráficamente lo que ocurre cuando b 
aumenta. Después utilice el cálculo para demostrar lo que ha 


40. (a) Investigue la familia de funciones polinomiales dada por 
fœ) = 2x* + cx? + 2x. ¿Para qué valores de c la curva 
tiene puntos máximos y mínimos? 

(b) Demuestre que los puntos máximos y mínimos de cada 


descubierto. pa 
curva en la familia se encuentran sobre la curva 
37. Investigue la familia de curvas dada por f(x) = xe”“*, donde y = x — x?. Ilustre trazando la gráfica de esta curva y 
c es un número real. Empiece por obtener los límites cuando varios miembros de la familia. 


4.7 Problemas de optimización 


Los métodos que se han aprendido en este capítulo para encontrar los valores extre- 
mos tienen aplicaciones prácticas en muchas áreas de la vida. Un empresario quiere 
minimizar los costos y maximizar las ganancias. Un viajero quiere minimizar el tiempo 
de transporte. El principio de Fermat en óptica establece que la luz sigue el camino 
que toma el menor tiempo. En esta sección se resuelven problemas como la maximi- 
zación de áreas, volúmenes y beneficios y la minimización de distancias, tiempos y 
costos. 

En la resolución de tales problemas prácticos, el mayor desafío suele ser conver- 
tir el problema expresado en palabras en un problema de optimización matemática, 
estableciendo la función que va a maximizar o minimizar. Para esto, se recordarán los 

El principios para resolver problemas que se discutieron en la página 71 y adaptarlos a esta 
situación: 


Pasos para la resolución de problemas de optimización 


1. Comprenda el problema El primer paso consiste en leer detenidamente el 
problema hasta que se entienda claramente. Pregúntese: ¿qué es lo desconocido? 
¿Cuáles son las cantidades conocidas? ¿Cuáles son las condiciones dadas? 


2. Dibuje un diagrama En la mayoría de los problemas resulta útil dibujar un dia- 
grama e identificar en este las cantidades dadas y las cantidades requeridas. 


3. Introduzca la notación Asigne un símbolo a la cantidad que va a ser maximi- 
zada o minimizada (se le llamará O por ahora). También seleccione símbolos 
(a, b,C,...,x, y) para otras cantidades desconocidas y etiquete el diagrama con 
estos símbolos. Puede ser provechoso utilizar iniciales como símbolos sugerentes, 
por ejemplo, A para el área, h para la altura, t para el tiempo. 


El Comprenda el problema 
HJ Analogía: intente casos especiales 
El Dibuje diagramas 


1000 
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4. Exprese Q en términos de algunos de los otros símbolos del paso 3. 


5. Si O se ha expresado como una función de más de una variable en el paso 4, utilice 
la información dada para encontrar relaciones (en forma de ecuaciones) entre estas 
variables. Utilice estas ecuaciones para eliminar todas, excepto una de las variables 
en la expresión para Q. Así Q se expresará en función de una variable x, es decir, 
O = f(x). Escriba el dominio de esta función. 


6. Utilice los métodos de las secciones 4.1 y 4.3 para encontrar los valores máximo 
o mínimo absolutos de f. En particular, si el dominio de f es un intervalo cerrado, 
entonces se puede utilizar el método del intervalo cerrado de la sección 4.1. 


EJEMPLO 1 Un agricultor tiene 1200 m de material y quiere construir una malla para 
cercar un campo rectangular que bordea un río recto, de modo que no necesita malla a 
lo largo del río. ¿Cuáles son las dimensiones que debe tener el campo para encerrar el 
área más grande? 


SOLUCIÓN Para hacerse una idea de lo que está sucediendo en este problema, se va 
a experimentar con algunos casos especiales. La figura 1 (no a escala) muestra tres 
formas de posibles arreglos de los 1200 m de material. 


400 e 


500 500 


400 400 


Área = 100 - 1000 = 100000 m? 


FIGURA 1 


E Introduzca notación 


FIGURA 2 


Área = 400 - 400 = 160000 m? Área = 500 - 200 = 100000 m? 


Se ve que cuando se intenta campos muy anchos y poco largos, o campos angostos 
y muy largos, se obtienen áreas relativamente pequeñas. Parece razonable que exista 
alguna configuración intermedia que produzca el área más grande. 

La figura 2 ilustra el caso general. Se quiere maximizar el área A del rectángulo. 
Sea x y y el largo y el ancho, respectivamente, del rectángulo (en metros). Entonces, 
se quiere expresar A en términos de x y y: 


A=xy 
Se quiere expresar A en función de una sola variable, por lo que se elimina y expresa 
en términos de x. Para esto se utiliza la información dada de que la longitud total de la 
malla es 1200 m. Así 
2x + y = 1200 
De esta ecuación se tiene y = 1200 — 2x, lo que da 


A = x(1200 — 2x) = 1200x — 2x? 


Observe que x = 0 y x < 600 (de lo contrario A < 0), por lo que la función que se 
desea maximizar es 


A(x) = 1200x — 2x?  0<x=<600 
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Pd 


Área 2(1rr”) Área (27rr)h 


FIGURA 4 


1000 + 


FIGURA 5 


La derivada es A'(x) = 1200 — 4x, por lo que para encontrar los números críticos se 
resuelve 


1200 — 4x = 0 


que da x = 300. El valor máximo de A se debe producir en este número crítico o en un 
punto final del intervalo. Ya que A(0) = 0, A(300) = 180 000 y A(600) = 0, el método 
del intervalo cerrado da el valor máximo cuando A(300) = 180 000. 

[Alternativamente, se podría haber observado que A”(x) = —4 < 0 para toda x, por lo 
que Á es siempre cóncava hacia abajo y el máximo local en x = 300 debe ser un máximo 
absoluto.] 

Por tanto, el campo rectangular debe tener 300 m de largo y 600 m de ancho. E 


EJEMPLO 2 Se va a fabricar una lata que ha de contener 1 L de aceite. Encuentre las 
dimensiones que debe tener la lata de manera que minimicen el costo del metal para 
fabricarla. 


SOLUCIÓN Dibuje el diagrama como el de la figura 3, donde r es el radio y h la altura 
(ambos en centímetros). Para minimizar el costo del metal, se minimiza el área super- 
ficial total del cilindro (tapa, fondo y lados). A partir de la figura 4, se ve que los lados 
se fabrican de una lámina rectangular con dimensiones 27rr y h. De esta manera, el área 
superficial es 


A =21rr? + 21rrh 


Se debe expresar A en términos de una variable r. Para eliminar h se recurre al hecho 
de que el volumen está dado como 1 L, que es equivalente a 1000 cm’. Así 


mr’h = 1000 


lo que da h = 1000/ (Tr). Sustituyendo esto en la expresión para A, da 


1 2 
A =Q21rr? + 2mr| oo) = 2rr? + 2009 
Tr r 


Se sabe que r debe ser positivo y no hay limitaciones de qué tan grande puede ser r. 
Por tanto, la función que se quiere minimizar es 


2000 
A(r) = 2mr? + == r>0 
r 


Para encontrar los números críticos, se deriva: 


_ 2000 _ A(rrr? — 500) 


r? r? 


A'(r) = 4rr 


Entonces A'(r) = O cuando 7rr? = 500, por lo que el único número crítico es 
r=V500/7. 

Puesto que el dominio de A es (0, o), no se puede aplicar el argumento del ejemplo 
1 concerniente a los puntos extremos. Pero se puede observar que A'(r) < 0 para 
r <V500/7 y A'(r) > 0 para r > V500/7, por lo que A es decreciente para toda r 
a la izquierda del número crítico y creciente para toda r a la derecha. De este modo, 
r =V500/7 debe dar lugar a un mínimo absoluto. 

[Alternativamente, se podría argumentar que A(r) — œ cuando r > 0* y A(r) — oo 
cuando r —> %, por lo que debe haber un valor mínimo de A(r), que tiene que ocurrir en 
el número crítico. Véase la figura 5.] 
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En el Proyecto de aplicación en la El valor de h correspondiente a r = W500/77 es 
página 343 se investiga la forma más 


económica para la fabricación de una — 
lata tomando en cuenta otros costos de h= 1000 _ 1000 _ 3 500 =0r 
producción. mr’ ar(500/11)?/* T 


Por lo que, para minimizar el costo de la lata, el radio debe ser V500/7 cm y la altura 
debe ser igual al doble del radio, es decir, al diámetro. B 


NOTA 1 El argumento utilizado en el ejemplo 2 para justificar el mínimo absoluto es 
una variante de la prueba de la primera derivada (que solo se aplica a valores máximos o 
mínimos locales) y se establece aquí para referencia futura. 


Prueba de la primera derivada para valores extremos absolutos Suponga 

que c es un número crítico de una función continua f definida sobre un intervalo. 

(a) Si f'(x) > 0 para toda x < c y f'(x) < 0 para toda x > c, entonces f(c) es el 
valor máximo absoluto de f. 

(b) Si f'(x) < 0 para toda x < c y f'(x) > 0 para toda x > c, entonces f(c) es el 
valor mínimo absoluto de f. 


Module 4.7 lo lleva a través de NOTA 2 Un método alternativo para resolver problemas de optimización es utilizar 
seis problemas adicionales de optimi- derivación implícita. Vea el ejemplo 2 nuevamente para ilustrar el método. Se trabaja con 


zación, incluyendo animaciones de las las mismas ecuaciones 
situaciones físicas. 


A = 211? + 21rrh arr?h = 1000 
pero en lugar de eliminar h, se deriva ambas ecuaciones implícitamente, respecto a r: 
A = dar + 2mrh' + 2mh mr’h' + 2rrh = 0 


El mínimo se produce en un número crítico, por lo que se establece A* = 0; se simplifica 
para llegar a las ecuaciones 


2r+rh+h=0 rh' +2h=0 


y la sustracción da 2r — h = 0,0 h = 2r. 


EJEMPLO 3 Encuentre el punto sobre la parábola y? = 2x que está más cerca del 
YA punto (1, 4). 


SOLUCIÓN La distancia entre el punto (1, 4) y el punto (x, y) es 


dayam 19+ yA 


(Véase la figura 6). Pero si (x, y) se encuentra sobre la parábola, entonces x = l y?, por 
lo que la expresión para d se convierte en 


d= y -1P+0-4Y 


FIGURA 6 ; y 
(Como alternativa, se podría haber sustituido y = V 2x para obtener d solamente en 


términos de x.) En lugar de minimizar d, se minimiza su cuadrado: 


=$) = (ty? - 1)?+ (Y - 4 
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FIGURA 7 


>| 


(Se debe convencer de que el mínimo de d ocurre en el mismo punto donde ocurre el 
mínimo de d?, pero es más fácil trabajar con d?.) Derivando, se obtiene 


FO =2Ab - 1)y+2-4=y'-8 


de manera que f'(y) = 0 cuando y = 2. Se observa que f'(y) < O cuando y < 2 y 
f'y) > 0 cuando y > 2, por lo que, por la prueba de la primera derivada para valores 
extremos absolutos, el mínimo absoluto se obtiene cuando y = 2. (O simplemente se 
podría decir que, debido a la naturaleza geométrica del problema, es evidente que hay 
un punto más cercano, pero no un punto más lejano). El correspondiente valor de x 


es x= Ly = 2, Por tanto, el punto sobre y? = 2x más cercano a (1, 4) es (2, 2). [La 
distancia entre los puntos d = V f(2) = v5.] m 


EJEMPLO 4 Un hombre lanza su lancha desde un punto A a la orilla de un río recto 
de 3 km de ancho y quiere alcanzar el punto B, 8 km abajo en la orilla opuesta, en el 
menor tiempo posible (véase la figura 7). Podría enfilar su lancha directamente a través 
del río al punto C y después correr a B, podría enfilarse directamente a B, o podría ir a 
algún punto D entre C y B para después avanzar corriendo hacia B. Si el hombre puede 
remar a 6 km/ h y correr a 8 km/ h, ¿dónde debe desembarcar para llegar a B tan pronto 
como sea posible? (Suponga que la rapidez del agua es insignificante en comparación 
con la rapidez a la que el hombre rema.) 


SOLUCIÓN Sea x la distancia entre C y D, entonces la distancia que ha de correr es 
|DB| = 8 — x y el teorema de Pitágoras da la distancia que ha de remar |AD| = Vx? + 9. 
Se utiliza la ecuación 


. distancia 
tiempo = ——_— 
rapidez 


Entonces el tiempo de remo es Vx? + 9/ 6, y el tiempo de carrera es (8 — x)/ 8, por lo 
que el tiempo total T como una función de x es 


+9 2: 
To) = Y 9 pe X 
6 8 


El dominio de esta función T es [0, 8]. Se observa que si x = 0, él rema hacia C y si x = 8, 
rema directamente a B. La derivada de T es 


T'(x) 


x 
6yx? +9 8 
Así, utilizando el hecho de que x = 0, se tiene 


b 1 
T'(x)=0 => — = <= Ax=3./x2 +9 
w 6/2 +9 8 i 


=> 16x = 9x + 9) = 7x° = 81 


a 


El único número crítico es x = 9 / v7. Para ver si el mínimo ocurre en este número 
crítico o en un punto final del dominio [0, 8], se evalúa T siguiendo el método del 


TA 
y=T4) 
PS A >> 
1+ 
t t y t t y + > 
0 E E 
FIGURA 8 


YA 


FIGURA 9 


r sen 0 


FIGURA 10 
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intervalo cerrado en los tres puntos: 


E A E L -yB 
T(0) = 1.5 (2) 1+ = 1.33 T(8) = 4 = 1:42 


8 


Como el más pequeño de estos valores de T se produce cuando x = 9/ V7, el valor 
mínimo absoluto de T debe ocurrir allí. La figura 8 ilustra este cálculo mostrando la 
gráfica de T. 

Así, el hombre debe desembarcar en un punto a 9 / V7 km (=3.4 km) río abajo de su 
punto de partida. E 


EJEMPLO 5 Encuentre el rectángulo de mayor área que puede ser inscrito en un semi- 
círculo de radio r. 


SOLUCIÓN 1 Se toma la semicircunferencia como la mitad superior de la circunferen- 
cia x? + y? = r con centro en el origen. Entonces la palabra inscrita significa que el 
rectángulo tiene dos vértices sobre la semicircunferencia y dos vértices sobre el eje x, 
como se muestra en la figura 9. 

Sea (x, y) el vértice que se encuentra en el primer cuadrante. Entonces el rectángulo 
tiene lados de longitud 2x y y, por lo que su área es 


A = 2xy 


Para eliminar y se recurre al hecho de que (x, y) se encuentra sobre la circunferencia 
X + y? = r, por lo que y = Vr? — x. Por tanto, 


A=2xVr?*— x 
El dominio de esta función es 0 S x < r. Su derivada es 


21? _ 2? Zx?) 


r2 — y2 Vr? — y? 


A = 24r — x? 


que es O cuando 2x? = r°, es decir, x = r/ V2 (ya que x = 0). Este valor de x da un valor 
máximo de A porque A(0) = 0 y A(r) = 0. Por tanto, el rectángulo inscrito de mayor 


área es 
A r aË 5 r’ E 
BI AN am 


SOLUCIÓN 2 Es posible una solución más sencilla si se considera utilizar un ángu- 
lo como una variable. Sea 0 el ángulo mostrado en la figura 10. Entonces el área del 
rectángulo es 


A(0) = (2r cos 9 J(r sen 0) = r*(2 sen 0 cos 0) = r° sen 20 


Se sabe que sen 20 tiene un valor máximo de 1 y se produce cuando 20 = 7r/ 2. Por lo 
que A(0) tiene un valor máximo de r° y se produce cuando 0 = 7r/ 4. 

Observe que esta solución trigonométrica no implica derivación. De hecho, no se 
tiene que utilizar cálculo en absoluto. E 


El Aplicaciones en negocios y economía 


En la sección 3.7 se ha introducido la idea de costo marginal. Recuerde que si C(x), la 
función de costo es el costo de producir x unidades de un determinado producto, enton- 
ces el costo marginal es la tasa de cambio de C respecto a x. En otras palabras, la 
función de costo marginal es la derivada, C'(x), de la función de costo. 
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Ahora se considera la comercialización. Sea p(x) el precio por unidad que la empresa 
puede cobrar si vende x unidades. Entonces p se llama función de demanda (o función 
de precio) y se esperaría que sea una función de x decreciente. (Más unidades vendidas 
corresponden a menor precio.) Si x unidades son vendidas y el precio por unidad es de 
p(x), entonces el ingreso total es 


R(x) = cantidad X precio = xp(x) 


y R se llama función de ingreso. La derivada R” de la función de ingreso se llama función 
de ingreso marginal y es la tasa de cambio de ingreso respecto al número de unidades 
vendidas. 

Si se venden x unidades, entonces la utilidad total es 


Pœ) = R(x) — C) 


y P se llama función de utilidad. La función de utilidad marginal es P”, la derivada de 
la función de utilidad. En los ejercicios 59-63, se le pide que utilice las funciones de costo 
marginal, ingreso y utilidad para minimizar los costos y maximizar los ingresos y utilidades. 


EJEMPLO 6 Una tienda ha estado vendiendo 200 televisiones de pantalla plana por 
semana a $350 cada uno. Un estudio de mercado indica que por cada $10 de descuento 
ofrecido a los compradores, el número de unidades vendidas se incrementará en 20 a 
la semana. Encuentre la función de demanda y la función de ingreso. ¿Qué tan grande 
debe ser el descuento que ofrezca la tienda para maximizar sus ingresos? 


SOLUCIÓN Si x es el número de TV vendidas por semana, entonces el aumento semanal 
de ventas es x — 200. Por cada aumento de 20 unidades vendidas, el precio se reduce 
por $10. Por tanto, por cada unidad adicional vendida, la disminución del precio será 


3, X 10, y la función de demanda es 


p(x) = 350 — (x — 200) = 450 — 4x 
La función de ingreso es 
R(x) = xplx) = 450x — ly? 


Puesto que R'(x) = 450 — x, se ve que R'(x) = O cuando x = 450. Este valor de x da un 
máximo absoluto por la prueba de la primera derivada (o simplemente al observar que 
la gráfica de R es una parábola que abre hacia abajo). El precio correspondiente es 


p(450) = 450 — 5(450) = 225 


y el descuento es 350 — 225 = 125. Por tanto, para maximizar el ingreso, la tienda 
debe ofrecer un descuento de $125. [E 


4.7 EJERCICIOS 


1. Considere el problema siguiente: encuentre dos números cuya 


Ss Primer número | Segundo número Producto 
suma es 23 y cuyo producto es un máximo. 
(a) Haga una tabla de valores, como la siguiente, para la que 1 22 22 
la suma de los números en las dos primeras columnas 2 21 42 
siempre sea 23. Con base en las evidencias de la tabla, 3 20 60 


estime la respuesta al problema. 
(b) Utilice el cálculo para resolver el problema y compare 
con su respuesta al inciso (a). 


2. Encuentre dos números cuya diferencia es 100 y cuyo producto 


10 


11 


12 


es un mínimo. 


Encuentre dos números positivos cuyo producto es 100 y cuya 
suma es un mínimo. 


. La suma de dos números positivos es 16. ¿Cuál es el menor 


valor posible de la suma de sus cuadrados? 


¿Cuál es la distancia vertical máxima entre la recta y = x + 2 
y la parábola y = x para —1 S x < 2? 


. ¿Cuál es la distancia vertical mínima entre las parábolas 


y=*+lyy=x-x? 


Encuentre las dimensiones de un rectángulo con un perímetro 
de 100 metros, cuya área sea tan grande como sea posible. 


. Encuentre las dimensiones de un rectángulo con área de 


1000 m? cuyo perímetro sea tan pequeño como sea posible. 


Un modelo utilizado para el rendimiento Y de una producción 
agrícola como una función del nivel de nitrógeno N en el 
suelo (medido en unidades adecuadas) es 


kN 


Be 
1 + N7 


donde k es una constante positiva. ¿Qué nivel de nitrógeno 
ofrece el mejor rendimiento? 


La rapidez (en mg carbono/ m?/ h) en que la fotosíntesis tiene 
lugar para una especie de fitoplancton está modelada por la 
función 


= 10 
— P+I+4 


donde 7 es la intensidad de luz (medida en miles de pie-candela) 
¿Para qué intensidad de luz P es máxima? 


Considere el problema siguiente: un agricultor que tiene 300 m 

de material para cercar quiere dividir un área rectangular 

en cuatro terrenos poniendo cercas paralelas a un lado del 

rectángulo. ¿Cuál es el área total más grande posible de los 

cuatro terrenos cercados? 

(a) Dibuje varios diagramas que ilustren la situación, 
algunos con terrenos cortos, anchos y largos, angostos. 
Encuentre las áreas totales de estas configuraciones. 
¿Parece que hay un área máxima? Si es así, calcúlela. 

(b) Dibuje un diagrama que ilustre la situación general. 
Introduzca la notación y etiquete el diagrama con sus 
símbolos. 

(c) Escriba una expresión para el área total. 

(d) Utilice la información proporcionada para plantear una 
ecuación que relacione las variables. 

(e) Utilice el inciso (d) para expresar el área total como una 
función de una variable. 

(£) Termine de resolver el problema y compare la respuesta 
con su cálculo del inciso (a). 


Considere el problema siguiente: se desea construir una caja 
con tapa abierta, utilizando una pieza cuadrada de cartón de 
3 m de ancho, recortando un cuadrado en cada una de las 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
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cuatro esquinas y doblando los costados. Encuentre el 

volumen más grande que esa caja puede tener. 

(a) Dibuje varios diagramas para ilustrar la situación, 
algunas cajas de poca altura con bases grandes y algunas 
cajas de mucha altura con bases pequeñas. Encuentre los 
volúmenes de varias de esas cajas. ¿Parece que existe un 
volumen máximo? Si es así, estímelo. 

(b) Dibuje un diagrama que ilustre la situación general. 
Introduzca la notación y etiquete el diagrama con sus 
símbolos. 

(c) Escriba una expresión para el volumen. 

(d) Utilice la información dada para escribir una ecuación 
que relacione las variables. 

(e) Utilice el inciso (d) para expresar el volumen como 
función de una variable. 

(£) Termine de resolver el problema y compare la respuesta 
con su estimación en el inciso (a). 


Un agricultor quiere cercar un área de 15 000 m? cuadrados 
en un terreno rectangular y luego dividirlo por la mitad, con 
una cerca paralela a uno de los lados del rectángulo. ¿Cómo 
puede el agricultor hacer esto para minimizar el costo de la 

cerca? 


Una caja con una base cuadrada, abierta en la parte superior, 
debe tener un volumen de 32 000 cm*. Encuentre las 
dimensiones de la caja que minimicen la cantidad de material 
utilizado. 


Si se dispone de 1200 cm? de material para hacer una caja con 
una base cuadrada y sin tapa; encuentre el mayor volumen 
posible de la caja. 


Un contenedor rectangular de almacenamiento sin tapa ha 
de tener un volumen de 10 m’. La longitud de su base es 
dos veces el ancho. El material para la base cuesta $10 por 
metro cuadrado y el material para los costados cuesta $6 
por metro cuadrado. Encuentre el costo de los materiales que 
hagan más barato el contenedor. 


Resuelva el ejercicio 16 suponiendo que el contenedor tiene 
una tapa fabricada con el mismo material que los lados. 


Un granjero quiere cercar un terreno rectangular junto a la 
pared norte de su granero. La cerca no es necesaria a lo largo 
del granero, y la cerca a lo largo del lado oeste de la parcela 
es compartida con un vecino con quien se dividirá el costo 
de la parte de la cerca. Si la cerca cuesta $30 por metro lineal 
para instalar y el agricultor no está dispuesto a gastar más de 
$1 800, encuentre las dimensiones del terreno que tenga la 
mayor área. 


Si el granjero en el ejercicio 18 quiere incluir 150 metros 
cuadrados de terreno, ¿qué dimensiones minimizarán el costo 
de la cerca? 


(a) Demuestre que de todos los rectángulos con un área dada, 
el de perímetro más pequeño es un cuadrado. 

(b) Demuestre que de todos los rectángulos con un períme- 
tro dado, el de mayor área es un cuadrado. 


Encuentre el punto sobre la recta y = 2x + 3 que está más 
cerca del origen. 


Determine el punto sobre la curva y = Vx que está más cerca 
del punto (3, 0). 
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26 


27 


28 


29 


30 


31 


32 


33 


34. 


35. 


36 


37. 


38. 


CAPÍTULO 4 Aplicaciones de la derivada 


Determine los puntos sobre la elipse 4x? + y? = 4 que están 
más lejos del punto (1,0). 


Encuentre, redondeadas a dos decimales, las coordenadas 
del punto sobre la curva y = sen x que está más cerca del 
punto (4, 2). 


Determine las dimensiones del rectángulo de mayor área 
que se puede inscribir en un círculo de radio r. 


Encuentre el rectángulo de mayor área que se puede 
inscribir en la elipse x2/a? + y?/b?= 1. 


Encuentre las dimensiones del rectángulo de mayor área 
que se puede inscribir en un triángulo equilátero de lado L 
si uno de los lados del rectángulo se encuentra sobre la base 
del triángulo. 


Determine el área del trapecio más grande que se puede 
inscribir en un círculo de radio 1 y cuya base es un diámetro 
del círculo. 


Encuentre las dimensiones del triángulo isósceles de mayor 
área que se puede inscribir en un círculo de radio r. 


Si los dos lados iguales de un triángulo isósceles tienen 
longitud a, determine la longitud del tercer lado que 
maximice el área del triángulo. 


Determine el cilindro de mayor volumen posible que se 
puede inscribir en una esfera de radio r. 


Busque el cilindro de mayor volumen posible que se puede 
inscribir en un cono de altura h y radio de la base r. 


Encuentre el cilindro circular recto de mayor superficie que 
se puede inscribir en una esfera de radio r. 


Una ventana normanda tiene la forma de un rectángulo rema- 
tado por un semicírculo. (Así, el diámetro del semicírculo 
es igual al ancho del rectángulo. Véase el ejercicio 1.1.62.) 
Si el perímetro de la ventana es de 10 m, encuentre las 
dimensiones de la ventana para que sea admitida la mayor 
cantidad posible de luz. 


Los márgenes superior e inferior de un cartel son de 6 cm y 
los márgenes de los lados de 4 cm. Si el área de impresión 
sobre el cartel se fija en 384 cm?, encuentre las dimensiones 
del cartel con la menor área. 


Un cartel debe tener un área de 900 cm? con márgenes de 

3 cm en la parte inferior y laterales, y un margen de 5 cm en 
la parte superior. ¿Qué dimensiones darán la mayor área de 
impresión? 


Un pedazo de alambre de 10 m de largo está cortado en dos 
piezas. Una pieza está doblada en forma de cuadrado y la 
otra de un triángulo equilátero. (a) ¿Cómo se debe cortar el 
alambre para que el área total encerrada sea un máximo?, 
(b) ¿un mínimo? 


Conteste el ejercicio 37 si una pieza está doblada en forma 
de un cuadrado y la otra de un círculo. 


39. Si le ofrecen una rebanada de pizza redonda (en otras 


40 


41 


42 


43 


44 


45 


46 


palabras, un sector de un círculo) y el segmento debe tener 
un perímetro de 60 cm, ¿qué diámetro debe tener la pizza 
para recompensarle con la rebanada más grande? 


Una cerca de 2 m de altura corre paralela a una distancia 
de 1 m de un edificio alto. ¿Cuál es la escalera de menor 
longitud que, colocada en el suelo, pasando sobre la cerca, 
alcanzará la pared del edificio? 


Un recipiente cónico para beber se hace de una pieza 
circular de papel de radio R, recortando un sector y 
uniendo los bordes CA y CB. Encuentre la capacidad 
máxima de dicho recipiente. 


Un recipiente para beber, en forma de cono, se diseña para 
contener 27 cm? de agua. Encuentre la altura y el radio del 
cono que utilizará la menor cantidad de papel. 


Un cono de altura h está inscrito en un cono de mayor 
tamaño con altura H, de manera que su vértice está en el 
centro de la base del cono más grande. Demuestre que 
el cono interior tiene volumen máximo cuando h = IH. 


Un objeto con masa m es arrastrado a lo largo de un plano 
horizontal por una fuerza que actúa a lo largo de una 
cuerda atada al objeto. Si la cuerda forma un ángulo 0 con 
un plano, entonces la magnitud de la fuerza es 


poo "I 
p sen 0 + cos 0 

donde u es una constante denominada coeficiente de 

fricción. ¿Para qué valor de 0 es F más pequeña? 


Si se conecta una resistencia de R ohms a través de una 
batería de E volts con resistencia interna de r ohms, 
entonces la potencia (en watts) en la resistencia externa es 


p ER 
(R + ry 


Si E y r son fijos, pero R varía, ¿cuál es el valor máximo 
de la potencia? 


Para un pez nadando a una rapidez v relativa al agua, el 
gasto de energía por unidad de tiempo es proporcional a v’. 
Se cree que durante la migración, los peces intentan 
minimizar la energía total requerida para nadar una dis- 
tancia fija. Si los peces están nadando contra una corriente 
u (u < v), entonces el tiempo necesario para nadar una 


47. 


48. 


49. 


50. 


distancia L es L/ (v — u), y la energía total E necesaria 
para nadar la distancia está dada por 


Ev) = av? - 


vV=u 


donde a es la constante de proporcionalidad. 

(a) Determine el valor de v que minimiza E. 

(b) Trace la gráfica de E. 

Nota: este resultado ha sido verificado experimentalmen- 
te; en la migración, los peces nadan contra la corriente 

a una velocidad de 50% mayor que la rapidez de la 
corriente. 


En un panal, cada celda es un prisma hexagonal regular, 
abierto en un extremo en un ángulo triedro en el otro 
extremo como en la figura. Se cree que las abejas forman 
sus celdas de modo que se minimice la superficie para una 
longitud y altura dadas, utilizando así la menor cantidad 
de cera en la construcción de la celda. El examen de 

estas celdas ha demostrado que la medida del ángulo 0 

del vértice es sorprendentemente consistente. Con base 

en la geometría de la celda, se puede demostrar que la 
superficie S está dada por 


S = 6sh — 3s*cot 0 + (35? /3/2) csc 6 


donde s, la longitud de los lados del hexágono y h, la 

altura, son constantes. 

(a) Calcule dS/d6. 

(b) ¿Qué ángulo deberían preferir las abejas? 

(c) Determine la superficie mínima de la celda (en térmi- 
nos de s y h). 

Nota: se han realizado las mediciones reales del ángulo 0 

en panales, y las medidas de estos ángulos difieren rara- 

mente del valor calculado por más de 2°. 


ángulo 0 
del triedro 


parte trasera 
de la celda 


” frente 
de la celda 


Un barco sale de un muelle a las 14:00 horas y viaja hacia 
el sur a una velocidad de 20 km/h. Otro barco ha estado 
dirigiéndose hacia el este a 15 km/ h y llega al mismo 
muelle a las 15:00 horas. ¿A qué hora estuvieron los dos 
barcos más cerca uno del otro? 


Resuelva el problema en el ejemplo 4 si el río es de 5 km 
de ancho y el punto B está a solo 5 km río abajo de A. 


Una mujer, en un punto A en la orilla de un lago circular con 
radio de 3 km, quiere llegar al punto C diametralmente 
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opuesto a A al otro lado del lago en el menor tiempo posible 
(véase la figura). Ella puede caminar a una rapidez de 6 km/ h 
y remar a 3 km/ h. ¿Cómo debe proceder? 


B 


51. Una refinería de petróleo se encuentra en la orilla norte de 


53 


54 


55 


56 


57. 


58 


59 


un río recto que tiene 2 km de ancho. Se debe construir 
una tubería desde la refinería a tanques de almacenamiento 
situados en la orilla sur del río, 6 km al este de la refinería. 
El costo de colocación de tubería es $400 000/km sobre 
la tierra a un punto P a la orilla norte y $800 000/ km bajo 
el río a los tanques. Para minimizar el costo de la tubería, 
¿dónde se debe ubicar P? 


. Suponga que la refinería en el ejercicio 51 está situada a 1 km 
al norte del río. ¿Dónde debe estar ubicado P? 


. La iluminación de un objeto por una fuente de luz es 
directamente proporcional a la intensidad de la fuente, e 
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia a la 
fuente. Si dos fuentes luminosas, una tres veces más intensa 
que la otra, se colocan a 4 m de distancia, ¿dónde se debe 
colocar un objeto en la recta entre las fuentes para recibir la 
menor iluminación? 


. Encuentre la ecuación de la recta que pasa por el punto (3, 5) 
que corta el primer cuadrante con la menor área. 


. Sean a y b números positivos. Encuentre la longitud del 
menor segmento de recta que corta el primer cuadrante y pasa 
por el punto (a, b). 


. ¿En qué puntos de la curva y = 1 + 40 xX? — 3x tiene la recta 
tangente con pendiente más grande? 


¿Cuál es la longitud más corta posible del segmento de recta 
que corta el primer cuadrante y es tangente a la curva y = 3 /. xX 
en algún punto? 


. ¿Cuál es el triángulo de menor área posible que corta el 
primer cuadrante y cuya hipotenusa es tangente a la parábola 
y = 4 — x’ en algún punto? 


. (a) Si C(x) es el costo de producir x unidades de un 


producto, entonces el costo promedio por unidad es de 
cla) = C(x) /. x. Demuestre que si el costo promedio es 
un mínimo, entonces el costo marginal es igual al costo 
promedio. 


(b) Si C(x) = 16 000 + 200x + 4x*”?, en dólares, encuentre 


(i) el costo, el costo promedio y el costo marginal a 
un nivel de producción de 1 000 unidades; (ii) el nivel 
de producción que minimizará el costo promedio, 

y (iii) el costo promedio mínimo. 
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60. (a) Demuestre que si la utilidad P(x) es un máximo, 


entonces el ingreso marginal es igual al costo marginal. 

(b) Si Cœ) = 16 000 + 500x — 1.6.x? + 0.004x* es la 
función de costo y p(x) = 1700 — 7x es la función de 
demanda, encuentre el nivel de producción que maximi- 
za la utilidad. 


61. Un equipo de béisbol juega en un estadio con capacidad para 


62 


63 


64 


65 


66 


67 


55 000 espectadores. Con el precio de las entradas a $10, la 

asistencia promedio había sido de 27 000. Cuando los precios 

se redujeron a $8, la asistencia promedio subió a 33 000. 

(a) Encuentre la función de demanda, suponiendo que es 
lineal. 

(b) ¿Cómo se deben establecer los precios de las entradas 
para maximizar los ingresos? 


Durante los meses de verano, Terry hace y vende collares en 

la playa. El verano pasado vendió los collares a $10 cada uno 

y sus ventas promedio fueron de 20 por día. Cuando aumentó 

el precio por $1, encontró que el promedio disminuyó dos 

ventas por día. 

(a) Encuentre la función de demanda, suponiendo que es 
lineal. 

(b) Si el material para cada collar le cuesta a Terry $6, ¿qué 
precio de venta debe maximizar su utilidad? 


Un comerciante ha estado vendiendo 1200 tablets a la 
semana a $350 cada una. Un estudio de mercado indica que, 
por cada $10 de descuento ofrecido al comprador, el número 
de tablets vendidas se incrementará en 80 por semana. 

(a) Encuentre la función de demanda. 

(b) ¿Cuál debe ser el precio para maximizar los ingresos? 
(c) Si la función de costo semanal del comerciante es 


C(x) = 35000 + 120x 


¿qué precio se debería elegir para maximizar sus 
ganancias? 


Una empresa opera 16 pozos de petróleo en un área 
designada. Cada bomba, en promedio, extrae 240 barriles 
de petróleo diariamente. La compañía puede agregar más 
pozos, pero cada pozo que agrega reduce la producción 
diaria promedio de cada uno de los pozos en 8 barriles. 
¿Cuántos pozos debe agregar la empresa para empezar a 
maximizar la producción diaria? 


Demuestre que, de todos los triángulos isósceles con un 
perímetro dado, el de mayor área es equilátero. 


Considere la situación en el ejercicio 51 si el costo de 
colocación de la tubería bajo del río es considerablemente 
más alto que el costo de colocación de tuberías sobre la tierra 
($400 000/ km). Usted puede inferir que, en algunos casos, 
se debe utilizar la mínima distancia posible debajo del río, y 
que P debe estar situado a 6 km de la refinería, justo enfrente 
de los tanques de almacenamiento. Demuestre que esto 
nunca es el caso, sin importar cuál sea el costo “bajo el río”. 


len 


Considere la recta tangente a la elipse x? /. @ +y A b? 

un punto (p, q) en el primer cuadrante. 

(a) Demuestre que la tangente tiene intersección en x = a? / p 
y la intersección en y = b/ q. 

(b) Demuestre que la parte de la tangente que interseca los 
ejes de coordenadas tiene una longitud mínima de a + b. 


En 68. 


70. 


71. 


c) Demuestre que el triángulo formado por la recta tangente 
q g p g 
y los ejes de coordenadas tiene a ab como área mínima. 


El marco de una cometa está hecho de seis piezas de 

madera. Las cuatro piezas exteriores se han recortado con las 
longitudes indicadas en la figura. Para maximizar el área de la 
cometa, ¿qué longitud deben tener las piezas diagonales? 


a b 


. Un punto P debe estar ubicado en algún lugar sobre la recta 


AD, de manera que la longitud total L de cables ligados de P 
a los puntos A, B y C se minimice (véase la figura). Exprese 
L como una función de x = | AP | y utilice las gráficas de L y 
dL/dx para estimar el valor mínimo de L. 


«A — 


3m 


La gráfica muestra el consumo de combustible c de un auto- 
móvil (medido en litros por hora) en función de la velocidad 
v del automóvil. A muy bajas velocidades el motor funciona 
de manera ineficiente, así que inicialmente c disminuye con- 
forme aumenta la velocidad. Pero a alta velocidad el consumo 
de combustible se incrementa. Se puede ver que c(v) está 
minimizada para este automóvil cuando v = 48 km/h. Sin 
embargo, para la eficiencia de combustible, lo que se debe 
reducir al mínimo no es el consumo en galones por hora, sino 
más bien el consumo de combustible en litros por kilómetro. 
Se llamará G a este consumo. Utilizando la gráfica, estime la 
velocidad en la que G tiene su valor mínimo. 


CA 


Sea v, la velocidad de la luz en el aire y v, la velocidad de 
la luz en el agua. De acuerdo con el principio de Fermat, un 
rayo de luz viajará desde un punto A en el aire a un punto B 
en el agua por una trayectoria ACB que minimiza el tiempo 
de recorrido. Demuestre que 


sen ð; _ vı 


sen 0, V 


donde 6, (el ángulo de incidencia) y 0, (el ángulo de refrac- 
ción) son como se muestra. Esta ecuación se conoce como la 
ley de Snell. 


A 


72. Dos postes verticales PQ y ST están asegurados por una cuer- 
da PRS que van desde la parte superior del primer poste a la 
parte superior del segundo poste como en la figura. Demues- 
tre que la longitud más corta de esa cuerda se produce cuando 
0, =0,. 


73. Se pliega la esquina superior derecha de un pedazo de 
papel de 30 cm por 20 cm, como en la figura, sobre la orilla 
inferior. ¿Cómo debería usted plegarla para minimizar la 
longitud del pliegue? En otras palabras, ¿cómo se elige x 
para minimizar y? 


74. Se lleva cargando un tubo de acero por un pasillo de 3 metros 
de ancho. Al final de la sala hay un giro recto en un estrecho 
pasillo de 2 m de ancho. ¿Cuál es la longitud del tubo más 
largo que puede dar la vuelta horizontalmente alrededor de la 
esquina? 


«— N — 


“*—— 9 ——> 
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75. Un observador se encuentra en un punto P a una unidad 
de una pista. Dos corredores comienzan en el punto S en 
la figura y corren a lo largo de la pista. Un atleta corre tres 
veces más rápido que el otro. Encuentre el valor máximo 
del ángulo de vista del observador 6 entre los corredores. 


76. Se desea construir una caída de agua de lluvia utilizando 
una hoja de metal de 30 cm de ancho, plegando hasta un 
tercio a cada lado de la hoja con un ángulo 6. ¿Cómo se 
debe elegir 9 de manera que el canal conduzca la cantidad 
máxima de agua? 


0 Í No 


|< 10 cm >|< 10 cm >|< 10 cm >| 


77. ¿Dónde debe elegirse el punto P sobre el segmento de recta 
AB tal que maximice el ángulo 0? 


B 2 
l, 0 
3 
A 5 


78. Una pintura en una galería de arte tiene altura h y está col- 
gada de manera que su borde inferior esté a una distancia d 
sobre el ojo de un observador (como se muestra en la figura). 
¿Hasta qué punto de la pared debe estar el observador para 
tener la mejor vista? (En otras palabras, ¿dónde debe parar- 
se el observador para maximizar el ángulo 0 subtendido a 
su ojo por la pintura?) 


t 


79. Encuentre el rectángulo de área máxima que puede ser cir- 
cunscrito por un rectángulo dado con longitud L y ancho W. 
[Sugerencia: exprese el área en función de un ángulo 6.] 
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80. El sistema vascular de sangre consiste en vasos sanguíneos 


81. 


(arterias, arteriolas, capilares y venas) que trasladan la sangre 
desde el corazón hasta los órganos y de estos al corazón. Este 
sistema debe trabajar de manera que minimice la energía 
gastada por el corazón al bombear la sangre. En particular, 
esta energía se reduce cuando disminuye la resistencia de la 
sangre. Una de las leyes de Poiseuille da la resistencia R de 
la sangre como 


donde L es la longitud de los vasos sanguíneos, r es el radio y 
C es una constante positiva, determinada por la viscosidad de 
la sangre. (Poiseuille estableció esta ley experimentalmente, 
pero también de la ecuación 8.4.2.) La figura muestra un vaso 
principal con radio r, bifurcado en un ángulo 0 en un vaso 
más pequeño con radio r,. 


ramificación 
vascular 


(a) Utilice la ley de Poiseuille para demostrar que la resisten- 
cia total de la sangre a lo largo de la ruta ABC es 


R= es = a pece) 
ri r2 


donde a y b son las distancias que se muestran en la 
figura. 
(b) Demuestre que esta resistencia se minimiza cuando 


7 


cos 0 = — 
ri 


(c) Encuentre el ángulo de bifurcación óptimo (aproxima- 
do al grado más cercano) cuando el radio de los vasos 
sanguíneos más pequeños es dos tercios el radio del vaso 
más grande. 


Los ornitólogos han determinado que algunas especies de 
aves tienden a evitar vuelos sobre grandes masas de agua 
durante el día. Se cree que requieren más energía para volar 
sobre el agua que sobre la tierra porque el aire generalmente 
se eleva sobre la tierra y cae sobre el agua durante el día. 
Un pájaro con estas tendencias es lanzado desde una isla 
que está a 5 km del punto B más cercano a una costa recta, 
vuela a un punto C sobre la costa y luego vuela a lo largo de 
la costa hasta su lugar de anidación D. Suponga que el ave 
elige instintivamente un camino que minimiza su gasto de 
energía. Los puntos B y D están a 13 km de distancia uno 
del otro. 
(a) En general, si requiere 1.4 veces más energía para volar 
sobre el agua que sobre la tierra, ¿a qué punto C debe el 


(b) 


(c) 


(d) 


ave volar tal que minimice la energía total gastada en 
regresar a su zona de anidación? 

Sean W y L la energía (en joules) por kilómetro volado 
sobre agua y tierra, respectivamente. ¿Qué significa- 
ría un valor muy grande de la relación w/ L en térmi- 
nos del vuelo de las aves? ¿Qué significaría un valor 
pequeño? Determine la relación w/ L correspondiente 
al gasto mínimo de energía. 

¿Cuál debería ser el valor de w/ L para que el ave 
vuele directamente a su zona de anidación D? ¿Cuál 
debe ser el valor de w/ L para que el ave vuele a B y 
luego a lo largo de la orilla a D? 

Si los ornitólogos observan que las aves de cierta 
especie llegan a la orilla en un punto a 4 km de B, 
¿cuántas veces más energía necesita un ave para volar 
sobre el agua que sobre la tierra? 


FA 82. Dos fuentes luminosas de idéntica intensidad se colocan 


separadas 10 m. Un objeto se ha de colocar en un punto P 
sobre una recta € paralela a la recta que une las fuentes 

de luz y a una distancia d metros de ella (véase la figura). 
Se quiere localizar P sobre € de manera que se minimice 
la intensidad de iluminación. Se tiene que utilizar el hecho 
de que la intensidad de iluminación de una fuente única 

es directamente proporcional a la intensidad de la fuente 

e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia 
desde el origen. 


(a) 
(b) 


(c) 


(d) 


Encuentre una expresión para la intensidad /(x) en el 
punto P. 

Si d = 5 m, utilice las gráficas de /(x) y de I'(x) para 
demostrar que la intensidad es minimizada cuando 

x = 5 m, es decir, cuando P está en el punto medio 
de £. 

Si d = 10 m, demuestre que la intensidad (quizá 
sorprendentemente) no se minimiza en el punto 
medio. 

En algún punto entre d = 5 m y d = 10 m hay un 
valor de transición de d en el que el punto de mínima 
iluminación cambia abruptamente. Calcule este valor 
de d por métodos gráficos. Luego, encuentre el 
valor exacto de d. 


== 


< 10 m > 
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PROYECTO DE APLICACIÓN LA FORMA DE UNA LATA 


Discos cortados en hexágonos 


En este proyecto se investiga la forma más económica para una lata. Primero se interpreta que 
esto significa que el volumen V de una lata cilíndrica está dado y que se tiene que encontrar la 
altura h y radio r que minimizan el costo del metal para fabricar la lata (véase la figura). Si se 
está haciendo caso omiso de cualquier residuo de metal en el proceso de fabricación, el problema 
es minimizar la superficie del cilindro. Se resolvió este problema en el ejemplo 4.7.2 y se encon- 
tró que h = 2r; es decir, la altura debe ser la misma que el diámetro. Pero si va a la alacena o a 
un supermercado con una regla, descubrirá que la altura es generalmente mayor que el diámetro, 
y la relación h/ r varía desde 2 hasta aproximadamente 3.8. Se va a ver si se puede explicar este 
fenómeno. 


1. 


5. 


El material para las latas se corta de hojas de metal. Las partes cilíndricas se forman doblando 
rectángulos; estos rectángulos son cortados de la hoja buscando poco o ningún desperdicio. 
Pero si se cortan los discos superior e inferior de cuadrados de lado 2r (como en la figura), 
esto deja un desperdicio considerable de metal, que puede ser reciclado, pero tiene poco o 
ningún valor para los fabricantes de la lata. Si este es el caso, demuestre que la cantidad de 
metal utilizada es minimizada cuando 


=Ë = 255 


h 
r T 


. Un embalaje más eficiente de los discos se obtiene dividiendo la hoja de metal en hexágonos 


y cortando las tapas circulares y bases de los hexágonos (véase la figura). Demuestre que si se 
adopta esta estrategia, entonces 


h 443 
LO 
r dd 


Los valores de h/ r que se encontraron en los problemas 1 y 2 son un poco más parecidos 
a los que realmente se ven en los estantes de los supermercados, pero todavía no se explica 
todo. Si se mira más de cerca algunas latas reales, se ve que la base y la tapa están for- 
madas por discos con radio mayor que r y están dobladas sobre los extremos de la lata. Si 
se toma en cuenta esto se aumentaría h/ r. También es importante considerar que, además 
de los costos del metal, se necesita incorporar la fabricación de la lata en el costo. Se va 

a suponer que la mayoría de los gastos se incurren al unir los lados de los bordes de las 
latas. Si se corta los discos de hexágonos como en el problema 2, entonces el costo total es 
proporcional a 


4/3 r?° + 2arrh + k(darr + h) 


donde k es el recíproco de la longitud que puede unirse para el costo de una unidad de área de 
metal. Demuestre que esta expresión se minimiza cuando 


M 3| mh 27 — h/r 
k r mhir- 4/3 


. Trace la gráfica de Vv/ k como una función de x = h/ r y utilice su gráfica para argumen- 


tar que cuando una lata es grande o la unión de las piezas es barata, se debería hacer h / r 
aproximadamente 2.21 (como en el problema 2). Pero cuando la lata es pequeña o la unión es 
costosa, h Y r debería ser mucho mayor. 


El análisis muestra que grandes latas deben ser casi cuadradas, pero pequeñas latas deben ser 
altas y delgadas. Observe las formas relativas de las latas en un supermercado. ¿Esta conclu- 
sión suele ser cierta en la práctica? ¿Existen excepciones? ¿Puede sugerir razones de por qué 
las pequeñas latas no son siempre altas y delgadas? 
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PROYECTO DE APLICACIÓN AVIONES Y PÁJAROS: MINIMIZACIÓN DE LA ENERGÍA 


Las aves pequeñas tales como los pinzones alternan aletear sus alas y mantenerlas dobladas 


mientras vuelan (véase la figura 1). En este proyecto se analiza este fenómeno y se intenta 
determinar la frecuencia con la que un pájaro debe aletear. Algunos de los principios son los 
mismos que los de un avión de alas fijas por lo que se comienza considerando cómo la energía y 
la potencia requerida dependen de la velocidad de los aviones.' 


¿coña de la punta al 


> RO ah 


FIGURA 1 


1. La potencia necesaria para propulsar un avión hacia adelante con una velocidad v es 


IS 


ba 


> 


5. 


6. 


2 


P=Av + =— 


donde A y B son constantes positivas específicas de la aeronave y L es la elevación, la fuerza 
hacia arriba que soporta el peso del avión. Determine la velocidad que reduce al mínimo la 
potencia necesaria. 


La velocidad encontrada en el problema 1 minimiza la potencia pero para una velocidad más 
rápida podría usar menos combustible. La energía necesaria para propulsar el avión a una 
unidad de distancia es E = P/ v. ¿A qué velocidad se minimiza la energía? 


¿Qué tanto más rápida es la velocidad para la energía mínima que la velocidad para la poten- 
cia mínima? 


Al aplicar la ecuación del problema 1 al vuelo del pájaro se divide el término Av? en dos 
partes: A,v* para el cuerpo del pájaro y A1* para sus alas. Sea x la parte del tiempo de vuelo 
de aleteo. Si m es la masa de las aves y la elevación se produce durante el aleteo, entonces la 
elevación es mg Y x por lo que la potencia necesaria durante el aleteo es 


Blmg/x) 
v 


BEES (4, + Ajo? 


La potencia mientras dobla las alas es P = A „°. Demuestre que la potencia promedio 


dobladas 
sobre todo un ciclo de vuelo es 


Bmg? 


Di 3 - 3 
B ES ls ar (1 dl XVE Aw t XA yv + m 


¿Para qué valor de x la potencia promedio es mínima? ¿Qué puede concluir si el pájaro vuela 
lentamente? ¿Qué puede concluir si el pájaro vuela más y más rápido? 


La energía promedio sobre un ciclo es E = P/v. ¿Qué valor de x minimiza a E? 


1. Adaptado de R. McNeill Alexander, Optima for Animals (Princeton, NJ: Princeton University Press, 
1996.) 


SECCIÓN 4.8 El método de Newton 345 


4.8 El método de Newton 


0.15 


0 J 0.012 


—0.05 


FIGURA 1 


Intente resolver la ecuación 1 utilizan- 
do su calculadora o su computadora. 
Algunos equipos no son capaces de 
solucionarlo. Otros lo logran, pero 
requieren que especifique un punto 

de partida para la búsqueda. 


FIGURA 2 


Suponga que un concesionario de automóviles ofrece venderle un auto al contado en 
$18 000 en pagos de $375 mensuales durante cinco años. A usted le gustaría saber qué 
tasa de interés mensual le cobrará el vendedor. Para encontrar la respuesta, tiene que 
resolver la ecuación 


(1) 48x(1 + 3% -(1+3I%+1=0 


(Los detalles se explican en el ejercicio 41). ¿Cómo resolvería tal ecuación? 

Para una ecuación cuadrática ax? + bx + c = 0 hay una fórmula bien conocida para 
obtener las raíces. Para las ecuaciones de tercer y cuarto grado también hay fórmulas 
para obtener las raíces, pero son muy complicadas. Si f es un polinomio de grado 5 o 
superior, no hay ninguna fórmula de este tipo (véase la nota en la página 211). Asimismo, 
no hay ninguna fórmula que nos permita encontrar las raíces exactas de una ecuación 
trascendente como cos x = x. 

Se puede encontrar una solución aproximada para la ecuación 1 graficando el lado 
izquierdo de la ecuación. Mediante un dispositivo graficador y después de experimentar 
con rectángulos de vista, se obtiene la gráfica de la figura 1. 

Se ve que, además de la solución x = 0 que no interesa, hay una solución entre 0.007 
y 0.008. Al hacer acercamientos se ve que la raíz es aproximadamente 0.0076. Si se 
requiere más precisión se pueden hacer acercamientos repetidas veces, pero esto es algo 
tedioso. Una alternativa más rápida es utilizar un rastreador numérico de raíces con una 
calculadora o en un sistema algebraico computacional. Con esto se encuentra la raíz, con 
una aproximación de nueve decimales: 0.007628603. 

¿Cómo funcionan esos buscadores numéricos de raíces? Utilizan una variedad de méto- 
dos, pero la mayoría de ellos utiliza algún método de Newton, también llamado método 
de Newton-Raphson. Se explicará cómo funciona este método, en parte para mostrar lo 
que sucede dentro de una calculadora o computadora y en parte como una aplicación de la 
idea de aproximación lineal. 

La geometría del método de Newton se muestra en la figura 2. Se desea resolver 
una ecuación de la forma f(x) = 0, por lo que las raíces de la ecuación corresponden 
a las intersecciones x de la gráfica de f. La raíz que se está tratando de encontrar está 
etiquetada con r en la figura. Se comienza con una primera aproximación x,, que se 
obtiene por suposición, o de un trazo de la gráfica de f, o de una gráfica de f generada 
por computadora. Considere la recta tangente L a la curva y = f(x) en el punto (x,, fœ) 
y mire la intersección de £ con el eje x, etiquetado con x,. La idea del método de Newton 
es que la recta tangente es cercana a la curva y su intersección en x, x,, cercana a la inter- 
sección de la curva con x (es decir, la raíz r que se está buscando). Dado que la tangente 
es una recta, se puede encontrar fácilmente su intersección con el eje x. 

Para encontrar una fórmula para x, en términos de x,, se recurre al hecho de que la 
pendiente de L es f'(x,); por lo que su ecuación es 


+= Fr] =P Ja — x) 


Ya que la intersección de £ con el eje x es x,, se sabe que el punto (x,, 0) está en la 
línea, y entonces 


0 = fu) = f'xi) x1) 


e . me , 
Si f'(x,) # 0, se puede resolver esta ecuación para x,: 


Se utiliza x, como una segunda aproximación a r. 
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FIGURA 3 


Las sucesiones se presentaron breve- 
mente en Un adelanto del cálculo 

en la página 5. Un análisis con 
detalle inicia en la sección 11.1. 


X3 


FIGURA 4 


En Module 4.8 puede investigar 
cómo funciona el método de Newton 
para varias funciones y qué pasa cuando 
se cambia x. 


La figura 5 muestra la geometría 
detrás del primer paso en el método 
de Newton en el ejemplo 1. Ya que 
f'(2) = 10, la recta tangente 

y = xX — 2x — 5 en (2, — 1) tiene la 
ecuación y = 10x —21 por lo que su 
intersección con el eje x es x, = 2.1. 


1 
al 
| L—y=10x-21 


=2 


FIGURA 5 


Luego se repite este procedimiento con x, reemplazándola por la segunda aproxima- 
ción x, utilizando la recta tangente en (x,, f(x,)). Esto da una tercera aproximación: 


2 f) 
f'(x) 


X3 = X2 


Si se mantiene este proceso, se obtiene una sucesión de aproximaciones X,, X,, Xy, Xy» ++ - 
como se muestra en la figura 3. En general, si la enésima aproximación es x, y f'(x) 4 0, 
entonces la aproximación siguiente está dada por 


FG) 
fxn) 


(2] Xa+1 T Xn 


Si los números x, están más y más cercanos a r cuando n es muy grande, entonces se 

dice que la sucesión converge a r y se escribe 

lím x, =r 

n= 
Aunque la sucesión de aproximaciones converge a la raíz deseada para funciones del tipo 
que se muestra en la figura 3, en ciertas circunstancias la sucesión puede no converger. 
Por ejemplo, considere la situación que se muestra en la figura 4. Puede ver que x, es una 
peor aproximación que x,. Esto suele ser el caso cuando f'(x,) está cerca de 0. Incluso 
puede ocurrir que una aproximación (como x, en la figura 4) esté fuera del dominio de 
f. Entonces, el método de Newton falla y se debe elegir una mejor aproximación inicial 
xX. Véanse los ejercicios 31-34 para ejemplos concretos en que el método de Newton 
funciona muy lentamente o no funciona en absoluto. 


EJEMPLO 1 Empiece con x, = 2 para encontrar la tercera aproximación x, a la raíz de 
la ecuación x? — 2x — 5 = 0. 


SOLUCIÓN Se aplica el método de Newton con 


fa) =x -— 2x- 5 y f'(x) = 3x -2 

Newton mismo utilizó esta ecuación para ilustrar su método y eligió x, = 2 después de 
algunas experimentaciones porque f(1) = —6, f(2) = —1 y f(3) = 16. La ecuación 2 
resulta 


Fx») xa = 2Xp = 5 
Xn = Xn = Xn 
H F' (xa) 3x2 — 2 
Con n = 1 se tiene 
fx) xi — 2x5 
X, =X =x 
E ¿E T 3x? — 2 
2- 2(2)-5 
=2 = 2.1 
3(2} — 2 


Entonces, con n = 2 se obtiene 


x3 — 2x, -5 
X3 — Xa — ES = 2.1 


_Qi?-22.1)-5 
3(2.1)? — 2 


= 2.0946 
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Resulta que esta tercera aproximación x, = 2.0946 es precisa a cuatro decimales. E 


Suponga que se quiere lograr una precisión dada, por ejemplo con ocho decimales, 
usando el método de Newton. ¿Cómo se sabe cuándo parar? La regla que generalmente 
se utiliza es que se puede detener cuando aproximaciones sucesivas x, y x,,, concuerdan 
a ocho decimales. (Se dará un enunciado correcto acerca de la exactitud del método de 
Newton en el ejercicio 11.11.39.) 

Observe que el procedimiento que va den an + 1 es el mismo para todos los valores 
de n (se llama proceso iterativo.) Esto significa que el método de Newton es especial- 
mente conveniente para el uso con una computadora o calculadora programable. 


EJEMPLO 2 Utilice el método de Newton para encontrar V2 con una aproximación 
de ocho decimales. 


z $ 6, . y 
SOLUCIÓN Primero se observa que encontrar V2 es equivalente a encontrar la raíz 
positiva de la ecuación 


x*-2=0 


por lo que se toma f(x) = xé — 2. Entonces f'(x) = 6x* y la fórmula 2 (método de 
Newton) se convierte en 


Flor) A x-2 
PU). O o 


Xn+1 T Xn 


Si se elige x, = 1 como una aproximación inicial, se obtiene 


x2 = 1.16666667 
x3 = 1.12644368 
x4 = 1.12249707 
xs = 1.12246205 
xs = 1.12246205 


Ya que x, y x, coinciden en ocho decimales, se concluye que 


2 = 1.12246205 


con ocho lugares decimales. o 


EJEMPLO 3 Encuentre, con una aproximación a seis lugares decimales, la raíz de la 
ecuación COS x = x. 


SOLUCIÓN Primero se reescribe la ecuación en su forma estándar: 


cosx=x=0 


Por lo que se hace f(x) = cos x — x. Entonces f'(x) = —sen x — 1, por lo que la fórmula 
2 resulta 
COS Xy — Xp COS Xy — Xp 
Xn+1 Xn = Xn 
=sėi š; = 1 sen xX, + 1 


Para proponer un valor adecuado para x, se traza las gráficas de y = cos x y de y = x 
FIGURA 6 en la figura 6. Parece que se intersecan en un punto cuya coordenada x es 
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algo menor que 1, por lo que se va a tomar x, = 1 como una conveniente primera 
aproximación. Entonces, recordando poner la calculadora en modo radianes, se 


obtiene 


x2 ~ 0.75036387 
x3 = 0.73911289 
x4 = 0.73908513 
xs = 0.73908513 


Como x, y x, concuerdan con seis decimales (ocho, de hecho), se concluye que la raíz 
de la ecuación, aproximada a seis cifras decimales, es 0.739085. m] 


y = cosx 


0 


FIGURA 7 


En lugar de utilizar el trazo de la figura 6 para obtener una aproximación inicial para 
el método de Newton en el ejemplo 3, se podría haber utilizado la gráfica más precisa 
que proporciona una calculadora o una computadora. La figura 7 sugiere que se utilice 
x, = 0.75 como la aproximación inicial. Entonces el método de Newton da 


x2 = 0.73911114 
x3 = 0.73908513 
x4 = 0.73908513 


y así se obtiene la misma respuesta que antes, pero con un paso menos. 


4.8 EJERCICIOS 


1. La figura muestra la gráfica de una función f. Suponga 
que se utiliza el método de Newton para aproximar la 
raíz s de la ecuación f(x) = O con aproximación inicial 
x, = 6. 

(a) Dibuje las rectas tangentes que se utilizan para encon- 
trar x, y x, y estime los valores numéricos de x, y x,. 

(b) ¿Sería x, = 8 una mejor primera aproximación? 
Explique. 


TETH 


2. Siga las instrucciones para el ejercicio 1(a), pero utilice 
x, = 1 como la aproximación inicial para encontrar la raíz r. 


3. Suponga que la recta tangente a la curva y = f(x) en el 
punto (2, 5) tiene la ecuación y = 9 — 2x. Si se utiliza el 
método de Newton para localizar una raíz de la ecuación 
fœ) = 0 y la aproximación inicial es x, = 2, encuentre la 
segunda aproximación x,. 


4. Para cada aproximación inicial, determine gráficamente lo 
que ocurre si se utiliza el método de Newton para la función 
cuya gráfica se muestra. 


(c) x =3 


5. ¿Para cuál de las aproximaciones iniciales x, = a, b, c y d 
cree usted que el método de Newton funcionará y conducirá a 
la raíz de la ecuación f(x) = 0? 


6-8 Utilice el método de Newton con la aproximación inicial 
especificada x, para encontrar x,, la tercera aproximación a la raíz 
de la ecuación dada. (Dé su respuesta con cuatro decimales.) 


6. 2x? -3x?+2=0, x 1 


2+1=0 1x1=2 8 x +4=0, a=- 


H 9 


10. 


. Utilice el método de Newton con aproximación inicial de 


1 
de la ecuación x? + x + 3 = 0. Explique cómo funciona el 


método graficando primero la función y su recta tangente en 


(1, 1). 


Utilice el método de Newton con aproximación inicial 

x, = 1 para encontrar x,, la segunda aproximación a la raíz 
de la ecuación x* — x — 1 = 0. Explique cómo funciona el 
método trazando primero la gráfica de la función y su recta 


x, = —1 para encontrar x,, la segunda aproximación a la raíz 


tangente en (1, —1). 


11-12 Utilice el método de Newton para aproximar el número 


dado, aproximado a ocho decimales. 


11. V75 12. V500 


13-14 (a) Explique cómo se sabe que la ecuación dada debe 
tener una raíz en el intervalo dado. (b) Utilice el método de 
Newton para aproximar la raíz a seis decimales. 


13. 311 — 8x? +2 =0, [2,3] 


14. -2x7 + 9x* — 7x? — 1lx=0, [3,4] 


15-16 Utilice el método de Newton para aproximar la raíz 
indicada de la ecuación, con una aproximación a seis 
decimales. 


15. La raíz negativa de sen x = x? 


16. La raíz positiva de 2 cos x = x* 


17-22 Utilice el método de Newton para encontrar todas las 
raíces de la ecuación con una aproximación a seis decimales. 


17. 3cosx=x +1 18. x+ 1=x?-x 
19, 2*=2-— y? 


21. cosx = Vx 


20. Inx = 


x= 3 


22. tanx = y1 — x? 


23-28 Utilice el método de Newton para encontrar todas 
las raíces aproximadas de la ecuación, a ocho decimales. 
Comience por dibujar una gráfica para encontrar aproxima- 
ciones iniciales. 


23. 2 — 5xt + 9x? +5=0 
24. x% — 3x +x? -x x60 


X 
25. ri E 


26. cos(x? — x) = x* 


27. 4e “senx=x2=x+1 
30 


Vx? +1 


28. In(x? + 2) = 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 
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(a) Aplique el método de Newton a la ecuación x° — a = 0 
para obtener el algoritmo siguiente para la raíz cua- 
drada, utilizado por los antiguos babilonios para 


calcular Va: 


1 $ a 
Xn = n T 
+1 2 Xx LE 


(b) Utilice el inciso (a) para calcular la aproximación de 
V 1000 a seis decimales. 


(a) Aplique el método de Newton a la ecuación 1 /. x-a=0 
para obtener el algoritmo recíproco siguiente: 


2 
Xn+1 = 2Xn — AX; 


(Este algoritmo permite que una computadora encuen- 
tre recíprocos sin dividir realmente.) 

(b) Utilice el inciso (a) para calcular 1 / 1.6984 aproximado 
a seis decimales. 


Explique por qué no funciona el método de Newton para 
encontrar la raíz de la ecuación 


x 3x+6=0 


si la aproximación inicial es elegida como x, = 1. 


(a) Utilice el método de Newton con x, = 1 para encontrar 
la raíz de la ecuación x? — x = 1 aproximada a seis 
decimales. 

(b) Resuelva la ecuación en el inciso (a) utilizando 
x, = 0.6 como la aproximación inicial. 

(c) Resuelva la ecuación en el inciso (a) utilizando 
x, = 0.57. (Definitivamente, usted necesita una calcu- 
ladora programable para esta parte.) 

(d) Trace la gráfica de f(x) = x? — x — 1 y sus rectas 
tangentes en x, = 1, 0.6 y 0.57 para explicar por qué 
el método de Newton es tan sensible al valor de la 
aproximación inicial. 


Explique por qué el método de Newton falla cuando se 


n ei 3 $ F Bos 
aplica a la ecuación Wx = 0 con cualquier aproximación 
inicial x, # O. Ilustre su explicación con un dibujo. 


Si 


(o = Vx six>0 
fw = =V=x six<0 


entonces la raíz de la ecuación f(x) = 0 es x = 0. Explique 
por qué el método de Newton no puede encontrar la raíz 
sin importar qué aproximación inicial x, 4 0 se utilice. 
Ilustre su explicación con un dibujo. 


(a) Utilice el método de Newton para encontrar los 
números críticos de la función 


f(x) = x6 — xt + 3x? — 2x 


aproximados a seis lugares decimales. 
(b) Encuentre el valor mínimo absoluto de f aproximado a 
cuatro decimales. 
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36. Utilice el método de Newton para encontrar el valor Sustituyendo i por x, demuestre que 
máximo absoluto de la función f(x) =xcosx,0=x=< rr, 
aproximado a seis decimales. 


48x(1 + 13% -(1+3%+1=0 
37. Utilice el método de Newton para encontrar las Utilice el método de Newton para resolver esta ecuación. 
coordenadas del punto de inflexión de la curva y = x? sen x, 42 


Ñ . , . La figura muestra el Sol situado en el origen y la Tierra 
0 < x= 7, aproximadas a seis decimales. 


en el punto (1,0). (Aquí, la unidad es la distancia entre los 
centros de la Tierra y el Sol, llamada unidad astronómica: 
1 UA = 1.496 X 10* km.) Hay cinco posiciones L, Ly Ly 
L, y L, en este plano de rotación de la Tierra alrededor del 
Sol, donde un satélite permanece inmóvil respecto a la Tierra 
porque las fuerzas que actúan sobre el satélite (incluyendo las 


38. De las infinitas rectas que son tangentes a la curva 
y = —sen x y pasan por el origen, hay una que tiene 
la mayor pendiente. Utilice el método de Newton para 
encontrar la pendiente de la recta, aproximada a seis 


decimales. 
atracciones gravitacionales de la Tierra y el Sol) se equilibran 
39. Utilice el método de Newton para encontrar las coorde- entre sí. Estas posiciones se denominan puntos de libración. 
nadas aproximadas a seis decimales, del punto sobre la (Un satélite de investigación solar se ha colocado en uno 
parábola y = (x — 1)? que está más cerca del origen. de estos puntos de libración.) Si m, es la masa del Sol, m, 
es la masa de la Tierra y r = m,/ (m, + m,), resulta que la 
40. En la figura, la longitud de la cuerda AB es de 4 cm y la coordenada x de L, es la única raíz de la ecuación de quinto 
longitud del arco AB es 5 cm. Encuentre el ángulo central 0, grado 
en radianes, a cuatro decimales. Luego, dé la respuesta al 
grado más cercano. pla) = x? — (2 + rxt + (1 + 2r)x? — (1 — rjx? 
F2(1l=rMx+r=1=0 
5 cm 
y la coordenada x de L, es la raíz de la ecuación 
p(x) — 2rx?=0 
Utilizando el valor r = 3.04042 X 107*, encuentre las posi- 
ciones de los puntos de libración (a) L, y (b) £,. 
41. Un concesionario de autos vende un automóvil nuevo en en E 
$18 000. También ofrece vender el mismo auto por pagos t 
de $375 al mes durante cinco años. ¿Qué tasa de interés . 
mensual está cobrando este distribuidor? sol i pi E 


Para resolver este problema, tendrá usted que utilizar la T a Èi T 
fórmula para el valor presente A de una anualidad formada l 
por pagos iguales de magnitud R con una tasa de interés i por 
período: è 


= 


N 


a=Én- (+ 


4.9 Antiderivadas 


Un físico que conoce la velocidad de una partícula podría desear conocer su posición en 
un instante dado. Un ingeniero que puede medir la tasa variable a la cual se fuga el agua 
de un tanque quiere conocer la cantidad que se ha fugado durante cierto período. Un bió- 
logo que conoce la rapidez a la que crece una población de bacterias puede interesarse en 
deducir el tamaño de la población en algún momento futuro. En cada caso, el problema 
es encontrar una función F cuya derivada es la función conocida f. Si esta función F 
existe, se llama antiderivada de f. 


Definición Una función F recibe el nombre de antiderivada de f en un intervalo / 
si F'(x) = f(x) para toda x en 7. 


—y=3 +3 
— y= +2 
=y=£+1 
o pa 
y=E-1 
y=%-2 
FIGURA 1 


Miembros de la familia de 
antiderivadas de f(x) = x? 
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Por ejemplo, sea f(x) = x. No es difícil descubrir una antiderivada de f si utiliza la 
regla de la potencia. En efecto, si F(x) = Ly, entonces F'(x) = x? = f(x). Pero la fun- 
ción G(x) = x? + 100 también satisface G'(x) = x. Por tanto, F y G son antiderivadas 
de f. De hecho, cualquier función de la forma H(x) = Ly? + C, donde C es una cons- 
tante, es una antiderivada de f. Surge la pregunta: ¿hay otras? 

Para contestar la pregunta, se debe recordar que en la sección 4.2 se utilizó el teorema 
del valor medio para demostrar que si dos funciones tienen derivadas idénticas sobre un 
intervalo, entonces estas deben diferir en una constante (corolario 4.2.7). Por tanto, si F 
y G son dos antiderivadas cualesquiera de f, entonces 


F(x) = f(x) = G'(x) 


por lo que G(x) — F(x) = C, donde C es una constante. Esto se puede escribir como 
G(x) = F(x) + C, de modo que se tiene el resultado siguiente. 


(1) Teorema Si F es una antiderivada de f en un intervalo /, entonces la antideri- 
vada más general de f sobre 7 es 


F(x% + C 


donde C es una constante arbitraria. 


De nuevo, para la función f(x) = x? se ve que la antiderivada general de f es 
hy’ + C. Al asignar valores específicos a la constante C, se obtiene una familia de 
funciones cuyas gráficas son traslaciones verticales de una a otra (véase la figura 1). 
Esto tiene sentido porque cada curva debe tener la misma pendiente en cualquier valor 
dado de x. 


EJEMPLO 1 Encuentre la antiderivada más general de cada una de las funciones 
siguientes. 


(a) f(x) = sen x (b) fx) = 1/x () fœ =x, n#-l 


SOLUCIÓN 
(a) Si F(x) = —cos x, entonces F'(x) = sen x, de manera que una antiderivada de sen x 
es —cos x. Por el teorema 1, la antiderivada más general es G(x) = —cos x + C. 


(b) Recuerde de la sección 3.6 que 
d 1 
ES 1 = — 
dx na x 


Por lo que, en el intervalo (0, œ) la antiderivada general de 1 /. xes In x + C. También se 
aprendió que 


d 1 
qe in | xl) = 5 


para toda x # 0. Entonces, el teorema 1 dice que la antiderivada general de 

fo =1 / xes In | x| + C en cualquier intervalo que no contenga 0. En particular, esto 
es verdadero en cada uno de los intervalos (—%, 0) y (0, œ). Por lo que, la antiderivada 
general de f es 


lnx + Cı six>0 
Fa) = . 
In(=x) + C six<0 


(c) Utilice la regla de la potencia para descubrir una antiderivada de x”. De hecho, si 


n % —1, entonces 
d y e (n + 1)x” 
dx \n+1 n+l 
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[2] Tabla de fórmulas 
de antiderivación 


Para obtener la antiderivada más 
general, a partir de las particulares 
de la tabla 2, se tiene que sumar una 
constante (o constantes), como en el 
ejemplo 1. 


Con frecuencia se utiliza una letra F 
para representar una antiderivada de 
una función f. Si se comienza con la 
notación de derivada, f’, por supuesto 
que una antiderivada es f. 


Por tanto, la antiderivada general de f(x) = x” es 


o= 1 


Esto es válido para n = 0, ya que f(x) = x" está definida en ese intervalo. Si n es nega- 
tivo (pero n 4 —1), solo es válida en cualquier intervalo que no contenga 0. E 


Como en el ejemplo 1, toda fórmula de derivación leída de derecha a izquierda da 
lugar a una fórmula de antiderivación. En la tabla 2 se presentan algunas antiderivadas. 
Cada fórmula de la tabla es verdadera, puesto que la derivada de la función de la columna 
derecha aparece en la columna izquierda. En particular, la primera fórmula dice que la 
antiderivada de una constante multiplicada por una función es una constante multiplicada 
por la antiderivada de la función. La segunda fórmula dice que la antiderivada de una 
suma es la suma de las antiderivadas. (Se usa la notación F' = f, G' = g.) 


Función Antiderivada particular Función Antiderivada particular 
cf x) cF(x) sen x —COS x 
Fœ) + ga) F(x) + GQ) sec tan x 
pat 
x” (n # —1) - sec x tan x sec x 
n+ I 
1 1 
= == -1 
P In |x] MEA sen 'x 
X X 1 1 
o te 
e lF tan` x 
b“ A h h 
nb cosh x senh x 
COS x sen x senh x cosh x 


EJEMPLO 2 Encuentre todas las funciones g tales que 


2 = 42 
g'(x) = 4 sen x + El 
x 


SOLUCIÓN Primero, escriba de nuevo la función dada en la forma siguiente: 


2x7 XxX , 1 
g'(x) = 4 sen x + — — AE hen x+2x*- += 
X xX yx 
De esta manera, se desea encontrar una antiderivada de 
g'(x) = 4 sen x + 2x*-x 1? 


Utilizando las fórmulas de la tabla 2 con el teorema 1, se obtiene 


5 1/2 
g(x) = 4(—cos x) + 2 E Snan 


= —4 cos x + x5 — 2y/x + C m 


En la figura 2 se muestran las gráficas 
de la función f’ del ejemplo 3 y de su 
antiderivada f. Observe que f'(x) > 0, 
de manera que f siempre es creciente. 
Observe también que, cuando f’ tiene 
un máximo o un mínimo, f parece que 
tiene un punto de inflexión. De modo 
que la gráfica sirve como una compro- 
bación de nuestro cálculo. 


40 
r 
2 3 
-25 
FIGURA 2 


SECCIÓN 4.9 Antiderivadas 353 


En las aplicaciones del cálculo es muy común tener una situación como la del ejem- 
plo 2, donde se requiere encontrar una función, dado el conocimiento acerca de sus 
derivadas. Una ecuación que implica las derivadas de una función se llama ecuación 
diferencial. Estas ecuaciones se estudian en cierto detalle en el capítulo 9, pero, por el 
momento, es posible resolver algunas ecuaciones diferenciales elementales. La solu- 
ción general de una ecuación diferencial contiene una constante arbitraria (o varias 
constantes arbitrarias), como en el ejemplo 2. Sin embargo, puede haber algunas con- 
diciones adicionales que determinen las constantes y, por tanto, especifican de manera 
única la solución. 


EJEMPLO 3 Encuentre f si f'(x) = e + 20(1 +2)" y f(0) = —2. 


SOLUCIÓN La antiderivada general de 


20 
' =e“ + 
50) =e 1 +1? 
es f(x) = e* +20 tan lx + C 
Para determinar C, se utiliza el hecho de que f(0) = —2: 


f0) = e° + 20 tan™' 0 + C = -2 
En estos términos, se tiene C = —2 — 1 = —3, de modo que la solución particular es 


f(x) = e* + 20 tan™'x — 3 E 


EJEMPLO 4 Encuentre f si f(x) = 12x + 6x — 4, O =4y f(1) = 1. 
SOLUCIÓN La antiderivada general de f”(x) = 12x? + 6x — 4 es 


3 2 


F0=105 ses 4x + C = 4x? + 3x? — 4x+C 


Si se usa una vez más las reglas de antiderivación, se encuentra que 


4 3 2 


1) =4% 433 -47 +Cx+D=xt+ x’ -2x + Cx+D 


Para determinar C y D, se utiliza las condiciones dadas: f(0) = 4 y f(1) = 1. Ya que 
f0) = 0 + D = 4, entonces D = 4. Puesto que 


fO=1+1-2+C+4=1 
se tiene que C = —3. Por tanto, la función requerida es 
f(x) = xf + x? — 2x” — 3x + 4 m 


Si dan la gráfica de una función f, sería razonable dibujar la gráfica de una anti- 
derivada F. Por ejemplo, suponga que se tiene F(0) = 1. Entonces hay un punto de 
donde partir, el punto (0, 1), y la dirección en la cual tiene que desplazar el lápiz da, en 
cada etapa, la derivada F'(x) = f(x). En el ejemplo siguiente se aplican los principios 
de este capítulo para mostrar cómo trazar la gráfica de F aun cuando no se tenga una 
fórmula para f. Este sería el caso, por ejemplo, cuando f(x) está determinada por datos 
experimentales. 
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FIGURA 3 


y =F(x) 


o 1 


FIGURA 4 


EJEMPLO 5 La gráfica de una función f se muestra en la figura 3. Realice un trazo de 
una antiderivada F, dado que F(0) = 2. 


SOLUCIÓN Guía el hecho de que la pendiente de y = F(x) es f(x). Se parte del 

punto (0, 2) y se dibuja F como una función inicialmente decreciente, ya que f(x) 

es negativa cuando 0 < x < 1. Observe que f(1) = f(3) = 0, de modo que F tiene 
rectas tangentes horizontales cuando x = 1 y x = 3. Para 1 < x < 3, f(x) es positiva, 
y entonces F es creciente. Observe que F tiene un mínimo local cuando x = 1 y un 
máximo local cuando x = 3. Para x > 3, f(x) es negativa y entonces F es decreciente 
en (3, ©). Ya que f(x) — 0 conforme x — oo, la gráfica de F se vuelve más plana a 
medida que x —> o, Observe también que F"(x) = f'(x) cambia de positiva a negativa 
en x = 2, y de negativa a positiva en x = 4; por lo que F tiene puntos de inflexión 
cuando x = 2 y x = 4. Se utiliza esta información para trazar la gráfica de la antideri- 
vada en la figura 4. 


@ Movimiento rectilíneo 


La antiderivación es en particular útil al analizar el movimiento de un objeto que se 
mueve en línea recta. Recuerde que si el objeto tiene la función posición s = f(t), enton- 
ces la función velocidad es v(t) = s'(t). Esto significa que la función posición es una 
antiderivada de la función velocidad. Del mismo modo, la función aceleración es 
a(t) = v'(t), de manera que la función velocidad es una antiderivada de la aceleración. 
Si se conocen la aceleración y los valores iniciales s(0) y v(0), entonces se puede deter- 
minar la función posición aplicando dos veces la antiderivada. 


EJEMPLO 6 Una partícula se mueve en línea recta y con una aceleración dada por 
a(t) = 6t + 4. Su velocidad inicial es v(0) = —6 cm/ s y su desplazamiento inicial es 
s(0) = 9 cm. Encuentre su función de posición s(t). 


SOLUCIÓN Puesto que v'(1) = a(t) = 6t + 4, la antiderivada da 


> 


p 
0) =67 rA RCS +A HC 
Observe que v(0) = C. Pero v(0) = — 6, por lo que C = —6 y 
vt) =34 +4t-6 
Puesto que v(t) = s'(1), s es la antiderivada de v: 
3 2 


t t A a 
=g ttg ADS —6t+D 


Esto da s(0) = D. Dado que s(0) = 9, se tiene que D = 9 y la función posición reque- 
rida es 


sA = +2 —6t+9 a 


Un objeto cerca de la superficie de la Tierra está sujeto a una fuerza gravitacional que 
produce una aceleración hacia abajo denotada por g. Para un movimiento cercano a la 
Tierra, suponga que g es constante y su valor es de unos 9.8 m/ s? (o 32 pies/ s?). 


EJEMPLO 7 Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba con una rapidez de 15 m/s 
desde el borde de un acantilado a 140 m por encima del nivel del suelo. Encuentre 

su altura sobre el nivel del suelo £ segundos más tarde. ¿Cuándo alcanza su altura 
máxima? ¿Cuándo pega contra el suelo? 


En la figura 5 se muestra la función 
posición de la pelota del ejemplo 7. 

La gráfica corrobora la conclusión 
obtenida: la pelota alcanza su altura 
máxima después de 1.5 s y pega contra 
el suelo después de 7.1 s. 
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SOLUCIÓN El movimiento es vertical y se elige la dirección positiva como la corres- 
pondiente hacia arriba. Al tiempo t, la distancia arriba del nivel del suelo s(t) y la velo- 
cidad v(t) es decreciente. Por lo que, la aceleración debe ser negativa y se tiene 


=2--98 
dt ` 


alt) 
Tomando antiderivadas, se tiene 

v(t) = -9.81 + C 
Para determinar C, se usa la información dada v(0) = 15. Esto da 15 = 0 + C, por lo que 


v(t) = —9.8t + 15 


La altura máxima se alcanza cuando v(t) = 0, es decir, después de 15/ 9.8 = 1.53 s. 
Ya que s'(1) = v(t), la nueva antiderivada da 


s() = —4.9 + 15t+ D 
Se utiliza el hecho de que s(0) = 140, se tiene 140 = 0 + D, y así 
sí) = -4.91? + 15t + 140 


La expresión para s(t) es válida hasta que la pelota pegue en el suelo. Esto sucede 
cuando s(t) = 0 y por tanto —s(t) = 0; es decir, cuando 


4.91? — 15t — 140 =0 


20 Usando la fórmula cuadrática para resolver esta ecuación, se obtiene 
A I= 15 + y2969 
> 9.8 
Se rechaza la solución con el signo menos ya que da un valor negativo de t. Por tanto, 
0 YX Jg la pelota pega en el suelo después de 
FIGURA 5 15 + y2969 
— a Ts a 
9.8 
4.9 EJERCICIOS 
a ideri A ió 1 2 3t = t + 6r 
1-22 Encuentre la antiderivada más general de la función. 13. fœ) === 14. f(t) = i 
(Compruebe su respuesta mediante la derivación.) 5 x t 
1. fx) =4x +7 2: AA leeti” 
fO) x fo) =x id 15. g(t) = ——=— 16. r(0) = sec tan — 2e? 


3. f(1) =2x* — $x? + 5x 4. 


5. f(x) = x(12x + 8) 6. 
7. FÀ = T + 8x Y 8. 
9. f) = 42 10. 


11. f(& = 3x — 23x 12. 


JE 


17. h(0) = 2 sen 0 — sec?8 18. g(v) = 2 cos v 


f(x) = 61 — 8x* — 9x? 


3 


fa) = œ- 5) vi- 
fx) = x(2 — x? 19. f(x) =2* + 4 senh x 20. f(x) =1+2senx + 3//x 
e 

o N a 2x* + 4x* — x 
Fo) = Yr? + xx 21. f(x) = A a x>0 
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2x2 +5 
x +l 


fœ = 


PÑ 23-24 Encuentre la antiderivada F de f que satisfaga la 


condición dada. Compruebe su respuesta comparando las 
gráficas de f y F. 


23. 


24. 


f(x) = 5xt — 2x5, F(0)=4 


fa) =4- 30 +x)", F0)=0 


25-48 Encuentre f. 


25. 


26. 


27. 


29. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 
40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 
47. 


48. 


F"() = 20x° — 12x? + 6x 

f'a) = xi — 4x +x+1 

FU) = 2x + 3e* 28. f"(x) = 1/x? 

f"(1) = 12 + sent 30. f"(1) = Vt — 2 cost 
f(=1+3yx, f(4)=25 

fl) = 5x4 — 3x? +4, f(-1)=2 

Fl) =4/1+4)L fA) =0 

F'O =t+1/r, 1>0, FU)=6 


f'o) = 5x, f(8)=21 
F= e+ D/vx, f0 =5 


f'(0) = sec t (sec t + tant), —m/2 < t< 7/2, 


fr/4)= -1 

==, MZ. Jensi 

FU) =-2 + 12x — 12x?, f(0)=4, f'(0)= 12 
Ffu=8%+35 J0)=0, FU)=8 


f"(0) = send + cos, f(0)=3, f'(0)=4 


FU=P+1/P, 1>0, f0)=3, f(=2 


f'(x) =4+6x + 24x?, f(0)=3, f(1)=10 
f") =x + senhx, f(0)=1, f(2)= 2.6 
f") =e —2senx, f(0)=3, f(m/2=0 
FU) =t- cost, f(0)=2, f(1)=2 
o=, x>0, f(1)=0, f0)=0 
f(x) =c0sx, f(0)=1, f(0)=2, f"0)=3 


51-52 Se muestra la gráfica de una función f. ¿Qué gráfica es 
una antiderivada de f y por qué? 


51. yA 52. yA 


53. Se muestra la gráfica de una función en la figura. Haga un 
trazo de una antiderivada F, dado que F(0) = 1. 


54. En la figura se muestra la gráfica de la función velocidad de 
una partícula. Trace la gráfica de la función de posición. 


v 


55. En la figura se muestra la gráfica de f'. Trace la gráfica de f 
si f es continua en [0, 3] y f(0) = —1. 


YA 
2 o 
y=f'x) 
1 ——o 
Am 
0 1 2 Xx 
—1 “——o 


FS 56. (a) Utilice un dispositivo graficador para trazar la gráfica de 
fŒ =2x — 3Vr. 

(b) A partir de la gráfica del inciso (a), trace una gráfica 
aproximada de la antiderivada F que satisfaga que 
F(0) =1. 

(c) Utilice las reglas de esta sección para encontrar una 
expresión para F(x). 

(d) Trace la gráfica de F usando la expresión del inciso (c). 
Compare con su trazo del inciso (b). 


49. 


50. 


Dado que la gráfica de f pasa por el punto (2, 5) y que 
la pendiente de su recta tangente en (x, f(x)) es 3 — 4x, 
encuentre f(1). 


Encuentre una función f tal que f'(x) = xX y la recta 
x + y = 0 sea tangente a la gráfica de f. 


FS 57-58 Trace una gráfica de f y utilícela para trazar la gráfica 
aproximada de la antiderivada que pasa por el origen. 
sen x 


57. = , T27=<x=2 
Fx) EE TSx< 2r 


58. f(x) x4=2x2+2-2 -3=<x=<3 


59-64 Una partícula se mueve de acuerdo con la información 
dada. Determine la posición de la partícula. 


59. v(t) = sen t — cost, s(0)=0 

60. v(t) =£ — 3/ft, s(4)=8 

61. alt) =2t +1, s(0)=3, v(0)= —2 

62. a(t) = 3 cost — 2sent, s(0)=0, v(0)=4 
63. a(t) = 10 sen t + 3 cost, s(0)=0, s(27r) = 12 
64. alt) = —4t+6, s(0)=0, s(1)=20 


65. Una piedra se deja caer desde la plataforma superior de 
observación (la plataforma espacial) de la Torre CN, de 450 m 
por encima del nivel del suelo. 

(a) Encuentre la distancia de la piedra arriba del nivel del 
suelo en el instante t. 

(b) ¿Cuánto tarda la piedra en llegar al nivel del suelo? 

(c) ¿Con qué velocidad choca contra el nivel del suelo? 

(d) Si la piedra se lanza hacia arriba a una rapidez de 5 m/ S, 
¿cuánto tarda en llegar al nivel del suelo? 


66. Demuestre que para el movimiento en línea recta con 
aceleración constante a, velocidad inicial v, y desplazamiento 
inicial s,, el desplazamiento después del tiempo t es 


y = lat + Vot + So 


67. Se lanza un objeto hacia arriba con velocidad inicial v, metros 
por segundo, desde un punto a s, metros por encima del nivel 
del suelo. Demuestre que 


DO = v SS 19.6[s(t) == So] 


68. Se lanzan dos pelotas hacia arriba desde el borde del acan- 
tilado del ejemplo 7. La primera se lanza con una rapidez 
de 15 m/ s y la otra se arroja 1 s más tarde con una rapidez de 
8 m/ s. ¿En algún momento rebasa una a la otra? 


69. Se deja caer una piedra desde un desfiladero y choca contra 
el suelo con una rapidez de 40 m/ s. ¿Cuál es la altura del 
desfiladero? 


70. Si un clavadista con masa m está en el borde de una 
plataforma de clavados con longitud L y densidad lineal p, 
entonces la plataforma adopta la forma de una curva 
y = f(x), donde 


Ely" = mg(L — x) + 5pg(L — x} 


E e I son constantes positivas que dependen del material 
con que está hecha la plataforma y g (< 0) es la aceleración 
debida a la gravedad. 

(a) Encuentre una expresión para la forma de la curva. 

(b) Use f(L) para estimar la distancia debajo de la horizontal 

al borde de la plataforma. 


71. Una compañía estima que el costo marginal (en dólares por 
artículo) de producir x artículos es de 1.92 — 0.002x. Si el 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


77. 


78. 


79. 
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costo de producción de un artículo es de $562, encuentre 
el costo de producir 100 artículos. 


La densidad lineal de una varilla con una longitud de 1 m 
se expresa por medio de p (x) = 1 / Vx en gramos por 
centímetro, donde x se mide en centímetros desde uno de 
los extremos de la varilla. Encuentre la masa de esta última. 


Dado que las gotas de lluvia crecen a medida que caen, 

su área superficial aumenta y, por tanto, se incrementa la 
resistencia a su caída. Una gota de lluvia tiene una velocidad 
inicial hacia abajo de 10 m/ s, y su aceleración hacia abajo es 


_f9-09% si0=<t=<10 
“to sis>10 


Si al inicio la gota de lluvia está a 500 m arriba de la super- 
ficie de la tierra, ¿cuánto tarda en caer? 


Un vehículo se desplaza a 80 km/' h cuando aplica los frenos, 
lo que produce una desaceleración constante de 7 m/ s?, ¿Cuál 
es la distancia que recorre el automóvil antes de detenerse? 


¿Qué aceleración constante se requiere para aumentar la ra- 
pidez de un vehículo de 50 km/h a 80 km/h en 5 segundos? 


Un automóvil frenó con una desaceleración constante de 
5 m/ s?, lo que genera antes de detenerse unas marcas 

de deslizamiento que miden 60 m. ¿Qué tan rápido se 
desplazaba el auto cuando se aplicaron los frenos? 


Un automóvil se desplaza a 100 km/h cuando el conductor 
ve un accidente 80 m más adelante y aplica los frenos 
apresuradamente. ¿Qué desaceleración constante se requiere 
para detener el auto a tiempo de evitar chocar con los 
vehículos accidentados? 


Un modelo de cohete se dispara verticalmente hacia arriba 

a partir del reposo. Su aceleración durante los primeros 

tres segundos es a(t) = 18£, en ese momento se agota el 

combustible y se convierte en un cuerpo en “caída libre”. 

Después de 14 s, se abre el paracaídas del cohete y la 

velocidad (hacia abajo) disminuye linealmente hasta 

=5.5 m/s en 5 s. Entonces el cohete “flota” hasta el piso 

a esa velocidad. 

(a) Determine la función posición s y la función velocidad 
v (para todos los tiempos 1). Trace las gráficas de s y v. 

(b) ¿En qué momento el cohete alcanza su altura máxima y 
cuál es esa altura? 

(c) ¿En qué momento aterriza? 


Un tren “bala” de alta velocidad acelera y desacelera a una 
razón de 1.2 m/s?. Su rapidez de crucero máxima es de 
145 km/h. 

(a) ¿Cuál es la distancia máxima que puede recorrer el 
tren si se acelera desde el reposo hasta que alcanza su 
rapidez de crucero y luego corre a esa rapidez durante 
15 minutos? 

(b) Suponga que el tren parte del reposo y debe detenerse 
por completo en 15 minutos. ¿Cuál es la distancia máxi- 
ma que puede recorrer en estas condiciones? 

(c) Encuentre el tiempo mínimo que tarda el tren en viajar 
entre dos estaciones consecutivas que se encuentran a 
72 km de distancia. 

(d) El viaje de una estación a la siguiente dura 37.5 minu- 
tos. ¿Cuál es la distancia entre las estaciones? 
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E repaso 


VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


Las respuestas a la verificación de conceptos se encuentran en las páginas finales del libro. 


1. 


Explique la diferencia entre máximo absoluto y máximo local. 
Ilustre por medio de un dibujo. 


. (a) ¿Qué dice el teorema del valor extremo? 


(b) Explique cómo funciona el método del intervalo cerrado. 


(d) ¿Cómo puede usar la regla de L' Hópital si tiene una poten- 
cia [f(0)]/ donde f(x) — 0 y g(x) — 0 cuando x > a? 


8. Indique si los límites siguientes tienen forma indetermi- 
nada. Donde sea posible, diga el límite. 


3. (a) Enuncie el teorema de Fermat. a) 0 (b) 29 (o) 0 (d) 00 
(b) Defina un número crítico de f. 0 00 00 0 
4. (a) Enuncie el teorema de Rolle. (e) o + œ (1) o = 0 (g) o: 0 (h) 0-0 
(b) Enuncie el teorema del valor medio y dé una interpretación SOREN ESS à 
geométrica. G) 0 G) 0 (k) o d) 1 
5. (a) Enuncie la prueba de creciente /decreciente. 9. Si tiene una calculadora graficadora o una computadora, ¿por 
(b) ¿Qué significa decir que f es cóncava hacia arriba en qué necesita el cálculo para trazar la gráfica de una función? 
un intervalo 7? 10. (a) Dada una aproximación inicial x, para una raíz de la 
(c) Enuncie la prueba de la concavidad. ecuación f(x) = 0, explique geométricamente, mediante 
(d) ¿Qué son los puntos de inflexión? ¿Cómo puede un dibujo, ¿cómo se obtiene la segunda aproximación x, 
encontrarlos? en el método de Newton? 
6. (a) Enuncie la prueba de la primera derivada. (b) Escriba una expresión para x, en términos de x,, f(x,) 
(b) Enuncie la prueba de la segunda derivada. y f œ). : o 
(c) ¿Cuáles son las ventajas y las desventajas relativas de estas (e) Escriba una expresión para x,,, en términos de x,,, fx) 
pruebas? y FG). 
f , (d) ¿Bajo qué circunstancias es probable que el método de 
7. (a) ¿Qué dice la regla de L’ Hôpital? Newton falle o funcione muy lentamente? 
(b) ¿Cómo puede usar la regla de L’Hôpital si tiene un produc- , E EN 
to Fag) donde f(x) =0 y g(x) > conforme x > a? 11. (a) ¿Qué es una antiderivada de una función f? 
(c) ¿Cómo puede usar la regla de L'Hópital si tiene una (b) Suponga que F, y F, son antiderivadas de f en un intervalo 
diferencia f(x) — gx) donde f(x) > % y g(x) > % cuando 1. ¿Cómo se relacionan F, y F,? 
x>oa? 
EXAMEN VERDADERO-FALSO 
Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero 9. Existe una función f tal que f(x) > 0,f'() < 0y f"G)>0 


explique por qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo que 
refute el enunciado. 


1. 


Si f'(c) = 0, entonces f tiene un máximo o un mínimo 
local en c. 


. Si f tiene un valor mínimo absoluto en c, entonces f'(c) = 0. 


. Si f es continua sobre (a, b), entonces f alcanza un valor 


máximo absoluto f(c) y un valor mínimo absoluto f(d) en 
algunos números c y d en (a, b). 


. Si f es derivable y f(—1) = f(1), entonces existe un número c 


tal que [e] < 1 y f'(c) = 0. 


. Sif'(x) < 0 para 1 < x < 6, entonces f es decreciente en 


(1, 6). 


. Si f”(2) = 0, entonces (2, f(2)) es un punto de inflexión de la 


curva y = f(x). 


. Sif'(x) = g'(x) para 0 < x < 1, entonces f(x) = g(x) para 


0<x<l. 


. Existe una función f tal que f(1) =-—2,f(3)=0yf'(0)> 1 


para toda x. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


para toda x. 


Existe una función f tal que f(x) < 0, f'(x) < 0 y f"G) > 0 
para toda x. 


Si f y g son crecientes en un intervalo /, entonces f + g es 
creciente en /. 


Si f y g son crecientes en un intervalo /, entonces f — g es 
creciente en /. 


Si f y g son crecientes en un intervalo /, entonces fg es 
creciente en /. 


Si f y g son funciones crecientes positivas en un intervalo /, 
entonces fg es creciente en /. 


Si f es creciente y f(x) > 0 en Z, entonces g(x) = 1/ fœ es 
decreciente en 7. 


Si f es par, entonces f’ es par. 


Si f es periódica, entonces f' es periódica. 
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18. La antiderivada más general de f(x) = x7? es 20. Si lím f(x) =1 y lím g(x) = %, entonces 
F@®=-++c lim [FW] = 1 
19. Si f'(x) existe y es diferente de cero para toda x, entonces 21. lím dE =1 
fA) # fO). x>0 e” 
EJERCICIOS 
1-6 Encuentre los valores extremos locales y absolutos de la 16. f(0)=0, fes continua y par 


función en el intervalo dado. 


1. fa) =x- 9x” + 24x- 2, [0,5] 


2. f(00)=xV1=x, [-1,1] 


3x — 4 


3. f(x) = [-2, 2] 


+1” 


4. f(x) 2At+x+1, [=2,1] 


ul 


. f(x) =x +2cosx, [-r, r] 


6. f() = xe, [-1,3] 


7-14 Calcule el límite. 


E | ' tan 4 x 
7. lím 8. ím ————— 
x>0 tanx 1>0 x + sen 2x 
e? _ e? e? = e” 


10. lim HL 
=> n+ 1) 


- k E e™— 1— 4x 
11. im 12. lim ————— 
x>0 NS x>w x? 


13. i ( X e 14. ím (tanx)™ 
Ag =1. nz x— (7/2) 


15-17 Trace la gráfica de una función que satisface las 
condiciones dadas. 


15. f(0)=0, f(-2) =f'(1) =f) = 0, 
lím f(x) =0, lím f(1) = >, 
f'(x) < 0 en (—%, —2), (1, 6) y (9, 00), 
f'(x) > 0 en (2, 1) y (6, 9), 
f"(x) > O en (0, 0) y (12, 00), 


f”(x) < 0 en (0, 6) y (6, 12) 


17. 


f'(x) =2xsi0<x<1, fla)=-1sil<x<3, 
f'x)=1six>3 


fesimpar, f'(x) < 0 para0 < x < 2, 
f'(x) > 0parax >2, f"(x)> 0para0 < x< 3, 
f”(x) < 0 para x > 3, lím fu) = -2 


18. 


En la figura se ilustra la gráfica de la derivada f' de una 

función f. 

(a) ¿En qué intervalos f es creciente o decreciente? 

(b) ¿Para qué valores de x la función f tiene un máximo local 
o un mínimo local? 

(c) Trace la gráfica de f”. 

(d) Trace la posible gráfica de f. 


19-34 Trace la curva utilizando las guías de la sección 4.5. 


19. y =2-2x-x* 

20. y 2x7 — 3x? + 12x+5 

21. y = 3x4 — 4x? +2 22. y = x?/(x + 8) 

B y= TEE. S E 
eS x(x — 3) Ya (x — 2} 

&-=17 
25. y = —3— 26. y=y1l-=x +yl+x 
x 


27. 


y= T 


28. y = x’’(x — 3) 
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29. y = e“ sen x, 


30. y = 4x — tanx, —7/2<x<m5/2 


31. y = sen (1/x) 32. y = e7 


33. y = (x — 2)e™ 34. y = x + In(x? + 1) 


35-38 Trace las gráficas de f que revelen todos los aspectos 
importantes de la curva. Use las gráficas de f' y f” para 
estimar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los 
valores extremos, los intervalos de concavidad y los puntos de 
inflexión. En el ejercicio 35 aplique el cálculo para determinar 
estas cantidades exactamente. 


35. f = 2 
3+1 
36. f = 


37. f(x) = 3xf — 5x7 + xt — 5x? — 2x? +2 
38. f(x) = x° + 6.5 sen x, -5S x55 


. Trace la gráfica f(x) = e” en un rectángulo de vista en 


que muestre todos los aspectos principales de la función. 
Estime los puntos de inflexión. Luego aplique el cálculo 
para determinarlos con exactitud. 


40. (a) Trace la gráfica de la función f(x) = 1/a + el», 


(b) Explique la forma de la gráfica calculando los límites 
de f(x) cuando x tiende a oo, —%, 0* y 07. 

(c) Use la gráfica de f para estimar las coordenadas de 
los puntos de inflexión. 

(d) Utilice su SAC para calcular y trazar la gráfica de f”. 

(e) Con la gráfica del inciso (d) estime el punto de in- 
flexión con más exactitud. 


En 41-42 Utilice las gráficas de f, f’ y f” para estimar la coor- 


denada x de los puntos máximo y mínimo y los puntos de 
inflexión de f. 


P 
COS Xx 


x2 txt’ 


42. f(x) =e t na = 1) 


41. fa) 


FE 43. Investigue la familia de funciones de f(x) = In(sen x + C). 


¿Cuáles características en común tienen los miembros de 
esta familia? ¿En qué difieren? ¿Para cuáles valores de C 
es f continua en (—Jo, 00)? ¿Para cuáles valores de C, f no 
tiene gráfica? ¿Qué sucede conforme C — 0? 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


. Investigue la familia de funciones f(x) = cxe™®, ¿Qué le 


ocurre a los puntos máximos y mínimos y a los puntos de 
inflexión al cambiar c? Ilustre sus conclusiones trazando 
varios miembros de la familia. 


Demuestre que la ecuación 3x + 2 cos x + 5 = 0 tiene 
exactamente una raíz real. 


Suponga que f es continua sobre [0, 4], f(0) = 1 y 
2 < f'(x) < 5 para toda x en (0, 4). Demuestre que 
9< f(4) = 21. 


Aplicando el teorema del valor medio a la función 
f(x) = x'% en el intervalo [32, 33], demuestre que 


2 < 4/33 < 2.0125 


¿Para qué valores de las constantes a y b se tiene que (1, 3) 
es un punto de inflexión de la curva y = ax? + bx’? 


Sea g(x) = f(x), donde f es dos veces derivable para toda 
x, F'(x) > 0 para toda x % 0 y f es cóncava hacia abajo en 
(o, 0) y cóncava hacia arriba en (0, 00), 

(a) ¿En cuáles números tiene g un valor extremo? 

(b) Analice la concavidad de g. 


Encuentre dos números enteros positivos tales que la suma 
del primer número y cuatro veces el segundo sea 1000 y el 
producto de los números sea lo más grande posible. 


Demuestre que la distancia más corta desde el punto (x,, y,) 
ala recta Ax + By + C = 0 es 


| Ax; + By, + C| 
yA? + B? 


Encuentre el punto sobre la hipérbola xy = 8 que está más 
cerca del punto (3, 0). 


Encuentre el área más pequeña posible de un triángulo 
isósceles que está circunscrito en una circunferencia de 
radio r. 


Encuentre el volumen del cono circular más grande que se 
puede inscribir en una esfera de radio r. 


En AABC, D queda sobre AB, CD L AB, | AD | = |BD| =4cm 
y | CD | = 5 cm. ¿Dónde se debe situar un punto P sobre 
CD de tal modo que la suma | PA | + | PB | + | PC | sea 
mínima? 


Resuelva el ejercicio 55 cuando | CD | = 2 cm. 


La velocidad de una ola de longitud L en agua profunda es 


E a 
"SNC L 
donde K y C son constantes positivas conocidas. ¿Cuál es la 


longitud de la ola que da la velocidad mínima? 


Se va a construir un tanque metálico de almacenamiento 
con volumen V en forma de un cilindro circular recto 


rematado por un hemisferio. ¿Cuáles dimensiones 
requerirán la cantidad mínima de metal? 


59. Un equipo de hockey juega en una arena con capacidad 
de 15 000 espectadores. Con el precio del boleto fijado 
en $12, la asistencia promedio en un juego es de 11 000 
espectadores. Un estudio de mercado indica que por cada 
dólar que disminuya el precio del boleto, la asistencia 
promedio aumentará en 1000. ¿Cómo deben fijar 
los propietarios del equipo el precio de la entrada para 
maximizar sus ingresos provenientes de la venta de 
boletos? 


FS 60. Un fabricante determina que el costo de fabricar x unidades 


de un artículo es 
C(x) = 1800 + 25x — 0.2x? + 0.001x* 


y la función de demanda es p(x) = 48.2 — 0.03x. 

(a) Trace la gráfica de las funciones de costo e ingreso y 
úselas para estimar el nivel de producción para obtener 
la utilidad máxima. 

(b) Aplique el cálculo para encontrar el nivel de producción 
para obtener la utilidad máxima. 

(c) Estime el nivel de producción que minimice el costo 
promedio. 


61. Utilice el método de Newton para calcular la raíz de la 
ecuación 


X—x+3x-3x-2=0 
en el intervalo [1, 2] con una aproximación de seis 


decimales. 


62. Aplique el método de Newton para encontrar todas las 
raíces de la ecuación sen x = x? — 3x + 1 aproximado a 
seis decimales. 


63. Aplique el método de Newton para encontrar el valor 
máximo absoluto de la función f(t) = cos t + t — f, con 
una exactitud de ocho decimales. 


64. Utilice la guía de la sección 4.5 para trazar la curva 
y = xsen x, 0 <S x < 277. Recurra al método de Newton 
si es necesario. 


65-68 Determine la antiderivada más general de la función. 


65. f(x) = 4x — 61? +3 


1 1 
66. ga) = + 


67. f(t) = 2 sen t — 3e' 


68. f(x) = x° + cosh x 


69-72 Determine f. 


69. f'(t)=2t— 3sent, f(0)=5 


70. f'(u) 


— Ye 3 
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71. f'(1) =1-—6x+48x% f(0)=1, f'(0)=2 


72. f'(x) = 5x? + 6x? +2, f(0)=3, f()= -2 


73-74 Una partícula se mueve de acuerdo con los datos dados. 
Encuentre la posición de la partícula. 


73. v(t) = 2t — 1/(1 + £), s(0)=1 


74. a(t) = sen t + 3cosżt, s(0)=0, v(0)=2 


FA 75. (a) Si f(x) = 0.le + sen x, —4 < x < 4, use la gráfica de f 


para trazar una gráfica aproximada de la antiderivada F 
de f que satisfaga F(0) = 0. 
(b) Encuentre una expresión para F(x). 
(c) Dibuje F con la expresión del inciso (b). Compare con 
su esquema del inciso (a). 


FS 76. Investigue la familia de curvas dada por 


f = xt + x + cx? 


En particular, determine el valor de transición de c en que 
cambia la cantidad de números críticos y el valor de transi- 
ción en que varía el número de puntos de inflexión. Ilustre 
con gráficas las formas posibles. 


77. Se deja caer un recipiente metálico desde un helicóptero 
a 500 m arriba de la superficie de la Tierra. Su paracaídas 
no se abre, pero el recipiente ha sido diseñado para 
soportar una velocidad de impacto de 100 m/ s. ¿Se reven- 
tará o no? 


78. En una carrera de automóviles a lo largo de una pista recta, 
el auto A deja atrás dos veces al vehículo B. Demuestre que 
en algún momento en la carrera las aceleraciones de los 
automóviles fueron iguales. Plantee las suposiciones que 
haga. 


79. Se va a cortar una viga rectangular a partir de un tronco 
cilíndrico que tiene un radio de 30 centímetros. 
(a) Demuestre que la viga de área máxima de sección trans- 
versal es cuadrada. 
(b) Se van a cortar cuatro tablones rectangulares de las cua- 
tro secciones del tronco que quedan después de cortar la 
viga cuadrada. 


k— ancho — 
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80. 


81. 
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Determine las dimensiones de los tablones que tendrán 
el área máxima de sección transversal. 

(c) Suponga que la resistencia de la viga rectangular es 
proporcional al producto de su ancho y al cuadrado de su 
altura. Encuentre las dimensiones de la viga más fuerte 
que se puede cortar a partir del tronco cilíndrico. 


Si se dispara un proyectil a una velocidad inicial v a un 
ángulo de inclinación 0 a partir de la horizontal, por tanto, 
su trayectoria, despreciando la resistencia del aire, es la 
parábola 


El e? vital 


ES 
20” cos*0 2 


y = (tan8)x 


(a) Suponga que el proyectil se dispara desde la base de un 
plano inclinado a un ángulo «, œ > O, respecto a la ho- 
rizontal, como se muestra en la figura. Demuestre que el 
alcance del proyectil, medido por encima de la pendien- 
te, está dado por 


2v° cos sen(0 — a) 


R(0) 


g cosa 


(b) 
(c) 


Determine 0 de modo que R sea un máximo. 
Suponga que el plano forma un ángulo a abajo de la 
horizontal. Determine el alcance R en este caso y el 
ángulo en el cual se debe disparar el proyectil para 
maximizar R. 


=Y 


Si un campo electrostático E actúa sobre un líquido o un gas 
dieléctrico polar, el momento de dipolo neto P por unidad de 
volumen es 

e” +e” 


1 
Pj= a 
(E) eë — e™ E 


Demuestre que el lím, + P(E) = 0. 


82. 


83. 


84 


85 


86 


Si una bola de metal con masa m se proyecta en el agua y 
la fuerza de resistencia es proporcional al cuadrado de la 
velocidad, la distancia que la bola viaja en el tiempo t es 


m c 
s(t) = — In cosh AE 
c mt 


donde c es una constante positiva. Determine lím.—o* s(t). 


Demuestre que, para x > 0 


> < tan™'x < x 

E 
Trace la gráfica de una función f tal que f'(x) < 0 para 
toda x, £"(x) > 0 para | x | > 1, f"(x) < 0 para |x| < 1y 
lím, [f@Œ) + x] = 0. 


Una luz se coloca encima de un poste de altura h metros para 
iluminar un círculo que tiene radio de 20 m, ocupado por el 
tráfico. La intensidad de iluminación / en cualquier punto 

P en el círculo es directamente proporcional al coseno del 
ángulo 0 (véase la figura) e inversamente proporcional al 
cuadrado de la distancia d de la fuente de luz. 

(a) ¿Qué tan alto debe estar la luz sobre el poste de manera 
que se maximice /? 

Suponga que la luz sobre el poste está a h metros de 
altura y que una mujer está caminando hacia afuera de la 
base del poste a una rapidez de 1 m/ s. ¿Con qué rapidez 
disminuye la intensidad de la luz en el punto a su espalda 
a 1 m sobre el suelo, cuando ella alcanza el borde exterior 
del círculo de tráfico? 


(b) 


Está fluyendo agua a un ritmo constante dentro de un tanque 

esférico. Sea V(f) el volumen de agua en el tanque y H(1) la 

altura del agua en el tanque en el tiempo t. 

(a) ¿Cuáles son los significados de V'(1) y H'(£)? ¿Son estas 
derivadas positivas, negativas o cero? 

(b) ¿Es V”(t) positiva, negativa o cero? Explique. 

(c) Sean t,, t, y t, los tiempos cuando el tanque está lleno 
a un cuarto, la mitad y a tres cuartas partes del total, 
respectivamente. ¿Son los valores H"(t,), H"(t,) y H"(t,) 
positivos, negativos o cero? ¿Por qué? 


Problemas 
adicionales 


=y 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 11 


(0, a) 


xy 


Ea 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 13 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 15 


+ Si un rectángulo tiene su base sobre el eje x y dos vértices sobre la curva y = e™, 


. ¿La función f(x) = e 


x 


demuestre que el rectángulo tiene el área más grande posible cuando los dos vértices están 
en los puntos de inflexión de la curva. 


. Demuestre que |sen x — cos x| < v2 para toda x. 


101:=21=x* tiene un máximo absoluto? Si es así, encuéntrelo. ¿Qué hay 


del mínimo absoluto? 


. Demuestre que x?y?(4 — x2)1(4 — y?) = 16 para todos los números x y y tales que 


[x[|<2y]y|<2. 


. Demuestre que los puntos de inflexión de la curva y = (sen x)/ x están sobre la curva 


ya +4) = 4. 


. Encuentre el punto sobre la parábola y = 1 — x? en el cual la recta tangente corta el primer 


cuadrante en un triángulo con área mínima. 


+ Sia, b, c y d son constantes tales que 


ax? + sen bx + sen cx + sen dx 
lím 5 3 A 8 
1>0 IN HA TA 


encuentre el valor de la suma a + b + c + d. 


8. Evalúe 
i (x TA Aa a x! 
ím ——— 
x>» (x + 3)! — xx 
9. Encuentre los puntos más altos y más bajos sobre la curva x? + xy + y? = 12. 

10. Trace el conjunto de todos los puntos (x, y) tales que | x + y | < e”. 

11. Si P(a, a?) es cualquier punto sobre la parábola y = x°, excepto en el origen, sea Q 
el punto donde la recta normal en P cruza la parábola una vez más (véase la figura). 

(a) Demuestre que la coordenada y de Q es la más pequeña cuando a = 1 / v2. 
(b) Demuestre que el segmento de recta PQ tiene la longitud más corta posible cuando 
a=1/V2. 

12. ¿Para qué valores de c la curva y = cx? + e* tiene puntos de inflexión? 

13. Un triángulo isósceles es circunscrito sobre el círculo unitario tal que los lados iguales 
se reúnen en el punto (0, a) en el eje y (véase la figura). Determine el valor de a que 
minimiza las longitudes de los lados iguales. (Usted se puede sorprender de que el 
resultado no da un triángulo equilátero.) 

14. Trace la región en el plano que consta de todos los puntos (x, y) tales que 

2xy S |x- y| Sx + y? 

15. La recta y = mx + b corta la parábola y = x° en los puntos A y B (véase la figura). 
Determine el punto P sobre el arco AOB de la parábola que maximiza el área del 
triángulo PAB. 

16. ABCD es un trozo cuadrado de papel con lados de longitud de 1 m. Se dibuja un cuarto de 
circunferencia desde B hasta D, con centro en A. El trozo de papel se dobla a lo largo de 
EF con E sobre AB y F sobre AD, de manera que A cae sobre el cuarto de circunferencia. 
Determine las áreas máxima y mínima que podría tener el triángulo AEF. 

17. ¿Para qué números positivos a la curva y = a* corta la recta y = x? 

18. ¿Para qué valores de a es verdadera la ecuación siguiente? 


- x+ay 
lím =e 
x> \x-a 
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19. 
B(0) >R 
20. 
Q 
FIGURA PARA EL PROBLEMA 20 
21. 
Pk D AQ 


velocidad del sonido = c, 


R (0) S 


velocidad del sonido = c, 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 21 


22. 
d 
23. 
Mp 
FIGURA PARA EL PROBLEMA 23 
24. 
25. 
26. 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 26 
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Sea f(x) = a, sen x + a, sen IFE a, Sen nx, donde A, A), ..., A, SON números reales y 
n es un entero positivo. Si se sabe que | f(x) | < | sen x | para toda x, demuestre que 


[a + 242 +--+ na,| = 1 


Un arco PO de un círculo subtiende un ángulo central 0, como en la figura. Sea A(0) el 
área entre la cuerda PO y el arco PO. Sea B(0) el área entre las rectas tangentes PR, OR y 
el arco. Encuentre 


A(0) 
o>0* B(9) 


La velocidad del sonido c, en una capa superior y c, en una capa inferior de roca y el 
espesor h de la capa superior pueden calcularse mediante la exploración sísmica, si la 
velocidad del sonido en la capa inferior es mayor que la velocidad en la capa superior. Se 
hace detonar una carga de dinamita en el punto P y las señales transmitidas se registran en 
el punto O, el cual está a una distancia D de P. La primera señal que llega a O viaja por la 
superficie y tarda T, segundos. La señal siguiente viaja desde el punto P al punto R, de R 
a S en la capa inferior y luego a Q, lo que le toma T, segundos. La tercera señal se refleja 
por la capa inferior en el punto medio O de RS y tarda T, segundos en llegar a Q. (Véase la 
figura.) i 

(a) Exprese T,, T, y T, en función de D, h, CoC, y 0. 

(b) Demuestre que T, es un mínimo cuando sen Q = c / E 

(c) Suponga que D = 1 km, T, = 0.26 s, T, = 0.32 s y T, = 0.34 s. Calcule c,, c, y h. 


Nota: los geofísicos usan esta técnica cuando estudian la estructura de la corteza terrestre, ya 
sea con fines de exploración petrolera o para la detección de enormes fallas en las rocas. 


¿Para qué valores de c existe una recta que cruce la curva 


y = xt + cx? + 12x? — 5x +2 
en cuatro puntos diferentes? 


Uno de los problemas que planteó el Marqués de L’ Hôpital en su libro de texto Analyse 
des Infiniment Petits concierne a una polea conectada al techo de una habitación en 
un punto C mediante una cuerda de longitud r. En otro punto B sobre el techo, a una 
distancia d de C (donde d > r), una cuerda de longitud £ se conecta a la polea y pasa 
por esta en F y se ata a un peso W. El peso se libera y alcanza el reposo en su posición 
de equilibrio D. (Véase la figura.) Tal y como argumentó L’ Hôpital, esto sucede cuando 
la distancia | ED | se maximiza. Demuestre que cuando el sistema alcanza el punto de 
equilibrio, el valor de x es 

ř 


ay + Vr? + 8d?) 


Observe que esta expresión es independiente tanto de W como de £. 


Dada una esfera con radio r, encuentre la altura de una pirámide de volumen mínimo cuya 
base es un cuadrado y cuyas caras base y triangular son tangentes a la esfera. ¿Qué sucede 
si la base de la pirámide es un n-ágono regular? (Un n-ágono regular es un polígono con n 
lados y ángulos iguales.) (Use el hecho de que el volumen de una pirámide es LAh, donde 
A es el área de la base.) 


Suponga que una bola de nieve se derrite de tal modo que su volumen disminuye con una 
tasa proporcional directa a su área superficial. Si tarda tres horas en que la bola disminuya 
a la mitad de su volumen original, ¿cuánto tardará la bola en fundirse totalmente? 


Una burbuja hemisférica se coloca sobre una burbuja esférica de radio 1. Después, una 
burbuja hemisférica más pequeña se coloca sobre la primera. Este proceso prosigue 
hasta que se forman n cámaras, incluso la esfera. (La figura muestra el caso n = 4.) 
Utilice la inducción matemática para demostrar que la altura máxima de cualquier torre 
de burbujas con n cámaras es 1 + Vn. 


Integrales 


La foto muestra el lago 

Lanier, que es una represa en 
Georgia, EE. UU. En el ejercicio 
70 en la sección 5.4 se calcula 
la cantidad de agua que fluyó 
en el lago Lanier durante 3 
cierto período. - j 


= à 


© JFC, Inc. / Alamy 


EN EL CAPÍTULO 2 se utilizaron los problemas de la recta tangente y la velocidad para introducir 
el concepto de derivada, que es la idea central en el cálculo diferencial. De la misma manera, este 
capítulo comienza con los problemas de área y distancia, los cuales sirven para formular la idea 
de integral definida, que es el concepto básico del cálculo integral. En los capítulos 6 y 8 verá 
cómo utilizar la integral para resolver problemas relacionados con volúmenes, longitud de curvas, 
predicciones de una población, gasto cardíaco, fuerzas sobre una presa, trabajo, excedente del 
consumidor y el béisbol, entre muchas otras situaciones. 

Existe una conexión entre el cálculo integral y el cálculo diferencial. El teorema fundamental 
del cálculo relaciona la integral con la derivada. En este capítulo aprenderá que este teorema 
simplifica en gran medida la resolución de muchos problemas. 
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5.1 Áreas y distancias 


Ahora es un buen momento para leer 
(o releer) Un adelanto del cálculo (véa- 
se la página 1), que analiza las ideas 
unificadoras del cálculo y lo ayuda a 
situarse en la perspectiva de dónde está 
y hacia dónde va. 


YA 
y= f(x) 
x=a 
S x=b 
0 a b X 
FIGURA 1 


S= {(x,y)]a S x <b, 0 < y <f} 


FIGURA 2 


FIGURA 3 


FIGURA 4 


En esta sección se descubre que, al intentar calcular el área bajo una curva o la distancia 
recorrida por un automóvil, se llega al mismo tipo especial de límite. 


E El problema del área 


Intente resolver el problema del área: encuentre el área de la región S que está debajo 
de la curva y = f(x), de a a b. Esto significa que S, la cual se muestra en la figura 1, está 
limitada por la gráfica de una función continua f [donde f(x) => 0], las rectas verticales 
x=ayx=b,yel eje x. 

Al intentar resolver el problema del área, debe preguntarse: ¿cuál es el significado 
de la palabra área? Esta cuestión es fácil de responder para regiones con lados rectos. 
Para un rectángulo, el área se define como el producto del largo y el ancho. El área de 
un triángulo es la mitad de la base multiplicada por la altura. El área de un polígono 
se encuentra al dividirlo en triángulos (como en la figura 2) y sumar las áreas de esos 
triángulos. 


l b 
A=lw A=%bh A=A; +A, +A, +As 


T2 


Sin embargo, no es fácil determinar el área de una región con lados curvos. Muchos 
tienen una idea intuitiva de lo que es el área de una región, pero parte del problema del 
área es hacer que esta idea intuitiva se precise dando una definición exacta. 

Recuerde que al definir una recta tangente, primero obtuvo una aproximación de la 
pendiente de la recta tangente para las pendientes de rectas secantes y, luego, tomó el 
límite de estas aproximaciones. Siga una idea similar para las áreas. En primer lugar, 
obtenga una aproximación de la región S representándola por medio de rectángulos, y 
después tome el límite de las áreas de los rectángulos cuando se incrementa el número 
de estos. En el ejemplo siguiente se ilustra el procedimiento. 


EJEMPLO 1 Utilice rectángulos para estimar el área bajo la parábola y = x°, de Oa 1 
(la región parabólica S se ilustra en la figura 3). 


SOLUCIÓN En primer lugar, el área S se debe encontrar en alguna parte entre 0 y 1 
porque S está contenida en un cuadrado de lado 1, pero en verdad, puede lograr algo 
mejor que eso. Suponga que divide S en cuatro franjas, S,, S,, S, y S, al trazar las rectas 
verticales x = F, x= $, yx= 3 como en la figura 4(a). 


YA 
(1,1) 


=y 


a= 
l 
I 


FIGURA 5 


FIGURA 6 


Aproximando $ con ocho rectángulos 


n La Ra 
10 0.2850000 | 0.3850000 
20 0.3087500 | 0.3587500 
30 0.3168519 | 0.3501852 
50 0.3234000 | 0.3434000 
100 0.3283500 | 0.3383500 
1000 0.3328335 | 0.3338335 
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Puede obtener una aproximación de cada franja por medio de un rectángulo cuya 
base sea la misma que la de la franja y cuya altura sea la misma que la del lado derecho 
de la propia franja [véase la figura 4(b)]. En otras palabras, las alturas de estos rectán- 
gulos son los valores de la función f(x) = x° en los puntos finales derechos de los 


subintervalos, lo, 11 |£, 3], [i 3] y (3, 1]. 
A X 2 2 2 aai 
Cada rectángulo tiene un ancho de L, y las alturas son (4) ; (5) ; (3) y 1°. Si denota 
con R, la suma de las áreas de estos rectángulos de aproximación, obtiene 


3 


R= (G +i GY +4 GY +i r= = 0.46875 


A= 


De la figura 4(b) vea que el área A de S es menor que R,, por lo que 


A < 0.46875 


En lugar de usar los rectángulos de la figura 4(b), podría utilizar los rectángulos más 
pequeños de la figura 5, cuyas alturas son los valores de f en los puntos finales izquierdos 
de los subintervalos. (El rectángulo final de izquierda se ha aplastado debido a que su 
altura es 0.) La suma de las áreas de estos rectángulos de aproximación es 


w= tp a) tr (+40 G =a 0.21875 


Observe ahora que el área de S es mayor que L, de modo que se tienen estimaciones 
superior e inferior para A: 


0.21875 <A < 0.46875 


Es posible repetir este procedimiento con un número mayor de franjas. En la 
figura 6 se muestra lo que sucede cuando se divide la región S en ocho franjas de 
anchos iguales. 


YA YA 


1 
8 


1 
8 


(a) Usando los puntos finales (b) Usando los puntos finales 
izquierdos derechos 


Al calcular la suma de las áreas de los rectángulos más pequeños (£¿) y la suma de 
las áreas de los rectángulos más grandes (R,), se obtienen mejores estimaciones inferior 
y Superior para A: 


0.2734375 < A < 0.3984375 


Por lo que una posible respuesta para la pregunta es decir que el área verdadera de S se 
encuentra entre 0.2734375 y 0.3984373. 

Se podrían obtener mejores estimaciones al incrementar el número de franjas. En la 
tabla que aparece a la izquierda se muestran los resultados de cálculos semejantes (con 
una computadora), usando n rectángulos cuyas alturas se encontraron con los puntos 
finales izquierdos (£,) o con los puntos finales derechos (R ). En particular, vea que al 
usar 50 franjas, el área se encuentra entre 0.3234 y 0.3434. Con 1000 franjas, las bandas 
se hacen más y más estrechas: A se encuentra entre 0.3328335 y 0.3338335. Una buena 
estimación se obtiene promediando estos números: A = 0.3333335, E 
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FIGURA 7 


Con base en los valores de la tabla en el ejemplo 1, parece que R, tiende a ! conforme 
n crece. Esto se confirma en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 2 Para la región S del ejemplo 1, demuestre que la suma de las áreas de los 
rectángulos de aproximación superiores tiende a l, es decir, 


lím R, =3 


n— æ 


SOLUCIÓN R, es la suma de las áreas de los n rectángulos de la figura 7. Cada rectán- 
gulo tiene un ancho de 1 / n, y las alturas son los valores de la función f(x) = 1? en los 
puntos 1/n, 2/n, 3/n, iras n/n; es decir, las alturas son (1/nP, Q/n», (3/n», di ¿n/ny. 


De este modo, 


1 1 
= =.—(1? 
n n 


+2 +3 +n’) 


1 
=— (P +2 +3?+-- +n’) 
n 


Aquí necesita la fórmula para la suma de los cuadrados de los n primeros enteros 


positivos: 


(1) E +. +n = 


n(n + 1)(2n + 1) 
6 


Es posible que ya antes haya visto esta fórmula. Se demuestra en el ejemplo 5 del 


apéndice E. 


Colocando la fórmula 1 en nuestra expresión para R „ obtendrá 


1 , n(n + 1)\(2n+1) - (n+ 1)Qn+ 1) 


R, = 


Aquí se calcula el límite de la sucesión Por lo que 


{R,}. Las sucesiones y sus límites 
fueron discutidos en Un adelanto del 
cálculo y se estudiarán en detalle en la 
sección 11.1. La idea es muy similar a 
un límite en el infinito (sección 2.6), 
excepto que en la expresión lím,___, se 


ato? 


restrigió n a un número entero positivo. 


En particular, se sabe que 


Cuando escribe lím „>» R, = 4 quiere 
decir que puede hacer R, tan cercano 

a 3 como quiera, tomando n suficiente- 
mente grande. 


lím R, = 


n—>o 


Puede demostrarse que las 
es decir 


6 6n? 


 (n+ 1)Qn + 1) 
lím 


ne 6n? 


id (= pa ) 
= lím 
n>% 6 n n 


sumas de aproximación inferiores también tienden a 3; 


- 1 
lím £, = 3 


n>o 
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Con base en las figuras 8 y 9 parece que, conforme n crece, tanto L, como R, son cada vez 
mejores aproximaciones para el área de S. Por tanto, se definirá el área A como el límite 
de las sumas de las áreas de los rectángulos de aproximación; esto es, 


En Visual 5.1 puede crear figuras ; 
como la 8 y 9 para otros valores de n. A = im R, = lím L, =3 


n— æ n—>o 


YA YA 


n=10 Ro=0.385 n=30 Ry = 0.3502 n=50 Rs =0.3434 


n=10  £¡ =0.285 n=30 L= 0.3169 n=50 L; = 0.3234 


FIGURA 9 Los puntos finales izquierdos producen sumas menores porque f(x) = x? es creciente. 


Aplique la idea de los ejemplos 1 y 2 a la región más general S de la figura 1. 
Empiece por subdividir S en n franjas Si Sy- S, de anchos iguales, como en la 
figura 10. 


FIGURA 10 0 
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El ancho del intervalo [a, b] es b — a, de modo que el ancho de cada una de las n 
franjas es 


Estas franjas dividen el intervalo [a, b] en n subintervalos 


[xo, x1], [x1,x2], [x2,x3l, ..., [Xn Xn] 
donde x, = a y x, = b. Los puntos finales derechos de los subintervalos son 
xı =a + Ax, 
xX: =a + 2 Ax, 


x3 =a + 3 Ax, 


Aproxime la ¡-ésima franja, S,, con un rectángulo de ancho Ax y altura f(x), que es el 
valor de f en el punto extremo derecho (véase la figura 11). Entonces, el área del ¡-ésimo 
rectángulo es f(x )Ax. Lo que de manera intuitiva se pensó como el área de S se aproxima 
con la suma de las áreas de estos rectángulos: 


Rn, = f(x1) Ax + fu) Ax +: + fx.) Ax 


YA 
> 
0 x 
FIGURA 11 
En la figura 12 se muestra esta aproximación para n = 2, 4, 8 y 12. Observe que 
esta aproximación parece mejorarse a medida que se incrementa la cantidad de franjas; 
es decir, cuando n — œ. Por tanto, se definirá el área A de la región S de la manera 
siguiente: 
YA YA YA YA 
y > > > 
0l a Xx box O a xx x bx 0l a box O| a b x 
(a)n=2 (b)n=4 (c)n=8 (d)n=12 


FIGURA 12 


FIGURA 13 


FIGURA 14 

Sumas inferiores (rectángulos 
cortos) y sumas superiores 
(rectángulos superiores). 
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(2] Definición El área A de la región S que se encuentra bajo la gráfica de la 
función continua f es el límite de la suma de las áreas de los rectángulos de aproxi- 
mación: 


A = lím R, = lím [f(x1) Ax + flo) Ax +++ f(x.) Ax] 


Se puede demostrar que el límite de la definición 2 siempre existe, porque se supone 
que f es continua. También es posible demostrar que se obtiene el mismo valor con los 
puntos finales izquierdos: 


E A = lím L, = lím [f(x0) Ax + f(x) Ax + --- + f(x,-1) Ax] 


De hecho, en lugar de usar los puntos finales izquierdos o los derechos, podría tomarse 
la altura del i-ésimo rectángulo como el valor de f en cualquier número x*, en el i-ésimo 
subintervalo [x,_,, x,]. A estos números x*, xF, ... , x* se les llama puntos muestra. En la 
figura 13 se presentan los rectángulos de aproximación cuando se eligen puntos muestra 
diferentes de los puntos finales. Así, una expresión más general para el área de S es 


[a] = lím [f() Ax + f7) Ax +: + f(57) Ax] 


NOTA Se puede demostrar que una definición equivalente de área es la siguiente: 
A es el único número más grande que todas las sumas inferiores y menor que todas 
las sumas superiores. En los ejemplos 1 y 2, por ejemplo, se vio que el área (A = 1) 
está atrapada entre todas las sumas de aproximación izquierda L, y todas las sumas de 
aproximación derecha R, La función de esos ejemplos, f(x) = x, es creciente en [0, 1] 
y así las sumas inferiores surgen de los puntos finales izquierdos y las sumas superiores 
de los puntos finales derechos. (Véanse las figuras 8 y 9.) En general, se forman sumas 
inferiores (y superiores) mediante la selección de los puntos muestra x* de manera que 
f(x¥) es el valor mínimo (y máximo) de f sobre el ¿-ésimo subintervalo. (Véanse la figura 
14 y los ejercicios 7-8.) 


YA 
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pira A menudo se usa la notación sigma para escribir de manera más compacta las sumas 


terminar con i = n. de muchos términos. Por ejemplo, 

Esto indica que hay n TA n 

ae 20 i > fi) Ax = f(x) Ax + fa) Ax ++. + f(x) Ax 
Esto indica que hay que Î i=1 


empezar con ¡=m. . . 
Con esto, las expresiones para el área que se dan en las ecuaciones 2, 3 y 4, pueden 


Si necesita practicar la notación sigma, escribirse como: 


vea los ejemplos e intente resolver n 
algunos del apéndice E. A= lím » f(x:) Ax 
i=1 


n>% 


A = lím È f(x-1) Ax 
i=1 


n>o _ 


A = lím » f(x) Ax 
i=1 


n> 
También se podría reescribir la fórmula 1 de esta manera: 


Ls n(n + I)(2n + 1) 
>i 6 


EJEMPLO 3 Sea A el área de la región que está bajo la gráfica de f(x) = e™, entre x = 0 
yx=2, 

(a) Con los puntos finales derechos, encuentre una expresión para A como un límite. No 
evalúe ese límite. 

(b) Estime el área tomando los puntos muestra como los puntos medios y utilizando 
cuatro subintervalos y luego con 10 subintervalos. 


SOLUCIÓN 
(a) Ya que a = 0 y b = 2, el ancho de un subintervalo es 
2-0 2 
Ax = == 
n n 


Por lo que, x, = 2/n, x= 4/n, x= 6/n, x= 2i/n yx, = 2n/n. La suma de las áreas 
de los rectángulos de aproximación es 


R, = f(x1) Ax + f(x2) Ax ++ f(x) Ax 


= e™ Ax + e ™® Ax t ee + e| Ax 


= e?" 2 de en 2 Ad ec 2/n 2 
n n n 


De acuerdo con la definición 2, el área es 


2 
A = lím R, = lím = (e + em + em F gregh enn) 


n—o n>o n 


Si se usa la notación sigma, se podría escribir 


n 


2 E 
A = ím > X e” 


n>% n 1 


Es difícil evaluar directamente a mano este límite, pero se facilita con la ayuda de un 
sistema algebraico computacional (véase el ejercicio 30). En la sección 5.3 determi- 
nará A con más facilidad aplicando un método diferente. 


FIGURA 15 


0 


FIGURA 16 
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(b) Con n = 4, los subintervalos de igual ancho, Ax = 0.5, son [0, 0.5], [0.5, 1], [1, 1.5] y 
[1.5, 2]. Los puntos medios de estos subintervalos son x¥ = 0.25, x% = 0.75, x* = 1.25 
y x = 1.75, y la suma de las áreas de los cuatro rectángulos de aproximación (véase la 
figura 15) es 


Mi= X $07) Ax 


= f(0.25) Ax + £(0.75) Ax + f(1.25) Ax + f(1.75) Ax 
= e 20.5) + e (0.5) + e (0.5) + e (0.5) 
= CA + e" + e`!” + e) ES 0.8557 


Por lo que, una estimación para el área es 
A = 0.8557 


Con n = 10, los subintervalos son [0, 0.2], [0.2, 0.4], . . . , [1.8, 2], y los puntos medios 
son x¥ = 0.1, 1% = 0.3, x* = 0.5, ..., x = 1.9. Por lo que, 
A = Mio = f(0.1) Ax + f(0.3) Ax + £(0.5) Ax + -** + f(1.9) Ax 
= 0.21 9 + e? + e™ +... + e 1%) = 0.8632 


De la figura 16, parece que esta estimación es mejor que la que se pensó con n = 4. W 


E El problema de la distancia 


Considere ahora el problema de la distancia: determine la distancia recorrida por un 
objeto durante cierto período si se conoce la velocidad del objeto en todo momento. (En 
cierto sentido, este es el problema inverso del problema de la velocidad que se analizó 
en la sección 2.1.) Si la velocidad permanece constante, entonces el problema de la 
distancia es fácil de resolver por medio de la fórmula: 


distancia = velocidad X tiempo 


Pero si la velocidad varía, no es fácil encontrar la distancia recorrida. Investigue el pro- 
blema en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 4 Suponga que el odómetro de un automóvil está averiado y que desea 
estimar la distancia que ha recorrido en un intervalo de tiempo de 30 segundos. Se 
tomaron las lecturas del velocímetro cada cinco segundos y se registraron en la tabla 
siguiente: 


Tiempo (s) 0 5 10 15 20 25 30 


Velocidad (km/h) | 27 | 34 | 38 | 46 | 51 | 50 | 45 


Para tener el tiempo y la velocidad en unidades coherentes, se convirtieron las lecturas 
de velocidad a metros por segundo (1 km/ h = 1000/ 3600 m/ s): 


Tiempo (s) 0 5 10 15 20 25 30 


Velocidad (m/s) | 7.5 9.4 | 10.6 | 12.8 | 14.2 | 13.9 | 12.5 


Durante los primeros cinco segundos, la velocidad no cambia mucho, de modo que es 
posible estimar la distancia recorrida durante ese tiempo al suponer que la velocidad 
es constante. 
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Si se toma la velocidad durante este intervalo de tiempo, con velocidad inicial 
(7.5 m/ s), entonces se obtiene la distancia aproximada recorrida durante los primeros 
cinco segundos: 


7.5m/s X 5s = 37.5 m 


De manera análoga, durante el segundo intervalo de tiempo la velocidad es aproxi- 
madamente constante. Tome la velocidad correspondiente a t = 5 s. De modo que su 
estimación para la distancia recorrida de t = 5 s a £ = 10 s es 


9.4 m/s X 5s =47m 


Si suma estimaciones similares para los otros intervalos de tiempo, obtiene una estima- 
ción para la distancia total recorrida: 


(7.5 X 5) + (9.4 X 5) + (10.6 X 5) + (12.8 X 5) + (14.2 X 5) + (13.9 X 5) = 342 m 


Podría así haber utilizado la velocidad al final de cada período en lugar de la velo- 
cidad al principio como su supuesta velocidad constante. Entonces la estimación se 
convierte en 


(9.4 X 5) + (10.6 X 5) + (12.8 X 5) + (14.2 X 5) + (13.9 X 5) + (12.5 X 5) = 367 m 


Si busca una estimación más exacta, habría tomado las lecturas de la velocidad cada 
dos segundos o cada segundo. E 


Tal vez los cálculos del ejemplo 4 le recuerden las sumas usadas al principio para 
estimar las áreas. La semejanza se explica cuando dibuja la gráfica de la función velo- 
cidad del automóvil de la figura 17 y dibuja rectángulos cuyas alturas son las veloci- 
dades iniciales en cada intervalo. El área del primer rectángulo es 7.5 X 5 = 37.5, lo 
que también es su estimación de la distancia recorrida en los primeros cinco segundos. 


a > De hecho, el área de cada rectángulo puede interpretarse como una distancia porque 
10 20 30 ' la altura representa la velocidad, y el ancho, al tiempo. La suma de las áreas de los 
FIGURA 17 rectángulos de la figura 17 es L, = 342, lo cual es su estimación inicial de la distancia 


total recorrida. 

En general, suponga que un objeto se mueve con velocidad v = f(t), donde a S t S b 
y f(t) = 0 (de modo que el objeto siempre se mueve en la dirección positiva). Tome las 
lecturas de la velocidad en los instantes 1, (= a), t t,» ...,t, (S= b) de tal manera que la 
velocidad es aproximadamente constante en cada subintervalo. Si estos instantes están 
igualmente espaciados, entonces el tiempo entre lecturas consecutivas es At = (b — a) 7 n. 
Durante el primer intervalo de tiempo, la velocidad es aproximadamente f(t) y así la 
distancia recorrida es aproximadamente f(t )At. De manera análoga, la distancia reco- 
rrida durante el segundo intervalo de tiempo es alrededor de f(t )At y la distancia total 
recorrida durante el intervalo [a, b] es aproximadamente 


Fito) At + fF) At +++ [(t,-1) At = S fi) Ar 


Si usa la velocidad en los puntos finales derechos, en lugar de los puntos finales izquier- 
dos, su estimación para la distancia total resulta 


f) Ar + f(t2) At + + fha) At = S fla) Ar 


5.1 


1. (a) A partir de la lectura de los valores de la gráfica dada 

de f, use cinco rectángulos para encontrar una estimación 
inferior y una superior para el área bajo esa gráfica 

dada de f, de x = 0 a x = 10. En cada caso, dibuje los 


(b) 


2. (a) 


(b) 
(c) 
(d) 


EJERCICIOS 


rectángulos que use. 
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Cuanto mayor sea la frecuencia con que se mide la velocidad, más exactas son las 
estimaciones, así que parece razonable que la distancia exacta d recorrida sea el límite 
de esas expresiones: 


n n 

[5] d= lím X, f(t-1) At = lím $ f(t) At 
n>% i=] n>% i=] 

En la sección 5.4 verá que, en efecto, esto es verdadero. 

Puesto que la ecuación 5 tiene la misma forma que las expresiones para el área dadas 
en las ecuaciones 2 y 3, se concluye que la distancia recorrida es igual al área bajo la 
gráfica de la función velocidad. En el capítulo 6 verá que otras cantidades de interés en 
las ciencias naturales y sociales, como el trabajo realizado por una fuerza variable o el 
gasto cardíaco, también se pueden interpretar como el área bajo una curva. De modo que 
cuando calcule áreas en este capítulo, considere que se pueden interpretar de diversas 
maneras prácticas. 


3. (a) Estime el área bajo la gráfica de f(x) = 1/ xdex=la 
x = 2, usando cuatro rectángulos de aproximación y los 
puntos finales derechos. Trace la curva y los rectángulos 
de aproximación. ¿Su estimación es una subestimación o 
una sobrestimación? 


Encuentre nuevas estimaciones usando diez rectángulos en (b) Repita el inciso (a), con los puntos finales izquierdos. 
cada caso. . E 
4. (a) Estime el área bajo la gráfica de f(x) = senx dex =0 
ax= T/ 2 usando cuatro rectángulos de aproximación 
| | y puntos finales derechos. Trace la gráfica y los 
| rectángulos. ¿Su estimación es una sobrestimación o una 
| subestimación? 
| (b) Repita el inciso (a), con los puntos finales izquierdos. 
| 5. (a) Estime el área bajo la gráfica de f(x) = 1 + xX de x = —1 
E ax = 2 con tres rectángulos de aproximación y puntos 
finales derechos. Después mejore su estimación usando 
Use seis rectángulos para encontrar estimaciones de cada SSIS rectángulos. Trace la:curva y los rectángūlos de 
tipo para el área bajo la gráfica de f de x = 0 a x = 12. ERAN aS 
: (b) Repita el inciso (a) usando los puntos finales izquierdos. 
(1) Lo (los puntos muestra son los puntos finales a ne š 
izquierdos) (c) Repita el inciso (a) usando los puntos medios. 
Gi) R, (los puntos muestra son los puntos finales (d) Con base en sus trazos de los incisos (a)-(c), ¿cuál pare- 
ce ser la mejor estimación? 
derechos) 

üi) M, (los puntos muestra son los puntos medios) N 6. (a) Trace la gráfica de la función 

¿L, sobrestima o subestima el área verdadera? 

¿R, sobrestima o subestima el área verdadera? f(x) =x-2Inx ls=sx=5 

¿Cuál de los números L, R, o M, da la mejor estimación? 

Explique. (b) Estime el área bajo la gráfica de f con cuatro rectán- 
gulos de aproximación y considerando que los puntos 
muestra son (i) los puntos finales derechos y (ii) los 

yA . 
` puntos medios. En cada caso, trace la curva y los rec- 
8 A tángulos. 
DRI (c) Mejore sus estimaciones del inciso (b) utilizando ocho 
rectángulos. 
y= f(x) y AO: 
7. Evalúe las sumas superior e inferior para f(x) = 2 + sen x, 
4 0=x=< 7, con n = 2, 4 y 8. Ilustre con diagramas como los 
de la figura 14. 
8. Evalúe las sumas superior e inferior para f(x) = 1 + x°, 
> -=1=<x=< 1, conn = 3 y 4. Ilustre con diagramas como los 
0 4 12 x de la figura 14. 
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9-10 Con una calculadora programable (o una computadora) 
es posible evaluar las expresiones para las sumas de las áreas 
de los rectángulos de aproximación, incluso para grandes 
valores de n, con el uso de iteraciones. (En una calculadora 
TL use la instrucción Is> o un ciclo For-EndFor; en una 
Casio, use Isz y en una HP o en BASIC, use un ciclo FOR- 
NEXT.) Calcule la suma de las áreas de los rectángulos de 
aproximación; use subintervalos iguales y los puntos finales 
derechos, para n = 10, 30, 50 y 100. Luego, infiera el valor 
del área exacta. 


9. La región bajo y = x de O a 1. 
10. La región bajo y = cos x de 0 a 7r/2. 


11. Algunos sistemas algebraicos computacionales tienen 


comandos que dibujan los rectángulos de aproximación 

y evalúan las sumas de sus áreas, por lo menos si x,* 

es un punto final izquierdo o derecho. (Por ejemplo, 

en Maple, use leftbox, rightbox, leftsum y 

rightsunm.) 

(a) Si fx) = 1/02 + 1),0=x=< 1, encuentre las sumas 
izquierda y derecha para n = 10, 30 y 50. 

(b) Ilustre las gráficas de los rectángulos del inciso (a). 

(c) Demuestre que el área exacta bajo f se encuentra 
entre 0.780 y 0.791 


EN 12. (a) Si fx) = lnx, 1 S x < 4, use los comandos que se 


analizaron en el ejercicio 11 para encontrar las sumas 
izquierda y derecha, para n = 10, 30 y 50. 

(b) Ilustre dibujando las gráficas de los rectángulos del 
inciso (a). 

(c) Demuestre que el área exacta bajo f se encuentra 
entre 2.50 y 2.59. 


13. La rapidez de una competidora aumentó de manera 
constante durante los tres primeros segundos de una 
carrera. En la tabla se da su rapidez a intervalos de 
medio segundo. Encuentre las estimaciones inferior y 
superior para la distancia que recorrió durante estos tres 
segundos. 


t (s) 0 05 | 10 | 15 | 2.0 | 25 | 3.0 


v(m/s)| 0 19 | 33 | 45 | 5.5 | 59 | 6.2 


14. En la tabla se proporcionan las lecturas del velocímetro 
de una motocicleta a intervalos de 12 segundos. 
(a) Estime la distancia recorrida por la motocicleta du- 
rante este período usando las velocidades al principio 
de los intervalos. 


Tiempo (s) | Velocidad (m/s) 
0 9.1 
12 8.5 
24 7.6 
36 6.7 
48 7.3 
60 8.2 


15. 


16. 


17. 


(b) Dé otra estimación usando las velocidades al final de los 
períodos. 

(c) ¿Sus estimaciones de los incisos (a) y (b) son estimacio- 
nes superiores e inferiores? Explique su respuesta. 


Se filtró aceite de un tanque con una rapidez de r(t) litros por 
hora. La rapidez disminuyó conforme transcurrió el tiempo 

y los valores de esta rapidez se muestran en la tabla en 
intervalos de dos horas. Encuentre las estimaciones inferiores 
y superiores para la cantidad total de aceite que se filtró. 


th o | 2 | «| 6 | 8 |1o 


r(A (L/h) | 87 | 7.6 | 68 | 62 | 5.7 | 53 


Cuando se calculan distancias a partir de datos de la velo- 
cidad, a veces es necesario usar instantes totali 
que no están igualmente espaciados. Aun así, se pueden 
estimar las distancias usando los períodos At, = t, — t, 
Por ejemplo, el 7 de mayo de 1992 el transbordador espacial 
Endeavour fue lanzado en la misión STS-49, cuya finalidad 
era instalar un nuevo motor de impulso en el perigeo en 

un satélite Intelsat de comunicaciones. En la tabla, propor- 
cionada por la NASA, se dan los datos de la velocidad del 
transbordador entre el despegue y el desprendimiento de los 
cohetes auxiliares de combustible sólido. Utilice estos datos 
para estimar la altura por arriba de la superficie de la Tierra 
a la que se encontró el Endeavour, 62 segundos después del 
lanzamiento. 


Tiempo | Velocidad 
Evento 

(s) (m/s) 
Lanzamiento 0 0 
Inicio de la maniobra de giro 10 56 
alrededor del eje 
Fin de la maniobra de giro alrede- 15 97 
dor del eje 
Acelerador a 89% 20 136 
Acelerador a 67% 32 226 
Acelerador a 104% 59 404 
Presión dinámica máxima 62 440 
Separación del cohete auxiliar de 
combustible sólido 125 1265 


Se muestra la gráfica de la velocidad de un automóvil al 
frenar. Usela para estimar la distancia que recorre mientras se 
aplican los frenos. 


18. 


19. 


20. 


Se muestra la gráfica de aceleración de un automóvil que 
parte del estado de reposo hasta una velocidad de 120 km/ h 
durante un período de 30 segundos. Estime la distancia reco- 
rrida durante este período. 


DA 
(km/h) | 


80 F- 


40 F 


(segundos) 


En una persona infectada con sarampión, el virus N (medido 
en número de células infectadas por mL de plasma de sangre) 
alcanza una densidad máxima en £ = 12 días (cuando apare- 
ce una erupción cutánea) y luego disminuye bastante rápida- 
mente como resultado de la respuesta inmune. El área bajo 
la gráfica de N(t) de t = 0 a t = 12 (como se muestra en la 
figura) es igual a la cantidad total de infección necesaria 
para desarrollar síntomas (medidos en densidad de células 
infectadas X tiempo). La función N ha sido modelada por la 
función 


FO = —t(t — 21)( + 1) 


Use este modelo con seis subintervalos y sus puntos medios 
para estimar la cantidad total de infección necesaria para 
desarrollar síntomas de sarampión. 


1000+ 


0 12 21 (días) 


Fuente: J. M. Heffernan et al., “An In-Host Model of Acute Infection: Measles 
as a Case Study,” Theoretical Population Biology 73 (2006): 134-147. 


La tabla muestra el número de personas por día que 
murió de SARS (síndrome agudo respiratorio severo) en 
Singapur a intervalos de dos semanas a partir del 1 de 
marzo de 2003. 


Muertes Muertes 

Fecha por día Fecha por día 

Marzo 1 0.0079 April 26 0.5620 

Marzo 15 0.0638 May 10 0.4630 

Marzo 29 0.1944 May 24 0.2897 
Abril 12 0.4435 


(a) Usando un argumento similar al del ejemplo 4, estime el 
número de personas que han muerto de SARS en Singapur 
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entre el 1 de marzo y el 24 de mayo de 2003, con 
puntos finales izquierdos y derechos. 

(b) ¿Cómo se interpreta el número de muertes SARS como 
un área bajo una curva? 

Fuente: A. Gumel et al., “Modelling Strategies for Controlling SARS 


Outbreaks,” Proceedings of the Royal Society of London: Series B 271 
(2004): 2223-2232. 


21-23 Utilice la definición 2 para encontrar una expresión 
para el área bajo la gráfica de f como un límite. No evalúe el 
límite. 


5 > Tss 
+1 


22. fx) =x + V/I F2x, 45x57 


23. f(x) = ysenx, OSxXxS T 


24-25 Determine una región cuya área sea igual al límite 
dado. No evalúe el límite. 


3i Jaa i iT 
+= 25. lím Y) — tan — 
n n>% ¿1 4n 4n 


24. lím Y 2 


n>% 3 M 


26. (a) Utilice la definición 2 para encontrar una expresión 
para el área bajo la curva y = xde 0 a 1 como un 
límite. 

(b) La fórmula siguiente para la suma de los cubos de 
los primeros n enteros se demuestra en el apéndice E. 
Úsela para evaluar el límite del inciso (a). 


2 
PERERA e [e] 


2 


27. Sea A el área bajo la gráfica de una función f continua 
creciente de a a b, y sea L, y R, las aproximaciones a A 
con n subintervalos utilizando los puntos finales izquierdo 
y derecho, respectivamente. 

(a) ¿Cómo se relacionan A, L, y R,? 
(b) Demuestre que 


b 


R, — La = — O) - fa] 
Luego, dibuje un diagrama para ilustrar esta ecua- 
ción, mostrando que los n rectángulos que repre- 
sentan R, — L, se pueden ensamblar para formar un 
único rectángulo cuya área es la parte derecha de la 
ecuación. 

(c) Deduzca que 


R. — A < 140) - fla) 


28. Si A es el área bajo la curva y = e* de 1 a 3, utili- 
ce el ejercicio 27 para encontrar un valor n tal que 
R, — A < 0.0001. 
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EN 29. (a) Exprese el área bajo la curva y = 4% de 0 a 2 como un computacional para evaluar la suma y calcular el límite.) En 
límite. particular, ¿cuál es el área si b = m de 2? 
(b) Utilice un sistema algebraico computacional para 
encontrar la suma de su expresión del inciso (a). 
(c) Evalúe el límite del inciso (a). 


32. (a) Sea A, el área de un polígono con n lados iguales, 
inscrito en un círculo con radio r. Al dividir el polígono 
en n triángulos congruentes con ángulo central 27/ n, 
EN 30. Determine el área exacta de la región bajo la gráfica demuestre que 
de y = e™ de 0 a 2 utilizando un sistema algebraico 
computacional, para evaluar la suma y después el límite iog 2r 
del ejemplo 3(a). Compare su respuesta con la estimación A, = znr” sen Th 
obtenida en el ejemplo 3(b). 


EA 31. Encuentre el área exacta bajo la curva y = cos x, de x = 0 (b) Demuestre que lím,_, A, = 7rr?. [Sugerencia: use la 


ax = b, donde 0 <= b < 7/2. (Use un sistema algebraico ecuación 3.3.2 de la página 191.] 


5.2 La integral definida 


En la sección 5.1 vio que, cuando se calcula un área, surge un límite de la forma 


11] lím Y FG) Ax = ím LSx) Ax + FOR) Ax ++ FG) Ax] 


n>% j=] 


También vio que aparece cuando intenta encontrar la distancia recorrida por un objeto. 
Resulta que este tipo de límite se presenta en una amplia variedad de situaciones, 
incluso cuando f no es necesariamente una función positiva. En los capítulos 6 y 8 
verá que también surgen límites de la forma (1) al calcular longitudes de curvas, volú- 
menes de sólidos, centros de masa, la fuerza debida a la presión del agua y el trabajo, 
así como otras cantidades. Por esta razón, para este límite se tiene un nombre y una 
notación especiales. 


(2] Definición de la integral definida Si f es una función continua definida 
para a S x < b, divida el intervalo [a, b] en n subintervalos de igual ancho 

Ax = (b — a)/n. Sean x, (= a), X; X, . . - , X, (= b) los puntos finales de estos sub- 
intervalos y sean x¥1 , x¥,...,x* los puntos muestra en estos subintervalos, de 


modo que x;* se encuentre en el ¡-ésimo subintervalo [x,_,, x]. Entonces la integral 
definida de f, dea a b, es 


| fa) dx= lím S (0) Az 


n—>0o s 


siempre que este límite exista y dé el mismo valor para todas las posibles eleccio- 
nes de los puntos muestra. Si existe, se dice que f es integrable en [a, b]. 


El significado preciso del límite que define a la integral es como sigue: 


Para cualquier número e > 0, existe un entero N tal que 
"p n 
fds - $ fa¥) Ax | <e 
va i=1 


para cualquier entero n > N y para cualquier elección de x¥* en [x,_,, x]. 


NOTA 1 Leibniz introdujo el símbolo | y se llama signo de integral. Es una S alargada 
y se eligió debido a que una integral es un límite de sumas. En la notación IN fœ) dx, f(x), 


Riemann 


Bernhard Riemann recibió su docto- 

rado bajo la dirección del legendario 
Gauss, en la Universidad de Góttingen, 

y permaneció allí para enseñar. Gauss, 
que no tenía el hábito de elogiar a 

otros matemáticos, habló de “la mente 
creativa, activa, en verdad matemática 

y la originalidad gloriosamente fértil” de 
Riemann. La definición (2) de integral que 
utilizó se debe a Riemann. También hizo 
colaboraciones importantes a la teoría 

de funciones de una variable compleja, a 
la matemática de fenómenos físicos, a la 
teoría de números y a los fundamentos 
de la geometría. El concepto profundo de 
Riemann del espacio y de la geometría 
resultó ser, 50 años más tarde, el apoyo 
idóneo para la teoría general de la rela- 
tividad de Einstein. La salud de Riemann 
fue mala durante toda su vida, y murió de 
tuberculosis a los 39 años. 


y 


FIGURA 3 


SY f(x¥) Ax es una aproximación del 
área neta. 


FIGURA 4 


EFO dx es el área neta. 
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se llama integrando, y a y b se conocen como límites de integración; a es el límite 
inferior y b es el límite superior. Por ahora, el símbolo dx no tiene significado por sí 
mismo; la expresión IN f(x) dx en sí misma es un símbolo completo. La dx indica simple- 
mente que la variable independiente es x. El procedimiento para calcular una integral se 
llama integración. 


NOTA 2 La integral definida De f(x) dx es un número que no depende de x. De hecho, 
se podría utilizar cualquier letra en lugar de x sin cambiar el valor de la integral: 


PFO dx = PFO dt — [FO dr 


NOTA 3 La suma a 
Y f(x) Ax 
i=1 


que aparece en la definición 2 se llama suma de Riemann, en honor del matemático 
alemán Bernhard Riemann (1826-1866). De tal manera que la definición 2 indica que la 
integral definida de una función integrable se puede aproximar dentro de cualquier grado 
de exactitud mediante la suma de Riemann. 

Se sabe que, si f es positiva, entonces la suma de Riemann se puede interpretar 
como una suma de áreas de los rectángulos de aproximación (véase la figura 1). Al 
comparar la definición 2 con la definición de área de la sección 5.1, vea que la integral 
definida IN f(x) dx se puede interpretar como el área bajo la curva y = f(x), de a a b (véase 
la figura 2.) 


YA YA 
Ax 
| 
| 
| 
| 
Ll > 
0 a x b x 0 x 
FIGURA 1 FIGURA 2 


Si f(x) = 0, la suma de Riemann Y f(x¥) Ax 
es la suma de las áreas de los rectángulos. 


Si f@œŒ) > 0, la integral Ñ fœ) dx es el área bajo 
la curva y = f(x) de a a b. 


Si f toma valores tanto positivos como negativos, como en la figura 3, entonces la 
suma de Riemann es la suma de las áreas de los rectángulos que se encuentran arriba del 
eje x y los negativos de las áreas de los rectángulos que están debajo del eje x (las áreas 
de los rectángulos superiores menos las áreas de los rectángulos inferiores). Cuando 
se toma el límite de esas sumas de Riemann, se obtiene la situación que se ilustra en 
la figura 4. Una integral definida se puede interpretar como un área neta; es decir, una 
diferencia de áreas: 

PFO) dx =A, —A, 
donde A, es el área de la región arriba del eje x y debajo de la gráfica de f, y A, corres- 
ponde al área de la región debajo del eje x y arriba de la gráfica de f. 


NOTA 4 Aunque se ha definido E f(x) dx dividiendo [a, b] en subintervalos del 
mismo ancho, hay situaciones en las que resulta ventajoso trabajar con intervalos de 
diferente ancho. Por ejemplo, en el ejercicio 5.1.16, la NASA proporcionó datos de velo- 
cidad en tiempos que no estaban igualmente espaciados, pero aun así se pudo estimar la 
distancia recorrida. Y existen métodos para la integración numérica que aprovechan los 
subintervalos desiguales. 
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CAPÍTULO 5 


Integrales 


Si los anchos de los intervalos son Ax,, Ax,, . . . , Ax,, debe asegurarse de que 
todos estos anchos tiendan a O en el proceso del límite. Esto sucede si el ancho más 
grande, máx Ax, tiende a 0. Por lo que en este caso la definición de la integral defi- 
nida es 


f fa)dr= lím X f&¥) Ax, 
Ja má ¿=1 


xAx¡>0 5 


NOTA 5 Se ha definido la integral definida para una función integrable, pero no todas 
las funciones son integrables (véanse los ejercicios 71-72). El teorema siguiente muestra 
que la mayor parte de las funciones que usualmente se presentan en realidad son integra- 
bles. Esto se demuestra en cursos más avanzados. 


El Teorema Si f es continua en [a, b], o si f tiene solo un número finito de 
discontinuidades de salto, entonces f es integrable sobre [a, b]; es decir, la integral 
definida f’ f(x) dx existe. 


Si f es integrable en [a, b], entonces el límite en la definición 2 existe y da el mismo 
valor, sin importar cómo seleccione los puntos muestra x*. Para simplificar los cálculos 
de la integral, con frecuencia se toman los puntos muestra en los puntos finales derechos. 
Por tanto, x* = x, y la definición de la integral se simplifica como sigue. 


[4] Teorema Si f es integrable en [a, b], entonces 


MIO dx = lím > f(x) Ax 


ya 


donde Ax = 


y x=a+iAx 


EJEMPLO 1 Exprese 


n 


lím Y (x? + x; sen x;) Ax 


o. 
n i=1 


como una integral sobre el intervalo [0, 7]. 


SOLUCIÓN Al comparar el límite dado con el límite en el teorema 4, vea que es idén- 
tico si elige f(x) = x? + x sen x. Le proporcionan a = 0 y b = m, entonces, por el 
teorema 4 se tiene 


n 


lím Y (x? + x,sen x;) Ax = Mes + x sen x) dx |] 


—>0. 
ARO j YO 


Más adelante, cuando aplique la integral definida a situaciones físicas, será impor- 
tante reconocer los límites de sumas como integrales, como en el ejemplo 1. Cuando 


SECCIÓN 5.2 La integral definida 381 


Leibniz eligió la notación para la integral, escogió los ingredientes para recordar el pro- 
ceso de tomar el límite. En general, cuando se escribe 


lím Y f(x) Ax = [fæ dx 


—>0. 
n i=1 


se reemplaza lím 2 por Í, x* por x, y Ax por dx. 


@ Evaluación de integrales 


Cuando utiliza la definición para evaluar una integral definida, necesita saber cómo 
trabajar con sumas. Las tres ecuaciones siguientes dan fórmulas para las sumas de 
potencias de enteros positivos. Es posible que conozca la ecuación 5 a partir un curso 
de álgebra. Las ecuaciones 6 y 7 se analizaron en la sección 5.1 y se demuestran en el 
apéndice E. 


g m 
n(n + 1)(2n + 1) 


G poet 
s[e] 


Las fórmulas restantes son simples reglas para trabajar con la notación sigma: 


Las fórmulas 8 a 11 se demuestran Y c=nc 
escribiendo cada uno de los miembros el 
en forma desarrollada. El lado izquier- 
do de la ecuación 9 es de 
El 5 CA; = C 5 a; 


car + Cd), + +++ + CAn 


El lado derecho es 


> h a a a g d 
ii É j 5 (ai + bi) = 5 di + bi 
i=1 i i 


Por la propiedad distributiva son 
iguales. Las otras fórmulas se analizan 
en el apéndice E. 


n 


(1) Y (a 5)=Y a Y» 


i=1 


EJEMPLO 2 
(a) Evalúe la suma de Riemann para f(x) = x? — 6x, tomando los puntos muestra de 
los puntos finales derechos y a=0,b=3yn= 6. 


(b) Evalúe [° (x° — 6x) dx. 
SOLUCIÓN 
(a) Con n = 6 el ancho del intervalo es 


y los puntos finales derechos son x, = 0.5, x, = 1.0, x, = 1.5, x, = 2.0, x, = 2.5 y x, = 3.0. 


«9 dka Y yg «a Vs 
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xy 


FIGURA 5 


En la suma, n es una constante (a dife- 
rencia de i), por eso puede sacar 3/n 
del signo È. 


FIGURA 6 
$ Q — 6x) dx = Aı — A> 6.75 


Por lo que la suma de Riemann es 


Ri = 2 Fi) Ax 
= f(0.5) Ax + f(1.0) Ax + f(1.5) Ax + £Q.0) Ax + f(2.5) Ax + f(3.0) Ax 


= (-2.875 — 5 — 5.625 — 4 + 0.625 + 9) 


= -3.9375 


Observe que f no es una función positiva, por lo que la suma de Riemann no representa 
una suma de áreas de rectángulos. Pero sí representa la suma de las áreas de los 
rectángulos que están encima del eje x menos la suma de las áreas de los rectángulos 
que están abajo del eje x de la figura 5. 


(b) Con n subintervalos, tiene 


Así, x =0,x, = 3/n, x% = 6/n, x= 9/n y, en general, x, = 3i/n. Ya que utiliza los 
puntos finales derechos, puede utilizar el teorema 4: 


j=j n 


PO a= 3i Y? 3i . 
= lím 6 (ecuación 9 con c = 3/n) 
n> N ¡=] n n 


13 n n 3i 3 
| Q? — 6x) dx = lím Y f(x) Ax = lím Y (=) a: 
y n>% j=] n—>o n 


8l Z 54 2 
= lím | {> -> | (ecuaciones 11 y 9) 


81 
== lí 
pro E 


n(n + 1) | 54 n(n + 1) 


a ecuaciones 7 y 5 
2 n° 2 | i $9) 


| 
15 
33 
=== 
AIZ 
[Annn —— 
= 
+ 
3|>2 
LA 
N 
N 
Y 
"a 
he 
+ 
>z |= 
S 
A | 


Esta integral no puede interpretarse como un área porque f toma tanto valores positivos 
como negativos; pero puede interpretarse como la diferencia de áreas A, — A,, donde 
A, y A, se muestran en la figura 6. 


FIGURA 7 
R „~ 6.3998 


Puesto que f(x) = e* es positiva, la 
integral del ejemplo 3 representa el área 
que se muestra en la figura 8. 


YA 


T > 
0 1 3 X 


FIGURA 8 


Un sistema algebraico computacio- 
nal puede determinar una expresión 
explícita para esta suma porque es una 
serie geométrica. El límite se podría 
encontrar usando la regla de L’ Hôpital. 
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En la figura 7 se ilustran los cálculos al mostrar los términos positivos y negativos en 
la suma de Riemann R, de la derecha, para n = 40. Los valores que se presentan en la 
tabla hacen ver que las sumas de Riemann tienden al valor exacto de la integral, — 6.75, 
cuando n —> oo, 


n Ra 
40 6.3998 
100 6.6130 
500 6.7229 
E 1000 6.7365 
5000 6.7473 
a 


En la sección 5.4 verá un método mucho más sencillo para evaluar la integral del 
ejemplo 2. 


EJEMPLO 3 
(a) Plantee una expresión para | A e* dx como un límite de sumas. 
(b) Utilice un sistema algebraico computacional para evaluar la expresión. 


SOLUCIÓN 
(a) Aquí tiene f(x) =e",a=1,b=3 y 


Ax = = 


n 


Por lo que x, = 1, x, = 1 + 2/n, x, = 1 + 4/n, x, = 1 + 6/ny 
2i 
H= 1 ERREPI 


Del teorema 4, obtiene 


> ex dx= lím Y f(x) Ax 


II 
3 
M= 
=> 
HAS 
+ 
ES 
e 
3|w 


n 


lím 2 ` e!t2i/n 


n=% q 1 


II 


(b) Si le pide a un sistema algebraico computacional que evalúe la suma y simplifique, 
obtendrá 


Gn+2)/n _ e (n+2)/n 


e” —1 


n 
: e 
+ 
5 e! 2ifn — 
i=1 


Ahora pida al sistema algebraico computacional que evalúe el límite: 


(Bn+2)/n _ e (n+2)/n 


13 

3 S 3 
etdx = lím —: 7 =e*-e 

J1 n>% n nr= 1 


En la sección siguiente aprenderá un método más sencillo para la evaluación de 
integrales. E 
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xy 


0 1 


FIGURA 9 


=Y 


FIGURA 10 


En Module 5.2/7.7 se muestra 
cómo la regla del punto medio mejora 
conforme n aumenta. 


EJEMPLO 4 Evalúe las integrales siguientes interpretando cada una en términos de 
áreas: 


(a) Ñ YT = x2 dx (b) la (x — 1) dx 


SOLUCIÓN 


(a) Ya que f(x) = V1 — x > 0, puede interpretar esta integral como el área bajo la 
curva y = V1 — x de 0 a 1. Pero ya que y? = 1 — x’, obtiene 1? + y? = 1, que mues- 
tra que la gráfica de f es el cuarto de circunferencia con radio 1, que puede verse en la 
figura 9. Por tanto, 


(AER = ir = T 


(En la sección 7.3 usted podrá demostrar que el área de un círculo con radio r es mr.) 


(b) La gráfica de y = x — 1 es la recta con pendiente 1 que se muestra en la figura 10. 
Calcule la integral como la diferencia de las áreas de los dos triángulos: 


Fo l)dx =A, — A4 = }(2-2) — }(1-1)=1.5 a 


El Regla del punto medio 


A menudo se elige el punto muestra x* como el extremo de la derecha del ¡-ésimo inter- 
valo porque resulta conveniente para calcular el límite. Pero si la finalidad es determi- 
nar una aproximación para una integral, es mejor elegir x* como el punto medio del 
intervalo, que se denota con x;. Cualquier suma de Riemann es una aproximación a una 
integral, pero si usa los puntos medios, obtendrá la aproximación siguiente: 


Regla del punto medio 


f re 3/6) A L 


b=a 


n 


donde Ax = 


y x= ia + x;) = punto medio de [x;-;, x;] 


EJEMPLO 5 Use la regla del punto medio con n = 5 para determinar una aproxima- 
21 
ción de |. —dx. 
vi Xx 
SOLUCIÓN Los puntos finales de los cinco subintervalos son 1, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8 y 2.0, 


de modo que los puntos medios son 1.1, 1.3, 1.5, 1.7 y 1.9. El ancho de los subinterva- 
los es Ax = (2 — 1)/5 = Ł, por lo que la regla del punto medio da 


[ar = Ax[f(1.1) + £(1.3) + £0.5) + £(1.7) + £(1.9)] 


iya 1 1 1 1 
= | + —+5H+ 
5 E 3 Ss 17 5l 


= 0.691908 


Ya que f(x) = 1 /. x> 0 para 1 <x < 2, la integral representa un área y la aproximación 


FIGURA 11 


En Visual 5.2 puede comparar 
las aproximaciones por la izquierda, 
derecha y del punto medio para la 
integral del ejemplo 2 para diferentes 


valores de n. 


FIGURA 12 
M, ~ 6.7563 


SECCIÓN 5.2 La integral definida 385 


dada por la regla del punto medio es la suma de las áreas de los rectángulos que se 
muestran en la figura 11. u 


Hasta el momento no sabe qué tan exacta es la aproximación del ejemplo 5; pero en la 
sección 7.7 aprenderá un método para estimar el error implicado, con el uso de la regla 
del punto medio. En ese momento se exponen otros métodos para encontrar aproxima- 
ciones de integrales definidas. 

Si aplica la regla del punto medio a la integral del ejemplo 2, obtiene el dibujo que 


aparece en la figura 12. La aproximación M, = —6.7563 está mucho más cerca del 
valor verdadero de —6.75 que la aproximación con el punto extremo de la derecha, 
R, ~ 76.3998, que se muestra en la figura 7. 


=y 


E Propiedades de la integral definida 


Cuando se definió la integral definida MI) dx, de manera implícita se supuso que a < b. 
Pero la definición como un límite de la suma de Riemann tiene sentido aun cuando 
a > b. Observe que si invierte a y b, entonces Ax cambia de (b — a)/n a (a — b)/n. 
Por tanto, 


KFO dx = —["F(x) dx 


Si a = b, entonces Ax = 0 y así 


EF dx= 0 


Ahora aparecen algunas propiedades básicas de las integrales que lo ayudarán a la 
evaluación de estas con mayor facilidad. Suponga que f y g son funciones continuas. 


Propiedades de la integral 


b 
1. | cdx = c(b — a), donde c es cualquier constante 


2. [LE + go] ax = [F dx + |" g) dx 


3. f cf(x)dx = c Mi (x) dx, donde c es cualquier constante 


1 


4. [109 = godlar= | fa) dx = f ga) dx 
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FIGURA 13 


$ cdx = c(b — a) 


Ja 


FIGURA 14 
Pra + ala = 
[fax + f'a 


La propiedad 3 parece intuitivamente 
razonable porque si se multiplica una 
función por un número positivo c, su 
gráfica se alarga o contrae en el sentido 
vertical un factor de c. De modo que 
alarga o contrae cada rectángulo 

de aproximación un factor de c y, 

por consecuencia, tiene el efecto de 
multiplicar el área por c. 


En la propiedad 1 se expresa que la integral de una función constante f(x) = c es la 
constante multiplicada por la longitud del intervalo. Si c > 0 y a < b, esto es de esperarse 
ya que c(b — a) es el área del rectángulo de la figura 13. 


La propiedad 2 expresa que la integral de una suma es la suma de las integrales. Para 
funciones positivas, esto quiere decir que el área bajo f + g es el área bajo f más el área 
bajo g. La figura 14 ayuda a comprender por qué esto es cierto: en vista de la manera en 
que funciona la adición de gráficas, los segmentos de recta verticales correspondientes 
tienen alturas iguales. 

En general, la propiedad 2 se deduce del teorema 4 y del hecho de que el límite de una 
suma es la suma de los límites: 


n 


[roo + g()]dx = ím > [f(x;) + g(xi)] Ax 


> 
n i=1 


Il 


lím Eso) Ax + 5 g(x;) sx 


lím Y f(x) Ax + lím Y g(x;) Ax 
n>” i=] 


>v 
n i=l 


= MIS dx + Pg) dx 

La propiedad 3 se puede demostrar de manera semejante y en ella se expresa que la 
integral de una constante multiplicada por una función es la constante multiplicada por 
la integral de la función. En otras palabras, una constante (pero solo una constante) puede 
sacarse de un signo de integral. La propiedad 4 se demuestra escribiendo f — g = f + (—g) 
y aplicando las propiedades 2 y 3 conc = —1. 
EJEMPLO 6 Utilice las propiedades de las integrales para evaluar f (4 + 3x?) dx. 
SOLUCIÓN Utilizando las propiedades 2 y 3 de las integrales, se tiene 


r1 a r1 Lo r1 fi a 
[ 4 + 3x?) dx = | 4dx + "31? dx= (adeta | i 
JO JO J0 JO JO 
Por la propiedad 1, se sabe que 
| 4dx =4(1—0)=4 
y, en el ejemplo 5.1.2, se encontró que x’ dx = L, Por lo que 
i! a rı PL 
| (4+3x%)dx=| 4dx+3 | xax 
YO YO J0 
=4+3.4=5 a 


En la propiedad siguiente se indica cómo combinar las integrales de la misma función 
sobre intervalos adyacentes: 


FIGURA 15 


m 


=Y 


FIGURA 16 
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Š [Das + [Od = f’ as 


Esto no es fácil de demostrar en general; pero, para el caso donde f(x) > 0ya< c< b, 
se puede ver la propiedad 5 a partir de la interpretación geométrica de la figura 15: el área 
bajo y = f(x), de a a c, más el área de c a b es igual al área total de a a b. 


EJEMPLO 7 Si se sabe que FE) dx = 17y ls f(x)dx = 12, encuentre f(x) dx. 
SOLUCIÓN Por la propiedad 5, se tiene 


[40 ax+ [VIO ax = |" 700 ax 


por lo que [700 dx = E Fx) dx — [70 dx=17-12=5 a 


Las propiedades 1 a 5 son verdaderas ya sea que a < b, a = b o a > b. Las propie- 
dades que se enuncian a continuación, en las que se comparan tamaños de funciones y 
tamaños de integrales, son verdaderas solo si a <= b. 


Propiedades de comparación de la integral 


6. Si f(x) > 0 para a S x = b, entonces MIO dx > Q. 
7. Si f(x) > g(x) para a = x < b, entonces MIS dx > f g(x) dx. 
8. Sim < f(x) S M para a <= x < b, entonces 


míb — a) S ME) dx S M(b — a) 


Si f(x) = 0, entonces Ë f(x) dx representa el área bajo la gráfica de f, de manera que 
la interpretación geométrica de la propiedad 6 es simplemente que las áreas son positivas 
(esto también se sigue directamente de la definición porque todas las cantidades implica- 
das son positivas). La propiedad 7 expresa que una función más grande tiene una integral 
más grande. Esto se infiere de las propiedades 6 y 4 porque f — g > 0. 

La propiedad 8 se ilustra mediante la figura 16 para el caso en que f(x) => 0. Si f es 
continua se podría tomar m y M como los valores mínimo y máximo absolutos de f sobre 
el intervalo [a, b]. En este caso, la propiedad 8 expresa que el área bajo la gráfica de f 
es mayor que el área del rectángulo con altura m y menor que el área del rectángulo con 
altura M. 


DEMOSTRACIÓN DE LA PROPIEDAD 8 Puesto que m < f(x) S M, con la propiedad 7 se 
obtiene 


F mdx <S Pro dx <= | M dx 


Al utilizar la propiedad 1 para evaluar las integrales en el primero y el segundo miem- 
bros, se obtiene 


míb — a) S Prw dx <S M(b — a) a 


La propiedad 8 es útil si lo que quiere es solo una estimación general del tamaño de 
una integral sin las dificultades que representa el uso de la regla del punto medio. 
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EJEMPLO 8 Use la propiedad 8 para estimar N e™ dx. 

SOLUCIÓN Debido a que f(x) = e™™ es una función decreciente sobre [0, 1], su valor 

máximo absoluto es M = f(0) = 1 y su valor mínimo absoluto es m = f(1) = e”!. De 
YA la propiedad 8 


e -0 =< N e™ dx < 1(1 — 0) 


1 -2 
o ls erar=1 
Jo 


Ya que e”! ~ 0.3679, se puede escribir 


> 0.367 < j e”dxs1 a 


FIGURA 17 El resultado del ejemplo 8 se ilustra en la figura 17. La integral es mayor que el área 
del rectángulo inferior y menor que el área del cuadrado. 


5.2 EJERCICIOS 


1. Evalúe la suma de Riemann para f(x) = x — 1, —6 < x < 4, 6. Se muestra la gráfica de g. Estime ft, g(x) dx con seis 
con cinco subintervalos, tomando los puntos finales izquierdos subintervalos usando (a) los puntos finales derechos, 
como los puntos muestra. Con ayuda de un diagrama, explique (b) los puntos finales izquierdos y (c) los puntos medios. 
qué representa la suma de Riemann. 

2. Si ] YA 

f(x) = cos x, 0<x=< 37/4 


evalúe la suma de Riemann con n = 6 tomando los puntos 

finales izquierdos como los puntos muestra (Dé su respuesta 
redondeada a seis decimales). ¿Qué representa la suma de 1 x 
Riemann? Ilustre su respuesta con un diagrama. | 


3. Si f(x) = xX — 4,0 < x < 3, determine la suma de Riemann 
con n = 6 tomando los puntos finales derechos como los 
puntos muestra. ¿Qué representa la suma de Riemann? Ilustre 
con un diagrama. 


7. Se presenta una tabla de valores de una función creciente f. 
4. (a) Encuentre la suma de Riemann para f(x) = 1 0 x1l=x=<2, Utilícela para hacer estimaciones inferiores y superiores 
con cuatro términos, tomando los puntos muestra como de e FG) dx. 
los puntos finales derechos. (Dé su respuesta redondeada a 
seis decimales.) Explique, con ayuda de un diagrama, qué 
representa la suma de Riemann. 


x 0 5 10 15 20 25 


(b) Repita el inciso (a) con los puntos medios como los puntos f(x) 42 37 25 6 15 36 
muestra. 
Z ., . (10 
5. Se da la gráfica de una función. Estime f, f(x) dx usando 8. En la tabla se dan los valores de una función obtenida 
cinco subintervalos con (a) los puntos finales derechos, (b) los a partir de un experimento. Con ellos estime [FC x) dx 


puntos finales izquierdos y (c) los puntos medios. usando tres subintervalos iguales con (a) los puntos finales 
derechos, (b) los puntos finales izquierdos y (c) los puntos 
medios. Si se sabe que la función es decreciente, ¿puede 
decir si sus estimaciones son menores o mayores que el 
valor exacto de la integral? 


E ZN x Mi 3 lal|sl|óol7|8l9 


NI f(x) | —3.4 | —2.1 | —0.6 | 0.3 | 0.9 | 1.4 | 1.8 


YA 


9-12 Use la regla del punto medio, con el valor dado de n, 
para encontrar una aproximación de cada una de las integrales 
siguientes. Redondee cada respuesta a cuatro cifras decimales. 


10. f vx? + 1dx, n=5 


12. [7 x sen?x dx, n=4 
J0 


«7/2 
| cosx dx, n= 4 


9. 
Jo 


11. f xe™dx, n=4 
Jl 


13. Si tiene un SAC que evalúe las aproximaciones con los 


puntos medios y trace los rectángulos correspondientes 
(en Maple, use las instrucciones RiemannSum O 
middlesum y middlebox), compruebe la respuesta del 
ejercicio 11 e ilustre con una gráfica. Después, repita con 
n=10yn= 20. 


14. Con una calculadora programable o una computadora 
(véanse las instrucciones para el ejercicio 5.1.9), calcule 
las sumas de Riemann izquierda y derecha para la función 
fœ) = x/(x + 1) sobre el intervalo [0, 2], con n = 100. 
Explique por qué estas estimaciones demuestran que 


Xx 


0.8946 < i E 
y pe a 


dx < 0.9081 

15. Use una calculadora o una computadora para hacer una 
tabla de valores de sumas de la derecha de Riemann R, para 
la integral f” sen x dx con n = 5, 10, 50 y 100. ¿A qué valor 


parecen aproximarse estos números? 


16. Use calculadora o computadora para hacer una tabla de 
valores de las sumas de Riemann de la izquierda y de la 
derecha L, y R, para la integral le e” dxconn= 5, 10, 50 
y 100. ¿Entre qué números tiene que encontrarse el valor de 
la integral? ¿Puede formular un enunciado similar para la 
integral |? e™ dx? Explique su respuesta. 


17-20 Exprese cada uno de los límites siguientes como una 
integral definida sobre el intervalo dado. 
n X; 


e 
17. lí 
ím » LE 


n>% 


Ax, [0,1] 


i=1 Xi 


18. lím Y x,/1 +x? Ax, [2,5] 
i=] 


n—>o j= 


n 


19. lím Y x;In(1 + x?) Ax, [2,6] 


>v ; 
A i=] 


20. ím Y) EE" Ax, [r, 2r] 


n>% i Xi 


21-25 Use la forma de la definición de integral que se dio en el 
teorema 4 para evaluar la integral. 


21. a (1 + 3x) dx 22. [e + 2x — 5)dx 


23. DA (x? + x) dx 24. f (2x — x°) dx 


2 
0 


25. l (x? — 3x2) dx 
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26. (a) Determine una aproximación a la integral 

f (x? — 3x) dx, usando una suma de Riemann con 
puntos finales derechos y n = 8. 

(b) Dibuje un diagrama como el de la figura 3 para ilustrar 
la aproximación del inciso (a). 

(c) Aplique el teorema 4 para evaluar le (x? — 3x) dx. 

(d) Interprete la integral del inciso (c) como una diferen- 
cia de áreas e ilustre con un diagrama como el de la 
figura 4. 


27. Demuestre que f xdx = Er 


28. Demuestre que f x dx = o al 


29-30 Exprese la integral como un límite de sumas de 


Riemann. No evalúe el límite. 
Ps 1 
30. f (+ + 2) dx 
J2 xX 


29. [V4 F £ dx 
|, y 


EN 31-32 Exprese cada una de las integrales siguientes como 


un límite de sumas. Después, evalúe utilizando un sistema 
algebraico computacional para encontrar tanto la suma como 
el límite. 


Mi 


T 0 6 
31. | sen 5x dx 32. | x6 dx 
YO J2 


33. Se muestra la gráfica de f. Evalúe cada una de las integrales 
siguientes interpretándola en términos de áreas. 


@ fa o) Ffo ax 


2 
0 


© [fax (a) f fw dx 
YA 
al y= f) 
0 2 4 N6 s lA 


34. La gráfica g consiste en dos rectas y una semicircunferencia. 
Usela para evaluar cada una de las integrales siguientes. 


(a) i glx) dx (b) IN g(x) dx (c) T g(x) dx 


yA 
4 
=g(x 
j y =g(x) 
0 4 7 x 
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35-40 Evalúe cada una de las integrales siguientes 
interpretándola en términos de áreas. 


35. | (1 xax 36. [Ga — 2) dx 
37. |” (1+49=32)dx 38. |" (x—y25—x2) dx 


J=5 


39. flix dx 40. WE — 1|dx 


41. Evalúe i V1 +x’ dx. 


42. Ya que B sentx dx = èm, ¿a qué es igual f sen* 8 d0? 


43. En el ejemplo 5.1.2, se demostró que 5 xX dx = 1 Utilice 
este hecho y las propiedades de las integrales para evaluar 
h 6- 6x) dx. 


44. Utilice las propiedades de las integrales y el resultado del 
. 13 x 
ejemplo 3 para evaluar i} (2e* — 1) dx. 


45. Utilice el resultado del ejemplo 3 para evaluar iý ex? dx. 


46. A partir de los resultados del ejercicio 27 y del hecho de 
que pe cos x dx = 1 (del ejercicio 5.1.31), junto con las 


propiedades de las integrales, evalúe Joe (2 cos x — 5x) dx. 


47. Escriba como una sola integral en la forma EFW dx: 


E f(x)dx + 17 (x) dx — L f(x)dx 


48. Si e f(x)dx =7.3y k f(x)dx = 5.9, encuentre [i f(x) dx. 


49. Si bf (x) dx = 37 y lo g(x) dx = 16, encuentre 
PEO + 3900] dx 


50. Encuentre IN f(x) dx si 


Hs f para x < 3 


x parax>=3 


51. Para la función f cuya gráfica se muestra, presente las 


cantidades en orden creciente, de menor a mayor, y explique 


su razonamiento. 
Ahde B hfads (© ffa dx 
Djifde ® f0) 


YA 


=Y 


52. Si F(x) = È F(0) dt, donde f es la función cuya gráfica está 
dada, ¿cuál de los valores siguientes es el más grande? 
(A) F(0) (B) FU) (© F2) 
(D) F(3) (E) F(4) 


~y 


53. Cada una de las regiones A, B, y C, acotadas por la gráfica 
de f y el eje x, tiene área 3. Encuentre el valor de 


e [FG + 2x + 5] dx 


54. Suponga que f tiene el valor mínimo absoluto m y el valor 
máximo absoluto M. ¿Entre qué valores se encuentra 
Ñ f(x) dx? ¿Qué propiedad de las integrales le permite 
sostener su conclusión? 


55-58 Aplique las propiedades de las integrales para verificar la 
desigualdad sin evaluar las integrales. 


55. N (x? — 4x + 4)dx > 0 
YO 


56. y Vx ds ll JTEx dx 
57.18 P MER EZ 


58. — < w sen x dx S 3r 


12 


59-64 Utilice la propiedad 8 para estimar el valor de cada una de 
las integrales siguientes. 


o, 3 1 

59. Í, x dx 60. í +4 dx 

61. | a 62. | (1 — 3x + 3) dx 
o 1+x* Jo 

63. N xe *dx 64. (7 (x — 2 sen x) dx 
JO JT 


65-66 Mediante las propiedades de las integrales, junto con 
los ejercicios 27 y 28, demuestre cada una de las desigualdades 
siguientes. 


CE EE 26 ida 2 
65. | xt + ldx > => 66. w% xsen xdr E 
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67. ¿Cuál de las integrales ll arctan x dx, la arctan yx dx y 72. Sea f(0) = 0 y f(x) = 1/x si 0 < x < 1. Demuestre que f 
no es integrable en [0, 1]. [Sugerencia: demuestre que el 
primer término en la suma de Riemann, f(x*)Ax, se puede 


68. ¿Cuál de las integrales [%5 cos(x?) dx, [$7 cos /x dx tiene el hacer de manera arbitraria muy grande]. 


valor más grande? ¿Por qué? 


li arctan(sen x) dx tiene el valor más grande? ¿Por qué? 


73-74 Exprese cada uno de los límites siguientes como una 


69. Demuestre la propiedad 3 de las integrales. integral definida. 
n -4 
70. (a) Si f es continua en [a, b], demuestre que 73. lím X, — [Sugerencia: considere f(x) = x*.] 
n>0 ¡=1 N` 
"b b, 
| i f(x)dx| < { | f(x) | dx 12 1 


74. lím 5 
n>% n > 1 + (¿/ny 


[Sugerencia: —| f(| < fœ < | fœ) ]|] 


(b) Utilice el resultado del inciso (a) para demostrar que 
75. Determine | tam? dx. Sugerencia: elija x* como la media 


| AOS sen 2x dx| S o |£6) | dx geométrica x,_, y X, les decir, x* = Vx,_,x,) y use la 
identidad 
71. Sea f(x) = 0 si x es cualquier número racional y f(x) = 1 
si x es cualquier número irracional. Demuestre que f no es 1 ad 1 
integrable en [0, 1]. mm+1) m  m>+l1 
PROYECTO DE 


DESCUBRIMIENTO FUNCIONES DE ÁREAS 


1. (a) Trace la recta y = 2t + 1 y utilice la geometría para hallar el área bajo esta recta, 
arriba del eje £ y entre las rectas verticales t = 1 y t = 3. 
(b) Six > 1, sea A(x) el área de la región que se encuentra bajo la recta y = 2t + 1, entre 
t = 1 yt = x. Dibuje un esquema de esta región y use la geometría para encontrar 
una expresión para A(x). 
(c) Derive la función del área A(x). ¿Qué observa? 


2. (a) Six= —1, sea 


A(x) = T 01+2) a 


A(x) representa el área de una región. Describa y trace la gráfica de la región. 

(b) A partir de los resultados del ejercicio 5.2.28 encuentre una expresión para A(x). 

(c) Determine A'(x). ¿Qué observa? 

(d) Six => —1 y h es un número positivo pequeño, entonces A(x + h) — A(x) representa 
el área de una región. Describa y trace la gráfica de la región. 

(e) Dibuje un rectángulo que aproxime la región del inciso (d). Mediante la comparación 
de áreas de estas dos regiones, demuestre que 


A(x +h) — A(x) _ 
a = 


Ex? 


(f£) Mediante el inciso (e) proporcione una explicación intuitiva del resultado del 
inciso (c). 


FA 3. (a) Trace la gráfica de la función f(x) = cos(a?) en el rectángulo de vista [O, 2] por 
[125,123 
(b) Si define una nueva función g por medio de 


gl) = l cos (1?) dt 


entonces g(x) es el área bajo la gráfica de f de O a x [hasta que f(x) sea negativa, 
en cuyo punto g(x) es una diferencia de áreas]. Use el resultado del inciso (a) para 
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determinar el valor de x para el cual g(x) empieza a decrecer. [A diferencia de la 
integral del problema 2, es imposible evaluar la integral que define g para obtener una 
expresión explícita para g(x).] 

(c) Utilice la instrucción de integración de su calculadora o computadora para estimar 
g(0.2), g(0.4), g(0.6), ..., g(1.8), g(2). Después, con estos valores dibuje una gráfica de g. 

(d) Use su gráfica de g del inciso (c) para trazar la gráfica de g’ utilizando la interpreta- 
ción de g'(x) como la pendiente de una recta tangente. ¿Qué relación existe entre la 
gráfica de g' y la de f? 


4. Suponga que f es una función continua en el intervalo [a, b] y defina una nueva función g 
por la ecuación 


9) = FSO dt 


Tomando como base sus resultados en los problemas 1 a 3, deduzca una expresión para 
g 60. 


5.3 El teorema fundamental del cálculo 


FIGURA 2 


El teorema fundamental del cálculo recibe de manera apropiada este nombre porque 
establece una conexión entre las dos ramas del cálculo: el cálculo diferencial y el cálculo 
integral. El cálculo diferencial surgió del problema de la recta tangente, mientras que el 
cálculo integral lo hizo de un problema en apariencia no relacionado, el problema del 
área. El profesor de Newton en Cambridge, Isaac Barrow (1630-1677), descubrió que 
estos dos problemas estaban íntimamente relacionados. De hecho, se dio cuenta de 
que la derivación y la integración son procesos inversos. El teorema fundamental del 
cálculo precisa la relación inversa entre la derivada y la integral. Newton y Leibniz 
explotaron esta relación y la usaron para desarrollar el cálculo como un método mate- 
mático sistemático. En particular, observaron que el teorema fundamental les permitía 
calcular con gran facilidad áreas e integrales, sin tener que calcularlas como límites de 
sumas como en las secciones 5.1 y 5.2. 

La primera parte del teorema fundamental trata con funciones definidas por una ecua- 
ción en la forma 


1] ga) = [FO at 


donde f es una función continua sobre [a, b] y x varía entre a y b. Observe que g 
depende solo de x, que aparece como el límite variable superior en la integral. Si x es 
un número fijo, entonces la integral Î: FCO) dt es un número definido. Si después hace 
variar x, el número E FCO) dt también varía y define una función de x que se denota 
mediante g(x). 

Si f es una función positiva, entonces g(x) se puede interpretar como el área bajo la 
gráfica de f de a a x, donde x puede variar de a a b. (Piense en g como la función del “área 
hasta”; véase la figura 1.) 


EJEMPLO 1 Si f es la función cuya gráfica se ilustra en la figura 2 y gœ) = [¿£(0) dt, 
encuentre los valores de g(0), g(1), g(2), 96), g(4) y g(5). Luego trace una gráfica 
aproximada de g. 


SOLUCIÓN En primer lugar, observe que g(0) = PIO dt = 0. De la figura 3 se ve que 
g(1) es el área de un triángulo: 
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Para determinar g(2) agregue a g(1) el área de un rectángulo: 
D= [110 dr= | Oa + ["f0dr=1+ (1-2) =3 
Estime que el área bajo f de 2 a 3 es alrededor de 1.3, de manera que 


93) = g2) + | F dt =3 + 1.3 =43 


=Y 


Y 
=Y 


FIGURA 3 


g 


0 1 2 


FIGURA 4 


g = | FO de 


FIGURA 5 


~Y 


g4) = g(5)=1.7 


Para t > 3, f(t) es negativa y, por tanto, empiece a restar áreas: 


g(4) = g(3) + MO dt = 4.3 + (-13)=3.0 


g5) = g4) + | FÒ dt = 3 + (1.3) =1.7 


5 
J4 


Use estos valores para trazar la gráfica de g en la figura 4. Observe que, debido a 
que f(t) es positiva para t < 3, se sigue sumando área para t < 3 y, por tanto, g es cre- 
ciente hasta x = 3, donde alcanza un valor máximo. Para x > 3, g decrece porque f(t) 
es negativa. E 


Si toma f(t) = t y a = 0, entonces, aprovechando el ejercicio 5.2.27, tiene 
E x? 
g(x) = l tdt = z 
Observe que g'(x) = x; es decir, g' = f. En otras palabras, si g se define como la integral 
de f mediante la ecuación 1, entonces g resulta ser, cuando menos en este caso, una anti- 
derivada de f. Y si se traza la gráfica de la derivada de la función g que se ilustra en la 
figura 4 al estimar las pendientes de las rectas tangentes, se obtiene una gráfica como 
la de f en la figura 2. Por eso, se sospecha que en el ejemplo 1 también g' = f. 

Con objeto de ver por qué en general esto puede ser verdadero, considere cualquier 
función continua f con f(x) > 0. Entonces g(x) = E F(0) dt se puede interpretar como el 
área bajo la gráfica de f de a a x, como en la figura 1. 

Para calcular g'(x) a partir de la definición de derivada, en primer lugar observe que, para 
h > 0, g(x + h) — g(x) se obtiene restando áreas; por tanto, es el área bajo la gráfica de f de 
xax + h (el área sombreada de la figura 5). Para h pequeñas, a partir de la figura puede ver 
que esta área es aproximadamente igual al área del rectángulo con altura f(x) y ancho h: 


g(x + h) = g(x) =hf(x) 


g(x + h) - gl) 


n 


por lo que 
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El nombre de este teorema se abrevia 
como TFC1: expresa que la derivada de 
una integral definida respecto a su lími- 
te superior es el integrando evaluando 
tal límite. 


YA e is 
y=0) A 
M 
m 
A 
0 x u v=x+h Xx 
FIGURA 6 


En Module 5.3 se proporciona 
evidencia visual para el TFC1. 


De manera intuitiva, se espera que 


O = im LED _ 
y h=0 h 


Fx) 


El hecho de que esto sea verdadero, aun cuando f no sea necesariamente positiva, es la 
primera parte del teorema fundamental del cálculo. 


Teorema fundamental del cálculo, parte 1 Si f es continua en [a, b], entonces 
la función g definida por 


ga) = | FO de 


es continua en [a, b] y derivable en (a, b), y g'(x) = fœ). 


DEMOSTRACIÓN Si x y x + h están en (a, b), entonces 
x+h X 
ga + h = g =| "sa f Oar 


(por la propiedad 5) 


- (proas proa) -fra 


x+h 


f(t) dt 


y así, para h # 0, 


glx + h) — g(x) 1 


2] AA 


Por ahora suponga que h > 0. Puesto que f es continua en [x, x + h], el teorema 
del valor extremo establece que hay números u y v en [x, x + h] tales que f(u) = m y 
f) = M, donde m y M son los valores mínimo y máximo absolutos de f en [x, x + h]. 
(Véase la figura 6.) 

De acuerdo con la propiedad 8 de las integrales, se tiene 


x+h 


f(t) dt 


Px+h 
mh = | 
vX 


f(t)dt <= Mh 


x+h 


Fh = |" FO dt = foh 


Jx 


esto es, 
Ya que h > 0, se puede dividir esta desigualdad entre h: 


fa) = F Oda fo 
A vx 


Ahora, utilice la ecuación 2 para reemplazar la parte de en medio de esta desigualdad: 


t-o 
h 


[3] fu) = fo) 


La desigualdad 3 se puede demostrar de una manera similar a la del caso cuando h < 0. 
(Véase el ejercicio 77.) 


FIGURA 7 
f(x) = senírrx?/2) 


Síx) = k sen(rt?/2) dt 


YA 


0.57 


cal 


FIGURA 8 


La función de Fresnel 


S(x) = i sení71?/2) dt 


= 
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Ahora sea h —> 0. Entonces u —> x y v > x, ya que u y v se encuentran entre x y x + h. 
Por tanto, 


lim f(u) = lim f) =f) y lím fo) = lím flo) =f( 


porque f es continua en x. De acuerdo con 3 y el teorema de la compresión se con- 
cluye que 


(4) g'(x) == lím g(x + h) Mi g(x) PAN 


í 
lím n Fx) 
Six = a0 b, entonces la ecuación 4 se puede interpretar como un límite unilateral. 
Entonces el teorema 2.8.4 (modificado para límites unilaterales) demuestra que g es 
continua en [a, b]. ¡ml 


De acuerdo con la notación de Leibniz para derivadas, se puede expresar al TFC1 
como 


E L FO dt = $6) 


cuando f es continua. En términos generales, la ecuación 5 establece que si primero se 
integra f y luego se deriva el resultado, se regresa a la función original f. 


EJEMPLO 2 Encuentre la derivada de la función g(x) = | Ñ yl + e dt. 


SOLUCIÓN Puesto que f(t) = V1 + É es continua, la parte 1 del teorema fundamental 
del cálculo da 


ga) =V1+x a 


EJEMPLO 3 Si bien una fórmula en la forma g(x) = E f(t) dt puede parecer una forma 
extraña de definir una función, los libros de física, química y estadística están llenos de 
funciones semejantes. Por ejemplo, la función de Fresnel 


SŒ) = f sen(7rt/2) dt 


recibe ese nombre en honor del físico francés Augustin Fresnel (1788-1827), que es 
famoso por sus trabajos en óptica. Esta función apareció por primera vez en la teoría 
de Fresnel de la difracción de la luz, pero a últimas fechas se ha aplicado al diseño de 
autopistas. 

La parte 1 del teorema fundamental indica cómo derivar la función de Fresnel: 


S'(x) = sen(rrx?/2) 


Esto significa que se pueden aplicar todos los métodos del cálculo diferencial para 
analizar S (véase el ejercicio 71). 

En la figura 7 se muestran las gráficas de f(x) = sen(mx?/ 2) y de la función de 
Fresnel S(x) = jr F(0) dt. Se puede utilizar una computadora para graficar $ calculando 
el valor de esta integral para muchos valores de x. Evidentemente, parece que S(x) es el 
área bajo la gráfica de f de O hasta x [hasta que x = 1.4 cuando S(x) sea una diferencia 
de áreas]. La figura 8 muestra una gran parte de la gráfica de S. 

Si empieza ahora por la gráfica de S de la figura 7 y piensa qué aspecto debe tener su 
derivada, parece razonable que S'(x) = f(x). [Por ejemplo, S es creciente cuando f(x) > 0 
y decreciente cuando f(x) < 0]. De modo que esto da una confirmación visual de la 
parte 1 del teorema fundamental del cálculo. E 
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d pit 
EJEMPLO 4 Encuentre de | sec ź dt. 


SOLUCIÓN En este caso debe ser cuidadoso al usar la regla de la cadena junto con el 
TFC1. Sea u = x*. Por tanto, 


d Pat d Fu 
ol sec í dt Sl sec í dt 
Xx 3. Xx. 


d Pu du 
= — | sec t dt TE (Por la regla de la cadena) 
Ji Xx 


= secu — (por TFC1) 
x 


(xt) - 4x? a 


Il 
12] 
o 
le 


En la sección 5.2 calculó integrales a partir de la definición como un límite de las 
sumas de Riemann, y vio que ese procedimiento es a veces largo y difícil. La segunda 
parte del teorema fundamental del cálculo, que se infiere con facilidad de la primera parte, 
representa un método mucho más simple para evaluar integrales. 


Teorema fundamental del cálculo, parte 2 Si f es continua en [a, b], entonces 


Pb 
Este teorema se abrevia como TFC2 | f(x)dx = F(b) — F(a) 


donde F es una antiderivada de f; es decir, una función tal que F' = f. 


DEMOSTRACIÓN Sea g(x) = È f(À dt. De acuerdo con la parte 1, sabe que g'(x)= f(x); es 
decir, g es una antiderivada de f. Si F es cualquier otra antiderivada de f sobre [a, b], 
entonces, por el corolario 4.2.7, la diferencia entre F y g es una constante: 


[6] F(x) = g(x) + C 


paraa < x < b. Pero tanto F como g son continuas en [a, b] y de este modo, al obte- 
ner los límites de ambos miembros de la ecuación 6, (cuando x > a* y x => b”), vea 
que también se cumple cuando x = a y x = b. Por lo que F(x)= g(x) + C para toda x 
en [a, b]. 

Si hace x = a en la fórmula para g(x), obtiene 


ga) = fF) de= 0 


Entonces, al aplicar la ecuación 6 con x = b y x = a, tiene 


F(b) — F(a) = [g(b) + C] — [g(a) + C] 


= g(b) — gla) = glo) = | FO dt a 


La parte 2 del teorema fundamental establece que si se conoce una antiderivada F 
de f, entonces se puede evaluar lí f(x)dx simplemente calculando la diferencia de los 
valores de F en los puntos finales del intervalo [a, b]. Sorprende mucho que IN f(x)dx, 
que fue definida mediante un procedimiento complicado que requiere todos los valores 
de f(x) para a S x <S b, se pueda determinar conociendo los valores de F(x) en solo dos 
puntos, a y b. 


Compare el cálculo en el ejemplo 5 con 
el más difícil del ejemplo 5.2.3. 


Al aplicar el teorema fundamental se 
usa una antiderivada particular F de f. 
No es necesario usar la antiderivada 
más general. 
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Aunque el teorema sorprende a primera vista, esto es posible cuando se le interpreta 
en términos físicos. Si v(t) es la velocidad de un objeto y s(£) es su posición en el tiempo t, 
entonces v(t) = s'(£), por lo que s es una antiderivada de v. En la sección 5.1 se considera 
un objeto que siempre se mueve en la dirección positiva y se plantea una conjetura de 
que el área bajo la curva de la velocidad es igual a la distancia recorrida. Si se expresa 
mediante símbolos: 


Pato dí = s(b) — s(a) 


y 


Eso es exactamente lo que el TFC2 establece en este contexto. 


EJEMPLO 5 Evalúe la integral | e dx. 


yl 


SOLUCIÓN La función f(x) = e* es continua en todo su dominio, y se sabe que una 
antiderivada es F(x) = e*, de modo que la parte 2 del teorema fundamental da 


l e* dx = F(3) — F(1) = e? — e 


Observe que el TFC2 establece que puede utilizar cualquier antiderivada F de f. 
De este modo podría usar la más sencilla, a saber F(x) = e*, en lugar de e* + 7 o de 
e + C. o 


A menudo se recurre a la notación 
b 
FG), = F(b) — Fla) 
Por lo que la ecuación del TFC2 se puede expresar como 


fs (x) dx = F (0) donde F'=f 


Otras notaciones comunes son F(x) |? y [FG)]?. 


EJEMPLO 6 Determine el área bajo la parábola y = x° de O a 1. 


SOLUCIÓN Una antiderivada de f(x) = x? es F(x) = e, El área requerida A se calcula 
aplicando la parte 2 del teorema fundamental: 


3]! 3 3 
5 x 1* 0% 1 
A=[v?dx=< a 
0 3 lo 3 3 3 


y 


Si compara el cálculo del ejemplo 6 con el del ejemplo 5.1.2, verá que el teorema 
fundamental proporciona un método mucho más corto. 


EJEMPLO 7 Evalúe | 


6 
Y3 x 


SOLUCIÓN La integral dada es una forma abreviada de 


Una antiderivada de f(x) = 1 7 xes F(x) = In | x | y, ya que 3 = x <= 6, puede escribir 
F(x) = In x. Por lo que 


ro l 6 6 
ax = Inx],= m6 In3 =In 7 =In2 m 


3 x 


y 
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EJEMPLO 8 Calcule el área bajo la curva coseno de 0 a b, donde 0 = b < 77/2. 


SOLUCIÓN Puesto que una antiderivada de f(x) = cos x es F(x) = sen x, se tiene 


b b 
A= | cos xdx = sen x], = sen b sen 0 = sen b 
YO 


En particular, al hacer b = T/ 2, ha comprobado que el área bajo la curva coseno de 
0a 7r/2 es sen (ar/2) = 1. (Véase la figura 9.) E 


Cuando el matemático francés Gilles de Roberval calculó por vez primera el área 
bajo las curvas seno y coseno en 1635, era una empresa que requería aplicar todo el 
ingenio posible. Si no tuviera la ventaja del teorema fundamental tendría que calcular 
un límite difícil de sumas mediante identidades trigonométricas oscuras (o bien, un sis- 
tema algebraico computacional como el de ejercicio 5.1.31). Fue mucho más difícil para 
Roberval puesto que el artificio de los límites no se había inventado aún en 1635. Pero 
ya después de los años 1660-1670, cuando Barrow descubrió el teorema fundamental, 
y Newton y Leibniz lo explotaron, este problema se volvió muy fácil como puede verse 
en el ejemplo 8. 


EJEMPLO 9 ¿Cuál es el error en el cálculo siguiente? 


3 
> 1 =i 1 4 
f => = 1 
J-1 ye —1 pe 3 3 


SOLUCIÓN Para empezar, observe que este cálculo es erróneo porque la respuesta 

es negativa, ya que f(x) = 1 / x? = 0 y la propiedad 6 de las integrales establece que 

Ñ f(x)dx = 0 cuando f > 0. El teorema fundamental del cálculo se aplica a funciones 
continuas. Este no se puede aplicar ya que f(x) = 1 / xX no es continua en [—1, 3]. De 
hecho f tiene una discontinuidad infinita en x = 0, por lo que 


r3 1 . 
| — dx no existe. E 
i IN 


E La derivación y la integración como procesos inversos 


Esta sección finaliza conjuntando las dos partes del teorema fundamental. 


Teorema fundamental del cálculo Suponga que f es continua en [a, b]. 
1. Si g(x) = [7 f(t) dt, entonces g'(x) = f(x). 


2. EF (x) dx = F(b) — F(a), donde F es cualquier antiderivada de f; es decir, F' = f. 


Observe que el inciso 1 se puede reescribir como 


L Od = fw 


en la cual se dice que si se integra a f y, luego se deriva el resultado, se regresa a la función 
original f. Puesto que F'(x) = f(x), la parte 2 se puede reescribir como 


i F(x) dx = F(b) — F(a) 


5.3 EJERCICIOS 
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En esta versión se dice que si toma una función F, se deriva y luego se integra el resul- 
tado, se vuelve a la función original F, pero en la forma F(b) — F(a). Tomadas juntas, las 
dos partes del teorema fundamental del cálculo expresan que la derivación y la integra- 
ción son procesos inversos. Cada una deshace lo que hace la otra. 

Sin duda, el teorema fundamental del cálculo es el más importante en este campo 
y, de hecho, alcanza el nivel de uno de los más grandes logros de la mente humana. 
Antes de ser descubierto, desde los tiempos de Eudoxo y Arquímedes hasta la época 
de Galileo y Fermat, los problemas de determinar áreas, volúmenes y longitudes de 
curvas eran tan difíciles que solo un genio podía afrontar el reto. Pero ahora, armados 
con el método sistemático que Newton y Leibniz desarrollaron como el teorema 
fundamental, en capítulos próximos verá que estos problemas retadores son accesibles 
para todos. 


1. Explique con exactitud qué se quiere decir con el enunciado: (d) ¿Dónde y tiene un valor máximo? 
“la derivación y la integración son procesos inversos.” (e) Trace una gráfica aproximada de g. 
rx > Utilice la gráfica del inci tr la gráfica d 
2. Sea g(x) = |, f'(t) dt, donde f es la función cuya gráfica se G) Utilice la o (E) para trazar la gráficadę 


muestra. 


g'(x). Compárela con la gráfica de f. 


(a) Evalúe g(x) para x = 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6. 


(b) Estime g(7). 


(c) ¿Dónde g tiene un valor máximo? ¿Dónde tiene un valor 


mínimo? 


(d) Trace una gráfica aproximada de g. 


JA 


N 


=Y 


YA 


~y 


5-6 Trace el área representada por g(x). Luego determine g'(x) de 


muestra. 


(a) Evalúe g(0), g(1), 2), gG) y g(6). 
(b) ¿En qué intervalo g es creciente? 
(c) ¿Dónde tiene g un valor máximo? 


. Sea g(x) = fo f(t) dt, donde f es la función cuya gráfica se 


dos maneras: (a) aplicando la parte 1 del teorema fundamental y 
(b) evaluando la integral utilizando la parte 2 y después derivando. 


5. g(x) = T t dt 6. g(x) = | (2 + sen £) dt 


7-18 Use la parte 1 del teorema fundamental del cálculo para 


(d) Trace una gráfica aproximada de g. encontrar la derivada de cada una de las funciones siguientes. 
e 7. g(x) = Py +P dt 8. g(x) = IN In(1 +12) dt 
pa YO Jl 
1 fu yt 
9. g(x) | El dt 10. h(u) = iji FS t 


A 11. F(x) =P + sect dt 


x 


muestra. 


(a) Evalúe g(0) y g(6). 


(b) Estime g(x), para x = 1, 2, 3,4 y 5. 
(c) ¿En qué intervalo es creciente g? 


. Sea g(x) = fo f(t) dt, donde f es la función cuya gráfica se 


sugerencia: Py + sect dt = — pa + sec t a| 


12. R(y) = ” tsen t dt 


13. h(x) = i In tdt 14. G(x) = f cosy/t dt 


Jx 
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n/a 1 u 
17. y= y 0 tan 0 d0 18. y = e 1+4 ss 


19-44 Evalúe cada una de las integrales siguientes. 


19. f (x2 + 2x — 4) dx 20. Pax 


E RE 3—4 + tdi 22. l (1 — 8° + 1607) de 


23. IN xY5 dx 24. NE dx 
25. I; sen 0 d0 26. [7 cos 0 d0 
27. k xQ + 13%) dx 28. N (3 + x/x) dx 
2 + x? 22 
29. | dx 30. [° (Gu — 2)(u + 1) du 
o Jx J-1 
31. [7 cser cot tdr 32. [77 csc? do 
1 l3 
33. f (1 + r) dr 34. $ (2 sen x — e*) dx 
20 + 39% pis fa 
35. do 36. | AE dz 
J1 v 1 Z 
1 A PI 
37. N (x° + e*) dx 38. l, cosh 1 dt 
3 i PN 2 2 
39. |" e du m. | 2 gy 
=l Jl y* 
4 s 5 4 
41. 2 ds 42. (1/42 
d 
) ia vI- x2 id 


senx si0=x< "0/2 


sim/2=x<w 


43. MIS dx donde f(x) = | 


COS x 


44. i f(x)dx donde f(x) = k e 


FA 45-48 Trace la gráfica de la región encerrada por las curvas 
dadas y calcule su área. 


45. y= x, y=0, x=4 


mx] 


48. y=2x-x% y=0 


49-52 Utilice una gráfica para dar una aproximación del área 
de la región que está bajo la curva dada. Después, encuentre el 
área exacta. 


49. y= Jx, 0=<x=<27 


51. y=senx,0O=x=<x 


52. y =sectx, 0 < x < 7/3 


53-54 Evalúe la integral e interprétela como una diferencia de 
áreas. Ilustre con un trazo. 


53. i x? dx 54. E cos x dx 
=1 y 11/6 


55-58 ¿Qué está mal en la ecuación? 


aT 
7 3 
55. E x*dx= =] = Ty 


24 2P 3 
56. | dx aj a 


57. A sec 0 tan d0 = seco |, = =3 


58. IN secóx dx = tan xh =0 


59-63 Determine la derivada de cada una de las funciones 
siguientes. 


3x u? =1 


59. g(x) = Í du 


2x u? + 1 


| Sugerencia: MO) du = e f(u) du + [5700 de] 


60. g(x) = Wa t sen t dt 


Y 1-2, 


61. F(x) = 1 e” dt 62. F(x) = po arctan t dt 


x Y yx 


63. y = In(1 + 2v) dv 


64. Si f(x) = k (1 — 1P)e” dt, ¿en qué intervalos es 
creciente f? 


65. ¿En qué intervalo la curva 


Mx t? 
y= | ——— dt 
7 ll P+t+2 


es cóncava hacia abajo? 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


SAC 


72. 


Sea F(x) = k f(t) dt, donde f es la función cuya gráfica 
se muestra. ¿Dónde es F cóncava hacia abajo? 


Ad 


Sea F(x) = k e” dt. Determine una ecuación de la recta 
tangente a la curva y = F(x) en punto cuya coordenada x 
es 2. 


Si f(x) = y 1 + £ dty g(y) = fi f(x) dx, determine 
g"(m/6). 


Si f£(1) = 12, f’ es continua y RF) dx = 17, ¿cuál es el 
valor de f(4)? 


La función error 


erf(x) = e E e” dt 

se usa en probabilidad, estadística e ingeniería. 

(a) Demuestre que f’ e” dt = 3m [erf(b) — erf(a)]. 

(b) Demuestre que la función y = e” erf(x) satisface la 
ecuación diferencial y’ = 2xy + 2/ Vr. 


La función S de Fresnel se definió en el ejemplo 3, y en 

las figuras 7 y 8 se trazaron sus gráficas. 

(a) ¿Para qué valores de x esta función tiene valores 
máximos locales? 

(b) ¿Para qué intervalos esta función es cóncava hacia 
arriba? 

(c) Utilice una gráfica para resolver la ecuación redondea- 
da a dos decimales. 


k sen(7t?/2) dt = 0.2 
YC 


La función integral sinusoidal 


sen t 
t 


Si(x) = N dt 
YO 

es importante en la ingeniería eléctrica. [El integrando 

fÀ = (sen £) / t no está definido cuando £ = 0, pero se sabe 

que su límite es 1 cuando t —> 0. De modo que se define 

f(0) = 1, y esto convierte a f en una función continua en 

todo su dominio]. 

(a) Trace la gráfica de Si. 

(b) ¿Para qué valores de x tiene esta función valores 
máximos locales? 

(c) Encuentre las coordenadas del primer punto de 
inflexión a la derecha del origen. 

(d) ¿Esta función tiene asíntotas horizontales? 

(e) Resuelva la ecuación siguiente redondeada a un 
decimal. 


fx sen Í 
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73-74 Sea g(x) = RIO dt, donde f es la función cuya gráfica 
se muestra. 
(a) ¿En qué valores de x se presentan los valores máxi- 
mos y mínimos locales de g? 
(b) ¿Dónde alcanza g su valor máximo absoluto? 
(c) ¿En qué intervalos g es cóncava hacia abajo? 
(d) Trace la gráfica de g. 


~y 


~y 


75-76 Evalúe el límite reconociéndolo primero como una 
suma de Riemann para una función definida en [0, 1]. 


1 
76. lím 


77. Justifique (3) para el caso h < 0. 
78. Si f es continua y g y h son funciones derivables, 


determine una fórmula para 


d mx 


dx Jax ` 


V1+x?=1+x para x => 0. 
fi v1 +x dx < 1.25. 


80. (a) Demuestre que cos(x?) > cos x para 0 S x < 1. 


(b) Deduzca que jas cos(x’) dx > 3. 


f(t) dt 
79. (a) Demuestre que 1 = 
(b) Demuestre que 1 < 


81. Demuestre que 


0< [" -da s01 
s xf+x +l 


comparando el integrando con una función más simple. 
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82. Sea (b) Sea C = C(t) dada por 
0 six<0 1 x 
; X siO=x=l C(t =— [a + | f(s) a 
f(x) = t JO 
` 2= sil<x=2 
0 six> 2 ¿Qué representa C y por qué desearía la compañía mini- 
mi mizar C? 
y g(x) = | f(t) dt (c) Demuestre que C tiene un valor mínimo en los números 
YO 


t = T donde C(T) = f(T). 
(a) Encuentre una expresión para g(x) similar a la correspon- 
diente a f(x). 
(b) Trace las gráficas de f y g. 
(c) ¿Dónde es derivable f? ¿Dónde es derivable g? 


86. Una compañía de alta tecnología compra un nuevo sistema de 
computación cuyo valor inicial es V. El sistema se depreciará 
a una tasa f = f(t) y acumulará costos de mantenimiento a 
razón de g = g(t), donde t es el tiempo medido en meses. La 


83. Determine una función f y un número a tal que compañía desea determinar el tiempo óptimo para reemplazar 
o el sistema. 
Px t = 
6+ | fi dt = 24x para toda x > 0 (a) Sea 
Ja g 
l cs 
84. El área B es tres veces el área A. Exprese b en términos de a. cla) = F Í, L/(s) + g(s)] ds 


74 E di Demuestre que los números críticos de C se presentan en 
los números t donde C(t) = f(A) + g(t). 


(b) Suponga que 


=y 
ti 
a 
= 
Il 
. 
un 
ÉS 
uN 
o 


85. Una compañía manufacturera tiene una pieza importante 
de un equipo que se deprecia a una tasa (continua) f = f(t), y g(t) = t>0 
donde ż es el tiempo medido en meses desde que se le sometió 
a su más reciente reparación. Ya que cada vez que la máquina 


se somete a una reparación se incurre en un costo fijo A, la Determine la duración del tiempo 7 para que la deprecia- 

compañía desea determinar el tiempo óptimo T (en meses) ción total D(t) = LA (s) ds equivalga al valor inicial V. 

entre las reparaciones. (c) Determine el valor mínimo absoluto de C sobre [0, T]. 

(a) Explique por qué k f(s) ds representa la pérdida en valor (d) Trace las gráficas de C y f + g en el mismo sistema de 
de la máquina a lo largo del tiempo f a partir de la última coordenadas y compruebe el resultado del inciso (a) en 
reparación. este caso. 


5.4 Integrales indefinidas y el teorema del cambio neto 


Ya se vio en la sección 5.3 que mediante la segunda parte del teorema fundamental del 
cálculo se obtiene un método muy eficaz para evaluar la integral definida de una fun- 
ción, si se supone que puede encontrarse una antiderivada de la función. En esta sección 
se presenta una notación para la antiderivada, se repasan las fórmulas de las antideriva- 
das y se usan para evaluar integrales definidas. Asimismo, se replantearon el TFC2, de 
una manera que facilita más la aplicación a problemas relacionados con las ciencias y la 
ingeniería. 


E Integrales indefinidas 


Ambas partes del teorema fundamental establecen relaciones entre antiderivadas e 
integrales definidas. La parte 1 establece que, si f es continua, entonces E FO) dt es 
una antiderivada de f. La parte 2 plantea que | E f(x) dx puede determinarse evaluando 
F(b) — F(a), donde F es una antiderivada de f. 

Se necesita una notación conveniente para las antiderivadas que nos facilite el trabajo 
con ellas. Debido a la relación dada por el teorema fundamental entre las antiderivadas 


Y) Tabla de integrales 
indefinidas 
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y las integrales, por tradición se usa la notación | f(x) dx para una antiderivada de f y se 
llama integral indefinida. Así, 


[fæ dx =F(x) significa  F(x)=f(x) 


Por ejemplo, puede escribir 
a y y3 
x’ dx = —+ C ya que —|=+C]|=x? 
J 3 x 


De este modo, considere la integral indefinida como la representante de toda una familia 
de funciones (es decir, una antiderivada para cada valor de la constante C). 

Distinga con cuidado entre las integrales definidas y las indefinidas. Una integral defi- 
nida F f(x) dx es un número, mientras que una integral indefinida | f(x) dx es una función 
(o una familia de funciones). La relación entre ellas la proporciona la parte 2 del teorema 
fundamental. Si f es continua sobre [a, b], entonces 


[sa = f 160 ax], 


La eficacia del teorema fundamental depende de que se cuente con una lista de anti- 
derivadas de funciones. Por tanto, se presenta de nuevo la tabla de fórmulas de antideri- 
vacion de la sección 4.9, más otras cuantas, en la notación de las integrales indefinidas. 
Cualesquiera de las fórmulas puede comprobarse al derivar la función del lado derecho 
y Obtener el integrando. Por ejemplo, 


7 d 
| secx dxtanx + C yaque PA (tan x + C) = sec?x 
lx 


| est dx = c | fœ dx JLA + gylax= | f) dx + | ga) dx 

| kds = kx + C 

P ¿n+1 r 1 

| x" dx = +C (nÆ-l!l) | —dax=mn]|x| + C 

J n+l Jx 

| e*dx = e + C | b“ dx = - +C 

J J In b 

f sen xdx = —cos x + C Í cos xdx = sen x + C 

| sec? xdx = tanx + C | estr dx = —cot x + C 

f sec x tan x dx = sec x + C | csc x cotxdx = —cse x + C 

E r% = tan™'x + C | -l iy = senix + C 
y /1 — y? 

A | cosh x dx = senh x + C 


Recuerde del teorema 4.9.1, que la antiderivada más general en un intervalo dado 
se obtiene por la adición de una constante a una antiderivada particular. Adopte la 
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FIGURA 1 


En la figura 1 tiene la gráfica de la 
integral indefinida del ejemplo 1 para 
varios valores de C. Aquí, el valor de 
C es la intersección con el eje y. 


convención de que cuando se proporciona una fórmula para una integral indefinida 
general, es válida solo en un intervalo. Así, escriba 


[>a —+ C 


con el entendido de que es válida en el intervalo (0, œ) o en el intervalo (—%, 0). Esto 
se cumple a pesar del hecho de que la antiderivada general de la función f(x) = 1 / X; 
x # 0, es 


1 
—— + Cı six<0 
X 
F(x) = 


1 
== Co Sias 
x 
EJEMPLO 1 Encuentre la integral indefinida general 
| (10x* — 2 5ec*x) dx 


SOLUCIÓN Si sigue la convención y la tabla 1, tiene 
| (10x* — 2 sec?x) dx = 10 | xt dx — 2 | sectrdx 
al 
= Ug 2tanx + C 
= 2x7 — 2tan x + C 


Le conviene comprobar esta respuesta derivándola. o 


EJEMPLO 2 Evalué Í £ > 
Y sen 


SOLUCIÓN Esta integral indefinida no es inmediata utilizando la tabla 1, por lo 
que debe aplicar las identidades trigonométricas para reescribir la función antes de 


integrar: 
r cos 0 i 1 0 
S do = | cos de 
J sen0 Y isenó sen 0 


= | esc Ø cot 0 do = —csc 9 + C E 


EJEMPLO 3 Evalúe le (x? — 6x) dx. 


SOLUCIÓN Al aplicar el TFC2 y la tabla 1, tiene 


a a A 


51 — 27 — 0 + 0 = —6.75 


Compare este cálculo con el del ejemplo 5.2.2(b). a 


La figura 2 es la gráfica del integrando 
del ejemplo 4. Sabe por la sección 5.2 
que el valor de la integral se puede 
interpretar como un área neta: la suma 
de las áreas marcadas con un signo + 


menos el área marcada con un signo —. 


YA 


FIGURA 2 
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x +l 


2 
EJEMPLO 4 Determine Í (ze — 6x + 
0 


) dx e interprete el resultado en 
términos de áreas. 


SOLUCIÓN El teorema fundamental da 


e 3 3 x x” zi ? 
2 OS dx= 2 6 +3 tanx 
0 x] 4 2 


0 


= x — 3x’ +3 tanx), 
=30) — 3(2?°) + 3 tan™' 2 — 0 
= —4 + 3 tan™' 2 


Este es el valor exacto de la integral. Si desea una aproximación decimal, utilice una 
calculadora para obtener un valor aproximado de tan”! 2. Al hacerlo obtendrá 


2 3 
f (2x = 6x +t Jas = —0.67855 a 
0 x“ +1 


EJEMPLO 5 Evalúe (' ÈVE 1 


l 
J1 t” 


SOLUCIÓN En primer lugar, necesita escribir el integrando en una forma más sencilla, 
realizando la división: 


p 22 + Pyt — 1 
2 


dt = f (2 +t -—r°’)dt 
Ji t J1 


3/2 -1 7° 1 |? 
EAT -argat 


(2-9+4-932 +1)-(2-1+4 12+}ł) 


18 +18 +i-2-ł-1=32% m 


E Aplicaciones 


La parte 2 del teorema fundamental establece que si f es continua sobre [a, b], 
entonces 


[7 F) ax = F) — Fla) 


donde F es cualquier antiderivada de f. Esto significa que F' = f, de forma que puede 
reescribirse la ecuación como 


F(x) dx = F(b) — Fla) 

Se sabe que F'(x) representa la razón de cambio de y = F(x) respecto a x y F(b) — F(a) 
es el cambio en y cuando x cambia de a hacia b. [Observe que y podría, por ejemplo, 
incrementarse y luego decrecer para volver a incrementarse. Si bien y podría cambiar en 
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ambas direcciones, F(b) — F(a) representa el cambio neto en y]. De manera que puede 
reformular verbalmente el TFC2 en los términos siguientes. 


Teorema del cambio neto La integral de una razón de cambio es el cambio neto: 


Pro dx = F(b) — F(a) 


Este principio puede aplicarse a todas las razones de cambio en las ciencias naturales 
y sociales que se discutieron en la sección 3.7. Enseguida se dan unos cuantos ejemplos 
de esta idea: 


e Si V(t) es el volumen de agua en una represa, en el instante f, entonces su derivada 
V'(1) es la razón a la cual fluye el agua hacia esta, en el instante t. Por eso, 


[PV ar = V(e) = V() 


es el cambio en la cantidad de agua en el depósito entre los instantes £, y £,. 


e Si [C](£) es la concentración del producto de una reacción química en el instante t, 
entonces la rapidez de reacción es la derivada d[C] "Y dt. Así, 


La = [Cl(t,) — [Cl(+1) 


es el cambio en la concentración de C, desde el instante ti al instante t. 
e Si la masa de una varilla, medida desde el extremo izquierdo hasta un punto x, es 
m(x), entonces la densidad lineal es p(x) = m’ (x). Por lo que, 


Poco dx = m(b) — mía) 


es la masa del segmento de la varilla entre x = a y x = b. 


e Si la rapidez de crecimiento de una población es dn/ dt, entonces 


Pta d 
b de = n(t2) — nít,) 


es el cambio neto en la población durante el período desde 1, hasta £,. (La población 
aumenta cuando ocurren nacimientos y disminuye cuando tienen lugar algunas 
muertes. El cambio neto toma en cuenta tanto nacimientos como muertes.) 


e Si C(x) es el costo de producir x unidades de un artículo, entonces el costo margi- 
nal es la derivada C'(x). Por lo que 


LES dx = C(x2) — C(x) 


YX; 
es el incremento en el costo cuando la producción aumenta de x, unidades hasta x, 
unidades. 


e Si un objeto se mueve a lo largo de una línea recta con función de posición s(t), 
entonces su velocidad es v(t) = s'(t), por lo que 


(2) uo dt = s(ta) — s(t) 


es el cambio neto de la posición, o desplazamiento, de la partícula durante el 
período desde £, hasta £,. En la sección 5.1 se infirió que esto era verdadero para el 


FIGURA 3 


Para integrar el valor absoluto de v(t), 
use la propiedad 5 de las integrales de 
la sección 5.2 para dividir la integral 
en dos partes, una donde v(t) = 0 y 
otra donde v(t) > 0. 
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caso en que el objeto se mueve en la dirección positiva, pero ahora se ha demos- 
trado que siempre es verdadero. 


e Si quiere calcular la distancia recorrida durante el intervalo, tiene que con- 
siderar los intervalos cuando v(t) = 0 (la partícula se mueve hacia la dere- 
cha) y también los intervalos cuando v(t) < 0 (la partícula se mueve hacia la 


izquierda). En ambos casos la distancia se calcula al integrar |v(+)|, la rapidez. 
Por tanto, 
ft : E . 
(3) | | v(t) | dt = distancia total recorrida 
Jti 


En la figura 3 se muestra cómo interpretar el desplazamiento y la distancia reco- 
rrida en términos de las áreas bajo una curva de velocidad. 


desplazamiento = i v(t)dt = A, — Az + Az 


distancia = a lo(0|dr = As + Az + As 
e La aceleración del objeto es a(t) = v'(t), por lo que 
[Fato dr = vln) = oln) 
es el cambio en la velocidad, desde el instante 1, hasta el instante £,. 
EJEMPLO 6 Una partícula se mueve a lo largo de una recta de modo que su velocidad 
en el instante t es v(t) = Ê — t — 6 (medida en metros por segundo). 


(a) Encuentre el desplazamiento de la partícula durante el período 1 S + <= 4, 
(b) Determine la distancia recorrida durante este período. 


SOLUCIÓN 


(a) Por la ecuación 2, el desplazamiento es 


s(4) — s(1) = Ñ vÀ) dt = |: (?”-t-60 dt 


E i 9 
= |== 6t| =- 
3 2 i 2 


Esto significa que la partícula se desplaza 4.5 m hacia la izquierda. 

(b) Observe que v(t) = 4 — t — 6 = (t — 3)(t + 2) y, por eso, v(t) = O sobre el 
intervalo [1, 3] y v(t) = 0 en [3, 4]. Así que, a partir de la ecuación 3, la distancia 
recorrida es 


IN |v(® | dt = IN [—v(0)] dt + A v(t) dt 


l (£ +t+6)dt + | (1 — t -— 6)dt 


poop i o r Ñ 
== =P | om | S 


= — = 10.17 
6 m 
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FIGURA 4 


Una nota acerca de unidades 


5.4 EJERCICIOS 


EJEMPLO 7 En la figura 4 se muestra el consumo de energía eléctrica (potencia) en la 
ciudad de San Francisco un día del mes de septiembre (P se mide en megawatts y t en 
horas, a partir de la medianoche). Estime la energía que se utilizó ese día. 


PA 
800 


600 4 


> 
0 3 6 9 12 15 18 21 t 


Pacific Gas & Electric 


SOLUCIÓN La potencia es la razón de cambio de la energía: P(A) = E' (t). De modo 
que, por el teorema del cambio neto, 


[7 P(0) dt = [feo dt = E(Q4) — E(0) 


es la cantidad total de energía que se usó ese día. Haga una aproximación de la integral 
con la regla del punto medio con 12 subintervalos y Aż = 2: 


L 


(440 + 400 + 420 + 620 + 790 + 840 + 850 


+ 840 + 810 + 690 + 670 + 550)(2) 


15,840 


La energía usada fue aproximadamente de 15 840 megawatts-horas. E 


¿Cómo supo qué unidades usar para la energía en el ejemplo 7? La integral | 4 P(t) dt se 
define como el límite de las sumas de términos de la forma P(t*)At. Ahora P(t*) se mide 
en megawatts y Aż en horas, de modo que su producto se mide en megawatts-horas. Lo 
mismo es verdadero para el límite. En general, la unidad de medida para | j f(x) dx es el 
producto de la unidad para f(x) y la unidad para x. 


x ; ; E 2 A 2 
1-4 Verifique mediante derivación que cada una de las fórmulas 4. | 3 A PA s Gbx — 2a)(a + bx? + C 


siguientes es correcta. 


1. Í = dx= yx} + 1+C 
Xx 


dl 


2. | cos?x dx = 4x + } sen 2x + C 


3. | tan?x dx = tanx=x+C 


5-18 Obtenga las integrales indefinidas generales. 


5. f (x1? + 712%) dx 


6. Í Y dx 


7. Í (5 + 2x? +20) dx 
8. Í (us — 2u — u° + 2) du 
9. | vo? +2)? dv 

11. 


i 1 
12. | xX +1 +— dx 
x +1 


13. | (csc?t — 2e”) dt 


X 


f Leitz 


15. Í (2 + tan? 0) de 


17. Í Xa +5) dt 
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10. | Vt + 3t + 2) dt 
| 


efi+rY 
14. | =) dr 
J r 
16. | sec r (sec 1 + tan £) dt 


r sen 2x 
18. | 


X 
sen x 


19-20 Determine la integral indefinida general. Ilustre 
mediante una gráfica de varios miembros de la familia en la 


misma pantalla. 


19. f cos x + Lx) dx 
[osx +] 


20. EG — 2x?) dx 


21-46 Evalúe cada una de las integrales siguientes. 


21. N (6x? — 4x + 5) dx 
23. E (3 +30 — 1) dt 
3 
24. f (1 + 6w? — 10w") dw 
25. le (2x — 3)(4x? + 1) dx 
27. h (Se* + 3 sen x) dx 
r4 [| 4+ 6u 
29. i ( TA Ja 
ra 
31. l xl Yx + Yx) dx 


2Íx 2 
33. | A 
Ji 2 Xx 


35. A (œx! + 10%) dx 


37 W 1 + cos?0 
"do cos*0 


22. F (1 + 2x — 4x?) dx 


26. L (1 — X? dt 


mf 1 4 
28. | A da 
Ji y? x? 


30 f t j 
. a 

o 1 + p’ P 
32. R = 4 dy 


(7/4 
36. | secó tanó d0 
J0 
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pa sen 0 + sen 0 tan?0 


38. > d0 
Jo sec“ 
2 Ft r 2e* 
39. | dt 40. |” > 
yA J-10 senh x + cosh x 
fn dr a (1-1) 
a. [0 42. | E 
0 1 — y? J1 x 
at= 1 2 
a |" —d 44. ["|2x— 1) dx 
JO tt— 1 JO 
45. W (x — 2|x]|)dx 46. pp |sen x| dx 
FS 47. Use una gráfica para estimar las intersecciones con el eje x 


50. 


51. 


52. 


de la curva y = 1 — 2x — 5x*. Luego utilice esta informa- 
ción para estimar el área de la región que se encuentra bajo 
la curva y arriba del eje x. 


. Repita el ejercicio 47 para la curva y = (2 +1)! — x*. 


49. 


El área de la región que se encuentra a la derecha del 
eje y y a la izquierda de la parábola x = 2y — y? (el área 
sombreada de la figura) se expresa con la integral 

| A (2y — y?) dy. (Gire su cabeza en sentido de las maneci- 
llas del reloj y considere a la región que se encuentra bajo 
la curva x = 2y — y? de y = O a y = 2.) Encuentre el área 
de la región. 


Las fronteras de la región sombreada son el eje y, la recta 
y = 1 y la curva y = Vx. Encuentre el área de esta región 
escribiendo x como función de y e integrando respecto a 
esta última (como en el ejercicio 49). 


Si w'(t) es la rapidez de crecimiento de un niño en kilos por 
a 10 
año, ¿que representa | 5 WD dt? 


La corriente en un alambre se define como la derivada 
de la carga: I(t) = O'(t). (Véase el ejemplo 3.7.3.) ¿Qué 
representa p K(t) dt? 
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53. Si se fuga aceite de un tanque con una rapidez de r(t) galones 
por minuto en el instante £, ¿qué representa | P r(t) dt? 


54. Una población de abejas se inicia con 100 ejemplares y 
se incrementa a razón de n'(t) abejas por semana. ¿Qué 
representa 100 + Ue n'(t)dt? 


55. En la sección 4.7 se definió la función ingreso marginal R' (x) 
como la derivada de la función ingreso R(x), donde x es el 


2 : a (5000 
número de unidades vendidas. ¿Que representa | 9) R'(x) dx? 


56. Si f(x) es la pendiente de un sendero a una distancia 
de x kilómetros del principio de este, ¿qué representa 
BIG) dx? 

57. Si x se mide en metros y f(x) en newtons, ¿cuáles son las 


unidades para |, f(x) dx? 


58. Si las unidades para x son pies y las unidades para a(x) son 
libras por pie, ¿cuáles son las unidades para da/ dx? ¿Qué 
unidades tiene Bao dx? 


59-60 Se da la función velocidad (en metros por segundo) para 
una partícula que se mueve a lo largo de una recta. Encuentre 

(a) el desplazamiento, y (b) la distancia recorrida por la partícula 
durante el intervalo de tiempo dado. 


59. v(t =3t- 5, 0=1=<3 


60. vA =1?-21t-3, 2=<1=<4 


61-62 Se da la función aceleración (en m/ s?) y la velocidad 
inicial para una partícula que se desplaza a lo largo de una recta. 
Encuentre (a) la velocidad en el instante £ y (b) la distancia 
recorrida durante el intervalo de tiempo dado. 


61. a) =t+4, v(0)=5, 05710 
62. a) =21+3, v(0)=-4 0<1=<3 


63. Se da la densidad lineal de una varilla de longitud 4 m 


mediante p(x) = 9 + 2V/x medida en kilogramos por metro, 
donde x se mide en metros desde un extremo de la varilla. 
Encuentre la masa total de la varilla. 


64. Del fondo de un tanque de almacenamiento fluye agua con 
una rapidez de r(t) = 200 — 4t litros por minuto, donde 
0 = £ < 50. Encuentre la cantidad de agua que fluye del 
tanque durante los primeros 10 minutos. 


65. La velocidad de un automóvil se leyó en su velocímetro a 
intervalos de 10 segundos y se registró en una tabla. Use la 
regla del punto medio para estimar la distancia recorrida por 
el auto. 


t(s) | v(mi/h) t(s) | v(mi/h) 
0 0 60 56 
10 38 70 53 
20 52 80 50 
30 58 90 47 
40 55 100 45 
50 51 


66. Suponga que un volcán hace erupción y en la tabla se dan las 
lecturas de la cantidad de materiales sólidos expelidos hacia 
la atmósfera. El tiempo ź se mide en segundos y las unidades 
para r(t) son toneladas métricas por segundo. 


t 0 1 2 3 4 5 6 


r(t) 2 | 10 |24 |36 |46 | 54 |60 


(a) Dé estimaciones superiores e inferiores para la cantidad 
Q(6) de materiales expelidos una vez que transcurren seis 
segundos. 

(b) Use la regla del punto medio para estimar Q(6). 


67. El costo marginal de fabricar x metros de cierta tela es 
C(x) = 3 — 0.01x + 0.000006x? 


(en dólares por metro). Encuentre el incremento en el costo si 
el nivel de producción aumenta de 2000 a 4000 metros. 


68. Fluye agua hacia adentro y afuera de un tanque de 
almacenamiento. Se muestra una gráfica de la razón de 
cambio r(t) del volumen de agua que hay en el tanque, 
en litros por día. Si la cantidad de agua que contiene el 
tanque en el instante t = 0 es 25 000 L, use la regla del 
punto medio para estimar la cantidad de agua cuatro días 
después. 


rA 
2000 


1000 


—1000 


69. Se muestra la gráfica de la aceleración a(t) de un automóvil 
en m/ s’. Use la regla del punto medio para estimar el 
incremento en la velocidad del auto durante el intervalo de 
tiempo de seis segundos. 


a 
D | | 

HH 
8 — e S A e y O 

| | h 
FAA 

SEA IA 

0 P 4 6 t(segundos) 


70. El lago Lanier de Georgia, EE. UU., es un embalse creado 
por la Buford Dam en el río de Chattahoochee. La tabla 
muestra la tasa de entrada de agua, en pies cúbicos por 
segundo, medida cada mañana a las 7:30 por el Cuerpo de 
Ingenieros del Ejército de los EE. UU. Utilice la regla del 
punto medio para calcular la cantidad de agua que fluyó en el 


lago Lanier, del 18 de julio de 2013, a las 7:30 al 26 de julio a 


las 7:30 AM. 
Tasa de entrada 
Día (pies? i s) 
Julio 18 5275 
Julio 19 6401 
Julio 20 2554 
Julio 21 4249 
Julio 22 3016 
Julio 23 3821 
Julio 24 2462 
Julio 25 2628 
Julio 26 3003 


71. Una población de bacterias es de 4000 al tiempo £ = 0 y su 
rapidez de crecimiento es 1000 - 2' bacterias por hora después 
de £ horas. ¿Cuál es la población después de una hora? 


72. La figura siguiente muestra la gráfica del tráfico sobre un 
proveedor de servicios de internet en línea de datos T1 desde 
la medianoche hasta las 8:00 AM. D corresponde a los datos 
transmitidos, medidos en megabits por segundo. Utilice la 
regla del punto medio para estimar la cantidad total de datos 


transmitidos durante ese período. 


Fa 


DA 
0.8 
Po 
0.4 
N/l 
0 2 4 


73. En la gráfica se muestra el consumo de energía en la provincia 
de Ontario, Canadá, para el 9 de diciembre de 2004 (P se mide 
en megawatts; t se mide en horas, comenzando a medianoche). 


> 
6 8 1t(horas) 


PROYECTO DE REDACCIÓN Newton, Leibniz y la invención del cálculo 
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Usando el hecho de que la potencia es la rapidez de cambio de 
la energía, estime la energía utilizada en ese día. 


PK 


22 000 


a 
20 000 Ma jas 


Pi 


18 000 


el 


16 000 


0 3 6 9 12 15 


Independent 


18 


> 
t 


21 


Electricity Market Operator 


74. El 7 de mayo de 1992 el trasbordador espacial Endeavour 
fue lanzado en la misión STS-49, cuya finalidad fue instalar 
un nuevo motor de impulso en el perigeo en un satélite 
Intelsat de comunicaciones. En la tabla se dan los datos de 
la velocidad del trasbordador entre el despegue y el despren- 
dimiento de los cohetes auxiliares de combustible sólido. 
(a) Use una calculadora graficadora o una computadora para 

modelar estos datos con un polinomio de tercer grado. 
(b) Use el modelo del inciso (a) para estimar la altura 
alcanzada por el Endeavour, 125 segundos después del 


despegue. 
Tiempo | Velocidad 

Evento 

(s) (m/s) 
Lanzamiento 0 0 
Inicio de la maniobra de giro alrededor 10 564 
del eje 
Fin de la maniobra de giro alrededor 15 972 
del eje 
Acelerador a 89% 20 136.2 
Acelerador a 67% 32 226.2 
Acelerador a 104% 59 403.9 
Presión dinámica máxima 62 440.4 
Separación del cohete auxiliar de 
combustible sólido 125 1265.2 


PROYECTO DE REDACCIÓN NEWTON, LEIBNIZ Y LA INVENCIÓN DEL CÁLCULO 


Algunas veces se lee que los inventores del cálculo fueron Sir Isaac Newton (1642-1727) y 
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Pero las ideas básicas detrás de la integración fueron 
investigadas hace 2500 años por los antiguos griegos, como Eudoxo y Arquímedes, y Pierre 
Fermat (1601-1665), Isaac Barrow, (1630-1677) y otros fueron los pioneros en hallar rectas 
tangentes. Barrow, el profesor de Newton en Cambridge, fue el primero en comprender la 
relación inversa entre la derivación y la integración. Lo que Newton y Leibniz hicieron fue usar 
esta relación, en la forma del teorema fundamental del cálculo, para convertir este último en una 
disciplina matemática sistemática. En este sentido es que se da a Newton y Leibniz el crédito por 


la invención del cálculo. 


Lea acerca de las colaboraciones de estos hombres en una o más de las referencias que se 
proporcionan en las referencias y escriba un informe sobre uno de los tres temas siguientes. 
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Puede incluir detalles biográficos, pero el reporte debe concentrarse en una descripción, con 
cierto detalle, de los métodos y notaciones. En particular, consulte uno de los libros de consulta, 
en los cuales se dan extractos de las publicaciones originales de Newton y Leibniz, traducidas del 
latín al inglés. 


e El papel de Newton en el desarrollo del cálculo. 
e El papel de Leibniz en el desarrollo del cálculo. 


e La controversia entre los seguidores de Newton y los de Leibniz sobre la prioridad en la 
invención del cálculo. 


Referencias 


1. Carl Boyer y Uta Merzbach, A History of Mathematics, Nueva York: John Wiley, 1987, 
capítulo 19. 


2. Carl Boyer, The History of the Calculus and Its Conceptual Development, Nueva York: 
Dover, 1959, capítulo V. 


3. C. H. Edwards, The Historical Development of the Calculus, Nueva York: Springer-Verlag, 
1979, capítulos 8 y 9. 


4. Howard Eves, An Introduction to the History of Mathematics, 6a. ed., Nueva York: 
Saunders, 1990, capítulo 11. 


5. C. C. Gillispie, ed., Dictionary of Scientific Biography, Nueva York: Scribner”s, 1974. Véase 
el artículo sobre Leibniz escrito por Joseph Hofmann, en el volumen VII, y el artículo sobre 
Newton escrito por I. B. Cohen, en el volumen X. 


6. Victor Katz, A History of Mathematics: An Introduction, Nueva York: Harper-Coffins, 1993, 
capítulo 12. 


7. Morris Kline, Mathematical Thought from Ancient to Modern Times, Nueva York: Oxford 
University Press, 1972, capítulo 17. 


Libros de consulta 


1. John Fauvel y Jeremy Gray, eds., The History of Mathematics: A Reader, Londres: 
MacMillan Press, 1987 capítulos 12 y 13. 


2. D. E. Smith, ed., A Sourcebook in Mathematics, New York: Dover, 1959, capítulo v. 


3. D. J. Struik, ed., A Sourcebook in Mathematics, 1200-1800, Princeton, N. J.: Princeton 
University Press, 1969; capítulo v. 


5.5 Regla de sustitución 


En la sección 3.10 se definieron 
las diferenciales. Si u = f(x), 
entonces 


du = f'(x)dx 


En 


Debido a la existencia del teorema fundamental, es importante disponer de técnicas para 
hallar antiderivadas. Pero nuestras fórmulas de antiderivacion no indican cómo evaluar 
integrales como 


11) | 2x4 1 + x? dx 


Para determinar esta integral, use la estrategia para la resolución de problemas de intro- 
ducir algo extra. En este caso, el “algo extra” es una nueva variable; cambie de una 
variable x a una variable u. Suponga que deja que u sea el radicando de la integral en (1), 
u = 1 + x. Entonces la diferencial de u es du = 2x dx. Observe que si la dx en la notación 


SECCIÓN 5.5 Regla de sustitución 413 


para una integral se interpretará como una diferencial, entonces en (1) debe tenerse la 
diferencial 2x dx, por lo que, desde un punto de vista formal y sin justificar este cálculo, 
podría escribir 


(2) Pa TE dx = | VTF x? 2xdx = | Vu du 
= 2? +C= 2(1 + xy +C 


Pero ahora puede verificar que tiene la respuesta correcta aplicando la regla de la cadena 
para derivar la función final de la ecuación 2: 


d 


e 0 +x) +C]=2-41 +1) 2x = 2x1 F 
al 503 


En general, este método funciona siempre que se tiene una integral que pueda escri- 
birse en la forma f| f(g(x)) g'(x) dx. Observe que si F' = f, entonces 


G) EN dx = F) + C 
porque, por la regla de la cadena, 
A] FAN I 


Si hace el “cambio de variable” o la “sustitución” u = g(x), entonces, a partir de la 
ecuación 3, tiene 


Í Fo) g'(x) dx = Flg() + C = Flu) + C = f F'(u) du 
o, si se escribe F’ = f se obtiene 
J AOO) dx = | fu) du 


Por tanto, se ha probado la regla siguiente: 


[4] Regla de sustitución Si u = g(x) es una función derivable cuyo rango es un 
intervalo / y f es continua sobre /, entonces 


[range dx = | f) du 


Observe que la regla de sustitución para la integración se demostró aplicando la regla 
de la cadena para la derivación. También observe que, si u = g(x), entonces du = g'(x)dx, 
por lo que una manera de recordar la regla de sustitución es pensar en dx y du de (4) 
como diferenciales. 

Por lo que la regla de sustitución establece: es permitido operar con dx y du después 
de los signos de integral como si fueran diferenciales. 


EJEMPLO 1 Encuentre | x° cos(x* + 2) dx. 


SOLUCIÓN Haga la sustitución u = x* + 2 porque su diferencial es du = 4x* dx, la 
cual, aparte del factor constante 4, aparece en la integral. Por lo que, con x? dx = 1 du 
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Compruebe derivando la respuesta. 


y la regla de sustitución, se tiene 


| x cos(x* + 2) dx = | cos u-idu=] | cos u du 


v y 


=¿senu +C 
= ¿sen(x* + 2) + C 
Observe que en la etapa final tuvo que regresar a la variable original x. E 


La idea detrás de la regla de sustitución es reemplazar una integral relativamente 
complicada por una más sencilla. Esto se lleva a cabo pasando de la variable original x a 
una nueva variable u que sea función de x. Así, en el ejemplo 1 se reemplazó la integral 
| xX cos(x* + 2) dx con la integral más sencilla I | cos u du. 

El reto principal en la aplicación de la regla de sustitución es pensar en una sustitu- 
ción apropiada. Procure elegir u como alguna función en el integrando cuya diferencial 
también este presente (excepto por un factor constante). Este fue el caso en el ejemplo 1. 
Si no es posible, escoja u como alguna parte complicada del integrando (tal vez la 
función interna de una función compuesta). Encuentre que la sustitución tiene algo de 
arte. No es raro que la conjetura sea errónea; si su primera sustitución no funciona, 
intente con otra. 


EJEMPLO 2 Evalúe f V2x + 1 dx. 


SOLUCIÓN 1 Sea u = 2x + 1. Entonces du = 2 dx, de modo que dx = idu. De esta 
forma, la regla de sustitución da 


N= 


[VETT a = | Ju -bdu = 


1 u” iaz 
=3 37 +C=3uP+C 


| u'” du 


y 


= į(2x + 192 +C 


SOLUCIÓN 2 Otra posible sustitución es u = V2x + 1. Entonces 


d n 1 dx= 2x + 1du=ud 
u = === por lo que x = 42x u = udu 
Y2x + 1 


(U, observe que u? = 2x + 1, por lo que 2u du = 2 dx. Por tanto, 


V2x + 1 dx= a - udu = u? du 
| | 


3 


== +O=30x + +0 a 
x 
EJEMPLO 3 Encuentre | —=== dx. 
Y y1- 4x 
SOLUCIÓN Sea u = 1 — 4x?. Entonces du = —8x dx, de manera que x dx = -i du y 
Ñ x ifi E 
| MP dx s] de du s] u du 


Styuart A rt a 


FIGURA 1 
fa) = 


A 
JI- A 
ga) = | fœ dx = 


-3v1 — 4? 
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La respuesta para el ejemplo 3 puede comprobarse por derivación; pero, en lugar de 
ello, hágalo de manera visual con una gráfica. En la figura 1 se usó una computadora 


para trazar las gráficas del integrando f(x) = x/y1 — 4x? y de su integral indefinida 


g(x) = -4 1 — 4x? (tomando el caso C = 0). Observe que g(x) decrece cuando f(x) es 
negativa, crece cuando f(x) es positiva y tiene su valor mínimo cuando f(x) = 0. De 
modo que parece razonable, a partir de la evidencia gráfica, que g sea una antiderivada 
de f. 


EJEMPLO 4 Calcule | e* dx. 
SOLUCIÓN Si hace u = 5x, entonces du = 5 dx, de modo que dx = t du. Por tanto, 
| e™dx = $ | e"du = $e" + C=le* + C a 
NOTA Con cierta experiencia, podría evaluar integrales como los ejemplos 1-4 
sin pasar por la molestia de hacer una sustitución explícita. Reconociendo el patrón en 
la ecuación 3, donde el integrando en el lado izquierdo es el producto de la derivada 
de una función externa y la derivada de la función interna, podría trabajar el ejemplo 1 


como sigue: 


| x? cos(x + 2) dx = | cosíx* + 2) -x° dx=} | cosíx* + 2) - (4x%) dx 
rf 4 da 1 4 
=} | cos(x +2): 6 + 2) dx =¿sen(x* + 2) + C 

J Xx 

Del mismo modo, la solución para el ejemplo 4 se podría expresar como: 
a a - d 

e* dx = z | 5e® dx =] | — (e®™) dx = te™ + C 
J J “J dk a 


El ejemplo siguiente, sin embargo, es más complicado y es aconsejable una sustitución 
explícita. 


EJEMPLO 5 Determine | JI Fx dx. 


SOLUCIÓN Una sustitución apropiada es más evidente si factoriza x? como x* - x. Sea 
u = 1 + x. Entonces du = 2x dx, por lo que x dx = 3 du. También x? = u — 1, por lo 
que x* = (u — 1): 


[vI + x? xý dx = Py + 1? x*-xdx 
= | yu (u - 1) - ¿du = z | Ya e — 2u + 1) du 


| (u5? — 24% + u'?) du 


N= 
e 


3 


= 0? =D su? + Zu?) +C 


=H1 +92 - i + 102 + 5(1 + 129 +C a 


EJEMPLO 6 Calcule | tan xdx. 


SOLUCIÓN En primer lugar, escriba la tangente en términos de seno y coseno: 


r r sen x 
| tan xdx = | —— 
J J cosx 
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Esta regla dice que, cuando se usa una 
sustitución en una integral definida, 

se debe poner todo en términos de la 
nueva variable u, no solo x y dx, sino 
también los límites de integración. Los 
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Integrales 


Esto sugiere que debe sustituir u = cos x, ya que du = —sen x dx y, así, sen x dx = —du: 
r r sen x e 1 
| tan xdx= | dx= -| du 
J J cosx Ju 
= —ln |u| + C = —In|cosx| + C E 


Puesto que —In | cos x | = In(] cos x |7 = In(1/] cos x |) = In sec x , el resultado del 
ejemplo 6 también se puede escribir como 


[5] [ tan xdx = In|sec x| + C 


E integrales definidas 


Cuando se evalúa una integral definida por sustitución, pueden aplicarse dos métodos. 
Un método es evaluar primero la integral indefinida y, luego utilizar el teorema funda- 
mental. Por ejemplo, si se usa el resultado del ejemplo 2, se tiene 


M , , 
[+1 ax= | /2 +1 ax], 
=3(Qx + 1 a] = 1 (92 — (139 
= EX y], = 3(9) 30) 
= (211) =+ 


El otro método, que suele ser preferible, es cambiar los límites de integración cuando se 
cambia la variable. 


[6] Regla de sustitución para integrales definidas Si g' es continua sobre [a, b] 
y f es continua sobre el rango de u = g(x), entonces 


rb b 
nuevos límites de integración son los | f(g(x)) g'(x) dx = pe (u) du 


valores de u que corresponden a x = a 
yx=b. 


DEMOSTRACIÓN Sea F una antiderivada de f. Entonces, por (3), F(g(x)) es una antide- 
rivada de f(g(0))g'(x), de modo que, de acuerdo con la parte 2 del teorema fundamental, 
se tiene 


Pra dx = F) |;= FUO) — Figa) 


Pero, si se aplica el TFC2 una segunda vez, también se tiene 


[1% fe) du = Folio = FUD) = FA) i 


EJEMPLO 7 Evalúe IN V2x + 1 dx usando (6). 


SOLUCIÓN Si usa la sustitución a partir de la solución 1 del ejemplo 2, se tiene 
u =2x + l ydx = 5 du. Para encontrar los nuevos límites de integración, observe que 


cuando x = 0, u = 2(0)+1=1 y cuando x = 4, u = 2(4) + 1=9 


La integral dada en el ejemplo 8 es 
una abreviación para 


2 1 
| BG- s A 


Puesto que la función f(x) = (In x)/. xX 
en el ejemplo 9 es positiva para x > 1, 
la integral representa el área de la 
región sombreada en la figura 2. 


YA 


0.5 7 lnx 


0 1 e 
FIGURA 2 
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Por tanto, 
w A O 
| V2x + Tdx= | 1 Ju du 
Jo NS 


1; 
2 


pez (99 1⁄2) — 2 


Observe que al usar (6) no se regresa a la variable x después de integrar. Sencillamente 
evalúe la expresión en u en los valores apropiados de u. E 


dx 


EJEMPLO 8 Evalúe N == 
Y = JA 


SOLUCIÓN Sea u = 3 — 5x. Entonces du = —5 dx, de modo que dx = -i du. Cuando 
x= l, u = —2 y cuando x = 2, u = —7. Por lo que 


dx 1 pd 
j (3 L 5 ls 2 


-7 -7 
o 1 1j 1 
5 u |> Sujo 


EJEMPLO 9 Calcule | WE 
Xx 


e 
Jl 


SOLUCIÓN Sea u = ln x porque su diferencial du = dx/ x se presenta en la integral. 
Cuando x = 1, u = In 1 = 0; cuando x = e, u = In e = 1. Por lo que 


1 


elnx 1 u? 1 
(Tax = | udu = == E 
Ji x JO 2 Ñ 2 


E Simetría 


En el teorema siguiente se usa la regla de sustitución para las integrales definidas (6) 
para simplificar el cálculo de integrales de funciones que tienen propiedades de simetría. 


Integrales de funciones simétricas Suponga que f es continua en [—a, a]. 
(a) Si es par [f(—x) = fŒ], entonces |, fœ dx = 2 [f(x dx. 
(b) Si es impar [f(—x) = —f(x)], entonces a f(x)dx = 0. 


DEMOSTRACIÓN Separe la integral en dos: 


Pp f(x)dx = F f(x)dx + K f(x)dx = a f(x)dx + fi (x) dx 
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En la primera integral del extremo derecho haga la sustitución u = —x. Entonces 
du = —dx, y cuando x = —a, u = a. Por tanto, 


-| Fw dx = ir u) (—du) = | f(=u) du 


a 
YO 


con lo que la ecuación 8 resulta 


á g [f f(x)dx = (rw du + MO dx 
(a) Si f es par, entonces f(—u) = f(u), por lo que la ecuación 9 da 
E 0 | e x a Pa a a 
La sa | f(x)dx = | Flu) du + | f(x)dx = 2f f(x)dx 
(a) f par, |” fo) dx=2 | fo ar se 0 se i 
(b) Si f es impar, entonces f(—u) = — f(u), por lo que la ecuación 9 da 
Pro dx= — WO du + MO dx=0 a 
i La figura 3 ilustra el teorema 7. Para el caso en que f es positiva y par, el inciso (a) 
E dice que el área bajo y = f(x) desde —a a a es el doble del área de O a a, debido a la 
(b) f impar, J f(x)dx=0 simetría. Recuerde que una integral Ë f(x) dx se puede expresar como el área arriba del 
eje x y bajo y = f(x) menos el área bajo el eje x y arriba de la curva. Por esto, en el inciso (b) 
FIGURA 3 se evidencia que el área es 0 porque las áreas se eliminan. 
EJEMPLO 10 Ya que f(x) = x* + 1 satisface f(—x) = f(x), es par y, por lo que, 
l a+ axr=2 i (x + 1) dx 
= afix + 1), = 22 + 2) = 2 m 
EJEMPLO 11 Ya que f(x) = (tan x»/0 + 12 + x’) satisface f(—x) = — f(x), es impar 
y, entonces, 
1 tan x 
| 5 7 dx=0 E 
RARA 
5.5 EJERCICIOS 
1-6 Evalúe cada una de las integrales siguientes efectuando la 6. | VE +1dt u=2t+1 
sustitución dada. E í 
1. f cos 2xdx, u= 2x 
` 7-48 Evalúe cada una de las integrales indefinidas siguientes. 
2. f xe dx, u = —x? : > . 
d 7, | x/1 = x dx 8. | x'e” dx 
3. eya +ldx u=x"+1 
" 9. | Gx — 2)” dx 10. | sens /1 + cost dt 
4. | sen?9 cos d0, u= sen0 i ` 
P 11. Í cos(71/2) dt 12. | sec? 20 de 
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13. | sen medi 14. [ya y Y ay 55. | JT + 7x dx 56. [2 
0 Jo 5x +1 
-5r t 27/3 3 
15. da 0 sen 0 d0 16. Í e” dr 57. IN gi es t 58. E esc? (4r) dt 
sen yx 
17. 18. —— d, 2 
ep (t= T l Vx $ 59. pa dx 60. | xe ax 
X. YO 
a + bx? e z 
13; <= Jax + bx? Epe 20. | z? +1 dz 61. io n + xf tan x) dx 62. p cos x sen(sen x) dx 
(In Va d. a 
21. Ja 22. f sen x sen (cos x) dx 63. Mera 64. i ela 12 dx 
Jo 3 2 J 
4 a m3 
23. fe cos 8 sen 0 dO 24. E x +2 dx 65. i xvx? +a? dx (a>0) 66. La x*sen x dx 
25. fe VI+ er 26. | qe (a = 0) 2 1/2 sen lx 
Jax+b 67. | lyx = 1dx 68. k a”? 
J G N 
27. + 1)? + 3x) dx 28. | e sen tdt a dx 
K x? Jr x) | 69. | haz 70. | (œ — Der" dx 
Je xy/Inx v 
sec”x 
29. | 5' sen(5') dt 30. ( Zar afin rz 
J tanóx 71. f - dz 72. | “sen(27t/T — a) dt 
2 e Tz J 
ctia 3 
me 32. | dx de 
xl +4 73 f 
. + 4 
r >» cos(1r/x) o (1 + yx) 
33. | cos(1 + 51) dt 34. | E. dx 
x 
a 2! 74. Verifique que f(x) = sen Vx es una función impar y utilice 
35. | vcot x cscóx dx 36. Í 743 dt este hecho para demostrar que 
, dt 0s f? sen/xdx= 1 
37. | senh”x cosh x dx 38. Í IFI S 
cos” t e O: : 
= FS 75-76 Utilice una gráfica para dar una estimación aproximada 
2; a o, f l 
39. Í sen E 40. f seire cosidi del área de la región que se encuentra bajo la curva dada. Luego 
1 + cosx encuentre el área exacta. 
s(In £ = 
41. | cotx dx 42. p ) dt 75. y= y2x+1, 0Sx=1 
$ j f 76. y = 2 sen x — sen 2x, OS xS r 
aja 44. Ja 7 dx 
ui x . Evalúe |, (x + — x? dx expresándola como una suma 
VI = x? sen 'x £ 77. Evalúe [?, (x + 3) y4 Lx expresándol 
e dos integrales e interprete una de ellas en términos de un 
E: de dos integrales e interp. de ell érminos d 
x 5 j 
45. ip dx 46. ¡EE + x dx area. 
x f 
78. Evalúe f xy 1 — x* dx haciendo una sustitución e interprete 
47. ¡ES + 5) dx 48. f Ae Eidg la integral resultante en términos de un área. 


79. ¿Cuáles de las áreas siguientes son iguales? ¿Por qué? 


49-52 Evalúe cada una de las integrales indefinidas siguientes. 
Tlustre y compruebe que su respuesta sea razonable, dibujando la 
función y su antiderivada (tome C = 0). 


49. Í x(x? — 1) dx 50. Í tan?ð sec?0 de 


51. f ez sen x dx 52. f sen x cosx dx y 


y=e®"* sen 2x 


53-73 Evalúe cada una de las integrales definidas siguientes. 


53. i cos(7t/2) dt 54. y Bt — DU dt 
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80. 


81. 


82. 


83. 


84. 


85. 


86. 
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Un modelo de rapidez del metabolismo basal, en kcal/h de 
un hombre joven es R(t) = 85 — 0.18 cos (1/12), donde 

t es el tiempo en horas a partir de las 5:00 AM. ¿Cuál es el 
metabolismo basal total de este hombre, O) dt, en un 
período de 24 horas? 


Un tanque de almacenamiento de petróleo se rompe en 

t = 0, y el petróleo se fuga del tanque con una rapidez de 

r(t) = 100e7%* litros por minuto. ¿Cuánto petróleo se escapa 
durante la primera hora? 


Una población de bacterias inicia con 400 y crece con 
una rapidez de r(t) = (450.268)e! 127 bacterias por hora. 
¿Cuántas habrá después de tres horas? 


La respiración es cíclica y un ciclo respiratorio completo, 
desde el principio de la inhalación hasta el final de la exha- 
lación, requiere alrededor de 5 s. El gasto máximo de aire 
que entra en los pulmones es de más o menos 0.5 L/ s. Esto 
explica en parte por qué a menudo se ha usado la función 
f= 3 sen(2711/ 5) para modelar el gasto de aire hacia los 
pulmones. Úsela para determinar el volumen de aire inhalado 
en los pulmones en el tiempo t. 


La tasa de crecimiento de una población de peces fue 
modelada por la ecuación 


60 000e 0% 


CO = TF sey 


donde ż se mide en años y G en kilogramos por año. Si la 
biomasa era de 25 000 kg en el año 2000, ¿cuál es la biomasa 
prevista para el año 2020? 


El tratamiento de diálisis elimina urea y otros productos de 
desecho de la sangre de un paciente desviando el flujo de 
sangre desde el exterior a través de una máquina llamada 
dializador. La tasa a la que se elimina urea de la sangre (en 
mg/ min) está con frecuencia bien descrita por la ecuación 


r 
ult) = yV Cje™ 


donde r es la tasa de flujo de sangre a través del dializador 
(en mL/ min), V es el volumen de sangre (en mL) del paciente 
y C, es la cantidad de urea en la sangre (en mg) al tiempo 

2 . (30 A P 
t = 0. Evalúe la integral |, u(f) dt e interprétela. 


Alabama Instruments Company ha montado una línea de 
producción para fabricar una calculadora nueva. El índice de 
producción de estas calculadoras después de f semanas es 


dx 100 
— = 50001 1 


PP = TELER calculadoras/semana 
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88. 


89. 
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91. 


92. 


93. 


94. 


(Observe que la producción se aproxima a 5000 por semana a 
medida que avanza el tiempo, pero que la producción inicial 
es más baja debido a que los trabajadores no están familiari- 
zados con las nuevas técnicas.) Encuentre la cantidad de cal- 
culadoras producidas desde el principio de la tercera semana 
hasta el final de la cuarta. 


Si f es continua y Ni (x) dx = 10, encuentre [7 (2x) dx. 
Si f es continua y ki (x) dx = 4, encuentre N xf (2?) dx. 
Si f es continua en R, demuestre que 


Pr) dx = Fort) dx 
Ja Y—b 
Para el caso donde f(x) > 0 y O < a < b, dibuje un diagrama 
para interpretar geométricamente esta ecuación como una 
igualdad de áreas. 


Si f es continua en R, demuestre que 


MIE + Cc) dx = 


pa f(x)dx 


va+e 


Para el caso donde f(x) = 0, dibuje un diagrama para inter- 
pretar geométricamente esta ecuación como una igualdad de 
áreas. 


Si a y b son números positivos, demuestre que 


E 


x)“ dx 


| x“(1 — x)’ dx | 


J0 


x 


Si f es continua sobre [0, 7], utilice la sustitución u = 77 — x 
para demostrar que 


i xf (sen x) dx = F f7 Flen x) dx 


Mediante el ejercicio 92, calcule la integral 
(7 xsen x 
C 


—~ dx 
Jo T +cosóx 


(a) Si f es continua, demuestre que 


i P (cos x) dx = i ? F(sen x) dx 


(7/2 3 
(b) Utilice el inciso (a) para evaluar | o “os xdx y 
7 2 


Š sex dx. 
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EJ] reraso 


VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS Las respuestas a la verificación de conceptos se encuentran en las páginas finales del libro. 
1. (a) Escriba una expresión para una suma de Riemann de una (b) Si r(í) es la rapidez con la que el agua fluye hacia un 
función f. Explique el significado de la notación que use. depósito, ¿qué representa fi v(t) dt? 


(b) Si f(x) > O, ¿cuál es la interpretación geométrica de una 
suma de Riemann? Ilustre su respuesta con un diagrama. 

(c) Si f(x) toma tanto valores positivos como negativos, ¿cuál 
es la interpretación geométrica de una suma de Riemann? 
Ilustre su respuesta con un diagrama. (a) ¿Cuál es el significado de a v(t) dt? 


6. Suponga que una partícula se mueve hacia adelante y hacia 
atrás a lo largo de una recta con una velocidad v(t), medida en 
metros por segundo, y una aceleración a(t). 


2. (a) Escriba la definición de la integral definida de una (b) ¿Cuál es el significado de a 


función continua, de a a b. 


WA) | dt? 


(12 


(c) ¿Cuál es el significado de les a(t) dt? 


(b) ¿Cuál es la interpretación geométrica de IN fŒ) dx si 
f(x) > 0? 

(c) ¿Cuál es la interpretación geométrica de i fŒ) dx si 
f(x) toma valores tanto positivos como negativos? 
Tlustre su respuesta con un diagrama. 


7. (a) Explique el significado de la integral indefinida i] fx) dx. 


(b) ¿Cuál es la relación entre la integral definida È F60) dx y 
la integral indefinida i] fŒ) dx? 


3. Enuncie la regla del punto medio. 8. Explique con exactitud qué significa el CODA la 
derivación y la integración son procesos inversos. 

4. Enuncie las dos partes del teorema fundamental del cálculo. . E LS - 

9. Enuncie la regla de sustitución. En la práctica, ¿cómo puede 


5. (a) Enuncie el teorema del cambio neto. usarla? 


EXAMEN VERDADERO-FALSO 


Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero 7. Si f y g son continuas y f(x) > g(x) para a S x <S b, entonces 
explique por qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo que só b 
refute el enunciado. I f(x)dx > Ñ g(x) dx 

1. Si f y g son continuas en [a, b], entonces 8. Si f y g son derivables y f(x) > g(x) para a < x < b, entonces 


Fœ > g'(x) paraa < x < b. 
[e fb b 
PICO + ada = [69 ax + [960 ax E 
(+ 6x 
1 


2. Si f y g son continuas en [a, b], entonces 
10. Ñ (ax? + bx + c)dx=2 f (ax? + c) dx 
= YO 


(b Cb (b 
| [f(g(x)] dx = (1 f(x)dx ) (i g(x) ax) 11. Toda función continua tiene derivada. 


12. Toda función continua tiene antiderivada. 


3. Si f es continua en [a, b], entonces "27 SEN x 3r SEN x "27 SEN X 
13. | dx | dx 4 | dx 


Jr XxX Jr xX Jir X 


Mb Mb 
Sf(x) dx = 5 x) d: : 
l S) l, P 14. Si Ís f(x) dx = 0, entonces f(x) = 0 para0 S x < 1. 


4. Si f es continua en [a, b], entonces 15. Si f es continua en [a, b], entonces 
(o rb d | re 
| xf(x)dx =x | f(x)dx | Fo) ax) = f(x) 
Ja Ja X \va 


16. i (x — x°) dx representa el área bajo la curva y = x — x 


5. Si f es continua en [a, b] y f(x) => 0, entonces 
de 0 a2. 


4 Fa) dx = [iro dx 17. J -rdx = = 


18. Si f tiene una discontinuidad en 0, entonces Es fœ) dx no 
)-£0). existe. 


W 


6. Si f' es continua en [1, 3], entonces ro dv =f( 
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EJERCICIOS 
1. Utilice la gráfica dada de f para hallar la suma de Riemann 7. En la figura siguiente se muestran las gráficas de f, f”, y 
con seis subintervalos. Tome los puntos muestra como E F(D dt. Identifique cada gráfica y explique el porqué de su 
(a) los puntos finales derechos y (b) los puntos medios. elección. 
En cada caso dibuje un diagrama y explique que representa 
la suma de Riemann. VA 


= 
> 
a 


8. Evalúe: 


1 d arctan x je. d pl arctan x r 
(a) f FF (e ) dx (b) he dx 
2. (a) Evalúe la suma de Riemann para dor 
(c) E | pana dt 
foO=xY*=x 0sx=<2 gs 
9. La gráfica de f consiste de los tres segmentos de recta que 


con cuatro subintervalos; tomando los puntos finales se muestran. Si g(x) = F F(0) dt determine g(4) y g'(4). 


derechos como puntos muestra. Con ayuda de un dia- 
grama explique qué representa la suma de Riemann. 

(b) Utilice la definición de integral definida (con los 
puntos finales derechos) para calcular el valor de la 
integral 


| (x? — x) dx 
0 


(c) Utilice el teorema fundamental para comprobar su 


respuesta al inciso (b). 10. Si f es la función del ejercicio 9, determine g”(4). 
(d) Dibuje un diagrama para explicar el significado geomé- 
trico de la integral del inciso (b). 11-40 Evalúe la integral, si existe. 
. Evalú p2 p r 
ea 11. |? (8x + 3x?) dx 12. [7 (xt — 8x +7) dx 
Jl YO 
ra 
x+yl-=x*)dx r e 
k l ) 13. p (1 — x°) dx 14. | (1 — x? dx 
interpretándola en términos de áreas. E 
E = 1 4 2 
4. Exprese 15. Ji A 7 du 16. f (Yu + 1) du 
- 17. | yO? + Dd 18. [yT Fy dy 
lím Y sen x; Ax Y y Ej? y” ay 
n=>2 j=] 
. . . (3 dr 1 
como una integral definida sobre el intervalo [0, 77] y evalúe 19. M TIF 20. l sen(371) dt 
la integral. e ` 
La En e Ds š 1 senx 
5. Si |, f(x) dx = 12 y |g f(x) dx = 5, encuentre |, f(x) dx. 21. l v? cos(v”) dv 22. B EFE dx 
Ed 6. (a) Escriba N (x + 2x°) dx como un límite de sumas de à v ye 
Riemann, tomando los puntos finales derechos como 23. | me, EUA dt 24. | Ire” dx 
los puntos muestra. Utilice un sistema algebraico “=7/4 2 + cost si G 
computacional para evaluar la suma y calcular el límite. 2 
(b) Use el teorema fundamental para comprobar la respues- 25. | L- =) ür 26. [” i 4 dx 
ta al inciso (a). xX E 


59 f x+2 y Sel esc?x 
| —== dx | dx 
J más + cotx 
29. | sen mt cos mt dt 30. | sen x cos(cos x) dx 
-e + sen(ln x 
31. (a 32. | AA 
i ig K 
33. | tan x In(cos x) dx 34. | == dx 
| ( ) | yl — y? 
S g . 
35. | Ea 36. | senh(1 + 4x) dx 
R t Way > 
37. | Sece tano, 38. | ds (1 + tan 1? sec? dt 
1 + secó Jo 
39. ["|x?- 4] ax 40. [| Vx- 1|ax 


41-42 Evalúe la integral indefinida. Ilustre y compruebe que 
su respuesta es razonable trazando las gráficas de la función y 
de su antiderivada (tome C = 0). 


3 


LS 
41. 42. | Tai? 


r cos x 
| dx 


J yl +senx 


43. Use una gráfica para dar una estimación aproximada 
del área de la región que se encuentra bajo la curva 


y= xVx, 0 < x < 4. Luego, encuentre el área exacta. 


44. Grafique la función f(x) = cos?x sen x y use esa gráfica 
para inferir el valor de la integral le fœ) dx. Después, 
evalúe la integral para confirmar su conjetura. 


45-50 Encuentre la derivada de la función. 


Px f a 

45. F(x) = | EF: dt 46. F(x) = [Vi sent dt 
tés [sen x 1 = r 

47. g(x) = í: cos(t°) dt 48. g(x) = | LP dt 


50. y = A sení1*) dt 


51-52 Mediante la propiedad 8 de las integrales, estime el 
valor de cada una de las integrales siguientes. 


51. NE +3 dx 52. [7 dx 
J F E 


53-56 Utilice las propiedades de las integrales para verificar 
la desigualdad. 
1 i sen x — y2 


= 54. dx <= — 
3 


ri 
53. | x’ cos xdx S 
Jo Jaa x 2 


55. k e“`cosxdxSse— 1 56. f xsenTlx dx < 7/4 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 
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Use la regla del punto medio con n = 6 para obtener un 
. (3 
valor aproximado de Í oSenGé) dx. 


Una partícula se mueve a lo largo de una recta con la 
función velocidad v(t) = ? — t, donde v se mide en 
metros por segundo. Encuentre (a) el desplazamiento 
y (b) la distancia recorrida por la partícula durante el 
intervalo [0, 5]. 


Sea r(t) la tasa a la cual se consume el petróleo del mundo, 
donde £ se mide en años y empieza en t = 0 el 1 de enero 
de 2000, y r(t) se mide en barriles por año. ¿Qué representa 
rO dt? 


Se utilizó una pistola de radar para registrar la rapidez de 
un corredor en los tiempos dados en la tabla siguiente. 
Utilice la regla del punto medio para estimar la distancia 
del corredor cubierta durante esos cinco segundos. 


t (s) v (m/s) t (s) v (m/s) 
0 0 3.0 10.51 
0.5 4.67 3.5 10.67 
1.0 7.34 4.0 10.76 
1.5 8.86 4.5 10.81 
2.0 9.73 5.0 10.81 
2.5 10.22 


Una población de abejas mieleras aumentó en una tasa de 
r(t) abejas por semana, donde la gráfica de r es como se 
muestra. Use la regla del punto medio junto con seis subin- 
tervalos para estimar el aumento en la población de abejas 
durante las primeras 24 semanas. 


A A 
0 4. 8 12 16 20 24 ! 
(semanas) 


Sea 


si -3=x=<0 


fo =] 7H Ñ 
VOTE si0<x<1 


Evalúe E , fŒ) dx al interpretar la integral como una dife- 
rencia de áreas. 


Si f es continua y RFO dx, evalúe 
(7/2 


Jo FO sen 0) cos 0 d6. 
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64. 


66. 


M 65. 


CAPÍTULO 5 Integrales 


En la sección 5.3 se introdujo la función de Fresnel 
S(x) = [è sen(%7r1?) dt. En su teoría de la difracción de las 
ondas luminosas, Fresnel también usó la función 


C(x) = | cos(31r1”) dt 


en su teoría de difracción de las ondas de luz. 

(a) ¿En cuáles intervalos C es creciente? 

(b) ¿En cuáles intervalos C es cóncava hacia arriba? 

(c) Use una gráfica para resolver la ecuación siguiente, 
con una aproximación de dos decimales: 


K cos(L1r1?) dt = 0.7 


(d) Trace la gráfica de C y S en la misma pantalla. ¿Cómo 
están relacionadas estas gráficas? 


Estime el valor del número c tal que el área bajo la curva 
y = senh cx entre x = 0 y x = 1 es igual a 1. 


Suponga que en un inicio la temperatura en una varilla 
larga y delgada que se encuentra a lo largo del eje x es 
C/Qa) si |x| = ay 0 si | x| > a. Se puede demostrar 
que si la difusión de calor de la varilla es k, entonces la 
temperatura de la varilla en el punto x en el instante f, es 


T(x, t) = —(x—u)?/(4kt) du 


E fa 
ayi4rkt i i 
Para determinar la distribución de temperaturas que se 
produce a partir de un punto caliente inicial concentrado 
en el origen, necesita calcular lím _,T(x, £). Use la regla de 
L’ Hôpital para encontrar este límite. 


67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 


Si f es una función continua tal que 
i fÀ dt = (x — De” + N e~ f(A) dt 


para toda x, encuentre una fórmula explícita para f(x). 


Suponga que h es una función tal que A(1) = —2, h'(1) = 2, 
h"(1) = 3, h(2) = 6, h'(2) = 5, h”(2) = 13 y h” es continua 
en todo su dominio. Evalúe } h" (u) du. 


Si f' es continua en [a, b], demuestre que 


2 | FOSO dx = FOP — AP 


Determine 
2 l par 
lim | vi + dt 
h>0 h J2 
Si f es continua en [0, 1], demuestre que 


IN f(x)dx = i f — x)dx 


Evalúe 
1 1 DNA 3? ny 
lím | t hos. + 
n>% n n n n n 
Suponga que f es continua, f(0) = 0, f) = 1, f'œ@) > 0 


y h f(x) dx = 3. Determine el valor de la integral 
LITO dy. 


Problemas 
adicionales 


HJ Los principios para la resolución de 
problemas se analizan en la página 71. 


Otro método es usar la regla de 
D'Hópital. 


Problemas 


Antes de ver la solución del ejemplo siguiente, cúbrala e intente resolver el problema 
por usted mismo. 


EJEMPLO Evalúe EN 2f a), 


1>3 x= 3 J3 


SOLUCIÓN Empiece por tener un panorama preliminar de los ingredientes de la fun- 
ción. ¿Qué sucede con el primer factor, x/ (x — 3), cuando x tiende a 3? El numerador 
tiende a 3 y el denominador tiende a 0, por lo que tiene 

x 


p= 


—> æ cuando x—>3* y —> 0 cuando x> 37 


x=3 
El segundo factor tiende a f; (sen £)/t dt, que es O. No resulta claro qué sucede a la 
función como un todo. (Uno de los factores aumenta, y el otro disminuye.) Por lo que, 
¿cómo procederá? 

Uno de los principios para la resolución de problemas es intentar reconocer algo 
conocido. ¿Existe una parte de la función que recuerde algo que ya ha visto? Bien, la 
integral 


rx sen t 


dt 


tiene a x como su límite superior de integración, y ese tipo de integral se presenta en la 
parte 1 del teorema fundamental del cálculo: 


L f fOu= fw 


Esto sugiere que podría relacionarse con la derivación. 

Una vez que empiece a pensar en la derivación, el denominador (x — 3) le recuerda 
algo más que debe serle conocido: una de las formas de la definición de la derivada en 
el capítulo 2 es 


F(x) — F 
posin E 
P a x= g 
y con a = 3 esto se convierte en 
F(x) = FG 
F(3) = lím (1) - FG) 
L>3 z= 3 


De modo que, ¿cuál es la función F en esta situación? Observe que si define 


x sen t 


F(x) = f 


dt 


entonces F(3) = 0. ¿Qué se puede decir acerca del factor x en el numerador? Esto es una 
situación irregular, de modo que sáquelo como factor y una el cálculo: 


Ñ sen t a 
P x x sen t 7 B t F(x) - FG) 
lím | dt | = lím x - lím = 3 lím 
x13 (x33 t x>3 > x-3 1>3 x—3 
sen 3 
= 3F'(3) = 3 z sen 3 (rrel) m 
1. Sixsen mx = E f(t) dt, donde f es una función continua, encuentre f(4). 


2. Encuentre el valor mínimo del área bajo la curva y = x + 1/x dex=aax=a + 1.5, para 
toda a > 0. 
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O 


= 


FIGURAS PARA EL PROBLEMA 8 


A 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 16 


2 
FIGURA PARA EL PROBLEMA 18 
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10. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


x-2)* 


Ere traa r4 
Si fg e“ dx = k, encuentre el valor de [¿ xe? dx. 


(a) Trace la gráfica de varios miembros de la familia de funciones f(x) = (2cx — x2) fen 
para c > 0 y vea las regiones limitadas por estas curvas y el eje x. Haga una conjetura 
en cuanto a cómo se relacionan las áreas de estas regiones. 

(b) Pruebe su conjetura del inciso (a). 

(c) Vea de nuevo las gráficas del inciso (a) y úselas para trazar la curva descrita por los 
vértices (los puntos más altos) de la familia de funciones. ¿Puede conjeturar qué tipo 
de curva es esta? 

(d) Determine una ecuación para la curva que trazó en el inciso (c). 


Pa(x 1 [cosx 

Si f(x) = po a dd donde g(x) = | [1 + sen(+?)] dt, determine f'(7r/2). 
o A+P Jo 

Si f(x) = fi x? sen(1?) dt, determine f'(x). 


Evalúe el lím,0 (1/x) $; (1 — tan 24)" dt. [Suponga que el integrando se define como 
continuo en £ = 0; véase el ejercicio 5.3.72.] 


En la figura pueden verse dos regiones en el primer cuadrante: A(t) es el área bajo la 
curva y = sen(x°) de 0 a t, y B(t) es el área del triángulo con vértices O, P y (t, 0). Calcule 


lím, [A(t)/B(¢)]. 
ES 
Encuentre el intervalo [a, b] para el cual el valor de la integral H (2 + x — x°) dx es un 


máximo. 
10000 


Utilice una integral para estimar la suma > Vi. 
i=l 


(a) Evalúe Jo [x] Ax, donde n es un entero positivo. 


'b 
(b) Evalúe Ja [x] dx, donde a y b son números reales con 0 = a < b. 


d? Px sen NE 
Encuentre —— | (i J 1 + ut au) dt. 
dx? do Xdi 


Suponga que los coeficientes de la polinomial cúbica P(x) = a + bx + cx? + dx satisfacen 
la ecuación 
b c d 
a+ T+=+>2=0 
2 3 4 
Demuestre que la ecuación P(x) = 0 tiene una raíz entre 0 y 1. ¿Puede generalizar este 
resultado para un polinomio de grado n-ésimo? 


En un evaporador se usa un disco circular y se hace girar en un plano vertical. Si debe 

estar parcialmente sumergido en el líquido de modo que se maximice el área humedecida 
expuesta del disco, demuestre que el centro debe hallarse a una altura r/y/1 + 7? arriba de 
la superficie del líquido. 


Demuestre que si f es continua, entonces f flux — u) du = | i (g (1) a) du. 
YO J0 YO 


La figura muestra un segmento parabólico, es decir, una parte de una parábola cortada por 
una cuerda AB. También se muestra un punto C en la parábola con la propiedad de que la 
recta tangente a C es paralela a la cuerda AB. Arquímedes demostró que el área del seg- 
mento parabólico es $ veces del área del triángulo inscrito ABC. Verifique los resultados de 
Arquímedes de la parábola y = 4 — x? y la recta y = x + 2. 

Dado el punto (a, b) en el primer cuadrante, encuentre la parábola que abre hacia abajo que 
pasa por el punto (a, b) y por el origen tal que el área bajo la parábola es mínima. 

En la figura se muestra una región que consta de todos los puntos dentro de un cuadrado 
que están más cerca del centro que de los lados del cuadrado. Encuentre el área de la región. 


1 1 1 
Evalúe lí | Foe + —_———]. 
vS (> yn +1 yn yn +2 Vn /n + n ) 


Para cualquier número c, sea f (x) el más pequeño de los dos números (x — cy y 
(x — c — 2). Entonces, defina g(c) = la f.(x) dx. Encuentre los valores máximo y mínimo 
de g(c) si -2=c=2, 


6 Aplicaciones de la integral 


Cuando un bate golpea una 
pelota de béisbol, la colisión 
dura aproximadamente una 
milésima de segundo. En el 
proyecto en la página 464, 
usted utilizará el cálculo para 
encontrar la fuerza promedio 
sobre el bate cuando esto 
sucede. También se exploran 
algunas otras aplicaciones 
del cálculo para el juego de 
béisbol. 


O Richard Paul Kane / Shutterstock.com 


EN ESTE CAPÍTULO SE EXPLORAN algunas de las aplicaciones de la integral definida uti- 
lizándola para calcular áreas entre las curvas, los volúmenes de sólidos y el trabajo realizado por 
una fuerza variable. El tema común es el método general, que es similar al que se utiliza para 
encontrar áreas bajo las curvas: se descompone una cantidad Q en un gran número de pequeñas 
partes. Después se aproxima cada una de estas partes por una cantidad de la forma f(x')Ax y así 
se aproxima Q mediante una suma de Riemann. Luego, se toma el límite y se expresa Q como 
una integral. Por último, se evalúa la integral mediante el teorema fundamental del cálculo o la 
regla del punto medio. 
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6.1 Áreas entre curvas 


YA 


y=f(x) 


g) = y =f(0) 


FIGURA 2 


En el capítulo 5 se definen y calculan áreas de regiones que están bajo las gráficas de 
funciones. Aquí se usan integrales para calcular las áreas de regiones que quedan entre 
las gráficas de dos funciones. 

Considere la región S que se ubica entre dos curvas y = f(x) y y = g(x) y entre las 
rectas verticales x = a y x = b, donde f y g son funciones continuas y f(x) > g(x) para 
toda x en [a, b]. (Véase la figura 1.) 

De la misma manera, como se hizo para áreas bajo las curvas en la sección 5.1, se 
divide S en n franjas con igual ancho, y luego se calcula el valor aproximado de la ¡-ésima 
franja mediante un rectángulo de base Ax y altura f(x*) — g(x*). (Véase la figura 2. Si lo 
desea, se podrían tomar todos los puntos muestra como puntos finales derechos, en cuyo 
caso x* = x,). Por tanto, la suma de Riemann 


a [AG — gx] Ax 


es una aproximación a lo que se intuye que es el área de S. 


(a) Rectángulo representativo (b) Rectángulos de aproximación 


Esta aproximación resulta ser cada vez mejor cuando n — %. Por tanto, se define el 
área A de S como el valor límite de la suma de áreas de estos rectángulos de aproximación. 


o A = 1m Y LG) — gl] a 


Se identifica el límite en (1) como la integral definida de f — g; por tanto, se tiene la 
fórmula siguiente para el área. 


(2] El área A de la región acotada por las curvas y = f(x), y = g(x) y las rectas 
x = a, x = b, donde f y g son continuas y f(x) > g(x) para toda x en [a, b], es 


A = [IFO = gía] ax 


Observe que en el caso especial donde g(x) = 0, S es la región bajo la gráfica de f, 
y la definición general del área (1) se reduce a la definición anterior (definición 5.1.2). 
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En el caso donde f y g son positivas, se puede ver en la figura 3 por qué (2) es cierta: 
A = [área bajo y = f(x)] — [área bajo y = g(x)] 


= Porco dx — i g(x) dx = f [fœ — g(a)] dx 


EJEMPLO 1 Determine el área de la región acotada por arriba por y = e*, por abajo 
por y = x y acotada por los lados porx=0yx=l. 


SOLUCIÓN La región se muestra en la figura 4. La curva frontera superior es y = e”, 
y la curva frontera inferior es y = x. De este modo se usa la fórmula del área (2) con 
fæ = ega) = x,a =0yb=l. 


=e-}-1=e-1.5 a 


En la figura 4 se toma un rectángulo representativo de aproximación cuyo ancho es 
Ax como recordatorio del procedimiento por medio del cual se define el área (1). En 
general, cuando se plantea una integral para determinar un área, es útil trazar la región 
para identificar la curva superior y,, la curva inferior y, y un rectángulo representativo 
de aproximación como en la figura 5. Por consiguiente, el área de un rectángulo es 
Qr T yg) Ax y la ecuación 


n b 
A= lím X (yr — ya) Ax = |’ (9 — ya) dx 


— 00 . 
n i=1 


resume el procedimiento de sumar (en el sentido de límite) las áreas de todos los rectán- 
gulos representativos. 

Observe que, en la figura 5, el límite o frontera izquierda se reduce a un punto, mien- 
tras que, en la figura 3, la frontera derecha se reduce a un punto. En el ejemplo siguiente, 
ambos límites se reducen a un punto, de modo que el primer paso es determinar a y b. 


EJEMPLO 2 Calcule el área de la región encerrada por las parábolas y = x° y 
y=2x-x*. 


SOLUCIÓN Primero se determinan los puntos de intersección de las parábolas resol- 
viendo en forma simultánea sus ecuaciones. El resultado es xX = 2x — xX, o 2x? — 2x = 0. 
Por lo que, 2x(x — 1) = 0, de modo que x = 0 o 1. Los puntos de intersección son 
(0, 0) y (1, 1). 


En la figura 6, se ve que los límites superior e inferior son 
yr =2x — x? y Ya =x’ 
El área de un rectángulo representativo es 
(yr — ys) Ax = (2x — x° — x°) Ax 


y la región se encuentra entre x = 0 y x = 1. Por lo que el área total es 


A= f (2x — 2x°)dx = 2 f (x — x°) dx 
Jo Jo 


E yfai] 1 y 
2 al, 2 3 3 


430 


CAPÍTULO 6 


Aplicaciones de la integral 


=] 


FIGURA 7 

v (km/h) 

A ] E LH 
80 | A 
60 |] f 

Pi 

so Y B EEN 
20 


FIGURA 8 


> 
O) 2 4 6 8 10 12 14 16 t 


(segundos) 


Algunas veces es difícil, o hasta imposible, determinar los puntos de intersección 
exactos de las dos curvas. Como se muestra en el ejemplo siguiente, con la ayuda de una 
calculadora graficadora o de una computadora, para encontrar los valores aproximados 
de los puntos de intersección, y luego proceder como antes. 


EJEMPLO 3 Calcule el área aproximada de la región acotada por las curvas 


y=x/Ve+lyy=x4-x 


SOLUCIÓN Si se tratara de determinar exactamente los puntos de intersección, se tendría 
que resolver la ecuación 


Esta ecuación parece muy difícil de resolver de manera exacta (de hecho, es impo- 
sible), por lo que se recurre a un dispositivo graficador para trazar las gráficas de las 
dos curvas de la figura 7. Un punto de intersección está en el origen. Haciendo un 
acercamiento con el zoom en el otro punto de intersección se encuentra que x = 1.18. 
(Si se requiere mayor precisión, se podría aplicar el método de Newton o resolver 
numéricamente en el dispositivo graficador.) Por lo que una aproximación al área 
entre las curvas es 


Para integrar el primer término se utiliza la sustitución u = x? + 1. Entonces, du = 2x dx, 
y cuando x = 1.18, se tiene u = 2.39; cuando x = 0, u = 1. Por lo que 


A= 


r239 du PLIS, 
} | (xt — x) dx 


bh 


II 
= 
| E | 
== 
La 
wo 
| 
E, 
u| 
G 
| 
>- 
| N 
u 
pa 


uis , Gie 
5 2 


= 0.785 E 


=4239 = 1 


EJEMPLO 4 En la figura 8 se muestran las curvas de velocidad para dos automóviles, 
A y B, que parten juntos y se desplazan a lo largo de la misma carretera. ¿Qué repre- 
senta el área entre las curvas? Aplique la regla del punto medio para estimarla. 


SOLUCIÓN Se sabe de la sección 5.4, que el área bajo la curva A de la velocidad 
representa la distancia que recorre el vehículo A durante los primeros 16 segundos. 
Del mismo modo, el área bajo la curva B es la distancia que recorre el automóvil B 
durante ese tiempo. Por lo que, el área entre estas curvas, que es la diferencia de las 
áreas bajo las curvas, es la distancia entre los vehículos después de 16 segundos. 
Se leen las velocidades de la gráfica y se convierten a metros por segundo 

— 1000 
(1 km/h = 3600 m/s). 


2 4 6 8 10 12 14 16 


10.4 16.5 20.4 23.2 25.6 27.1 28.0 29.0 


6.4 10.4 13.4 15.5 17.1 18.3 19.2 19.8 


D| OG O 
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FIGURA 9 


Curva de la patogénesis del sarampión 
Fuente: J. M. Heffernan et al., “An In-Host Model 
of Acute Infection: Measles as a Case Study,” 
Theoretical Population Biology 73 

(2008): 134-147. 
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Se utiliza la regla del punto medio con n = 4 intervalos, tal que Ar = 4. Los puntos 
medios de los intervalos son fi = 2, bh = 6, t = 10 y t, = 14. Se estima la distancia 
entre los automóviles después de 16 segundos como se indica a continuación: 


[E (os — vs) de = Ar[4.0 + 7.0 + 8.5 + 8.8] 


= 4(28.3) = 113.2 m ja 


EJEMPLO 5 La figura 9 es un ejemplo de una curva de la patogénesis de una infec- 
ción de sarampión. Esta muestra cómo se desarrolla la enfermedad en un individuo 
sin inmunidad después de que el virus del sarampión se propaga al torrente sanguíneo 
desde el tracto respiratorio. 
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El patógeno La infección La infección termina 


entra al plasma comienza 


El paciente se vuelve contagioso cuando la concentración de las células infectadas 
es suficientemente grande y, él o ella, permanece infectado hasta que el sistema inmune 
logra controlar la infección para prevenir más transmisión. Sin embargo, los síntomas 
no aparecen hasta que la “cantidad de infección” alcanza un umbral determinado. La 
cantidad de infección necesaria para desarrollar síntomas depende tanto de la concen- 
tración de las células infectadas como del tiempo y es igual al área bajo la curva de la 
patogénesis hasta que aparecen los síntomas. (Véase el ejercicio 5.1.19.) 

(a) La curva de patogénesis en la figura 9 se ha modelado con f() = —1(+ — 21)(t + 1). 
Si la infección comienza el día £, = 10 y termina el día £, = 18, ¿cuáles son los niveles 
de concentración correspondientes de las células infectadas? 

(b) El nivel de infección para una persona infectada es el área entre N = f(t) y la recta 
que pasa por los puntos P (t, F(t,)) y P,(t,, F(t,)), medida en (células/ ml) - días. (Véase 
la figura 10.) Calcule el nivel de infección para este paciente en particular. 


SOLUCIÓN 
(a) La infección comienza cuando la concentración alcanza f(10) = 1210 células/ mL 
y termina cuando la concentración se reduce a f(18) = 1026 células/ mL. 
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(b) La recta que pasa por P, y P, tiene una pendiente Me z LL = 10 = —23 y 
la ecuación N — 1210 = —23(t — 10) = N = —231 + 1440. El área entre f y esta 


recta es 


Il 


” [FO — (2231 + 1440)] dr i (=P + 201 + 21t + 23t — 1440) dt 
v10 J10 


18 3 5 
= f" (=P? + 201? + 441 — 1440) dt 
v10 


18 


p PE Pp 
-| + 207 +445 os 


10 


= —6156 — (-80333) = 1877 


Por tanto el grado de infección para este paciente es de 1877 (células/ mL) : días. E] 
y 

y=g(x) Si se pide determinar el área entre las curvas y = f(x) y y = g(x) donde f(x) > g(x) 
p> para algunos valores de x, pero g(x) > f(x) para otros valores de x, entonces se divide la 
región dada S en varias regiones S,, S,, . . . con áreas A,, A, . . . como se muestra en 
y= f(x) la figura 11. Después se define el área de la región S como la suma de las áreas de las 

o] a b x regiones más pequeñas $, S,, . . . , es decir, A = A| + A, +... . Ya que 

id fa) — ga) cuando £) = gla) 

=D SA 
gx) = fix) cuando glx) > f(x) 


se tiene la expresión siguiente para A. 


(5] El área entre las curvas y = f(x) y y = g(x) y entre x = a y x = b es 


A = ['IF® - g0) ldx 


Al evaluar la integral en (3), sin embargo, aún se debe dividir en integrales que corres- 
ponderíana A ,A,,.... 


EJEMPLO 6 Calcule el área de la región acotada por las curvas y = sen x, y = COS x, 
x=0yx= 7r/ 2: 


SOLUCIÓN Los puntos de intersección se presentan cuando sen x = cos x, es decir, 
cuando x = 7/4 (ya que O < x <= 7r/2). En la figura 12 se presenta la gráfica de la 
región. 
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Observe que cos x => sen x cuando 0 = x < 7/4, pero sen x = cos x cuando 
7/4 <x <= 7r/2. Por tanto, el área requerida es 


A= [72 [cos a — sen x| dx = Aı + A, 


7/4 7/2 
o cos x — sen x) dx + sen x — cos x) dx 
0 /4 


YT, 


m/2 


7/4 
= [sen x + cos xk + [cos x — sen A 


(+5 o 1) + (o 1+ +2) 
=242 -— 2 


En este ejemplo en particular se podría haber ahorrado algo de trabajo observando 
que la región es simétrica respecto ax = m j 4, por lo que 


A=2A4¡=2 Ma (cos x — sen x) dx a 


Algunas regiones se manejan mejor si se considera a x como una función de y. Si una 
región está acotada con curvas de ecuaciones x = f(y), x = g), y = c y y = d, donde f 
y g son continuas y f(y) > g(y) para c S y S d (véase la figura 13), entonces su área es 


A = [IFO -= 90 dy 


Si se escribe x, para el límite derecho y x, para el límite izquierdo, entonces, de 
acuerdo con la figura 14, se tiene 


Aa E (xp — xı) dy 


He aquí un rectángulo representativo de aproximación con dimensiones x, — x, y Ay. 


EJEMPLO 7 Calcule el área definida mediante la recta y = x — 1 y la parábola 
y? =2x +6. 


SOLUCIÓN Al resolver las dos ecuaciones, los puntos de intersección son (— 1, —2) y 
(5, 4). Al resolver la ecuación de la parábola y determinar x se observa de la figura 15, 
las curvas que frontera a la izquierda y a la derecha son 


x= 3y?-3 y xw=y+l 


434 CAPÍTULO 6 Aplicaciones de la integral 


Es necesario integrar entre los valores de y adecuados, y = —2 y y = 4; por tanto 


A=|' (1x1) dy = E [O +1) - (Ey? — 3)] ay 


Y-2 


= fÍ (hy + y + 4)ay 


= 


Il 


—5(64) + 8 + 16 -— (3 +2-—8)=18 m 
NOTA Se pudo haber calculado el área del ejemplo 7 integrando respecto a x; en 
lugar de y, pero el cálculo es más complicado, ya que la curva frontera inferior consiste 
de dos curvas diferentes, esto significaría dividir la región en dos y determinar las áreas 
FIGURA 16 A, y A, de la figura 16. El método aplicado en el ejemplo 6 es mucho más fácil. 


6.1 EJERCICIOS 


1-4 Determine el área de cada una de las regiones sombreadas. 10. y=senx, y=2x/T, x=0 


1. YA 2. YA 11. x 1 y?, X y? 1 
12. 4x+y?=12 x=y 


13-28 Trace cada una de las regiones encerradas y su área. 


13. y=12-x y=x3?-6 


14. y=x% y=4x-— x’ 


> 15. y =sec%x, y= 8cosx, —1/3<x< r/3 
Es 16. y = cosx, y=2 — cosx, 0=<=x=271 
17. x= 2yr, x=4+ y? 
> 18. y Vx=1, x=y=1l 
x=2y- y? 19. y = cos mx, y=4x — 1 
20.x=y*, y V2=x, y=0 
21. y= tanx, y=2senx, —T/3 Sx < 711/3 


5-12 Dibuje las regiones encerradas por cada una de las curvas , 
dadas. Decida si integra respecto a x o y. Trace un rectángulo 22. y=x, y=x 
representativo de aproximación e indique su altura y su ancho. 

p E ai y 23. y=V2x, y=}x, 0=<x=<6 
Luego determine el área de la región. 
24. y = cosx, y=sen2x, x=0, x= 5/2 


25. y= xf, y=2-|x|] 


26. y = senhx, y=e* x=0, x=2 


27. =Vx, =l% x 
y LRI 


Il 
Ke 


28. y = ix’, y=2x, x+y=3, x>=0 


29. Se muestran las gráficas de dos funciones con las áreas de 


las regiones entre las dos curvas indicadas. 
(a) ¿Cuál es el área total entre las curvas 0 < x < 5? 
(b) ¿Cuál es el valor de i Lf(x) — g(x)] dx? 


YA 


30-32 Trace la región encerrada entre las curvas dadas y 
encuentre su área. 


x x 
30. y 


45. 


46. 


47. 
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Utilice un sistema algebraico computacional para encontrar 
el área exacta encerrada por las curvas y = xX — 6x7 + 4x y 


y=x. 


Trace la región en el plano xy definida por las desigual- 
dades x — 2y? = 0,1 — x — | y | = 0 y determine su área. 


Los automóviles de carreras de Chris y Kelly están lado 
a lado al inicio de la carrera. En la tabla se proporcionan 
las velocidades de cada vehículo (en kilómetros por hora) 
durante los primeros 10 segundos de la competencia. 
Aplique la regla del punto medio para estimar cuánto se 
adelanta Kelly durante los primeros 10 segundos. 
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32. In x (In x}? 48. Los anchos (en metros) de una piscina en forma de riñón 
se midieron a intervalos de 2 metros, como se indica en la 
figura. Usando la regla del punto medio, estime el área de 
la piscina. 


33-34 Utilice el cálculo para encontrar el área del triángulo con 
los vértices dados. 


33. (0,5), (Q2,-2), (5,1) 


34. (2,0), (0,2), (1,1) 


35-36 Evalúe la integral e interprétela como el área de una 
región. Trace la región. 

i 49. Se muestra la sección transversal de un ala de avión. Las 
35. k |vx +2 —x|dx mediciones del grosor del ala, en centímetros, en intervalos 
` de 20 centímetros son 5.8, 20.3, 26.7, 29.0, 27.6, 27.3, 
23.8, 20.5, 15.1, 8.7 y 2.8. Aplique la regla del punto 
medio para estimar el área de la sección transversal 
del ala. 


36. [132% ax 


9 37-40 Por medio de una gráfica, encuentre un valor aproximado 
de las coordenadas x de los puntos de intersección entre las 
curvas dadas. Luego determine (en forma aproximada) el área de 
la región acotada entre las curvas. 


37. y =xsen(x%), y=xf, x>0 


200 cm e 
38. y= e% y=2- x 
50. La tasa de nacimientos de una población es 
b(t) = 2200e"%* personas por cada año y la de decesos 
es d(t) = 1460e%%!$ personas por cada año. Determine el 
área entre estas curvas para 0 = £ < 10. ¿Qué representa 
el área? 


39. y = 3x? — 2x, y=x 


40. y = 1.3", y=2Vx 


41-44 Trace la gráfica de cada una de las regiones entre las 
curvas dadas y utilice su calculadora para medir el área redondeada 
a cinco decimales. 


FS 51. En el ejemplo 5, se modeló una curva de patogénesis del 

sarampión con una función f. Un paciente infectado con 

el virus del sarampión que tiene cierta inmunidad al virus 

tiene una curva de patogénesis que se puede modelar, por 

ejemplo, con g(t) = 0.9£(£). 

(a) Si se requiere la misma concentración de umbral del 
virus para iniciar la infección que en el ejemplo 5, 
¿en qué día se presenta esta? 


41. y= y=x* My=e", y=x' 


43. y = tan?x, y= yx 44. y = cos x, y= x + 2 senx 
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53. 


54. 


PROYECTO DE APLICACIÓN 
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(b) Sea P, el punto en la gráfica de y donde comienza la 
infección. Se ha demostrado que la infección termina 
en un punto P, en la gráfica de g donde la recta pasa a 
través de P,, P, tiene la misma pendiente que la recta 
que pasa a través de P,, P, en el ejemplo 5(b). ¿Qué día 
termina la infección? 

(c) Calcule el grado de infección de este paciente. 


. La tasa con la que cayó la lluvia, en centímetros por hora, 


en dos lugares diferentes t horas después de que comenzó 
una tormenta están dadas por f(1) = 0.731 — 2f + t + 0.6 
y g(t) = 0.17 — 0.51 + 1.1. Calcule el área entre las 
gráficas de 0 < £ < 2 e interprete el resultado en este 
contexto. 


Dos automóviles, A y B, se encuentran lado a lado al inicio 

de la carrera, y aceleran a partir del reposo. En la figura se 

muestran las gráficas de sus funciones velocidad. 

(a) ¿Cuál vehículo tiene ventaja después de un minuto? 
Explique. 

(b) ¿Cuál es el significado del área de la región sombreada? 

(c) ¿Cuál es el automóvil que tiene ventaja después de dos 
minutos? Explique. 

(d) Estime el tiempo en el cual los vehículos van de nuevo 
parejos. 


VÁ 


> . 
t (min) 


En la figura se muestran las gráficas de la función de ingreso 
marginal R’ y la función de costo marginal C’ para un fabri- 
cante. [Recuerde de la sección 4.7 que R(x) y C(x) represen- 
tan los ingresos y el costo cuando se fabrican x unidades. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


EL ÍNDICE DE GINI 


. La curva cuya ecuación es y? = 


Suponga que R y C se miden en miles de dólares.] ¿Cuál es 
el significado del área de la región sombreada? Estime el 
valor de esta cantidad mediante la regla del punto medio. 


+ > 
0 50 100 * 


X(x + 3) se llama cúbica 
de Tschirnhausen. Si se traza la gráfica de esta curva, se 
puede ver que una parte de ella forma un lazo. Encuentre el 
área definida por este lazo. 


Encuentre el área de la región definida por la parábola y = x°, 
la recta tangente a esta parábola en (1, 1) y el eje x. 


Determine el número b tal que la recta y = b divide a la 
región acotada por las curvas y = x? y y = 4 en dos regiones 
de igual área. 


(a) Calcule el número a tal que la recta x = a biseca el área 
bajo la curva y = 1/2,1=<x=<4. 

(b) Determine el numero b tal que la recta y = b biseca el 
área del inciso (a). 


Calcule los valores de c tales que el área de la región 
acotada por las parábolas y = x — ° y y = c?— xes 576. 


Suponga que 0 < c < 7r/2. ¿Para qué valor de c el área de 
la región que encierran las curvas y = cos x, y = cos(x — c), 
y x = 0 es igual al área de la región encerrada por las curvas 
y = cos(x — c), x= xr yy=0? 


¿Para qué valores de m la recta y = mx y la curva y = x/(e +1) 
encierran una región? Calcule el área de la región. 


¿Cómo es posible medir la distribución del ingreso entre los habitantes de un determinado 
país? Una de esas medidas es el índice de Gini, nombrado así en honor del economista italiano 
Corrado Gini, quien lo ideó en 1912. 

Primero se clasifican todos los hogares de un país de acuerdo con el ingreso y después 
se calcula el porcentaje de hogares cuyo ingreso sea a lo más un porcentaje dado del ingreso 
total del país. Se define una curva de Lorenz y = L(x) en el intervalo [0, 1] ubicando el 
punto (a/ 100, b/ 100) en la curva si la parte inferior a% de los hogares recibe a lo más b% del 
ingreso total. Por ejemplo, en la figura 1 (página 437), el punto (0.4, 0.12) está sobre la curva 
de Lorenz para los Estados Unidos en 2010 porque 40% del sector más pobre de la población 
recibió solo 12% del ingreso total. Asimismo, la parte inferior 80% de la población recibió 
50% del ingreso total, por lo que el punto (0.8, 0.5) está sobre la curva de Lorenz. (La curva 
de Lorenz es así nombrada en honor del economista estadounidense Max Lorenz.) 
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La figura 2 muestra algunas curvas típicas de Lorenz. Todas pasan por los puntos (0, 0) y 
(1, 1) y son cóncavas hacia arriba. En el caso extremo L(x) = x, la sociedad es perfectamente 
igualitaria: los más pobres a% de la población recibe a% del ingreso total y así todo el mundo 
recibe el mismo ingreso. El área entre una curva de Lorenz y = L(x) y la recta y = x mide 
cuánto difiere la distribución del ingreso de una igualdad absoluta. El índice de Gini (a veces 
llamado coeficiente de Gini o coeficiente de desigualdad) es el área entre la curva de Lorenz 
y la recta y = x (sombreada en la figura 3) dividida entre el área bajo y = x. 


1. (a) Demuestre que el índice de Gini G es dos veces el área entre la curva de Lorenz y la 
recta y = x, es decir 


G=2 i [x — L(x] dx 


FIGURA 1 (b) ¿Cuál es el valor de G para una sociedad perfectamente igualitaria (todo el mundo tiene 
el mismo ingreso)? ¿Cuál es el valor de G para una sociedad perfectamente totalitaria 


Curva de Lorenz para Estados Unidos ; ; 
(una sola persona recibe todos los ingresos)? 


en 2010 
2. La tabla siguiente (obtenida de los datos facilitados por la Oficina de Censo de Estados 
YA Unidos) muestra los valores de la función de Lorenz de distribución del ingreso en ese 
; país para el año 2010. 
x 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
Da L(x) 0.000 | 0.034 | 0.120 | 0.266 | 0.498 | 1.000 
e 
ingreso 
(a) ¿Qué porcentaje del ingreso total de Estados Unidos fue recibido por el 20% más rico 
, de la población en 2010? 
T i 
Fracción de población ! (b) Utilice una calculadora o computadora para ajustar los datos de la tabla a una función 
cuadrática. Grafique los puntos dato y la función cuadrática. ¿Es el modelo cuadrático 
FIGURA 2 


un ajuste razonable? 


(c) Utilice el modelo cuadrático para la función de Lorenz para estimar el índice de Gini 
para Estados Unidos en el año 2010. 


3. La tabla siguiente proporciona valores para la función de Lorenz en las décadas de 1970, 
1980, 1990 y 2000. Utilice el método del problema 2 para estimar el índice de Gini para 
Estados Unidos durante esos años y compare con su respuesta al problema 2(c). ¿Nota 
usted una tendencia? 


xX 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 


1970 0.000 0.041 0.149 0.323 0.568 1.000 


X 1980 0.000 0.042 0.144 0.312 0.559 1.000 


FIGURA 3 1990 0.000 | 0.038 | 0.134 | 0.293 | 0.530 1.000 


2000 0.000 0.036 0.125 0.273 0.503 1.000 


EN 4. A menudo, un modelo potencia proporciona un ajuste más preciso que un modelo cua- 
drático para una función de Lorenz. Si tiene usted un equipo de cómputo con Maple o 
Mathematica, ajuste una función potencia (y = ax*) a los datos en el problema 2 y utilícelo 
para estimar el índice de Gini para Estados Unidos en 2010. Compare su respuesta con los 
incisos (b) y (c) del problema 2. 
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6.2 Volúmenes 


FIGURA 1 


FIGURA 2 


Cuando se trata de calcular el volumen de un sólido, se enfrenta el mismo tipo de pro- 
blema que al determinar áreas. Intuitivamente se sabe lo que significa un volumen, pero 
es necesario precisar la idea usando el cálculo, a fin de dar una definición exacta de 
volumen. 

Se empieza con un tipo simple de sólido llamado cilindro (o mejor dicho un cilindro 
recto). Como se muestra en la figura 1(a), un cilindro está limitado por una región plana 
B,, que se llama base, y una región congruente B, en un plano paralelo. El cilindro con- 
siste en todos los puntos sobre los segmentos de recta que son perpendiculares a la base 
y unen a B, con B,. Si el área de la base es A y la altura del cilindro (la distancia desde B, 
hasta B,) es h, entonces el volumen V del cilindro se define como 


V= Ah 


En particular, si la base es un círculo de radio r, entonces el cilindro es un cilindro 
circular cuyo volumen es V = mr’h [véase la figura 1(b)], y si la base es un rectángulo 
de largo l y ancho w, entonces el cilindro es una caja rectangular (también se le llama 
paralelepípedo rectangular) con volumen V = lwh [véase la figura 1(c)]. 


(a) Cilindro V = Ah (b) Cilindro circular V = 7rr?h (c) Caja rectangular V = lwh 


En el caso de un sólido S que no es un cilindro, primero “se corta” a S en piezas 
y se aproxima cada una mediante un cilindro, para después estimar el volumen de S 
sumando los volúmenes de los cilindros. El valor del volumen exacto de S se obtiene 
a través un proceso de límite en el que el número de piezas se hace cada vez más 
grande. 

Se inicia cortando a S con un plano y obteniendo una región plana que se denomina 
sección transversal de S. Sea A(x) el área de la sección transversal de S en un plano P 
perpendicular al eje x, y que pasa por el punto x, donde a = x < b. (Véase la figura 2. 
Imagine que corta a S con un cuchillo a través de x y calcule el área de esta rebanada.) El 
área de la sección transversal A(x) variará cuando x se incrementa de a a b. 


YA 
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Se divide S en n “rebanadas” del mismo ancho Ax mediante los planos, Px, Px,,.... 
(Para rebanar el sólido imagine que está rebanando una hogaza de pan.) Si se eligen pun- 
tos muestra x* en [x,_,, x,], se puede tener un valor aproximado de la ¡-ésima rebanada 
S, (la parte de S que queda entre los planos P,,_, y P,,) por un cilindro cuya base tiene un 
área A(x*) y “altura” Ax. (Véase la figura 3.) 


YA YA 
S 
+ eoo e > . e id > 
0 a a b X 0 a= Xy A X2 X3 X4 X5 X6 xı=b x 
FIGURA 3 


Puede demostrarse que esta definición 
es independiente de dónde se ubique S 
respecto al eje x. En otras palabras, 

no importa cómo corte las rebanadas 
mediante planos paralelos; siempre 
obtendrá la misma respuesta para V. 


El volumen de este cilindro es A(x*)Ax, de modo que una aproximación a la concep- 
ción intuitiva del volumen de la i-ésima rebanada S, es: 


V(S:) = A(x¥) Ax 


Al sumar los volúmenes de estas rebanadas, se obtiene un valor aproximado del volumen 
total (es decir, a lo que se piensa intuitivamente que es un volumen): 


V= Y A(x%) Ax 


i=1 


Esta aproximación parece ser cada vez mejor cuando n — o, (Suponga que las rebana- 
das son cada vez más delgadas). Por tanto, se define al volumen como el límite de estas 
sumas cuando n — o, Pero aquí se reconoce el límite de las sumas de Riemann como una 
integral definida y, por tanto, se tiene la definición siguiente. 


Definición de volumen Sea S un sólido que está entre x = a y x = b. Si el área 
de la sección transversal de S en el plano P , que pasa a través de x y es perpendicu- 
lar al eje x, es A(x), donde A es una función continua, entonces el volumen de S es 


V= lím Y A(xF) Ax = [ A) dx 
n> i=1 va 


Cuando se aplica la fórmula del volumen V = i A(x) dx es importante recordar que 
A(x) es el área de una sección transversal que se obtiene al cortar a través de x con un 
plano perpendicular al eje x. 

Observe que, en el caso de un cilindro, el área de la sección transversal es constante: 
A(x) = A para toda x. De este modo, la definición de volumen da V = Ë A dx = A(b — a); 
esto concuerda con la fórmula V = Ah. 


EJEMPLO 1 Demuestre que el volumen de una esfera de radio r es V = frrr’. 


SOLUCIÓN Si se coloca la esfera de modo que su centro esté en el origen, entonces 
el plano P corta la esfera en un círculo cuyo radio (por el teorema de Pitágoras) es 
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FIGURA 4 


En Visual 6.2A se muestra una 
animación de la figura 5. 


“Y un. 


(a) Mediante 5 discos, V = 4.2726 


FIGURA 5 
Aproximación al volumen de 
una esfera con radio 1 


y = Vr? — x. (Véase la figura 4.) Por lo que el área de la sección transversal es 
Alx) = my? = rm(r? — 1?) 
Si se aplica la definición del volumen con a = —r y b = r, se tiene 


y= F 4co dx = F T(r? — x?) dx 


(El integrando es una función par.) 


27 N (r? — x°) dx 
Jo 


x? i r? 
2r| r?x - = 2m( 
3o 3 


4 
= zmr? E 


En la figura 5 se muestra la definición de volumen cuando el sólido es una esfera de 
radio r = 1. De acuerdo con el resultado del ejemplo 1, se sabe que el volumen de la 
esfera es tr, que es aproximadamente 4.18879. En este caso, las rebanadas son cilindros 
circulares, o discos, y las tres partes de la figura 5 muestran las interpretaciones geomé- 
tricas de las sumas de Riemann 


Y AZ) Ax = Y (1? — 1?) Ax 
i=1 


i=1 


cuando n = 5, 10 y 20 si se eligen los puntos muestra xF como los puntos medios X;. 
Observe que, cuando se incrementa la cantidad de cilindros de aproximación, las sumas 
correspondientes de Riemann se vuelven más cercanas al volumen real. 


/ 

y / 

A á 
> a 


= > A > 


(b) Mediante 10 discos, V = 4.2097 (c) Mediante 20 discos, V = 4.1940 


EJEMPLO 2 Determine el volumen de un sólido que se obtiene al girar la región bajo 
la curva y = Vx respecto al eje x de O a 1. Ilustre la definición de volumen trazando un 
cilindro de aproximación representativo. 


SOLUCIÓN La región se muestra en la figura 6(a). Si se gira alrededor del eje x, se 
obtiene el sólido que se muestra en la figura 6(b). Cuando se corta a través del punto x 
se obtiene un disco de radio Vx. El área de esta sección transversal es 


y el volumen del cilindro de aproximación (un disco con espesor Ax) es 


A(x) Ax = mx Ax 
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El sólido está entre x = O y x = 1, de modo que el volumen es 


V = 


¿Se obtuvo una respuesta razonable 
en el ejemplo 2? Como verificación 
del trabajo, se reemplaza la región dada 
por un cuadrado de base [0, 1] y altura 1. 
Si se gira el cuadrado, se obtiene un 


f A(x) dx = f mxdx =T 


J 


0 


cilindro de radio 1, altura 1 y volumen 
m» 12+ 1 = 7. Ya se calculó que el 
sólido dado tiene la mitad de este volu- 
men, así que esto parece casi correcto. 


FIGURA 6 


(a) 


(b) 
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EJEMPLO 3 Determine el volumen del sólido generado al rotar la región acotada por 
y =x,y=8yx= 0 respecto al eje y. 


SOLUCIÓN La región se muestra en la figura 7(a) y el sólido resultante se muestra en 
la figura 7(b). Puesto que la región gira alrededor del eje y, tiene sentido “rebanar” el 
sólido en forma perpendicular al eje y, y, por tanto, integrar respecto a y. Si se corta a 
una altura y, se obtiene un disco de radio x, donde x = Vy, de manera que el área de una 
sección transversal a través de y es 


y el volumen del cilindro de aproximación ilustrado en la figura 7(b) es 


A(y) Ay = Ty’? Ay 


Puesto que el sólido está entre y = 0 y y = 8, su volumen es 


vaa = [mua ali] 


y=8 


x=0— 


FIGURA 7 


so 96T 
5 
YA 
ES 
| Lx 
| | 
A C Je (+, y) 
I 
To > 
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EJEMPLO 4 La región R encerrada por las curvas y = x y y = x° gira alrededor del 
eje x. Determine el volumen del sólido resultante. 


SOLUCIÓN Las curvas y = x y y = x? se cortan en los puntos (0, 0) y (1, 1). La región 
entre ellas, el sólido de revolución y una sección transversal perpendicular al eje x se 
muestran en la figura 8. Una sección transversal en el plano P tiene la forma de una 


Visual 6.2B muestra cómo se arandela (un aro anular) de radio interior x? y radio exterior x, por lo que se determina 
forman los sólidos de revolución. el área de la sección transversal restando el área del círculo interno del área del círculo 
externo: 


Alx) = mx? — m(x y = m(x — x*) 


Por tanto, se tiene 


V= Ñ A(x) dx = Ñ m(x? — x%) dx 


FIGURA 8 (a) (b) (c) a 


EJEMPLO 5 Calcule el volumen del sólido obtenido al girar la región del ejemplo 4 
alrededor de la recta y = 2. 


SOLUCIÓN El sólido y la sección transversal se muestran en la figura 9. Otra vez, la 
sección transversal es una arandela, pero ahora el radio interior es 2 — x, y el radio 
externo es 2 — x?. 


FIGURA 9 
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El área de la sección transversal es 


Alx) =10-x2%)- 17(Q-x? 


y el volumen de S es 


V= f A(x) dx 


r [(2 = 12? — (2 — x? ] dx 


=T N (xt — 5x? + 4x) dx 


8T 
== E o 

15 

Los sólidos de los ejemplos 1 a 5 reciben el nombre de sólidos de revolución porque 
se generan haciendo girar una región alrededor de una recta. En general, se determina el 
volumen de un sólido de revolución usando la fórmula básica definiendo 


V= f A(x) dx o V= l A(y) dy 


ya 


y se determina el área de la sección transversal A(x) o A(y) mediante uno de los métodos 
siguientes: 


e Sila sección transversal es un disco (como en los ejemplos 1 a 3), se determi- 
na el radio del disco (en términos de x o y) y se usa 


A = rr(radio)? 


e Sila sección transversal es una arandela (como en los ejemplos 4 y 5), se deter- 
mina el radio interior r „y el radio exterior r_a partir de un trazo (como en las 
figuras 8, 9 y 10) y se calcula el área de la arandela efectuando la diferencia 
entre el área del disco interno y el área del disco externo: 


A = rr(radio exterior)? — rr(radio interior)? 


El ejemplo siguiente presenta una ilustración adicional del procedimiento. 
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l 
j 


W 


() 
W 


jl 


FIGURA 12 


Gráfica generada por 


I 


FIGURA 11 


computadora del sólido del 


ejemplo 7 


En Visual 6.2C se muestra cómo 
se genera el sólido de la figura 12. 


FIGURA 13 


EJEMPLO 6 Calcule el volumen del sólido que se obtiene al hacer girar la región 
del ejemplo 4 alrededor de la recta x = —1. 


SOLUCIÓN En la figura 11 se muestra una sección transversal horizontal. Es una 


arandela con radio interior 1 + y y radio exterior 1 + Vy, por lo que el área de la 
sección transversal es 


A(y) = m(radio exterior)? — m(radio interior)? 
= ar(1 + WYP- r(1 + y? 


El volumen es 


V= Lao) dy = m | [+ 47) - a + lay 


1 
YO 


( 2 4yP y? y? i T 
a r|- 


1 
Jo 3 2 


¡7 YA 
[14 yy 
< 1+y 
< 1 
y+ 
0 
x=-1 E 


Ahora se determinarán los volúmenes de tres sólidos que no son sólidos de revolución. 


EJEMPLO 7 En la figura 12 se muestra un sólido con una base circular de radio 1. Las 
secciones transversales paralelas, pero perpendiculares a la base, son triángulos equilá- 
teros. Determine el volumen del sólido. 


SOLUCIÓN Se considera la circunferencia 1? + y? = 1. El sólido, su base y una 
sección transversal representativa a una distancia x del origen se muestran en la 
figura 13. 

Puesto que B está sobre la circunferencia, se tiene y = V1 — x°, y, de esa manera, la 
base del triángulo ABC es | AB | = 2y = 2V1 — x. Dado que el triángulo es equilátero, 


(a) El sólido (b) Su base (c) Una sección transversal 


FIGURA 16 
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se ve de la figura 13(c) que su altura es V3 y = V3V1 — x. Por tanto, el área de la 
sección transversal es 


AN ri A e ON 


y el volumen del sólido es 


V= E A(x) dx = E v3 (1 — x°) dx 
=2 | 14301 -dr 245 |» Ze 


EJEMPLO 8 Calcule el volumen de una pirámide cuya base es un cuadrado de lado L 
y cuya altura es h. 


SOLUCIÓN Se coloca el origen O en el vértice de la pirámide y el eje x a lo largo de su 
eje central, como se muestra en la figura 14. Cualquier plano P que pase por x y sea 
perpendicular al eje x corta a la pirámide en un cuadrado de lado s. Se puede expresar s 
en función de x observando por triángulos semejantes de la figura 15 que 


x A s 


h L2 L 


y, de este modo, s = Lx/ h. [Otro método es observar que la recta OP tiene pendiente 
L/ (2h) y, así, su ecuación es y = Lx/ (2h)]. Por eso, el área de la sección transversal es 


I? 
A(x) = s? = y 
YA YA 
P 
L 
> > 
xX O x 
< h 
FIGURA 14 FIGURA 15 


La pirámide se ubica entre x = 0 y x = h, por lo que su volumen es 


P a Ph 
h? 3 3 


Ph n 12 a 
V= Í, A(x) dx f z7 dx 


NOTA No era necesario colocar el vértice de la pirámide en el origen en el ejemplo 8. 
Se hizo así para que las ecuaciones resultaran más sencillas. Si en lugar de eso se hubiera 
colocado el centro de la base en el origen y el vértice en el eje y positivo, como en la 
figura 16, usted puede verificar que se habría obtenido la integral 


Lh 
3 


h L 2 
V f E (h = yY dy 
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y el volumen es 


30° o 
A y B 


FIGURA 17 


ción y = V16 — x, —4 


EJEMPLO 9 De un cilindro circular de radio 4, definido mediante dos planos, se corta 
una cuña. Un plano es perpendicular al eje del cilindro. El otro corta al primero en un 
ángulo de 30° a lo largo del diámetro del cilindro. Determine el volumen de la cuña. 


SOLUCIÓN Si se hace coincidir el eje x con el diámetro en el lugar donde se encuen- 
tran los planos, entonces la base del sólido es un semicírculo delimitado por la ecua- 

< x < 4. Una sección transversal perpendicular al eje x a una 
distancia x del origen es un triángulo ABC, como se muestra en la figura 17, cuya base 
es y = V16 — x y cuya altura es | BC | = y tan 30° = V16 — x?/V3. Por tanto, el área 
de la sección transversal es 


A(x) = 


1 > 16-x 
1/16 — x - — V16 - x? = = 
i NE 2/3 
16 — x? 
| A(x) dx = f > A iy 
J-4 -4 24/3 


Para conocer otro método véase el ejercicio 64. 


6.2 EJERCICIOS 


1-18 Encuentre el volumen del sólido obtenido al hacer girar 
la región acotada por las curvas dadas alrededor de la recta 
especificada. Trace la gráfica de la región, el sólido y un disco o 
arandela representativos. 


1. y=x+1l,y=0, x=0, x=2; alrededor del eje x 


2. y=1/x, y= 0, x= 1l, x= 4; alrededor del eje x 


3. y=Vx- 1, y=0, x= 5; alrededor del eje x 


zx 


.y=e,y=0, x 1, x= 1; alrededor del eje x 


.y=VW25-x?,y=0,x=2,x=4; alrededor del eje x 


.y=lnx, y=1, y=2,x=0; alrededor del eje y 


4 
5 
6. 2x=y, x=0, y =4; alrededor del eje y 
7 
8. y =6-x?% y=2; alrededor del eje x 

9. y=ix% y=5-— x; alrededor del eje x 
10. x=2-— y’, x= yf; alrededor del eje y 

11. y= Le, x=2, y=0; alrededor del eje y 
12.y=x,y=1,x=2; alrededor de y = —3 
13. y= 1 + secx, y = 3; alrededor de y = 1 


14. y = sen x, y = cosx, 0 <S x< 7/4; alrededor de y = —1 


15. y =x, y=0, x= 1; alrededor de x = 2 
16. y=x, y= Vz; alrededor de x = 2 


17. x= y*%, x= 1; alrededor de x = 1 


18. y=x, y=0, x=2, x=4; alrededor de x = 1 


19-30 Refiérase a la figura y calcule el volumen generado al 
hacer girar cada una de las regiones dadas alrededor de la recta 
especificada. 


yA 
C10, 1) B0, 1) 
R, 
Ri 
O ALO) > 


19. R, alrededor de OA 20. R, alrededor de OC 


21. NR; alrededor de AB 22. Rı alrededor de BC 


23. R alrededor de OA 
25. NR, alrededor de AB 
27. R, alrededor de OA 
29. R, alrededor de AB 


24. NR) alrededor de OC 
26. R alrededor de BC 
28. R, alrededor de OC 
30. R, alrededor de BC 


31-34 Plantee una integral para el volumen del sólido obtenido 
al hacer girar cada una de las regiones acotadas por las curvas 
dadas, alrededor de la recta especificada. Después utilice su 
calculadora para evaluar la integral con una aproximación a 
cinco decimales. 


31. y= e™, y=0, x Lx=1 


(a) alrededor del eje x (b) alrededor de y = —1 


32. y =0, y =c08%x, -1/2<x< 1/2 


(a) alrededor del eje x (b) alrededor de y = 1 
33. 12 +4y?=4 
(a) alrededor de y = 2 (b) alrededor de x = 2 


34. y= x°, x +y =l, y> 0 


(a) alrededor del eje x (b) alrededor del eje y 


35-36 Utilice una gráfica para encontrar las coordenadas x 
aproximadas de los puntos de intersección de las curvas dadas. 
Luego utilice su calculadora para determinar (en forma aproxi- 
mada) el volumen del sólido obtenido al hacer girar alrededor 
del eje x la región acotada por estas curvas. 


35. y = In(xf + 2), y 3- x? 


36. y=1+xe ", y= arctan x? 


EN 37-38 Mediante un sistema algebraico computacional, calcule 


el volumen exacto del sólido obtenido al rotar la región acotada 
por estas curvas alrededor de la recta especificada. 


37. y = sen’x, y=0,0=<x=<m1; alrededor de y = —1 


1—x/2. 
> 


38. y =x, y =xe alrededor de y = 3 


39-42 Cada una de las integrales siguientes representa el 
volumen de un sólido. Describa el sólido. 


39. 7 IN sen x dx 40. 7 w [A + cos x}? — 1°] dx 


2 | [3B =y] 


41. 7 n (y*= y9) dy 


43. Una TAC (tomografía computarizada) produce vistas 
transversales equidistantes de un órgano humano que dan 
información sobre el órgano que de otra manera se obtiene 
solamente con cirugía. Suponga que una TAC de un hígado 
humano muestra secciones transversales separadas 1.5 cm 
de distancia. El hígado es de 15 cm de largo y las áreas de 
las secciones transversales, en centímetros cuadrados, 
son 0, 18, 58, 79, 94, 106, 117, 128, 63, 39 y O. Utilice 
la regla del punto medio para determinar el volumen del 
hígado. 
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44. Se corta un tronco de árbol de 10 m de largo a intervalos 
de 1 m, y las áreas de las secciones transversales A (a una 
distancia x del extremo del tronco) se proporcionan en la 
tabla. Mediante la regla del punto medio n = 5, estime 
el volumen del tronco. 


x (m) A (m°) x (m) A (m°) 
0 0.68 6 0.53 
1 0.65 7 0.55 
2 0.64 8 0.52 
3 0.61 9 0.50 
4 0.58 10 0.48 
5 0.59 


45. (a) Si la región que se muestra en la figura se gira 
respecto al eje x para formar un sólido, aplique la 
regla del punto medio con n = 4 para determinar el 
volumen del sólido. 


y 


MM | 
4 
| | 


> 
0| 2 4 6 8 10 x 


(b) Estime el volumen si se gira la región respecto al 
eje y. Una vez más aplique la regla del punto medio 
conn = 4. 


EN 46. (a) Se obtiene un modelo para la forma de un huevo 
de un ave mediante el giro, respecto al eje x, de la 
región bajo la gráfica de 


f(x) = (ax? + bx? + cx + d)JV1-x 


Utilice un SAC para encontrar el volumen de tal huevo. 
(b) Para un pato de cuello rojo, a = —0.06, b = 0.04, 

c = 0.1 y d = 0.54. Trace la gráfica de f y encuentre 

el volumen de un huevo de esta especie. 


47-61 Calcule el volumen de cada uno de los sólidos § 
descritos. 


47. Un cono circular recto cuya altura es h y el radio de la 
base es r. 


48. Un cono truncado circular recto cuya altura es h, base 
inferior de radio R, y radio de la parte superior r. 


49. Un casquete de una esfera con radio r y altura h. 


vi 


448 CAPÍTULO 6 Aplicaciones de la integral 


50. Una pirámide truncada con base cuadrada de lado b, cuadrado 
superior de lado a y altura h. 


$ 


¿Qué sucede si a = b? ¿Qué sucede si a = 0? 


51. Una pirámide de altura h y base rectangular con dimensiones 
b y 2b. 


52. Una pirámide de altura h y base en forma de triángulo 
equilátero con lado a (un tetraedro). 


53. Un tetraedro con tres caras mutuamente perpendiculares y 
tres aristas recíprocamente perpendiculares con distancias 3, 
4 y5 cm. 


54. La base de $ es un disco circular de radio r. Las secciones 
transversales paralelas perpendiculares a la base son 
cuadradas. 


55. La base de S es una región elíptica acotada por la curva 
9x? + 4y? = 36. Las secciones transversales son perpendicu- 
lares al eje x y son triángulos rectángulos isósceles con 
hipotenusa en la base. 


56. La base de S es la región triangular con vértices (0, 0), (1, 0) 
y (0, 1). Las secciones transversales perpendiculares al eje y 
son triángulos equiláteros. 


57. La base de S es la misma que en el ejercicio 56, pero 
las secciones transversales perpendiculares al eje x son 
cuadrados. 


58. La base de S es la región encerrada por la parábola y = 1 — x? 
y el eje x. Las secciones transversales perpendiculares al eje y 
son cuadrados. 


59. La base de S es la misma que la del ejercicio 58, pero las 
secciones transversales perpendiculares al eje x son triángulos 
isósceles con altura igual a la base. 


60. La base de S es la región encerrada por la parábola y = 2 — x? 
y el eje x. Las secciones transversales perpendiculares al eje y 
son cuartos de círculo. 


61. El sólido S está acotado por círculos que son 
perpendiculares al eje x, interseca el eje x, y tiene centros 
sobre la parábola y = (1 — 1?),-1=x=< 1. 


62. La base de S es un disco circular de radio r. Las secciones 
transversales paralelas perpendiculares a la base son 
triángulos isósceles de altura h y el lado desigual en la 
base. 

(a) Plantee una integral para el volumen de S. 
(b) De acuerdo con la interpretación de la integral como un 
área, calcule el volumen de S. 


63. (a) Plantee una integral para el volumen de un toro sólido 
(el sólido en forma de dona que se muestra en la figura) 
de radio r y R. 
(b) Mediante la interpretación de la integral como un área, 
calcule el volumen del toro. 


E 
-— ASA 


64. Resuelva el ejemplo 9 tomando secciones transversales 
paralelas a la recta de intersección de los dos planos. 


65. (a) El principio de Cavalieri establece que si una familia 
de planos paralelos da áreas iguales de secciones 


transversales para dos sólidos S, y S,, entonces los 
volúmenes de S, y S, son iguales. Demuestre este 
principio. 

(b) Mediante el principio de Cavalieri determine el volumen 
del cilindro oblicuo que se muestra en la figura. 


L£--_ Y | 


66. Determine el volumen común a dos cilindros circulares, ambos 
de radio r, si los ejes de los cilindros se cortan en ángulos 
rectos. 


Y 


67. Calcule el volumen común a dos esferas, cada una de radio r, 
si el centro de cada esfera está sobre la superficie de la otra 
esfera. 


68. Un tazón tiene la forma de un hemisferio con diámetro igual 
a 30 cm. Una pelota pesada de 10 cm de diámetro se coloca 
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69. 


70. 


71. 


72. 


dentro del tazón, y se vierte agua en este hasta que alcanza 
una altura de h centímetros. Determine el volumen de agua 
que hay en el recipiente. 


Se abre un agujero de radio r en un cilindro de radio R > r en 
ángulos rectos al eje del cilindro. Plantee una integral, pero 
no la evalúe, para determinar el volumen cortado. 


Un agujero de radio r se taladra en el centro de una esfera 
de radio R > r. Calcule el volumen de la parte restante de la 
esfera. 


Algunos de los iniciadores del cálculo, como Kepler 

o Newton, se inspiraron en el problema de determinar 

volúmenes de barriles de vino. (De hecho, Kepler publicó 

un libro Stereometria doliorum en 1615, en el que se tratan 
los métodos para determinar volúmenes de los barriles.) 

A menudo se aproximan la forma de sus lados mediante 

parábolas. 

(a) Se genera un barril de altura h y radio máximo R al 
girar alrededor del eje x la parábola y = R — cx?, 
—h/2 < x < h/2, donde c es una constante positiva. 
Demuestre que el radio de cada extremo del barril es 
r = R — d, donde d = ch?/4. 

(b) Demuestre que el volumen encerrado por el barril es 


V=Imhn(2R? + r? — 2a?) 


Suponga que una región R tiene un área A que se localiza 
arriba del eje x. Cuando ÈR gira alrededor del eje x, genera un 
sólido de volumen V,. Cuando X gira alrededor de la recta 
y = —k, (donde k es un número positivo), genera un sólido de 
volumen V,. Exprese V, en función de Vo kyA. 


6.3 Volúmenes mediante cascarones cilíndricos 


esto no es fácil. 


FIGURA 1 


FIGURA 2 


YA Algunos problemas relacionados con volúmenes son muy difíciles de manejar con 
= 2 3 
y=2x"-x 


los métodos de las secciones anteriores. Por ejemplo, se considera el problema de 
determinar el volumen del sólido que se obtiene al hacer girar la región acotada por 
y = 2x — xX y y =0. (Véase la figura 1.) Si se corta en forma perpendicular al eje y, 
se obtiene una arandela. Pero para calcular los radios interior y exterior de la arandela, se 
tiene que resolver la ecuación cúbica y = 2x? — x° para encontrar x en función de y, y 


Por fortuna, hay un sistema llamado método de los cascarones cilíndricos, que es 
más fácil de usar en tal caso. En la figura 2 se muestra un cascarón cilíndrico de radio 
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interior r,, radio exterior r, y altura h. Su volumen V se calcula restando el volumen V, 
del cilindro interior del volumen V, que corresponde al cilindro exterior: 


y = Vz = Vı 
= nr h— nrêh= n(r? — r?)h 


= m(n + riJr — ri)h 


rn +r 


= 21 hlr — rı) 


A e PA — 1l A . 
Si se hace Ar = r, — r, (el espesor del cascarón) y r = 3 (12 + rı) (el radio promedio 
del cascarón), entonces esta fórmula del volumen de un cascarón cilíndrico se trans- 
forma en 


01) V = 27rrh Ar 


que puede recordarse como 
V = [circunferencia][altura][espesor] 


Ahora, sea S el sólido que se obtiene al hacer girar alrededor del eje ya la región 
acotada por y = f(x) [donde f(x) = 0], y = 0, x = a, y x = b, donde b > a > 0. (Véase 
la figura 3.) 


y=f(x) 


<> 


FIGURA 3 


Se divide el intervalo [a, b] en n subintervalos [x,_,, x] de igual anchura Ax y sea Xx; 


i-1? 


el punto medio del i-ésimo subintervalo. Si el rectángulo de base [x,_,, x] y altura f (x) 
se hace girar alrededor del eje y, entonces el resultado es un cascarón cilíndrico cuyo 
radio promedio es x;, altura f(x;) y espesor Ax (véase la figura 4). De modo que, por la 


fórmula 1, su volumen es 


V; = (2rxdD lf x)] Ax 


FIGURA 4 


YA YA 
y=f(x) y=f(x) 
l => 
C = 
| 1 1S] > ; = > 
0l_a b x 0 Ya b X 


FIGURA 6 
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Por tanto, un volumen aproximado V de S se obtiene mediante la suma de los volúmenes 
de estos cascarones: 


n 


¡=1 i=1 


Esta aproximación mejora cuando n —> o, Pero de acuerdo con la definición de integral, 
se sabe que 


lím Y 27x,f(x,) Ax = f 2axf(x) dx 


—>0o0. 
n i=1 


Por lo que lo siguiente parece razonable: 


(2) El volumen del sólido de la figura 3, que se obtiene al hacer girar alrededor 
del eje y la región bajo la curva y = f(x) de a a b, es 


V= f’ 2mxf(x)dx  donde0 < a < b 


a 


y 


El argumento de usar cascarones cilíndricos hace que la fórmula 2 parezca razonable, 
pero posteriormente se podrá comprobar (véase el ejercicio 7.1.73). 

La mejor manera de recordar la fórmula 2 es pensar en el cascarón representativo, 
cortado y aplanado como en la figura 5, con radio x, circunferencia 27x, altura f(x) y 
espesor Ax o dx: 


| Ord FW] a 


circunferencia altura espesor 


YA 


Este tipo de razonamiento es útil en otras situaciones, como cuando se hace girar 
alrededor de rectas distintas del eje y. 


EJEMPLO 1 Determine el volumen del sólido que se obtiene al hacer girar alrededor 
del eje y la región acotada por y = 21? — xX y y = 0. 


SOLUCIÓN En el trazo de la figura 6 se puede ver que un cascarón representativo tiene 
radio x, circunferencia 27rx y altura f(x) = 2x? — x°. También, por el método del casca- 
rón, el volumen es 


V= N (27x) (Qx? — x°) dx 


= c 
circunferencia altura espesor 


52r ¡(00 — x°) dx =2m[ 41 = ah 


iS ic 


Puede verificarse que el método del cascarón cilíndrico da la misma respuesta que 
calcular usando “rebanadas”. m 
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Visual 6.3 muestra cómo se YA 
forman el sólido y los cascarones 
en el ejemplo 1. 


En la figura 7 se observa una imagen 
generada mediante computadora del 
sólido cuyo volumen se calcula en el 
ejemplo 1. 


FIGURA 7 


NOTA Al comparar la solución del ejemplo 1 con las observaciones del comienzo de 
esta sección, es claro que el método de los cascarones cilíndricos es mucho más sencillo 
que el método en el que se utilizan arandelas para este problema. No es necesario encon- 
trar las coordenadas del máximo local y no tiene que resolverse la ecuación de la curva, 
ni dar x en función de y. Sin embargo, en otros ejemplos, pueden ser más sencillos los 
métodos de la sección anterior. 


EJEMPLO 2 Calcule el volumen del sólido obtenido al hacer girar alrededor del eje y 
la región entre y = x y y = x?. 


YA SOLUCIÓN La región y un cascarón representativo se ilustran en la figura 8. Se ve que 
el cascarón tiene radio x, circunferencia 27x y altura x — x?. Así que el volumen es 


V= N (2mx)(x — x°) dx = 27 f (x? — x’) dx 


z y ye f i 
=3 m 
-| 3 4 | 6 


Como se muestra en el ejemplo siguiente, el método del cascarón cilíndrico funciona 
muy bien si hace girar alrededor del eje x. Simplemente se dibuja un diagrama para iden- 
tificar el radio y la altura del cascarón. 


FIGURA 8 


EJEMPLO 3 Mediante un cascarón cilíndrico calcule el volumen del sólido que se 
obtiene al hacer girar alrededor del eje x la región bajo la curva y = Vxde0al. 


SOLUCIÓN Este problema se resolvió usando discos en el ejemplo 6.2.2. Para usar 
cascarones, llámese a la curva y = Vx (en la figura en este ejemplo) como x = y?en 
la figura 9. Por lo que toca a la rotación alrededor del eje x, un cascarón representativo 


A 4 2 
altura del cascarón = 1 — y” ; A A i 2 y 
tiene radio y, circunferencia 27ry y altura 1 — y”. Así, el volumen es 


v=| (mI y)dy =2m | (y y) dy 


r1 
J0 


radio del 
cascarón = y 


| 


En este problema, el método del disco fue más simple. E 
FIGURA 9 


EJEMPLO 4 Determine el volumen del sólido que se obtiene al girar alrededor de la 
recta x = 2 la región acotada por y = x — x? y y = 0. 


FIGURA 10 


6.3 EJERCICIOS 
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SOLUCIÓN En la figura 10 se muestra la región y un cascarón cilíndrico formado por 
la rotación alrededor de la recta x = 2. El radio es 2 — x, circunferencia 211(2 — x) y 
altura x — x’. 


El volumen del sólido dado es 


V 


II 


Ñ 2712 — x)(x — x?) dx 


iri (x? — 3x? + 2x) dx 
0 
J0 


à 1 
Sin ie e n E 
4 ù 2 


@ Discos y arandelas frente a cascarones cilíndricos 


Cuando se determina el volumen de un sólido de revolución, ¿cómo se sabe si se va a 
usar discos (o arandelas) o cascarones cilíndricos? Hay varias consideraciones que tomar 
en cuenta: ¿la región es descrita más fácilmente por las curvas frontera superior e inferior 
de la forma y = f(x), o por las fronteras izquierda y derecha x = g(y)? ¿Con cuál opción 
es más fácil trabajar? ¿Los límites de integración son más fáciles de encontrar para una 
variable que para la otra? ¿La región requiere dos integrales separadas cuando se utiliza 
x como la variable pero una sola integral en y? ¿Se puede evaluar la integral que se ha 
creado con nuestra elección de variable? 

Si se decide que una variable es más fácil de trabajar que la otra, esto determina qué 
método se debe utilizar. Dibuje un rectángulo de muestra en la región, correspondiente 
a una sección transversal del sólido. El espesor del rectángulo, Ax o Ay, corresponde a 
la variable de integración. Si imagina el rectángulo girando, se convierte en un disco 
(arandela) o en un cascarón. 


1. Sea S el sólido que se genera al girar alrededor del eje y la 2. Sea S el sólido que se genera al girar alrededor del eje y la 
región que se muestra en la figura. Explique por qué es incon- región que se muestra en la figura. Trace la gráfica de un 
veniente usar las rebanadas para determinar el volumen V de cascarón cilíndrico representativo y determine su circunferen- 
S. Trace la gráfica de un cascarón representativo de aproxi- cia y altura. Utilice cascarones para calcular el volumen de S. 
mación. ¿Cuáles son la circunferencia y la altura? Utilice ¿Cree usted que este método es mejor que el de las rebanadas? 


cascarones para encontrar V. 


Explique. 
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3-7 Utilice el método de los cascarones cilíndricos para 
determinar el volumen que se genera al hacer girar alrededor del 
eje y, la región acotada por las curvas dadas. 


3.y=1/x y=0 x=1, x=2 


N 
< 
Il 
= 
MS 
=< 
Il 
D 
> 
| 
N 
tad 
o 


8. Sea V el volumen del sólido que se obtiene cuando la región 
acotada por y = Vx y y = xX gira alrededor del eje y. 
Calcule V por rebanadas y formando cascarones cilíndricos. 
En ambos casos, trace un diagrama para explicar su método. 


9-14 Utilice el método de los cascarones cilíndricos para 
determinar el volumen de cada uno de los sólidos siguientes que 
se obtienen al hacer girar alrededor del eje x la región acotada 
por las curvas dadas. 


15-20 Mediante el método de los cascarones cilíndricos 
determine el volumen generado cuando gira cada una de las 
regiones acotadas entre las curvas dadas, alrededor del eje 
especificado. 


15. y=x?% y=8,x=0; alrededor de x = 3 


16. y =4-—2x, y=0,x=0; alrededor de x = —1 


17. y=x?% y=2-x?% alrededor de x = 1 
18. y= Vx, x=2y; alrededor de x = 5 
19. x=2y? y=>0,x=2; alrededor de y = 2 


20. x = 2y°, x= y? + 1; alrededor de y = —2 


21-26 

(a) Plantee una integral para el volumen del sólido que se 
genera al hacer rotar la región que definen las curvas dadas 
alrededor del eje dado. 

(b) Utilice su calculadora para evaluar la integral con una 
aproximación de cinco decimales. 


21. y =xe *, y=0,x=2; alrededor del eje y. 


22. y = tanx, y =0, x= 11/4; alrededor de x = 1/2 


23. y = cosx, y = —costx, —T/2 S x S 1/2; 
alrededor de x = 7 


24. y =x, y =2x/(1 + x°); alrededor de x = —1 
25. x= ysen y, 0S y<, x=0; alrededor de y = 4 


26. x? — y? =7, x= 4; alrededor de y = 5 


27. Aplique la regla del punto medio con n = 5 para estimar el 
volumen obtenido cuando la región bajo la curva 
y =V 1 + x*, gira alrededor del eje y. Considere 0 = x < 1. 


28. Si la región que se muestra en la figura gira alrededor del 
eje y para formar un sólido, aplique la regla del punto medio 
con n = 5 para calcular el volumen del sólido. 


29-32 Cada una de las integrales siguientes representa el 
volumen de un sólido. Describa el sólido. 


29. T 2x’ dx 30. | 27 y lny dy 
Jo Ji 


y+2 
=a y 


r4 
31. 27 J > 


32. i 27 (2 — x)(3* — 2%) dx 


33-34 Utilice una gráfica para calcular las coordenadas x de 
los puntos de intersección de las curvas dadas. Luego con esa 
información calcule el volumen del sólido obtenido al girar 
alrededor del eje y la región acotada por estas curvas. 


Xx 
+1 


33. y=x2-2x y 


34. y=e "y, y=x?-4x+5 


Ed 35-36 Use un sistema algebraico computacional para calcular el 


volumen exacto del sólido obtenido al girar la región acotada por 
las curvas dadas alrededor de la recta especificada. 


35. y = sen? x, y=sentx, 0=x=< m5; alrededor de x = 7/2 


36. y = xX senx, y=0,0=x=rm5;, alrededor de x = —1 
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37-43 La región acotada por las curvas dadas gira alrededor 46. El toro sólido del ejercicio 6.2.63. 
del eje especificado. Determine el volumen del sólido resul- 


tante, por medio de cualquier método. 


37. 
38. 
39. 
40. 
41. 
42. 
43. 


44. 


45-47 Utilice cascarones cilíndricos para encontrar el volumen 


y x 6x — 8, y 


y x’ +6x-—8, y 


y? — x’ =1, y=2; alrededor del eje x 
y?=x*=1, y=2; alrededor del eje y 
x? + (y-1)= 1; alrededor del eje y 
x=(y-3Y, x=4 alrededor de y = 1 


x=(y-1ř,x-y= l; 


0; 
0; 


alrededor del eje x 


47. Un cono circular recto de altura h y base de radio r: 


alrededor del eje y 


48. Suponga que usted fabrica anillos para servilletas perforando 
agujeros de diferentes diámetros en dos bolas de madera (las 
cuales también tienen diámetros distintos). Usted descubre 
que ambos anillos para las servilletas tienen la misma altura 
h, como se muestra en la figura. 

(a) Conjeture cuál anillo contiene más madera. 
(b) Verifique su conjetura: utilice cascarones cilíndricos 
para calcular el volumen de un anillo para servilleta 


alrededor de x = — 1 creado al perforar un agujero con radio r a través del 


centro de una esfera de radio R y exprese la respuesta en 
función de h. 


Sea T la región triangular con vértices (0, 0), (1, 0) y (1, 2), 


y sea V el volumen del sólido generado cuando T gira 
alrededor de la recta x = a, donde a > 1. Exprese a en 


términos de V. 


del sólido. 


45. 


Una esfera de radio r. 


6.4 Trabajo 


El término trabajo se utiliza en el lenguaje cotidiano para expresar el esfuerzo que se 
requiere para ejecutar una tarea. En física, el trabajo tiene un significado técnico que 
depende de la idea de fuerza. Intuitivamente se puede pensar en una fuerza como algo 
que provoca un impulso o un jalón sobre un objeto; por ejemplo, el empuje horizontal de 
un libro hacia el otro lado de la mesa, o bien, el jalón hacia abajo que ejerce la gravedad 
de la Tierra sobre una pelota. En general, si un objeto se desplaza en línea recta con 
función posición s(t), entonces la fuerza F sobre el objeto (en la misma dirección) está 
dada por la segunda ley de Newton del movimiento como el producto de su masa m por 
su aceleración a, es decir: 


2 
01) F = ma = ES 


En el sistema métrico SI, la masa se mide en kilogramos (kg), el desplazamiento en 
metros (m), el tiempo en segundos (s) y la fuerza en newtons (N = kg-m/ sî). Así, una 
fuerza de 1 N que actúa sobre una masa de 1 kg produce una aceleración de 1 m/ s?. En 
el sistema usual de Estados Unidos, libra es la unidad fundamental usada como unidad 
de fuerza. 

En el caso de aceleración constante, la fuerza F también es constante, y el trabajo 
realizado está definido como el producto de la fuerza F por la distancia d que el objeto 
recorre: 


(2) W=Fd trabajo = fuerza X distancia 
Si F se mide en newtons y d en metros, entonces la unidad de W es un newton-metro, 


llamada joule (J). Si F se mide en libras y d en pies, entonces la unidad de W es pie-libra 
(pie-1b), que es de casi 1.36 J. 
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EJEMPLO 1 

(a) ¿Qué tanto trabajo se realiza al levantar un libro de 1.2 kg desde el suelo y colo- 
carlo en un escritorio que tiene 0.7 m de altura? Utilice el hecho de que la aceleración 
debida a la gravedad es g = 9.8 m/ s?, 

(b) ¿Cuánto trabajo se efectúa al levantar desde el suelo un peso de 20 lb a una altura 
de 6 pies? 


SOLUCIÓN 
(a) La fuerza ejercida es igual y opuesta a la que ejerce la gravedad, de modo que con 
la ecuación 1 se obtiene 

F = mg = (1.2)(9.8) = 11.76 N 


por lo que la ecuación 2 proporciona el trabajo realizado como 
W = Fd = (11.76 N)(0.7 m) = 8.2 J 
(b) En este caso, la fuerza es F = 20 lb, de modo que el trabajo realizado es 
W = Fd = (20 lb)(6 pies) = 120 pies-lb 


Observe que en el inciso (b), a diferencia del inciso (a), no se tuvo que multiplicar 
por g porque ya se conocía el peso (el cual es una fuerza) y no la masa del objeto. u 


La ecuación 2 define el trabajo siempre y cuando la fuerza sea constante, pero, ¿qué 
ocurre si la fuerza es variable? Suponga que el objeto se desplaza a lo largo del eje x 
en la dirección positiva, de x = aa x = b, y que en cada punto x entre a y b actúa una 
fuerza f(x) sobre el objeto, donde f es una función continua. Divida el intervalo [a, b] 
en n subintervalos con puntos extremos xX, X,» . . . , X, y ancho igual Ax. Elija un punto 
muestra x;* en el ¡-ésimo subintervalo [x,_,, x,]. Entonces la fuerza en el punto es f(x%). 
Si n es grande, entonces Ax es pequeña, y puesto que f es continua, los valores de f no 
cambian mucho sobre el intervalo [x,_,, x,]. En otras palabras, f es casi constante sobre el 
intervalo, por lo que el trabajo W, que se realiza al desplazar la partícula desde x,_, hasta 
x,se obtiene aproximadamente con la ecuación 2: 


W; = f(xf) Ax 


Por lo que se puede dar un valor aproximado del trabajo total 


E W = Y 1) Ax 


Parece que esta aproximación es mejor a medida que se incrementa a n. Por tanto, se 
define el trabajo realizado al mover el objeto de a a b como el límite de esta cantidad 
cuando n —> %, Puesto que el lado derecho de (3) es una suma de Riemann, su límite es 
una integral definida, por lo que 


n 


(a) W= lím Y f(x*) Ax = | "A dx 


=>m + 
n i=j va 


EJEMPLO 2 Cuando una partícula se ubica a una distancia x metros del origen, una 
fuerza de x? + 2x newtons actúa sobre ella. ¿Cuánto trabajo se efectúa al moverla de 
x=1lax= 3? 
3 3 
i a x a 
SOLUCIÓN W= | (x? + 2x) dx = dy el = 
j 1 


El trabajo realizado es 165 J. m 


Ñ 


> 
superficie  ( x 
sin fricción 


(a) Posición natural del resorte 


(b) Posición estirada del resorte 


FIGURA 1 
Ley de Hooke 


100 + 


FIGURA 2 


Si se hubiera colocado el origen 
en la parte inferior del cable y 
el eje x hacia arriba, se habría 
obtenido 


"100 


W = i 2(100 — x) dx 


lo cual da la misma respuesta. 
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En el ejemplo siguiente se aplica una ley de la física: la ley de Hooke establece que la 
fuerza requerida para mantener un resorte estirado x unidades más de su longitud natural 
es proporcional a x: 


f(x) = kx 


donde k es una constante positiva, que se llama constante del resorte (véase la figura 1). 
La ley de Hooke se cumple siempre que x no sea demasiado grande. 


EJEMPLO 3 Se requiere una fuerza de 40 N para mantener un resorte que está estirado 
desde su posición natural de 10 cm a una longitud de 15 cm. ¿Cuánto trabajo se hace 
al estirar el resorte de 15 a 18 cm? 


SOLUCIÓN De acuerdo con la ley de Hooke, la fuerza que se requiere para mantener el 
resorte estirado x metros más allá de su longitud natural es f(x) = kx. Cuando el resorte 
se estira de 10 a 15 cm, la cantidad estirada es 5 cm = 0.05 m. Esto significa que 
$(0.05) = 40, por lo que 


0.05k = 40 k = ¿5 = 800 


Así, f(x) = 800x y el trabajo hecho al estirar el resorte de 15 a 18 cm es 


, 770.08 
"0.08 o 
W= | 800x dx = 800 — 
J0.05 2 


0.05 


= 400[(0.08)7 — (0.05)”] = 1.56 J a 


EJEMPLO 4 Un cable de 200 lb mide 100 pies de largo y cuelga verticalmente desde lo 
alto de un edificio. ¿Cuánto trabajo se requiere para subir el cable hasta la parte superior 
del edificio? 


SOLUCIÓN En este caso no hay una fórmula para la función fuerza, pero se puede 
aplicar un razonamiento similar al que se condujo a la definición 4. 

Se coloca el origen en lo alto del edificio y el eje x apuntando hacia abajo como se 
muestra en la figura 2. Se divide el cable en pequeños segmentos de longitud Ax. Si x;* 
es un punto en el ¡-ésimo intervalo, entonces todos los puntos del intervalo se levantan 
casi la misma cantidad, dígase, x,*. El cable pesa 2 libras por cada pie, de modo que 
el peso del ¡-ésimo segmento es (2 lb/ pie)(Ax pie) = 2 Ax lb. Por lo que el trabajo 
realizado en el ¡-ésimo segmento, en pies-libras, es 


QA + xë =2xF Ax 
== 
fuerza distancia 
Se obtiene el trabajo total que se realizó sumando todas las aproximaciones y 
haciendo que la cantidad de segmentos sea grande (de modo que Ax —= 0): 


W= lím Y 2x* Ax = o 2x dx 


n—>0 ¡1 YO 
100 
= e] = 10,000 pie-Ib E 


EJEMPLO 5 Un depósito tiene la forma de un cono circular invertido de altura igual 
a 10 m y radio de la base de 4 m. Se llena con agua hasta alcanzar una altura de 8 m. 
Determine el trabajo que se requiere para vaciar el agua mediante bombeo por la parte 
superior del depósito. (La densidad del agua es 1000 kg/ m°.) 
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SOLUCIÓN Se miden profundidades desde la parte superior del recipiente introducien- 
do una recta vertical de coordenadas como en la figura 3. El agua se extiende desde una 
profundidad de 2 m hasta una profundidad de 10 m y de esta manera se divide el inter- 
valo [2, 10] en n subintervalos con extremos x, X,, . . ., x, y Se elige x* en el ¡-ésimo 
subintervalo. De este modo el agua se divide en n capas. La ¡-ésima capa es aproxi- 
madamente un cilindro circular de radio r, y altura Ax. Se puede calcular r, a partir de 
triángulos semejantes, usando la figura 4 como se indica a continuación: 


Fi 4 


2n -= 2 — y* 
10=x* 10 a 


10m Por lo que un volumen aproximado de la i-ésima capa de agua es 


4 
V; = mr? Ax = u — xP? Ax 


y así su masa es 


m, = densidad X volumen 


FIGURA 3 
4 
A = 1000: Z= (10 — FP Ax = 1607(10 — x¥} Ax 
p 25 
La fuerza necesaria para subir esta capa debe superar a la fuerza de gravedad, y así 
F; = mig = (9.8)1607(10 — x* Ax 
10 
T = 15687 (10 — xF) Ax 
10x" Cada partícula en la capa debe viajar una distancia de aproximadamente x¥*. El trabajo W, 
| al realizado para subir esta capa hasta lo alto del depósito es aproximadamente el producto 
de la fuerza F, por la distancia x*: 
FIGURA 4 


W; = F; x¥ = 15687rx*(10 — x* Ax 


Para encontrar el trabajo total en el vaciado del tanque, se suman las contribuciones de 
cada una de las n capas y después se toma el límite cuando n — o; 


E Y PA] 10 
W= lím Y 1568mxž(10 — x¥} Ax = | 15687x(10 — x? dx 
n>% i=] J2 
10 
10 7 5 ,  20x?* x" 
= 15687 | (100x — 20x? + 1) dx = 1568m| 50- T 
J2 3 3 
= 156887 (9%) = 3.4 X 10%] a 
6.4 EJERCICIOS 
1. Un gorila de 360 lb trepa a un árbol a una altura de 20 pies. Calcule el trabajo realizado para mover la partícula desde el 
Encuentre el trabajo realizado si el gorila alcanza esa origen a una distancia de 9 pies. 
ri 4. Cuando una partícula se localiza a una distancia de x metros 
(a) 10 segundos (b) 5 segundos desde el origen, una fuerza de cos (arx/ 3) newtons actúa 
2. ¿Cuánto trabajo se realiza cuando un elevador levanta una sobre ella. ¿Cuánto trabajo se realiza al mover la partícula 
roca de 200 kg a una altura de 3 m? desde x = 1 hasta x = 2? Interprete su respuesta considerando 
3. Una fuerza variable de 10/ (1 + x) libras mueve una ana n desde x= L hasta y m LS ydesdew m 15 


partícula desde el origen a un punto que está a x pies. 


5. Se muestra la gráfica de una función fuerza (en newtons) 
que se incrementa a su máximo valor y luego permanece 
constante. ¿Cuánto trabajo hace la fuerza al mover un objeto a 
una distancia de 8 m? 


6. La tabla muestra los valores de una función fuerza f(x), donde 
x se mide en metros y f(x) en newtons. Aplique la regla del 
punto medio para estimar el trabajo que realiza la fuerza al 
mover un objeto desde x = 4 hasta x = 20. 


x 4 6 8 10 | 12 | 14 | 16 | 18 | 20 


fx) 5 |58 |70 | 8.8 | 9.6 | 8.2 | 6.7 | 5.2 | 4.1 


7. Se requiere una fuerza de 10 lb para mantener estirado un 
resorte 4 pulg más de su longitud natural. ¿Cuánto trabajo se 
realiza al estirar el resorte desde su longitud natural hasta 6 
pulg más de su longitud natural? 


8. Un resorte tiene una longitud natural de 40 cm. Si se requiere 
una fuerza de 60 N para mantenerlo comprimido una longitud 
de 10 cm, ¿cuánto trabajo se requiere para comprimirlo a una 
longitud de 25 cm? 


9. Suponga que se necesitan 2 J de trabajo para estirar un 
resorte desde su longitud natural de 30 cm hasta una longitud 
de 42 cm. 

(a) ¿Cuánto trabajo se requiere para estirarlo desde 35 hasta 
40 cm? 

(b) ¿Cuánto más allá de su longitud natural, mantendrá una 
fuerza de 30 N al resorte estirado? 


10. Si el trabajo que se requiere para estirar un resorte 1 pie 
más de su longitud natural es 12 pies-lb, ¿cuánto trabajo 
se requiere para estirar el resorte 9 pulg más de su longitud 
natural? 


11. Un resorte tiene una longitud natural de 20 cm. Compare el 
trabajo W, hecho al estirar un resorte desde 20 hasta 30 cm 
con el trabajo W, hecho en estirarlo desde 30 hasta 40 cm. 
¿Cómo se relacionan W, y W,? 


12. Si se necesitan 6 J de trabajo para estirar un resorte de 10 a 
12 cm y otros 10 J para estirarlo de 12 a 14 cm, ¿cuál es la 
longitud natural del resorte? 


13-22 Muestre cómo obtener un valor aproximado del trabajo 
requerido mediante una suma de Riemann. Luego exprese el tra- 
bajo como una integral y evalúela. 


13. Una pesada soga de 50 pies de largo pesa 0.5 lb/pie y está 
colgando por un lado de un edificio de 120 pies de altura. 
(a) ¿Cuánto trabajo se hace al jalar la soga por la parte supe- 
rior del edificio? 
(b) ¿Cuánto trabajo se realiza al jalar la mitad de la soga a la 
parte superior del edificio? 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
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Un cable grueso de 60 pies de largo que pesa 180 lb, cuelga 
de un malacate en una grúa. Calcule de dos formas diferentes 
el trabajo hecho si el malacate recoge 25 pies de cable. 

(a) Siga el método del ejemplo 4. 

(b) Escriba una función para el peso del cable restante 
después de que el malacate ha levantado x pies. Calcule 
la cantidad de trabajo hecho cuando el malacate levanta 
Ax pies de cable. 


Un cable que pesa 2 lb/ pies se utiliza para levantar 800 
libras de carbón arriba del pozo de una mina de 500 pies de 
profundidad. Determine el trabajo realizado. 


Una cadena que está en el suelo mide 10 m de largo y su 
masa es de 80 kg. ¿Cuánto trabajo se efectúa para subir un 
extremo de la cadena a una altura de 6 m? 


Un cubo de 10 kg, con un agujero, se sube desde el suelo 
hasta una altura de 12 m con rapidez constante por medio de 
una soga que pesa 0.8 kg/ m. Al principio, el cubo contiene 
36 kg de agua, pero el agua se sale con rapidez constante y 
termina de salirse justo cuando el cubo llega a los 12 m de 
altura. ¿Cuánto trabajo se realizó? 


Un cubo que pesa 4 lb y una soga de peso despreciable se 
usan para extraer agua de un pozo de 80 pies de profundidad. 
El cubo se llena con 40 lb de agua y se jala hacia arriba con 
una rapidez de 2 pies/ s, pero el agua se sale por un agujero 
que tiene el cubo, con una rapidez de 0.2 lb/ s. Calcule el 
trabajo hecho al jalar el cubo hasta la boca del pozo. 


Una cadena de 10 pies de largo pesa 25 lb y cuelga de un 
techo. Calcule el trabajo hecho al subir el extremo inferior 
de la cadena al techo de modo que esté al mismo nivel que el 
extremo superior. 


Una piscina circular tiene un diámetro de 10 m, los lados 
miden 1.5 m de altura y la profundidad del agua es de 1.2 m. 
¿Cuánto trabajo se requiere para sacar por bombeo toda el 
agua por uno de los lados? 


Un acuario que mide 2 m de largo, 1 m de ancho y 1 m de 
profundidad está lleno con agua. Determine el trabajo que se 
requiere para sacar por bombeo la mitad del agua de dicho 
acuario. (Utilice el hecho de que la densidad del agua es de 
1000 kg/m?.) 


Un tanque esférico de agua, de 24 pies de diámetro, se 
coloca encima de una torre de 60 pies. El tanque se llena con 
una manguera en la parte inferior de la esfera. Si se utiliza 
una bomba de 1.5 caballos de fuerza para llevar el agua hasta 
el tanque, ¿cuánto se tarda en llenar el depósito? (Un caballo 
de fuerza = 550 pies-lb de trabajo por segundo.) 


23-26 Un tanque está lleno de agua. Determine el trabajo nece- 
sario para que, mediante bombeo, el agua salga por el tubo de 
descarga. En los ejercicios 25 y 26 utilice el hecho de que el peso 
del agua es de 62.5 lb/pies?. 


23. 


3 m > 24. Aim 


z 


5 


k— 


8m 
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cono truncado 


28. 


29. 


30. 


31. 


. Suponga que en el caso del depósito del ejercicio 23, la 


bomba se descompone después de que se ha realizado un 
trabajo de 4.7 X 105 J. ¿Cuál es la profundidad del agua que 
queda en el depósito? 


Resuelva el ejercicio 24 suponiendo que el tanque está lleno 
a la mitad de aceite con densidad de 900 kg/m’. 


Cuando el gas se expande en un cilindro de radio r, la presión 
en cualquier momento dado es una función del volumen: 

P = P(V). La fuerza que ejerce el gas sobre el émbolo (véase 
la figura) es el producto de la presión por el área: F = rrr*P. 
Demuestre que el trabajo que realiza el gas cuando el volu- 
men se expande desde el volumen V, al volumen V, es 


w= [Pav 


xX 
cabeza del émbolo 


En un motor de vapor, la presión P y el volumen V del 
vapor cumplen con la ecuación PV!* = k, donde k es 
una constante. (Esto es válido en el caso de la expansión 
adiabática, es decir, la expansión en la cual no hay 
transferencia de calor entre el cilindro y sus alrededores.) 
Utilice el ejercicio 29 para calcular el trabajo realizado 
por el motor durante un ciclo cuando el vapor inicia a una 
presión de 160 lb/ pulg? y un volumen de 100 pulg? y se 
expande a un volumen de 800 pulg?. 


La energía cinética EC de un objeto de masa en movimiento 
con velocidad v se define como EC = imo. Si una fuerza 
f(x) actúa sobre el objeto, moviéndolo a lo largo del eje x 
de x, a x,, el teorema del trabajo y la energía establece que 
el trabajo neto es igual al cambio en energía cinética: 


1 1 ; 
3 mu; — z mv?, donde v, es la velocidad en x, y v, es la velo- 
cidad en x,. 


(a) Sean x = s(£) la función de posición del objeto al tiempo +, 
v(t) y a(t) las funciones velocidad y aceleración, respec- 
tivamente. Demuestre el teorema del trabajo y la 
energía al utilizar primero la regla de sustitución para 
integrales definidas (5.5.6) para demostrar que 


W= E fœ dx = f? FO) v) dt 


Luego utilice la segunda ley de movimiento de Newton 
(fuerza = masa X aceleración) y la sustitución u = v(t) 
para evaluar la integral. 


32 


33. 


34. 


(b) ¿Cuánto trabajo (en pies-lb) se necesita para lanzar una 
bola de boliche de 12 lb a 20 millas/h? (Nota: divida 
el peso en libras entre 32 pies/s? de la aceleración de 
la gravedad, para encontrar la masa, medida en slugs.) 


Suponga que cuando arranca un carro de 800 kg de 
una montaña rusa, un sistema de propulsión electro- 
magnética ejerce una fuerza de 5.71? + 1.5x newtons 
sobre el carro en una distancia de x metros de distancia 
a lo largo de la pista. Utilice el ejercicio 31(a) para 
encontrar la velocidad del carro cuando ha viajado 

60 metros. 


(a) La ley de gravitación de Newton establece que dos 
cuerpos con masas m, y m, se atraen entre sí con una 
fuerza 


donde r es la distancia entre los cuerpos y G es la 
constante gravitacional. Si uno de los cuerpos está 
fijo, determine el trabajo necesario para llevar al otro 
desde r = a hasta r = b. 

Calcule el trabajo requerido para lanzar un satélite 
de 1000 kg en dirección vertical hasta una órbita a 
1000 km de altura. Puede suponer que la masa de la 
Tierra es de 5.98 X 10% kg y está concentrada en su 
centro. Tome el radio de la Tierra como 6.37 X 10%m 
y G = 6.67 X 10" N + m/kg?. 


(b 


= 


La gran pirámide del rey Keops fue construida de piedra 
caliza en Egipto durante un período de 20 años, desde 
2580 a. C. a 2560 a. C. Su base es un cuadrado con una 
longitud del lado de 756 pies, y su altura cuando se 
construyó fue de 481 pies. (Fue la estructura hecha por 
el hombre más alta del mundo por más de 3800 años.) 
La densidad de la piedra caliza es aproximadamente 
150 lb/pies'. 

(a) Estime el trabajo total realizado en la construcción de 
la pirámide. 

(b) Si cada obrero trabajó 10 horas al día durante 20 años, 
340 días al año, e hizo 200 pies-lb/h de trabajo al 
levantar los bloques de piedra caliza de su lugar, 
aproximadamente, ¿cuántos obreros se necesitaron 
para construir la pirámide? 


O Vladimir Korostyshevskiy / Shutterstock.com 
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6.5 Valor promedio de una función 


FIGURA 1 


Para una función positiva, se puede 
pensar esta definición como 


área 


= altura promedio 
ancho 


Es fácil calcular el valor promedio de una cantidad finita de números y,, Y, ..., Y, 


yı + ya F- F Y 


n 


Yprom 


Pero ¿de qué manera se calcula la temperatura promedio durante un día, si una gran 
cantidad de lecturas de temperatura es posible? En la figura 1 se muestran la gráfica de 
una función temperatura T(t), donde f se mide en horas y T en °C, y una suposición de la 
temperatura promedio, T om: 

En general, se trata de calcular el valor promedio de una función y = f(x), a S x S b. 
Se empieza por dividir el intervalo [a, b] en n subintervalos iguales, cada uno de ellos 


de longitud Ax = (b — a)/ n. Luego se eligen los puntos x¥, .. . , x* en subintervalos 
sucesivos y se calcula el promedio de los números f(x*), ....., (1%): 
FUÍ) t tfai) 
n 


(Por ejemplo, si f representa una función temperatura y n = 24, esto significa que se toman 
lecturas de la temperatura cada hora y luego se promedian.) Puesto que Ax = (b — a)/ n, se 
puede escribir n = (b — a)/ Ax, y el valor promedio es 


fi) +A) 
b=a b 
Ax 


LED ++] 


= UGR) Ar + o +10) Ax] 


1 n 
= — Y faï) Ax 
b-a 


Si se incrementa n, se puede calcular el valor promedio de un gran número de valores 
muy poco separados. (Por ejemplo, se puede promediar lecturas de temperatura tomadas 
cada minuto o hasta cada segundo.) El valor límite es 


n 


0 f’ fO dx 
d va 


i=1 


lím 


n>o = a 


por la definición de integral definida. 
Por tanto, se define el valor promedio de f sobre el intervalo [a, b] como 


1 Wu) 
From = beg Í, f(x) dx 


EJEMPLO 1 Determine el valor promedio de la función f(x) = 1 + x? sobre el inter- 
valo [— 1, 2]. 


SOLUCIÓN Con a = —1 y b = 2 se tiene 


l1 fo 1 (2 : o1 ae 
Joma = 71 f(x)dx = l +x dx E + | 2 E 


Si T(¢) es la temperatura en el tiempo t, puede preguntarse si existe un momento espe- 
cífico en el que la temperatura es la misma que la temperatura promedio. Para la función 
temperatura trazada en la figura 1, existen dos momentos: justo antes del mediodía y 
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YA 


`o HAS 


0| a 


FIGURA 2 


Siempre puede cortarse una 
parte de lo alto de una montaña 
(bidimensional) hasta una cierta 
altura, y usarla para rellenar con 


eso los valles, de tal modo que la 


montaña se vuelva completamente 


plana. 
al 2,5) 
y=1+x 
(1, 2) 
MÁ From = 
4o 1 
FIGURA 3 


antes de la medianoche. En general, ¿hay un número c en el cual el valor de f es exacta- 
mente igual al valor promedio de la función, es decir, f(c) = Fat El teorema siguiente 
dice que esto es válido para funciones continuas. 


Teorema del valor medio para integrales Si f es continua sobre [a, b], entonces 
existe un número c en [a, b] tal que 


f (c) Æ forom = — P F (x) dx 


es decir, | Fœ dx = f(b — a) 


El teorema del valor medio para integrales es una consecuencia del teorema del valor 
medio para las derivadas y del teorema fundamental del cálculo. La demostración se 
delinea en el ejercicio 25. 

La interpretación geométrica del teorema del valor medio para integrales es que, para 
funciones positivas f, existe un número c tal que el rectángulo con base [a, b] y altura 
f(c) tiene la misma área que la región bajo la gráfica de f de a a b. (Véase la figura 2 y la 
interpretación más clara en la nota al margen.) 


EJEMPLO 2 Puesto que f(x) = 1 + x es continua en el intervalo [—1, 2], el teorema 
del valor medio para integrales establece que hay un número c en [—1, 2] tal que 


$ 0 + 2?) dx = AON (0 


En este caso particular se puede encontrar c en forma explícita. Del ejemplo 1, se sabe 
que Tiom = 2, de modo que el valor de c satisface 


FO) = from = 2 
Por tanto, 1+e=2 entonces č=]1 


Por consiguiente, sucede en este caso que hay dos números c = + 1 en el intervalo 
[—1, 2] que funcionan en el teorema del valor medio para integrales. u 


Los ejemplos 1 y 2 se ilustran mediante la figura 3. 


EJEMPLO 3 Demuestre que la velocidad promedio de un automóvil en un intervalo de 
tiempo [1,, £] es la misma que el promedio de sus velocidades durante el viaje. 


SOLUCIÓN Si s(1) es el desplazamiento del automóvil en el tiempo f, entonces, por 
definición, la velocidad promedio del automóvil en el intervalo es 


As _ s(t) — s(t) 
At tb —t 


Por otro lado, el valor promedio de la función velocidad sobre el intervalo es 


1 Pta Mt 
Uprom = v(t) dt = SO) dt 
P bt Ú 0 bh |, y 
1 : 
= 7 7 [s(t) — s(ti)] (por el teorema del cambio neto) 
s 
sit2) — sí 
- M) 4) _ velocidad promedio a 


h — tı 


6.5 EJERCICIOS 


1-8 Determine el valor promedio de la función en el intervalo 


dado. 
1. fa) =3x? + 8x, [-1,2] 
2. f(x) =x, [0,4] 
3. g(x) =3 cosx, [—7/2,15/2] 
4. g(x) =x°V1 +x?, [0,2] 
5. f(t) =1e", [0,5] 
6. f(x) =x°/(x +37, [-1,1] 
7. h(x) = cosx sen x, [0, 71] 
8. hlu) = (Inu)/u, [1,5] 
9-12 
(a) Calcule el valor promedio de f sobre el intervalo dado. 
(b) Encuentre c tal que Fiia = f(c). 
(c) Trace la gráfica de f y el rectángulo cuya área es la misma 
que el área bajo la gráfica de f. 
9. fx) = (x - 37, [2,5] 
10. f(x) = 1/x, [1,3] 
FA 11. f(x) = 2 sen x — sen 2x, [0,7] 
FE 12. f(x) =2xe™, [0,2] 
13. Si f es continua y Ñ f(x) dx = 8, demuestre que f toma el 
valor de 4 por lo menos una vez en el intervalo [1, 3]. 
14. Determine los números b tales que el valor promedio de 
f(x) = 2 + 6x — 3x7 en el intervalo [0, b] es igual a 3. 
15. Encuentre el valor promedio de f sobre [0, 8]. 
16. Se muestra la gráfica de velocidad de un automóvil que 


acelera. 


DA 
(km/h) 
60 


40 


20 


> 
12 t(segundos) 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 
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(a) Utilice la regla del punto medio para estimar la 
velocidad promedio del automóvil durante los 
primeros 12 segundos. 

(b) ¿En qué momento la velocidad instantánea fue igual 
a la velocidad promedio? 


En una cierta ciudad la temperatura (en °C) t horas 
después de las 9:00 se modeló mediante la función 


t 
T = 20 + 6 sen — 
12 


Determine la temperatura promedio durante el período 
de 9:00 hasta 21:00. 


La velocidad v de la sangre que fluye en un vaso 
sanguíneo con radio R y longitud l a una distancia r del 
eje central es 


W) =R- r?) 


donde P es la diferencia de presión entre los extremos 
del vaso y y es la viscosidad de la sangre (véase el ejem- 
plo 3.7.7). Encuentre la velocidad promedio (respecto a r) 
sobre el intervalo 0 = r < R. Compare la velocidad 
promedio con la velocidad máxima. 


La densidad lineal de una varilla de 8 m de longitud es 
12/Vx + 1 kg/m, donde x se mide en metros desde un 
extremo de la varilla. Determine la densidad promedio 
de la varilla. 


(a) Una taza de café tiene una temperatura de 95 °C 
y le toma 30 minutos enfriarse a 61 °C en una 
habitación con una temperatura de 20 *C. Utilice la 
ley del enfriamiento de Newton (sección 3.8) para 
demostrar que la temperatura del café después de t 
minutos es 


T(t) = 20 + 75e™ 


donde k = 0.02. 
(b) ¿Cuál es la temperatura promedio del café durante la 
primera media hora? 


En el ejemplo 3.8.1 se modeló la población mundial 
en la segunda mitad del siglo xx por la ecuación 

P(t) = 2560e0017185. Utilice esta ecuación para estimar 
la población mundial promedio durante este período. 


Si un cuerpo en caída libre parte del reposo, entonces 
su desplazamiento está dado por s = igr. Sea la velo- 
cidad después de un tiempo T sea v, Demuestre que 
si se calcula el promedio de las velocidades respecto 
a t, se obtiene v = lp ; pero si se calcula el 

. prom Ú Te . 
promedio de las velocidades respecto a s, se obtiene 


=2 
U prom 3 Ure 


Utilice el resultado del ejercicio 5.5.83 para calcular el 
volumen promedio de aire inhalado en los pulmones en 
un ciclo respiratorio. 
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24. Utilice el diagrama para mostrar que si f es cóncava hacia 25. Demuestre el teorema del valor medio para integrales 
arriba sobre [a, b], entonces aplicando el teorema del valor medio para derivadas (véase 
la sección 4.2) a la función F(x) = ji F(0 dt. 
, a+b 
forom > f ( 2 ) 26. Si From La b] denota el valor promedio de f sobre el 


intervalo [a, b] y a < c < b, demuestre que 


From La, b] => (5) From la, c] F (=) Jorom [c, b] 
b=a b=a 


PROYECTO DE APLICACIÓN EL CÁLCULO Y EL BÉISBOL 


En este proyecto se exploran tres de las muchas aplicaciones del cálculo al béisbol. Las interac- 
ciones físicas del juego, especialmente la colisión de la pelota y el bate, son bastante complejas, 
y sus modelos se examinan en detalle en un libro de Robert Adair, The Physics of Baseball, 3a. 
ed. (Nueva York, 2002). 


1. Puede sorprenderle saber que el contacto durante la colisión de una pelota de béisbol y 
el bate dura solo aproximadamente una milésima de segundo. Aquí se estima la fuerza 
promedio sobre el bate durante esta colisión, calculando primero el cambio de la cantidad 
de movimiento de la bola. 
La cantidad de movimiento p de un objeto es el producto de su masa m y su velocidad v, 
es decir, p = mv. Suponga que sobre un objeto que se mueve a lo largo de una línea recta, 
actúa una fuerza F = F(t) que es una función continua del tiempo. 


== 2 = 2 == 6 


O 
0 o (a) Demuestre que el cambio de la cantidad de movimiento durante un intervalo de 
O tiempo [*1,, t] es igual a la integral de F de t, a t,; es decir, demuestre que 
Caja de bateo | 
plti) — plto) = ñ F(t) dt 


Esta integral se llama impulso de la fuerza en el intervalo de tiempo. 


Vista aérea de la posición de un bate de (b) Un lanzador lanza una bola rápida a 90 millas / h a un bateador que conecta un hit en 
béisbol, que se muestra cada quincua- línea directamente de regreso hacia el lanzador. La pelota está en contacto con el bate 
gésimo de segundo durante un bateo 0.001 s y abandona el bate con una velocidad 110 millas/ h. Una pelota de béisbol 
típico. (Adaptado de The Physics of pesa 5 oz y, en el sistema de unidades de Estados Unidos, su masa se mide en slugs: 
Baseball) m = w/g, donde g = 32 pies/s?. 


(1) Encuentre el cambio en la cantidad de movimiento de la bola. 
(11) Determine la fuerza promedio sobre el bate. 


2. En este problema se calcula el trabajo necesario para que un lanzador arroje una bola 
rápida a 90 millas / h, considerando primero la energía cinética. 
La energía cinética EC de un objeto de masa m y velocidad v está dada por EC = im. 
Suponga que un objeto de masa m se está moviendo en línea recta, y actúa sobre él una 


fuerza F = F(s) que depende de su posición s. De acuerdo con la segunda ley de Newton 


1 
F(s) = ma =m Est 


dt 
donde a y v denotan la aceleración y la velocidad del objeto. 


(a) Demuestre que el trabajo de mover el objeto desde una posición s, a una posición s, 
es igual al cambio de energía cinética del objeto; es decir, demuestre que 


S 
W= | ' F(s) ds = tmv? — timè 


“sg 
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donde v, = v(s,) y v, = v(s,) son las velocidades del objeto en las posiciones s, y $}. 
Sugerencia: por la regla de la cadena, 


(b) ¿Cuántos pies-libras de trabajo se requieren para lanzar una pelota de béisbol a una 
velocidad de 90 millas/h? 


3. (a) Un jardinero atrapa una pelota de béisbol a 280 pies del plato de home y la arroja 
directamente al cátcher con una velocidad inicial de 100 pies/. s. Suponga que la 
velocidad v(t) de la bola después de £ segundos satisface la ecuación diferencial 
dv/ dt = -hv debido a la resistencia del aire. ¿Cuánto tarda la bola en llegar al plato 
(home)? (Desprecie cualquier movimiento vertical de la bola.) 

(b) El mánager del equipo se pregunta si la bola llegará a home antes apoyándose en un 
jugador de cuadro. El parador en corto puede colocarse entre el jardinero y el plato 
de home, captura la pelota lanzada por el jardinero, gira y tira la pelota al cátcher con 
una velocidad inicial de 105 pies / s. El mánager registra el tiempo de intervención 
del parador en corto (capturar, girar, tirar) en medio segundo. ¿A qué distancia de 
home debe posicionarse el parador en corto para minimizar el tiempo total de llegada 
de la pelota a home? ¿El mánager debería alentar a un tiro directo o un tiro con 
relevo? ¿Qué sucede si el parador en corto puede lanzar a 115 pies/. s? 

M (c) ¿Con qué velocidad debe lanzar el parador en corto para que su lanzamiento de 
relevo iguale el tiempo de un tiro directo? 


PROYECTO DE APLICACIÓN DÓNDE SENTARSE EN EL CINE 


Una sala de cine tiene una pantalla que está colocada a 3 m del suelo y tiene 10 m de altura. 
La primera fila de asientos está ubicada a 3 metros de la pantalla, y las filas están separa- 

das 1 metro. El piso de la zona de asientos está inclinado un ángulo de œ = 20° arriba de la 
horizontal, y la distancia inclinada hasta donde usted está sentado es x. La sala tiene 21 filas 
de asientos, de modo que 0 = x = 20. Suponga que decide que el mejor lugar para sentarse es 
la fila donde el ángulo 6 que subtiende la pantalla a sus ojos es un máximo. Suponga también 
que sus ojos están 1.2 m arriba del piso, como se muestra en la figura. (En el ejercicio 4.7.78 
se estudia una versión más sencilla de este problema, en el que el piso es horizontal, pero este 


Tee R proyecto plantea una situación más complicada y requiere tecnología.) 
| o ES 1. Demuestre que 
0= arcos [2 10) 
2ab 
donde a? = (3 + xcos a)? + (11.8 — x sen a) 
3m y b? = (3 + xcos a)? + (x sen a — 1.8) 


2. Con una gráfica de 0 como una función de x estime el valor de x que maximiza 0. ¿En 
cuál fila debe sentarse? ¿Cuál es el ángulo de visión 0 en esta fila? 


3. Utilice un sistema algebraico computacional para derivar 0 y calcule un valor 
numérico para la raíz de la ecuación d0/dx = 0. ¿Este valor confirma su resultado 
del problema 2? 


4. Con una gráfica de 0 estime el valor promedio de 0 en el intervalo 0 = x = 20. Luego 
utilice su sistema algebraico computacional para calcular el valor promedio. Compare 
con los valores máximos y mínimos de 6. 
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MN] repaso 


VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


Las respuestas a la verificación de conceptos se encuentran en las páginas finales del libro. 


1. (a) Trace dos curvas representativas y = f(x) y y = gx), 
donde f(x) > g(x) para a S x <= b. Muestre cómo 
aproximar al área entre estas curvas mediante una suma 
de Riemann, y trace los rectángulos correspondientes de 
aproximación. Luego escriba una expresión para el área 
exacta. 

(b) Explique cómo cambia la situación si las curvas tienen 


ecuaciones x = f(y) y x = g(y), donde f(y) = g(y) para 
cSys d. 


2. Suponga que Sue corre más rápido que Kathy en la 
competencia de los 1500 m. ¿Cuál es el significado físico del 
área entre sus curvas de velocidad durante el primer minuto 


(b) Si S es un sólido de revolución, ¿cómo se determinan las 
áreas de las secciones transversales? 


4. (a) ¿Cuál es el volumen de un cascarón cilíndrico? 


(b) Explique cómo utilizar los cascarones cilíndricos para 
calcular el volumen de un sólido de revolución. 

(c) ¿Por qué preferiría usted usar el método de cálculo me- 
diante cascarones en lugar del método de las rebanadas? 


. Suponga que empuja usted un libro al otro lado de una mesa 


de 6 m de largo ejerciendo una fuerza f(x) en cada punto 
desde x = 0 hasta x = 6. ¿Qué representa Ñ fœ) dx? Si f(x) 
se mide en newtons, ¿cuáles son las unidades para la integral? 


de la competencia? 6. (a) ¿Cuál es el valor promedio de una función f sobre un 
n ; intervalo [a, b]? 

3. (a) Suponga que 5 esun sólido con areas de sección (b) ¿Qué establece el teorema del valor medio para integra- 
transversal conocidas. Explique cómo obtener un valor les? ¿Cuál es su interpretación geométrica? 
aproximado del volumen de S mediante una suma de 
Riemann. Escriba una expresión para el volumen exacto. 

EJERCICIOS 
1-6 Encuentre el área de la región acotada por cada una de las 13. y =c0s%x, |x| <= 1/2, y = L alrededor de x = 1/2 
curvas siguientes. 
z a 14. y= Vx, y=x?% alrededor de y = 2 
lly=x% y=4x-—x” i 
2 y= xx, y =Y4x, y=x=2 
5 15. Encuentre los volúmenes de los sólidos obtenidos mediante 
3. y=1/x, y=x% y=0, x=e a dE 
la rotación de la región acotada por las curvas y = x y y = x? 
4 x+y=0, x=y?*+3y alrededor de las rectas siguientes. 
5 El ej b) El ej =2 
5. y =senímx/2), y =x*-— 2x ll El gje (D) Elejey © y 
6. y= Vx. , y=x, x=2 16. Sea R la región en el primer cuadrante acotada por las curvas 
y =x y y = 2x — x. Calcule las cantidades siguientes 
(a) El área de R 
7-11 Encuentre el volumen del sólido obtenido al rotar cada (b) El volumen obtenido al rotar R alrededor del eje x 
una de las regiones acotadas por las curvas dadas alrededor del (c) El volumen obtenido al rotar R en torno al eje y 
eje especificado. 
17. Sea R la región acotada por las curvas y = tan (x°), x = 1 
7. y =2x, y =x”;, alrededor del eje x y y = 0. Utilice la regla del punto medio con n = 4 para 
. estimar las cantidades siguientes. 
8. x=1 +y’, y=x- 3; alrededor del 
x y” y=x— 3; alrededor del eje y (a) El área de R 
9.x=0,x=9-— y? alrededor dex = —1 (b) El volumen obtenido al rotar R alrededor del eje x 
10. y=x° +1, y=9-— x°’; alrededor de y = —1 FS 18. Sea R la región acotada por las curvas y = 1 — x? y 


11. x? — y? =a, x=a+ h (donde a > 0, h > 0); 
alrededor del eje y 


12-14 Establezca, pero no evalúe, una integral para el 
volumen del sólido obtenido al rotar la región acotada por 
cada una de las curvas dadas sobre el eje especificado. 


12. y = tan x, y =x, x= 0/3; alrededor del eje y 


y =xé — x + 1. Estime las cantidades siguientes. 

(a) Las coordenadas x de los puntos de intersección 
de las curvas 

(b) El área de R 

(c) El volumen generado cuando Ù rota alrededor 
del eje x 

(d) El volumen generado cuando Ù rota alrededor 
del eje y 


19-22 Cada una de las integrales siguientes representa el 
volumen de un sólido. Describa el sólido. 


19. 
20. 


21. Í 


22 


7/2 

| 27rx cos x dx 

J0 

7/2 a 

| 2r cos“x dx 

J0 

| 7 m(2 — sen x}? dx 
YO 


[i 2m6 = ay — y’) dy 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


La base de un sólido es un disco circular con radio 

3. Encuentre el volumen del sólido si las secciones 
transversales paralelas y perpendiculares a la base son 
triángulos rectángulos isósceles con hipotenusa ubicada 
a lo largo de la base. 


La base de un sólido es la región acotada por las parábolas 
y =x y y = 2 — x. Encuentre el volumen del sólido si 
las secciones transversales perpendiculares al eje x son 
cuadrados y uno de sus lados coincide con la base. 


La altura de un monumento es de 20 m. Un corte transver- 
sal horizontal a una distancia de x metros desde la parte 
superior es un triángulo equilátero con qx metros de lado. 
Encuentre el volumen del monumento. 


(a) La base de un sólido es un cuadrado con vértices 
en (1, 0), (0, 1), (—1, 0) y (0, —1). Cada sección 
transversal perpendicular al eje x es un semicírculo. 
Encuentre el volumen del sólido. 

(b) Muestre que se puede calcular el volumen más fácil- 
mente del sólido del inciso (a), cortándolo y rearmán- 
dolo para formar un cono. 


Se requiere una fuerza de 30 N para mantener estirado 
un resorte desde su longitud natural de 12 a 15 cm de 
longitud. ¿Cuánto trabajo se realiza al estirar el resorte 
desde 12 hasta 20 cm? 


Un ascensor de 1600 lb está suspendido por un cable de 
200 pies que pesa 10 lb/ pies. ¿Cuánto trabajo es necesario 
para elevar el ascensor una distancia de 30 pies desde el 
sótano hasta el tercer piso? 


Un tanque lleno de agua tiene la forma de un paraboloide 
de revolución, como se muestra en la figura; es decir, su 
forma se obtiene haciendo girar una parábola alrededor de 
un eje vertical. 


mx] 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 
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(a) Si su altura es de 4 pies y el radio en la parte superior 
es de 4 pies, encuentre el trabajo necesario para sacar 
el agua fuera del tanque. 

(b) Después de que se han realizado 4000 pies-lb de 
trabajo, ¿cuál es la profundidad del agua restante en el 
tanque? 


Un tanque de acero tiene la forma de un cilindro circular 
orientado verticalmente con diámetro 4 m y 5 m de altura. 
El tanque está lleno ahora a un nivel de 3 m de aceite 

tiene una densidad de 920 kg/ m°. Determine el trabajo 
necesario para bombear el aceite hacia fuera a través de un 
tubo de descarga de 1 m en la parte superior del tanque. 


Encuentre el valor promedio de la función f(t)= sec?t en 
el intervalo [0, 77 / 41. 


(a) Encuentre el valor promedio de la función 
f0)=1 4 Vx en el intervalo [1, 4]. 

(b) Encuentre el valor c que garantiza el teorema del valor 
medio para integrales tales que From = f(c). 

(c) Trace la gráfica de f en [1, 4] y un rectángulo cuya 
área es la misma que el área bajo la gráfica de f. 


Si f es una función continua, ¿cuál es el límite cuando 
h — 0 del valor promedio de f sobre el intervalo 
[x, x + A]? 


Sea R, la región acotada por y = x’, y = 0 y x = b, 

donde b > 0. Sea 9, la región acotada por y = x’, x = 0 

yy=b. 

(a) ¿Existe un valor de b tal que R, y R, tienen la misma 
área? 

(b) ¿Existe un valor de b tal que R, barre el mismo volu- 
men cuando gira alrededor del eje x que alrededor del 
eje y? 

(c) ¿Existe un valor de b tal que R, y R, barren el mismo 
volumen cuando giran alrededor del eje x? 

(d) ¿Existe un valor de b tal que R, y R, barren el mismo 
volumen cuando giran alrededor del eje y? 


Problemas 
adicionales 


yA 


y=8x— 27x? 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 3 


À 
a _dll 
y 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 5 
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1. (a) Encuentre una función f continua positiva tal que el área bajo la gráfica de f desde O 


hasta t es A(t) = £ para toda £ > 0. 

(b) Un sólido se genera al hacer girar alrededor del eje x la región bajo la curva y = f(x), 
donde f es una función positiva y x > 0. El volumen generado por la parte de la curva 
desde x = 0 hasta x = b es b? para toda b > 0. Determine la función f. 


2. Existe una recta que pasa por el origen que divide la región definida por la parábola 


y = x — xy el eje x en dos regiones de igual área. ¿Cuál es la pendiente de la recta? 


3. En la figura se ilustra una recta horizontal y = c que interseca a la curva y = 8x — 2747. 


Encuentre el número c tal que las áreas de las regiones sombreadas sean iguales. 


4. Un vaso cilíndrico de vidrio, de radio r y altura L, se llena con agua y luego se ladea hasta 


que el agua que queda en el recipiente cubre exactamente la base. 

(a) Determine una manera de “rebanar” el agua en secciones transversales, rectangulares y 
paralelas, y luego plantee una integral definida para determinar el volumen del agua en 
el vaso. 

(b) Encuentre una manera para obtener “rebanadas” de agua que sean secciones transver- 
sales y paralelas, pero que sean trapezoides, y luego plantee una integral definida para 
obtener el volumen del agua. 

(c) Determine el volumen de agua en el vaso evaluando una de las integrales de los incisos 
(a) o (b). 

(d) Encuentre el volumen del agua en el vaso a partir de consideraciones puramente 
geométricas. 

(e) Suponga que el recipiente se ladea hasta que el agua cubre exactamente la mitad de 
la base. ¿En qué dirección puede usted “rebanar” el agua en secciones transversales 
triangulares? ¿Y en secciones transversales rectangulares? ¿Y en secciones transversa- 
les que son segmentos de círculos? Determine el volumen de agua en el vaso. 


AÀ A 


L L 


Z Z 


. (a) Demuestre que el volumen de un segmento de altura h de una esfera de radio r es 


V= trh?(3r — h) 


(Véase la figura.) 

(b) Demuestre que si una esfera de radio 1 se corta mediante un plano a una distancia x del 
centro de tal manera que el volumen de un segmento es el doble del volumen del otro, 
entonces x es una solución de la ecuación 


3x? — 9x +2=0 


donde 0 < x < 1. Utilice el método de Newton para determinar una x con una aproxi- 
mación de cuatro decimales. 

(c) Utilice la fórmula para el volumen de un segmento de una esfera para demostrar que la 
profundidad x en la cual una esfera flotante de radio r se hunde en el agua es una raíz 
de la ecuación 


x? — 3rx? + 4r’s = 0 


donde s es el peso específico de la esfera. Suponga que una esfera de madera de radio 

igual a 0.5 m tiene peso específico de 0.75. Calcule la profundidad, con una aproxi- 

mación de cuatro decimales, a la cual la esfera se hunde. 

(d) Un tazón semiesférico tiene radio de 12 cm y le entra agua a razón de 3 cm?/ s. 

(i) ¿Qué tan rápido sube el nivel de agua en el tazón en el instante en que el agua tiene 
7 cm de profundidad? 

(11) En un cierto instante, el agua tiene 8 cm de profundidad. ¿Qué tiempo se requiere 
para llenar con agua el tazón? 


6. 


ES 
l PP. m l —y=-=h 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 6 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 9 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 11 


> 10. 


yA 11. 


El principio de Arquímedes establece que la fuerza de flotación de un objeto parcial o 
totalmente sumergido en un líquido es igual al peso del líquido que desaloja el objeto. Por 
tanto, en el caso de un objeto de densidad p,, que flota parcialmente sumergido en un líqui- 
do de densidad p, la fuerza de flotación es F = pyg R „ A(y) dy, donde g es la aceleración 
debida a la gravedad y A(y) es el área de una sección transversal representativa del objeto 
(véase la figura). El peso del objeto está dado por 
E=k 
W= pog |, AMdy 
(a) Demuestre que el porcentaje del volumen del objeto por arriba de la superficie del 
líquido es 


Pf 7 Po 
100, 

(b) La densidad del hielo es 917 kg/ mè, y la densidad del agua de mar es de 1030 kg/ mé. 
¿Qué porcentaje del volumen de un iceberg sobresale del agua? 

(c) Un cubo de hielo flota en un vaso lleno con agua hasta el borde. ¿Se derramará el agua 
cuando se derrita el cubo de hielo? 

(d) Una esfera de radio 0.4 m y de peso insignificante flota en un enorme lago de agua dulce. 
¿Qué tanto trabajo se requiere para sumergir toda la esfera? La densidad del agua es de 
1000 kg/m’. 


. El agua que se encuentra en un tazón abierto se evapora con una rapidez proporcional al 


área de la superficie del agua. (Esto significa que la rapidez de decremento del volumen es 
proporcional al área de la superficie.) Demuestre que la profundidad del agua disminuye a 
una rapidez constante, sin importar la forma del tazón. 


. Una esfera de radio 1 se sobrepone a una esfera más pequeña de radio r de tal manera que 


su intersección es una circunferencia de radio r: (En otras palabras, cuando ambas se cortan, 
el resultado es un círculo de radio máximo de la esfera menor.) Determine r de modo que el 
volumen en el interior de la esfera pequeña y el volumen incluyendo el exterior de la esfera 
mayor sea tan grande como sea posible. 


. En la figura se ilustra una curva C con la propiedad de que para todo punto P en la mitad 


sobre la curva y = 2x?, las áreas A y B son iguales. Determine una ecuación para C. 


Un vaso de papel lleno con agua tiene la forma de un cono de altura h y ángulo semiver- 
tical 0. (Véase la figura.) Una pelota se coloca con todo cuidado en el vaso, con lo que se 
desplaza una parte del agua y se derrama. ¿Cuál es el radio de la pelota que ocasiona que 
se derrame el volumen máximo de agua? 


Una clepsidra o reloj de agua es un recipiente de vidrio con un pequeño agujero en el 
fondo a través del cual el agua puede salir. El “reloj” se calibra para que mida el tiempo, 
colocando marcas en el recipiente que corresponden a los niveles de agua en tiempos con 
igual separación. Sea x = f(y) continua en el intervalo [0, b] y suponga que el recipiente 
se formó al hacer girar la gráfica de f alrededor del eje y. Sea V el volumen de agua y A la 
altura del nivel de agua en el tiempo t. 

(a) Determine V en función de h. 

(b) Demuestre que 


dV 


„dh 
ps TSW 
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(c) Suponga que A es el área del agujero en el fondo del recipiente. De la ley de Torricelli 
se tiene que la razón de cambio del volumen del agua es 


dV — 
— = kAyh 
dt v 
donde k es una constante negativa. Determine una fórmula para la función f tal que 
dh/dt es una constante C. ¿Cuál es la ventaja de tener dh/dt = C? 


Un tanque cilíndrico de radio r y altura L está lleno en parte con un líquido cuyo volumen 
es V. Si se hace girar el tanque alrededor del eje de simetría con rapidez angular constante 
w, entonces el tanque inducirá un movimiento rotatorio en el líquido alrededor del mismo 
eje. A la larga, el líquido estará girando a la misma rapidez angular que el tanque. La 
superficie del líquido será convexa, como se indica en la figura, porque la fuerza centrífuga 
en las partículas del líquido aumenta con la distancia desde el eje del tanque. Se puede 
demostrar que la superficie del líquido es un paraboloide de revolución generado al hacer 
girar la parábola 


s 


=h + 22 
J 1 2g 
alrededor del eje y, donde g es la aceleración de la gravedad. 

(a) Determine h como una función de w. 

(b) ¿A qué rapidez angular la superficie del líquido tocará el fondo? ¿A qué rapidez se 
derramará el agua por el borde? 

(c) Suponga que el radio del tanque es 2 m, la altura es 7 m y que el tanque y el líquido 
giran a la misma rapidez angular constante. La superficie del líquido está a 5 m abajo 
de la parte superior del depósito en el eje central y a 4 m abajo de la parte superior del 
tanque a un 1 m fuera desde el eje central. 

(1) Determine la rapidez angular del tanque y el volumen del líquido. 
(11) ¿Qué tanto por debajo de la parte superior del tanque está el líquido en la pared del 
mismo? 

Considere la gráfica de una polinomial cúbica que interseca transversalmente la parábola 

y = xX cuando x = 0, x = a y x = b, donde 0 < a < b. Si las dos regiones entre las curvas 

tienen la misma área, ¿cómo se relaciona b con a? 


Suponga que se planea hacer un taco con una tortilla de 8 pulg de diámetro, de modo que 
la tortilla parezca que está rodeando en parte un cilindro circular. Llene la tortilla hasta la 
orilla (y no más) con carne, queso y otros ingredientes. El problema es decidir cómo curvar 
la tortilla para maximizar el volumen de comida que pueda contener. 

(a) Empiece por colocar un cilindro circular de radio r a lo largo del diámetro de la tortilla 
y rodee con esta el cilindro. Sea x la distancia desde el centro de la tortilla hasta el 
punto P en el diámetro (véase la figura). Demuestre que el área de la sección transver- 
sal del taco lleno en el plano que pasa por P y es perpendicular al eje del cilindro es 


2 
A(x) =ry16 = x? — 4r? TE — =) 
> 


y escriba una expresión para el volumen del taco lleno. 
(b) Determine (aproximadamente) el valor de r que maximiza el volumen del taco. 
(Recurra a un método gráfico con su SAC.) 


Si la recta tangente en un punto P sobre la curva y = x° corta transversalmente otra vez la 
curva en O, sea A el área de la región acotada por la curva y el segmento de recta PO. Sea 
B el área de la región definida de la misma manera iniciando con O, en lugar de P. ¿Cuál es 
la relación entre A y B? 


/ Técnicas de integración 


La fotografía muestra una 
mosca del gusano tornillo, la 
primera plaga efectivamente 
eliminada de una región por 

la técnica del insecto estéril 
sin pesticidas. La idea es 
introducir machos estériles 
dentro de la población que al 
aparearse con las hembras no 
produzcan descendencia. En 
el ejercicio 7.4.67 se evaluará 
una integral que relaciona 

la población de insectos 
femeninos con el tiempo. 


O USDA 


CON EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL cálculo es posible integrar una función si conoce 
una antiderivada; esto es, una integral indefinida. A continuación se resumen las integrales más 


importantes aprendidas hasta ahora. 


n+1 


Pra = +C (n*-1) 


n+l 

f edr= e TCE 

f sen xax = —=cos x + C 

| sec?x ax = tanx + C 

f sec x tan x dx = sec x + C 


| senh x dx = cosh x + C 


| tan x dx = In| sec x| +C 


1 1 [x 
f 5 7 Ax tan PC 
xa? a a 


1 
f ax =1m1x] +C 
x 


Inb 


fo'ax=>— +c 
| cos xax = sen x + C 
Ea = —cotx + C 

f cse x cot x dx = =cesecx + C 


f cosh xax = senh x + C 


| cot xax = In| sen x| +C 


tC, a>0 


1 x 
d = =] 
j pon x = sen (=) 


En este capítulo se desarrollarán técnicas para utilizar estas fórmulas básicas de integración 
para obtener integrales indefinidas de funciones más complicadas. En la sección 5.5, aprendió 
el método de integración más importante, la regla de sustitución. La otra técnica general, la 
integración por partes, se presenta en la sección 7.1. Después aprenderá métodos especiales para 
clases de funciones particulares, como funciones trigonométricas y funciones racionales. 

La integración no es tan sencilla como la derivación. No existen reglas que garanticen absolu- 
tamente la obtención de una integral indefinida de una función, así que se discutirá una estrategia 


para la integración en la sección 7.5. 
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CAPÍTULO 7 Técnicas de integración 


Integración por partes 


Cada regla de derivación tiene una regla de integración correspondiente. Por ejemplo, 
a la regla de sustitución para la integración, le corresponde la regla de la cadena para la 
derivación. La regla de integración que le corresponde a la derivación de un producto se 
llama integración por partes. 

La regla del producto establece que si f y g son funciones derivables, entonces 


IES 


En la notación para integrales indefinidas, esta ecuación se convierte en 
| LLA + IA] ax = fga) 
o | FOF dx + | as dx = fga) 


Se puede reacomodar esta ecuación como 


o [Fg dx = fga) = | gor dx 


La fórmula 1 se llama fórmula para la integración por partes. Tal vez sea más fácil 
recordarla en la notación siguiente: sea u = f(x) y v = g(x). Entonces, las diferenciales 
son du = f'(x)dx y dv = g'(x)dx, así que, por la regla de sustitución, la fórmula para la 
integración por partes será 


(2) | udv = wv — | vdu 


EJEMPLO 1 Encuentre f x sen x dx. 
SOLUCIÓN CON LA FÓRMULA 1 Suponga que elige f(x) = x y g'(x) = sen x. Entonces 


FG) = 1 yg) = —cos x. (Para g puede elegir cualquier antiderivada de g'.) Así, 
utilizando la fórmula 1, tiene 


f x sen x dx = fI = | JF dx 


= x(—cos x) | (=cos x) dx 


= —y cos x + | cos x dx 


= —ycos x + sen x + C 


Es conveniente utilizar el patrón: 


u = dv = 


du = v= 


Se acostumbra escribir i] 1 dx como 
| dx. 


Verifique su respuesta derivando. 
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Es muy aconsejable verificar derivando la respuesta. Si lo hace, obtendrá x sen x, como es 
de esperarse. 


SOLUCIÓN CON LA FÓRMULA 2 Sea 


u=x dv = sen x dx 

Entonces du = dx v = —cos x 

y por lo que 
u dv u v v du 
AAA a S, m mm 


p 


x sen x dx = | x senx dx = x (—cos x) K cos x) dx 


v y 


= —y cos x + | cos x dx 


= —y cos x + sen x + C E 


NOTA El objetivo al utilizar la integración por partes es obtener una integral más 
sencilla que la original. Así, en el ejemplo 1, la original es | x sen x dx y se expresa en 
términos de la integral más sencilla | cos x dx. Si hubiera elegido u = sen x y du = x dx, 
entonces du = cos x dx y v = x1?/2, por lo que la integral por partes da 


4 x? lr, 
| x sen x dx = (sen x) — — > | x" cos x dx 
J 2 2. 


Aunque esto es cierto, | x? cos x dx es una integral más difícil que la que quiere resol- 
ver. En general, cuando decida escoger u y dv, usualmente tratará de elegir u = f(x) de 
manera que resulte fácil de derivar (o al menos no tan complicada), y que dv = g'(x) dx sea 
fácil de integrar para obtener v. 


EJEMPLO 2 Evalúe f In x dx. 


SOLUCIÓN Aquí no tiene opciones para u y dv. Sea 
u=Inx dv = dx 
1 
Entonces du = —dx v=x 
x 


Integrando por partes, se obtiene 


n n dx 
ln xdx = x1n x | X 


x 
= xlnx-=- | ax 
=xlnx=x>+C 


La integración por partes es eficaz en este ejemplo porque la derivada de la función 
f(x) = In x es más sencilla que f. E 
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En el ejercicio 50 del apéndice H, 
se da un método más fácil, utilizando 
números complejos. 


EJEMPLO 3 Encuentre | P e dt. 


SOLUCIÓN Observe que 1? resulta más sencilla cuando la deriva (mientras que e' no 
cambia si la deriva o la integra), así que elija 


u=f dv = e' dt 
Entonces du = 2tdt v=e' 


Integrando por partes se obtiene 


(3) | Pe di = te — 2 | te' dt 
La integral que obtuvo, | te' dt, es más sencilla que la original, pero aún no está resuelta 


porque no tiene solución inmediata. Es necesario utilizar la integración por partes por 
segunda vez, haciendo u = t y du = e' dt. Entonces du = dt, v = e”, y 


| te'dt = te — | e'dt 


y 


=te =e +C 


Poniendo esto en la ecuación 3, se obtiene 


Pe dt = Pe! — 2 | re di 


= Pel — (te — e + C) 


= Pe — 2te' + 2e+C; donde C, = =2C E 


EJEMPLO 4 Evalúe | e sen x dx. 


SOLUCIÓN Ni e* ni sen x se simplifican cuando se derivan, pero de cualquier manera 
inténtelo eligiendo u = e* y dv = sen x dx. Entonces du = e* dx y v = —cos x, así que 
la integración por partes da 


[a | e*sen x dx = —e“cosx + | ecos x dx 


v v 


La integral que obtiene, | e" cos x dx, no es más sencilla que la original, pero al menos 
no es más difícil. Habiendo tenido éxito en el ejemplo anterior al integrar por partes dos 
veces, persevere e integre por partes nuevamente. Esta vez con u = e* y dv = cos x dx. 
Entonces du = e* dx, v = sen x y 


[5] ecos x dx = e“ sen x — | e“ sen x dx 


y y 


A primera vista parece que no avanzó mucho, porque llegó a | e* sen x dx, que es de 
donde partió. Sin embargo, si sustituye la expresión para | e* cos x dx de la ecuación 5 
en la ecuación 4, obtiene 


p 


e“senxdx= —e'*cos x + e*sen x — | e” sen x dx 


y 
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La figura 1 ilustra el ejemplo 4 con Esto puede verse como una ecuación que se resuelve para la integral incógnita. 
las gráficas de f(x) = e" sen x y Sumando | e* sen x dx a ambos lados, obtiene 
F(x) = Je*(sen x — cos x). Como veri- i 
ficación visual de su trabajo, observe 2 | e“ sen x dx = —e'*cos x + e*sen x 
que f(x) = O cuando F tiene un máximo ` 
o un mínimo. Dividiendo entre 2 y sumando la constante de integración, resulta 
12 y Mu 
| e*sen x dx = >e*(sen x — cos x) + C a 
z J 
f Si combina la fórmula para la integración por partes con la parte 2 del teorema funda- 
mental del cálculo, se pueden evaluar integrales definidas por partes. Evaluando ambos 
3 J 6 lados de la fórmula 1 entre a y b, suponiendo que f' y g' son continuas, y utilizando el 
teorema fundamental del cálculo, se obtiene 
-4 
FIGURA 1 b b fb 
[6) [ F@g dx = Fg] [IFO dx 
r1 
EJEMPLO 5 Calcule | tan™'x dx. 
SOLUCIÓN Sea 
u = tan lx dv = dx 
dx 
Entonces du = == v=x 
bg: 
Por lo que la fórmula 6 da 
rı Lp A 
tan™'xdx = x tantx], = | —— dx 
Jo J l+x 
r x 
Ya que tan™'x = 0 para x > 0, la inte- = ] - tan™!1 — 0 - tan 0 — ! —— dx 
1 del ejemplo 5 se puede i o 
gral del ejemplo 5 se puede interpretar 
como el área de la región que se mues- T ri xX 
dx 
tra en la figura 2. 4 Jo 1 +x 


Para evaluar esta integral utilice la sustitución t = 1 + x? (ya que u tiene otro significado 
en este ejemplo). Entonces dt = 2x dx, por lo que x dx = l dr. Cuando x =0,f = 1; 
cuando x = 1, t = 2; por lo que 


p Xx dx= 1 - O 


In |x|], 


nia 


= 3(In2 — In1) =3)In2 


l r XxX T In 2 
FIGURA 2 Por tanto | tan lx dx = | E > dx = a 
JO 4 Jo 1+x 4 2 
EJEMPLO 6 Demuestre la fórmula de reducción siguiente 
( n cn 1 n-1 n= 1 ( n-2 
La ecuación 7 se llama fórmula de | sen"x dx = —=— cos x sen” x + mo a sen” “x dx 


reducción porque el exponente n se 
reducean—1yn-—2. 
donde n = 2 es un número entero. 
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7.1 EJERCICIOS 


SOLUCIÓN Sea 
u = sen” x dv = sen x dx 
Entonces du = (n — 1) sen” ?x cos x dx v = —cos x 


así al integrar por partes se obtiene 


| sen"x dx = —cos xsen” lx + (n — 1) | sen""?x cos*x dx 


y 


Dado que cos?x = 1 — sen?x, se tiene 


| sen"xdx = —cos xsen”"lx + (n — 1) | sen""?x dx — (n — 1) | sen”x dx 


Como en el ejemplo 4, resuelva esta ecuación para la integral deseada tomando 
el último término del lado derecho y pasándolo al lado izquierdo. Por lo que 
se tiene 


$e 


n | sen”x dx = —cos xsen”"lx + (n — 1) | sen" x dx 


2 


| sen" “x dx E 


r 1 n—1 
| sen"x dx = —— cos x sen”™™!x + 
J n n 


La fórmula de reducción (7) es útil porque, al utilizarla repetidamente, puede expre- 
sar | sen”x dx en términos de | sen x dx (si n es impar) o [sen x) dx = | dx (si n es par). 


1-2 Evalúe las integrales siguientes utilizando integración por 13. | tosc? t dt 14. | x cosh ax dx 
partes con las elecciones de u y dv indicadas. j ` 
15. [In 3/xdx 16. | — az 
1. | xe™ dx; u =x, dv = e” dx f nx dx j 107 
2. | vVxinxdx u=1Inx, dv = yx dx 17. Í arctan 4t dt 18. | s 2* ds 
19. | 2er dz 20. E tanéx dx 
3-36 Evalúe la integral. i a ` 
- 21. |] 22. | (arcsen x}? d: 
3. | x cos 5x dx 4. Í ye?” dy | ET | (arcsen x} dx 
(1/2 PE: 3 
2 23. d 24. “p hera 
5. | re"? dr 6. f t sen 2t dt IN di i (x Jend 
25. h y dy 26. | win waw 
7 | (x? + 2x) cos x dx 8. Í t sec? 2t dt lí a da f E 
s In Rj 9 In y 
; 27. 28. = dy 
9. | cos lx dx 10. fin In yx dx E f WP 
A 29. |" x sen x cos x dx 30. [“ arctan(1/x) dx 
11. | 1*In 1 dt 12. f tan! 2y dy l, l, (1/0) 


31 pa IM 32. PU, 
efi m | a 
33. w sen x In(cos x) dx 34. f 2 dr 
Jo Jo J4 +r? 


35. pa cos lx dx 36. n e* sen(t — s) ds 


37-42 Primero haga una sustitución y después utilice 
integración por partes para evaluar las integrales siguientes. 


37. f e" dx 38. f cos(In x) dx 


39. p 0° cos(0?) de 


vym/2 


40. IN e” sen 21 dt 


5 j arcsen (ln x) ea 


41. Pana + x) dx 
X 


[Ñ 43-46 Evalúe las integrales indefinidas siguientes. Ilustre y 
verifique que su respuesta sea razonable, al trazar la gráfica de 
la función y de su antiderivada (tome C = 0). 


43. | xe "dx 44. Í x?’ In x dx 


45. Poy + x? dx 


46. | x? sen 2x dx 


47. (a) Utilice la fórmula de reducción del ejemplo 6 para 
demostrar que 


5 x  sen2x 
| senzx dx = 5 -22 + c 
s 2 4 


(b) Utilice el inciso (a) y la fórmula de reducción para 
evaluar [ sentx dx. 


48. (a) Demuestre la fórmula de reducción 


m= 


1 5 a 
| cos"x dx = —cos””lx sen x + | cos""?x dx 
J n J 


(b) Utilice el inciso (a) para evaluar i] cos?x dx. 
(c) Use los incisos (a) y (b) para evaluar j costx dx. 


49. (a) Utilice la fórmula de reducción del ejemplo 6 para 
demostrar que 


(7/2 P n— l fr2 
| sen”x dx = | S 
Jo n 


donde n = 2 es un entero. 
Pep Ey (7r/2 3 
(b) Utilice el inciso (a) para evaluar |" sen*x dx 
y | sd senóx dx. 
(c) Utilice el inciso (a) para demostrar que, para poten- 


cias impares del seno, 


2n+1 


(m/2 
| sen" x dx = 
YO 
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50. Demuestre que, para potencias pares del seno, 


51-54 Utilice la integración por partes para demostrar las 
fórmulas de reducción siguientes. 


51. | (In "dx = x(ln x)" — n | (ln 0) dx 
52. | x"erdx=x"e* —n | x "ler dx 


n=l 


tan x 


53. | tan"x dx = — | tan" ?xdx (nx 1) 


n=1 


så í d tan x sec" °x  n-—2 
. | sec"xdx = - 
J n—1 n=1 


| sec" dx (n# 1) 


55. Utilice el ejercicio 51 para encontrar [(In x) dx. 


56. Use el ejercicio 52 para encontrar i] x%e* dx. 


57-58 Encuentre el área de la región acotada por las curvas 
dadas. 


57. y=x "nx, y=4Inx 58. y = x’e™, y=xe* 


59-60 Utilice una gráfica para aproximar la coordenada x de los 
puntos de intersección de las curvas dadas. Después encuentre 
(en forma aproximada) el área de la región acotada por las 
curvas. 


59. y = arcsen(żx), y=2-x 


60. y=xIn(x+ 1) y=3x=x 


61-64 Utilice el método de los cascarones cilíndricos para 
encontrar el volumen generado al rotar la región acotada por las 
curvas dadas alrededor de los ejes dados. 


61. y =cos(1rx/2), y =0,0=<x=< 1; alrededor del eje y 


62. y= e*%, y=e™~, x=1; alrededor del eje y 


63. y=e ~“, y=0, x l1, x= 0; alrededor de x = 1 


64. y =e*, x=0, y=3; alrededor del eje x 


65. Calcule el volumen generado al rotar la región acotada por 
las curvas y = In x, y = 0 y x = 2 alrededor de cada eje. 
(a) eleje y (b) eleje x 


66. Calcule el valor promedio de f(x) = x sec?x sobre el 
intervalo [0, 77/4]. 


67. La función de Fresnel S(x) = IN sen(4 mt’) dt se discutió en 
el ejemplo 5.3.3 y se usa en forma extensa en la teoría de 
la óptica. Encuentre j S(x) dx. [Su respuesta involucrará 
a S(x).] 
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68. 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 
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Un cohete acelera al quemar su combustible, de manera 

que su masa disminuye con el tiempo. Suponga que la masa 
inicial del cohete al despegar (incluyendo su combustible) 
es m, el combustible se consume con una rapidez r y los 
gases de escape son expulsados con velocidad constante v, 
(respecto al cohete). Un modelo para la velocidad del cohete 
en el tiempo t está dado por la ecuación 


m- rt 
v(t) gt — veln 


m 


donde g es la aceleración debida a la gravedad y t no es dema- 
siado grande. Si g = 9.8 m/s?, m = 30 000 kg, r = 160 kg/s 
y v, = 3000 m/s, encuentre la altura del cohete un minuto 
después del despegue. 


Una partícula se mueve a lo largo de una línea recta a una 
velocidad v(1) = 1%e”" metros por segundo después de 
t segundos. ¿Qué tan lejos llegará después de t segundos? 


Si f(0) = g(0) = 0 y f” y g” son continuas, demuestre que 


[400900 dx = flaga) = Flag) + [f'g dx 


Suponga que f(1) = 2, f9 = 7, F'O) = 5, f4) 
continua. Encuentre el valor de Ñ xf"(x) dx. 


3yf"es 


(a) Utilice integración por partes para demostrar que 
| f(x)dx = xf(x) = | xf'(x) dx 


(b) Si f y g son funciones inversas y f’ es continua, 
demuestre que 


f(b 


[FO dx = bf) - afla) -= f gO) dy 


Jf (a) 
[Sugerencia: utilice el inciso (a) y haga la sustitución 
y= fœ] 

(c) En el caso donde f y g son funciones positivas y b > a > 0, 
trace un diagrama para dar una interpretación geométrica 
del inciso (b). 

(d) Utilice el inciso (b) para evaluar IN ln x dx. 


Utilizando cascarones cilíndricos, se obtuvo la fórmula 6.3.2, 
V = |? 27rx f(x) dx, pero ahora puede utilizar integración 
por partes para demostrarla por medio del método de las 


YA 
x=g(y) y=f(x) 
d | | 
| y 
Els 
Al x=b 
x=a 
0 a b x 
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rebanadas de la sección 6.2, al menos para el caso en el que 
f es inyectiva y, por tanto, tiene una función inversa g. Utilice 
la figura para demostrar que 


V = mb?d — mate — | migo) dy 


Haga la sustitución y = f(x) y después utilice integración por 
partes sobre la integral resultante para demostrar que 


V= M 2x f(x) dx 


Ag 
Sea Z, = je sen”x dx. 


s < 
(a) Demuestre que £,, ,, S Lpy S hy 


(b) Utilice el ejercicio 50 para demostrar que 


Dni? 


2n +1 
D, 2n +2 


(c) Use los incisos (a) y (b) para demostrar que 


2n+ 1 hny 
anaa 
2n +2 Dn 


y deducir que lím _,,£,.,/L, = 1. 
(d) Utilice el inciso (c) y los ejercicios 49 y 50 para 
demostrar que 


7, 2 2 44 66 2n 2n T 
lím . . . . . EET . 
3 5S7 


n>> 1] 


Usualmente, esta fórmula se expresa como el producto 
infinito: 


T_ 2.2.4.4 
2 1 3 3 5 


ao 
WERON 


y se conoce como el producto de Wallis. 

(e) Construya rectángulos como los siguientes: empiece con 
un cuadrado de área 1 y adjunte alternativamente rectán- 
gulos de área 1 junto al rectángulo anterior o encima de 
este (véase la figura). Encuentre el límite de las razones 
del ancho y la altura de estos rectángulos. 


T 
T 
| 
| 
| 
| 
| 
o o ll 
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7.2 Integrales trigonométricas 


En esta sección utilizará identidades trigonométricas para integrar ciertas combinaciones 
de funciones trigonométricas. Empiece con las potencias del seno y el coseno. 


EJEMPLO 1 Evalúe Í cos'x dx. 


SOLUCIÓN No es útil sustituir simplemente u = cos x, ya que entonces du = —sen x dx. 
Para integrar potencias del coseno, necesita un sen x como factor extra. Del mismo 
modo, una potencia del seno requiere un cos x como factor adicional. Debido a esto, 

es posible separar un factor coseno y convertir el factor restante cos?x en una expresión 
que involucre al seno, utilizando la identidad sen?tx + cos%x = 1: 


3 2 2 
cosx = cosóx + cos x = (1 — sen”x) cos x 


Puede entonces evaluar la integral sustituyendo u = sen x, así du = cos x dx y 


| cos dx = | cos?x - cos x dx = | (1 — sen?x) cos x dx 


y y 


— | (1 — u?) du = u su? C 


v 


1 
= sen x — 3 sentx + C o 


En general, se intenta escribir una integral que implique potencias de seno y coseno 
en una forma en la que haya solo un factor seno (y el resto de la expresión en términos 
del coseno) o solo un factor coseno (y el resto de la expresión en términos del seno). La 
identidad sen?x + cos?°x = 1 posibilita esta conversión entre potencias pares del seno y 
el coseno. 


EJEMPLO 2 Encuentre f senóx cos?x dx. 
SOLUCIÓN Podría convertir cos?x a 1 — sen*x, pero se tendría una expresión en térmi- 
nos de sen x sin ningún factor extra cos x. En cambio, si separa un solo factor seno y 


reescribe el factor restante sentx en términos de cos x: 


5 2 2.42 2 2 A2 2 
sen?x cos“x = (sen“x)? cosóx sen x = (1 — cos“x)? cos“x sen x 


Sustituyendo u = cos x, se tiene du = —sen x dx, por lo que 
En la figura 1 se muestra la gráfica 
del integrando sen%x cos?x del | senóx cos%x dx = | (sen?x)?cos*x sen x dx 
ejemplo 2 y su integral indefinida £ ” 


(con C = 0). ¿Cuál es cuál? 


a = | (1 — cos?°x} cos?°x sen x dx 


= | (1 — u2Yu*(—du) = | (u? — 2u* + u?) du 


-0.2 


FIGURA 1 = —¿cos*x + ¿cosíx — 5cos'x + C a 
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El ejemplo 3 muestra que el área de 
la región en la figura 2 es 7/2. 


1.5 


2 
y=sen x 


0.5 


FIGURA 2 


En los ejemplos anteriores, una potencia impar del seno o el coseno permite separar 
un factor y el resto convertirlo en una potencia par. Si el integrando contiene poten- 
cias pares del seno y el coseno, esta estrategia falla. En este caso, puede aprovechar 
las identidades siguientes del ángulo medio (véanse las ecuaciones 17b y 17a en el 


apéndice D): 


sentx = 3(1 — cos 2x) y costx = (1 + cos 2x) 


EJEMPLO 3 Evalúe l o Sen?x dx. 


SOLUCIÓN Si escribe senņ?x = 1 — cos?x, no se facilita la evaluación de la integral. Sin 


embargo, utilizando la fórmula del ángulo medio para sen?x, tiene 


n 


mT 2 
sen“x dx 
J0 


Observe que hizo mentalmente la sustitución u = 2x cuando integró cos 2x. En el 


= } Y (1 — cos 2x) dx 


T 


= E: = t sen 2x)[; 


= M7 — 1 sen 27) - (0 — $ sen 0) =37 


ejercicio 7.1.47, se presentó otro método para evaluar esta integral. 


EJEMPLO 4 Encuentre f sentx dx. 


SOLUCIÓN Esta integral podría evaluarse utilizando la fórmula de reducción para 
| sen”x dx (ecuación 7.1.7) junto con el ejemplo 3 (como en el ejercicio 7.1.47), pero 
un método mejor es expresar sentx = (sen?x)? y utilizar la fórmula del ángulo medio: 


y 


sentx dx = | (sen?x) dx 


Al | (1 — 2 cos 2x + cos*2x) dx 


Ya que vuelve a aparecer cos?2x, use otra vez la fórmula del ángulo medio 


Lo cual da 


sentx dx = 


cos?2x =3(1 + cos 4x) 


af li — 2 cos 2x + 11 + cos 4x)] dx 


>= 


ME =2c008.2x + 3 cos 4x) dx 


= 


Ex — sen 2x + ł sen 4x) +C 


Para resumir, se proporciona una guía para evaluar integrales de la forma 
| sen”x cos”x dx, donde m > 0 y n = 0 son números enteros. 


SECCIÓN 7.2 Integrales trigonométricas 481 


Estrategia para la evaluación de | sen”x cos”x dx 


(a) Si la potencia del coseno es impar (n = 2k + 1), extraiga un factor coseno 
y utilice cos?x = 1 — sen?x para expresar los factores restantes en términos 
del seno: 


n 


2k y 2,4 
sen”x cos**!x dx = | sen”x (cos?) cos x dx 


= | sen”x (1 — sen?x) cos x dx 


Después sustituya u = sen x. 


(b) Si la potencia del seno es impar (m = 2k + 1), extraiga un factor seno y 
use senéx = 1 — cos?x para expresar los factores restantes en términos del 
coseno: 


| sen? lx cos”x dx = | (sen?x)*cos”x senx dx 


y 


= | (1 — cos°x)cos”x sen x dx 


Luego sustituya u = cos x. [Observe que si la potencia de ambos, seno y 
coseno, es impar, puede utilizarse (a) o (b).] 


(c) Si las potencias de ambos, seno y coseno, son pares, utilice las identidades 
del ángulo medio 


sen?x = 5(1 — cos 2x) cos?r = }(1 + cos 2x) 
Algunas veces es conveniente utilizar la identidad 


sen x cos x = 3 sen 2x 


Puede utilizar una estrategia similar para evaluar integrales de la forma | tan”x sec"x dx. 
Dado que (d/dx) tan x = sec?*x, es posible separar un factor sec?x y convertir la potencia 
restante (par) de la secante en una expresión que involucra la tangente, utilizando la 
identidad sec?x = 1 + tan?x. O, puesto que (d/dx) sec x = sec x tan x, puede separar un 
factor sec x tan x y convertir la potencia restante (par) de tangente a secante. 


EJEMPLO 5 Evalúe f tanéx sectx dx. 


SOLUCIÓN Si separa un factor sec?x, puede expresar el factor restante sec?x en términos 
de la tangente utilizando la identidad sec?x = 1 + tan?x. Entonces, es posible evaluar la 
integral sustituyendo u = tan x y du = sec?x dx: 


p 


tanéx sectx dx = | tanx sec?x sec?x dx 
= | tanóx (1 + tan?x) sec?x dx 


= | u(1 + u?) du = MOS + u) du 
7 9 


= } tanx + į tan°x + C E 
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EJEMPLO 6 Encuentre f tanó0 sec70 dô. 


SOLUCIÓN Si separa un factor sec?9, como en el ejemplo anterior, queda un factor 
secó0 que no se convierte con facilidad a tangente. Sin embargo, si separa un factor 
sec 0 tan 0, puede convertir la potencia restante de la tangente en una expresión que 
involucre solo la secante, por medio de la identidad tan*9 = sec?0 — 1. Por lo que 

la integral se puede evaluar sustituyendo u = sec 0, por tanto du = sec 0 tan 0 d0: 


| tanó0 sec'9 de = | tan*9 secó secO tan de 


v 


= | (sec?0 — 1)?secó9 secó tan de 


y 


| (u? — 1 u* du 


= | (u? — 2u + u?) du 


y 


_ 81 ig — 2 9 1 7 
= ¡sec 0 — ¿sec”g + 7sec'0 +C u 


Los ejemplos anteriores muestran estrategias para evaluar integrales de la forma 
| tan”x sec”x dx para los dos casos que aquí se resumen. 


Estrategia para la evaluación de | tan”x sec"x dx 


(a) Si la potencia de la secante es par (n = 2k, k > 2), extraiga un factor sec?x 
y utilice sec?x = 1 + tan?x para expresar los factores restantes en términos 
de tan x: 


| tan”x sec™x dx = | tan”x (secta)! sec?x dx 


= | tan”x (1 + tant)! sec?x dx 


y 


Después sustituya u = tan x. 


(b) Si la potencia de la tangente es impar (m = 2k + 1), sustituya un factor 
sec x tan x y utilice tan?x = sec?x — 1 para expresar los factores restantes 
en términos de sec x: 


2k r 2 4 - 
MH sec"x dx = | (tan?x)* sec"”lx sec x tan x dx 


v 


tan 


= | (sec?x — 1) sec""lx sec x tan x dx 


Luego se sustituye u = sec x. 


Para otros casos, no hay guías claras. Puede necesitar identidades, integración por 
partes y, Ocasionalmente, un poco de ingenio. Algunas veces será necesario integrar 
tan x utilizando la fórmula establecida en (5.5.5): 


| tan x dx = In |sec x| +C 


La fórmula 1 fue descubierta por 
James Gregory en 1668 (véase su 
biografía en la página 198). Gregory 
utilizó esta fórmula para resolver un 
problema en la elaboración de tablas 
náuticas. 
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También necesita la integral indefinida de la secante: 


11) | sec x dx = In | sec x + tan x| + C 


y 


Podría verificar la fórmula 1 derivando el lado derecho, o como sigue. Primero multiplique 
el numerador y el denominador por sec x + tan x: 


sec x + tan x 
sec x dx = | sec x ————— 


y 


sec x + tan x 


sec?x + sec x tan x 
sec x + tan x 


Si sustituye u = sec x + tan x, entonces du = (sec x tan x + sec?x)dx, por lo que la integral 
resulta [(1/u) du = In | u | + C. Así, tiene 


Í sec x dx = In | sec x + tan x| + C 


y 


EJEMPLO 7 Determine f tanóx dx. 


SOLUCIÓN Aquí solo aparece tan x, así que utilice tan?x = sec?x — 1 para reescribir un 
factor tan*x en términos de sec?x. 


tanóx dx = | tan x tan°x dx = | tan x (sec?x — 1) dx 
= | tan x secóx dx — | tan x dx 
tan?x 
= — In |sec x| + C 
2 
En la primera integral sustituya mentalmente u = tan x por lo que du = sec?x dx. a 


Si aparece una potencia par de la tangente con una potencia impar de la secante, es útil 
expresar el integrando completamente en términos de la sec x. Las potencias de la sec x 
pueden requerir integración por partes, como se ve en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 8 Encuentre f secóx dx. 


SOLUCIÓN Aquí puede integrar por partes con 


u = sec x dv = sec?x dx 
du = sec x tan x dx v = tan x 
Entonces secóx dx = sec x tan x — | sec x tan?x dx 


= sec x tan x — | sec x (sec?x — 1) dx 


= sec x tan x — | secóx dx + | sec x dx 
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Estas identidades producto se discuten 


en el apéndice D. 


7.2 EJERCICIOS 


1-49 Evalúe la integral. 


1/2 
0 


sen”8 cos*9 de 


1. f sen? x cos?x dx 
3. Í 


m/2 
0 


7. 


5. | se n*(21) cos*(21) dt 
Í cos”0 d0 


9. N cos“ (2t) dt 


0 


1/2 
11. Í sen?x cos?x dx 
0 


13. | Veose cos 0 sen*0 d0 


Utilizando la fórmula 1 y resolviendo para la integral requerida, obtiene 


f secĉêx dx = $(sec x tan x + In | sec x + tan x|) + C E 


Integrales como la del ejemplo anterior podrían parecer muy complejas, pero ocurren 
con frecuencia en aplicaciones de la integración, como se verá en el capítulo 8. Integrales 
de la forma | cot”x csc”x dx se pueden determinar mediante métodos similares utilizando 
la identidad 1 + cotéx = csc?x. 

Por último, es posible hacer uso de otro conjunto de identidades trigonométricas: 


(2] Para evaluar las integrales (a) | sen mx cos nx dx, (b) l] sen mx sen nx dx o 
(c) | cos mx cos nx dx, utilice la identidad correspondiente: 


(a) sen A cos B = l[sen(A — B) + sen(A + B)] 
(b) sen A sen B = Icos(A — B) — cosí(A + B)] 


(c) cos A cos B = J[cos(A — B) + cosí(A + B)] 


EJEMPLO 9 Evalúe | sen 4x cos 5x dx. 


SOLUCIÓN Esta integral podría evaluarse utilizando integración por partes, pero es más 
fácil utilizar la identidad en la ecuación 2(a) como sigue: 


J[sen(—x) + sen 9x] dx 


| sen 4x cos 5x dx = 


| (=sen x + sen 9x) dx 


nia 
e 


z ¿(cos — ¿cos 9x) + FPC E 
15. | cot x cos?x dx 16. | tan?x cosóx dx 
2: | senóx cosix dx . 
j 17. | sen?x sen 2x dx 18. | sen x cos( Lx) dx 
4. pen senóx dx 
i 19. | tsen?t dt 20. | cos 8 cos*(sen 0) de 
6. | t cos? (t°) dt . 
v 21. | tan x secóx dx 22. | tan?0 sec*8 dO 
E sen*(yx) F 
. | —= dx 
x vx 23. | tana dx 24. Fi tan?x + tantx) dx 
10. | xsenóx dx 7 e 
J 25. | tantx secóx dx 26. po sectg tan*0 de 
7/2 , 
12. | (2 — sen 6)? d0 S À 
JO 27. | tanx sec x dx 28. Í tanx sec?x dx 


r sen?(1/4) . 
La | £ d 29. | tanix secóx dx 30. wa tanft dt 


31. | tanx dx 32. | tan?x sec x dx 
r r sen ġo 
33. | x sec x tan x dx 34. | ~ do 
s cos” dh 
35. Di cot?x dx 36. | esctx cotóx dx 
(7/2 pm/2 
37. | i cot’ csch do 38. | csct0 cott0 de 
JT/4 Y q/4 
r a3 3 
39. | csc x dx 40. | s csc“x dx 
41. | sen 8x cos 5x dx 42. | sen 20 sen 60 d0 
43. po cos 51 cos 101 dt 44. | sen x secx dx 
YO J 


(7/6 r cosx + sen x 
45. IN yi + cos 2x dx 46. | = y 


sen 2x 
* 1 — tan’™x r dx 
47. | —3—dx 48. | 
secóx cosx— 1 


49. | xtan?x dx 


50. Si po *tanóx sec x dx = I, exprese el valor de 


(7/4 
Wi 


[37 tan*x sec x dx en términos de 7. 


51-54 Evalúe las integrales indefinidas siguientes. Ilustre y 
verifique que su respuesta es razonable, al trazar la gráfica del 
integrando y su antiderivada (tome C = 0). 


51. | xsen*(x?) dx 52. | senóx cos ix dx 


53. | sen 3x sen 6x dx 54. | sec*(%x) dx 


55. Encuentre el valor promedio de la función f(x) = sen?x cos*x 
sobre el intervalo [~ m,m]. 


56. Evalúe i] sen x cos x dx por cuatro métodos: 
(a) al sustituir u = cos x 
(b) al sustituir u = sen x 
(c) con la identidad sen 2x = 2 sen x cos x 
(d) al integrar por partes 
Explique las diferencias aparentes en las respuestas. 


57-58 Encuentre el área de la región acotada por las curvas 
dadas. 


57. y = sen’x, y=senúx, OSxST 


58. y = tanx, y= tan°x, 0< x< r/4 
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FS 59-60 Utilice la gráfica del integrando para intuir el valor de la 


integral. Después use el método de esta sección para probar que 
su intuición sea correcta. 


[2 p2 
59. | cosóx dx 60. | sen 27rx cos 5mx dx 
J0 J0 


61-64 Encuentre el volumen obtenido al rotar la región acotada 
por las curvas dadas alrededor del eje especificado. 


61. y = sen x, y= 0, m/2<x< r; alrededor del eje x 
62. y =senx, y=0, 0Sx<7r; alrededor del eje x 
63. y =senx, y = cos x, 0 SxS 1/4; alrededor de y = 1 


64. y = secx, y = cos x, 0 <S x< r/3; alrededor de y = —1 


65. Una partícula se mueve sobre una línea recta de acuerdo 
con la función velocidad v(t) = sen wt cos?wt. Encuentre su 
posición s = f(t) si f(0) = 0. 


66. La electricidad doméstica se suministra en la forma de 
corriente alterna que varía de 155 V a —155 V con una 
frecuencia de 60 ciclos por segundo (Hz). El voltaje está 
dado por la ecuación 


E(t) = 155 sen(120 71) 


donde ż es el tiempo en segundos. Los voltímetros leen el 

voltaje RMS, por sus siglas en inglés (raíz media cuadrática), 

que es la raíz cuadrada del valor promedio de [£(1)]? sobre 

un ciclo. 

(a) Calcule el voltaje RMS de la corriente doméstica. 

(b) Muchas estufas eléctricas requieren un voltaje RMS de 
220 V. Encuentre la amplitud A correspondiente nece- 
saria para el voltaje E(f) = A sen(1207r1). 


67-69 Demuestre las fórmulas siguientes, donde m y n son 
enteros positivos. 


Wu 
67. | sen mx cos nx dx = 0 
J-r 


pr 0 simAin 
68. | sen mx sen nx dx = . 
Jr m sim=mn 


Par 0 sim#n 
69. | cos mx cos nx dx = . 
Jo m sim=n 


70. Una serie finita de Fourier está dada por la suma 


N 
$ a, sen nx 


n=1 


Fx) 


a, sen x + asen 2x + -+-+ + ansen Nx 


Demuestre que el m-ésimo coeficiente a, está dado por la 
fórmula 
1 


(7 
Am == | f(x) sen mx dx 
TN AT 
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7.3 Sustitución trigonométrica 


En la determinación del área de un círculo o una elipse, surge una integral de la forma 
| Va? — x dx, donde a > 0. Si fuese Fx Va? — x? dx, la sustitución u = a? — x?sería eficaz; 
pero, tal como está, | Va? — x dx es más difícil. Si cambia la variable de x a 0 por la 
sustitución x = a sen 0, entonces la identidad 1 — sen?9 = cos*0 permite eliminar el 
signo de la raíz porque 


Va? = x? = ya? — a? sen?0 = ya(1 — sen?) = ya? cos? = a| cos 8 | 


Observe la diferencia entre la sustitución u = a? — x? (en la que la nueva variable es una 
función de la variable anterior) y la sustitución x = a sen 0 (la variable anterior es 
una función de la nueva). 

En general, es posible hacer una sustitución de la forma x = g(t) al usar a la inversa 
la regla de sustitución. A fin de simplificar los cálculos, suponga que g tiene una función 
inversa; es decir, g es inyectiva. En este caso, si se reemplazan u por x y x por t en la regla 
de sustitución (ecuación 5.5.4), se obtiene 


[109 dx=[£IDIO de 


Este tipo de sustitución se llama sustitución inversa. 

Se puede hacer la sustitución inversa x = a sen 0 siempre que defina una función 
inyectiva. Esto puede llevarse a cabo restringiendo 0 al intervalo [—77/2, 7r/2]. 

En la tabla siguiente se listan las sustituciones trigonométricas que son eficaces para 
las expresiones con radicales debido a las identidades trigonométricas especificadas. En 
cada caso, la restricción sobre 0 se impone para asegurar que la función que define la 
sustitución es inyectiva. (Estos son los mismos intervalos empleados en la sección 1.5 al 
definir las funciones inversas.) 


Tabla de sustituciones trigonométricas 


Expresión Sustitución Identidad 


T T 2 2 
val — x? x= asen 9, +20 1 — sen*0 = cos*0 
> 


2 T T 2 2 
a? + x* x= atan 9, E <p< > 1 + tan*0 = sec”0 
z T 3T . ) 
x=? x=ausec O, ASUS OR sec0 — 1 = tan"9 
ME e 
EJEMPLO 1 Evalúe | — ax. 
y > 


SOLUCIÓN Sea x = 3 sen 0, donde —71/2 < 0 < 7/2. Entonces dx = 3 cos 0 d0 y 


V9 — x? =y9 — 9 sen?0 = V9 cos?0 = 3|cos 0| = 3 cos 0 


[] 
9 y“ 
FIGURA 1 
X 
sen 0 = 3 
(0, b) 
(a, 0) 
FIGURA 2 
x? y? 


N 


=y 
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(Observe que cos 0 > O porque —71/2 < O < 7/2.) Así, la regla de la sustitución 
inversa da 


r /9— x? r 3c0s 0 
|= as] 


3 cos 8 d0 
a 


r cos”0 Po 
> = cot” 
= | = d = | coto de 
sen*0 Ñ 


| (esco — 1) d8 
= —co 0—0 + C 


Puesto que esta es una integral indefinida, debe regresar a la variable original x. Esto 
puede hacerse ya sea por medio de identidades trigonométricas para expresar cot 0 en 
términos de sen 0 = x/3 o dibujando un diagrama como el de la figura 1, donde 0 se 
interpreta como un ángulo de un triángulo rectángulo. Ya que sen 0 = x/3, denote x al 
lado opuesto y asigne el valor 3 a la hipotenusa. Entonces el teorema de Pitágoras da la 
longitud del lado adyacente V9 — x?, así que puede simplificar leyendo simplemente el 
valor de cot 0 en la figura como: 


(Aunque 0 > 0 en el diagrama, esta expresión para cot 0 es válida aun cuando 0 < 0.) 
Dado que sen 0 = x/3, tiene 0 = sen” '(x/3), así que 


n /9 = x? 9 = y2 
| > * dx= Y X son) +C 
J e a 


X 


EJEMPLO 2 Encuentre el área encerrada por la elipse 


x? y? 
ati! 


SOLUCIÓN Resolviendo la ecuación para y, obtiene 


ta 
> 
N 
a 
N 
> 
N 
S* 


le l-== — o y = +— a? — x? 


Ya que la elipse es simétrica con respecto a ambos ejes, el área total A es cuatro veces 
el área en el primer cuadrante (véase la figura 2). La parte de la elipse en el primer 
cuadrante está dada por la función 


y por tanto z4 = l z 


Para evaluar esta integral sustituya x = a sen 0. Entonces dx = a cos 0 db. 
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Para cambiar los límites de integración observe que, cuando x = 0, sen 0 = 0, por lo 
que 0 = 0; cuando x = a, sen 0 = 1, por lo que 0 = 7/2. También, 


ya? — x? = ya? — a? sen?0 = ya? cos?9 = a| cos 0| = a cos 0 


ya que O = 9 < 7/2. Por tanto 


b a b 7/2 
A=4-| yal — x? dx=4—2| í a cos 0 - a cos 8 d0 
a JO a Jo 
pr/2 A (7/2 7] 
= 4ab k cos?0 d0 = 4ab k 1(1 + cos 20) de 


1/2 
= 2abl0 +! sen 20), = zal 3 -O o) = rab 


Se ha demostrado que el área de una elipse con semiejes a y b es mab. En particular, 
tomando a = b = r, se demuestra la famosa fórmula del área de un círculo de 


radio r, Tr. o 
NOTA Dado que la del ejemplo 2 es una integral definida, se cambiaron los límites 


de integración y no se tuvo que regresar a la variable x. 


EJEMPLO 3 Encuentre | Sm dx. 
Y XA da 


SOLUCIÓN Sea x = 2 tan 0, —711/2 < 0 < 7r/2. Entonces dx = 2 sec?0 de y 


yx? + 4 = y4(tan?0 + 1) = y4 sec?0 = 2|sec 0| = 2 sec 0 


Por lo que se tiene 


f dx pp 2sec20d0 A f sec O d 
xx + 4 J 4tan?0 : 2 sec O 4J tan?0 


Para evaluar esta integral trigonométrica, ponga todo en términos de sen 0 y cos 0: 


secó 1 cos9  cos6 


tan?9  cosg8  sen?8 sen?0 


Por tanto, haciendo la sustitución u = sen 90, se tiene 


Utilice la figura 3 para determinar que csc 0 = Vx? + 4/x y, por tanto, 


FIGURA 3 AA 
x dx 2 
i aE E z 
tand=> Y? + 4 4x 


FIGURA 4 


xX 
sec 0 = — 
a 
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x 
yx? +4 
SOLUCIÓN Aquí podría utilizarse la sustitución trigonométrica x = 2 tan 0 (como 


en el ejemplo 3). Pero es más simple la sustitución directa u = x? + 4, porque 
du = 2x dx y 


EJEMPLO 4 Determine | dx. 


du 


e Xx 1 n 
Ie he 


NOTA En el ejemplo 4 se ilustra el hecho de que, aun cuando sean posibles las susti- 
tuciones trigonométricas, no necesariamente dan la solución más fácil. Por eso, hay que 
buscar la opción de solución más sencilla. 


= Ju +C=yYx2+4+C a 


EJEMPLO 5 Evalúe | =, donde a > 0. 


dx 
Vx? = a? 
SOLUCIÓN 1 Sea x = a sec 0, donde 0 < 0 < 7/2 o bien m < 0 < 371/2. Entonces 
dx = a sec O tan 0 d0 y 


Vx? — a? = ya*(sec?0 — 1) = ya? tan?9 = a| tan 0| = a tan 0 
Por tanto 


r dx O f a sec 0 tan O 
| Vx2=a Y  atanó 


d0 = | sec 0 d9 = In |sec 9 + tan 0| +C 


El triángulo de la figura 4 da tan 0 = Vx? — a?/a, así que se tiene 


p2 = g2 
X X a 
+ 
a a 


f a = In +C 


=]n|x + yx? — a? |- Ina +C 


Escribiendo C, = C — In a, se tiene 


dx 2 2 1 
(1) f ap Tln] + vx -a| C 


SOLUCIÓN 2 Para x > 0, también puede utilizarse la sustitución hiperbólica x = a cosh t. 
Con la identidad cosh?y — senh?y = 1, se tiene 


Vx? = a? = ya?(cosh?t — 1) = ya? senh?t = a senh t 


Dado que dx = a senh t dt, se obtiene 


r a senh tdt 


p dx 
| Jx? — a? | a senh t 


Puesto que cosh £ = x/a, se tiene t = cosh™!(x/a) y 


= far=t+C 


p dx XxX 
PJ | Mp = cosa +) +C 


Aunque las fórmulas 1 y 2 parecen muy diferentes, en realidad son equivalentes por la 
fórmula 3.11.4. E 
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Como se muestra en el ejemplo 6, a 
veces es buena idea utilizar la sus- 
titución trigonométrica cuando se 
presenta (1? + a?)"? en una integral, 
donde n es cualquier entero. Lo mismo 
es verdadero cuando se presenta 

(A Aa 2y20 (A Za aya, 


NOTA Como se ve en el ejemplo 5, las sustituciones hiperbólicas pueden utilizarse 
en vez de las sustituciones trigonométricas y, algunas veces, conducen a respuestas más 
simples; pero por lo general, se utilizan identidades trigonométricas porque son más cono- 
cidas que las hiperbólicas. 


/3/2 Xx 3 


EJEMPLO 6 Encuentre |” ar 
YO Xx” LN 


SOLUCIÓN Primero observe que (4x? + 99P = (y4x? + 9 r así que lo adecuado es 
la sustitución trigonométrica. Aunque v 4x? + 9 no es realmente una de las expresiones 
de la tabla de sustituciones trigonométricas, se convierte en una de ellas si hace la sus- 
titución preliminar u = 2x. Cuando combina esto con la sustitución de la tangente, se 
tiene x = 5 tan 0, lo cual da dx = 5 sec?0 de y 


V4x? + 9 = V9 tan?0 + 9 = 3 sec 0 


Cuando x = 0, tan 0 = 0, por lo que 0 = 0; cuando x = 3V3/2, tan 0 = V3, por lo 
que O = 7/3. 


3 27 3 
34/3/2 si m3 g tanh 3 , 
dx = 7 sec*0 dO 
l (4x? + 932 X 27 secta ? 
3 3 
3 (7/3 tan" 3 (7/3 sen0 
16 | 16 zz LO 
Jo secO Jo cos“ 
3 f3 1 — cos? 
16 i PET n 0 d0 
Ahora sustituya u = cos 0, de modo que du = —sen 0 d0. Cuando 0 = 0, u = 1; 
cuando 0 = 7/3, u = l; por tanto, 
134/3/2 x? d 3 pe l- u’ d 
z 5 Ax t u 
Jo (4x? + 939 16 u’ 


1/2 
2 1 
= E MN (1 — u?) du = n E + A 


u ji 


3 
=$14+2- (0+D]=>3 a 
EJEMPLO 7 Evalúe | OTERO dx. 
J LA 


SOLUCIÓN Se puede transformar el integrando en una función para la cual es apropiada 
la sustitución trigonométrica, completando el cuadrado bajo el signo de raíz: 


3 — 2x — x? = 3 — (x? + 2x) =3 + 1 — (x? + 2x + 1) 


=4-— (x + 1? 


Esto sugiere que haga la sustitución u = x + 1. Entonces du = dx y x = u — 1, por lo que 


du 


X -=f u= 1 


[| d 
| V3 — 2x — x? x y4 — u? 


La figura 5 muestra la gráfica del 
integrando en el ejemplo 7 y su integral lo que 
indefinida (con C = 0). ¿Cuál es cuál? 


3 
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Ahora sustituya u = 2 sen 0 y se obtiene du = 2 cos 0 dð y V4 — u? = 2 cos 0; por 


2 senð — 1 


[ | 


FIGURA 5 


7.3 EJERCICIOS 


1-3 Evalúe las integrales siguientes utilizando la sustitución 
trigonométrica indicada. Dibuje y etiquete el triángulo 
rectángulo asociado. 


x = 3 sec 


1 
1. ¡== aa 
2. f x?V9 — x? dx; x=3sen0 


dx; x = 3 tan 


4-30 Evalúe la integral. 


2 
Xx 


4. Í B 


dx 


-yx -1 3 Xx 
5. | E dx 6. f Te E — 
1x dt 


7. Y ADT ` m a> 0 8. j i S 
9. == 10. p JA — 9x7 dx 


2 (12-19 
1/2 2 dt 
11 | JI- 4x2 dx 12 A 
0 y/4 + 1? 
yx? 9 s 1 dx 
13 Í Ti 1 f FET 


i X 
| Ae) 2 cos 0 


27. | J5 + 4x — x? dx 


2 cos 8 d0 


= | Qsen 0 — 1) de 


= -2cos0 -0 +C 


+1 
= -3 — 2x — x? 6 > E E 
x dx 
17. | —— d. 18. | 5375 
Í a ax Í [(ax)? ME py? 
yl + x2 į 
vir 20. | -= ax 
x ¿y E E 


21. (LG 22. f JeF 1d 


23. | E 24. i} Jx- dx 


¿IN ++2x+5 


2 


3 z LO 
2 [2 0 di 26. | Gra ayr 


28 | x? +1 d 
a a ar nrar 
+ (x = 2a ED) 


29. [x/1=x* dx 30. (e -< ar 


31. (a) Utilice una sustitución trigonométrica para demostrar 


que 


Í ax In(x tyx2 +a) +C 


yx? + a? 


(b) Utilice la sustitución hiperbólica x = a senh t para 
demostrar que 


e = sema) + € 


Estas fórmulas están conectadas con la fórmula 3.11.3. 
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32. Evalúe 


ä 


x? 


i — r dx 
| (x? + ay? A 


(a) por sustitución trigonométrica. 
(b) por la sustitución hiperbólica x = a senh t. 


33. Encuentre el valor promedio de f(x) = Vx? — 1/x, 


ls=x=<=7. 


34. Determine el área de la región acotada por la hipérbola 
9x — 4y? = 36 y la recta x = 3. 


35. Demuestre la fórmula A = 1120 para el área de un sector 


de un círculo de radio r y ángulo central 0. [Sugerencia: 
suponga que 0 < 0 < 7/2 y coloque el centro del 
círculo en el origen de manera que se ocupe la ecuación 


xX + y? = r. Entonces A es la suma del área del triángulo 


POQ y el área de la región POR en la figura.] 


Trace la gráfica del integrando y su integral indefinida 
en la misma pantalla y verifique que su respuesta sea 
razonable. 


37. Encuentre el volumen del sólido obtenido al rotar 
alrededor del eje x la región acotada por las curvas 
y =9/(02+9),)y=0,x1=0yx=3. 


38. Determine el volumen del sólido obtenido al rotar 
alrededor de la recta x = 1, la región bajo la curva 


y=xV1-x0=x=<l. 


39. (a) Utilice una sustitución trigonométrica para verificar 
que 


k ya? = 1? dt = ha? sen (x/a) + 4x Va? — x? 


(b) Utilice la figura para dar una interpretación trigonomé- 
trica de ambos términos del lado derecho de la ecuación 
del inciso (a). 


40. La parábola y = le divide el disco x? + y? < 8 en dos partes. 
Encuentre las áreas de ambas partes. 


41. Un toro se genera al rotar la circunferencia xX +(y — RP = r 
alrededor del eje x. Encuentre el volumen encerrado por el 
toro. 


42. Una varilla cargada de longitud L produce un campo eléctrico 
en un punto P(a, b) dado por 
"La A b 


E(P):= J, Arreola? + p2yP dx 


donde A es la densidad de carga por unidad de longitud de 

la varilla y e, es la permitividad del espacio libre (véase la 
figura). Evalúe la integral para determinar una expresión para 
el campo eléctrico E(P). 


43. Encuentre el área de la región sombreada (llamada luna) 
acotada por los arcos de circunferencia de radios r y R (véase 


la figura). 
“y 


44. Un tanque de almacenamiento de agua tiene la forma de un 
cilindro de 10 m de diámetro. Está montado de manera que 
las secciones transversales circulares quedan verticales. Si 
la profundidad del agua es de 7 m, ¿qué porcentaje de la 
capacidad total se está utilizando? 
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7.4 Integración de funciones racionales por fracciones parciales 


+ x +2 
x—1)x* FX 
=a) 

xX +x 
=(=) 
2x 
=(26=2) 


En esta sección se mostrará cómo integrar cualquier función racional (una razón de 
polinomios) al expresarla como una suma de fracciones simples, llamadas fracciones 
parciales, que ya sabe cómo integrar. Para ilustrar el método, observe que al tomar el 
denominador común de las fracciones 2/(x — 1) y 1/(x + 2), se obtiene 


2 1 Ar) SS 1). x+5 


x=1 +2 (x — 1)(x + 2) xX +x-2 


Ahora, si se invierte el procedimiento, verá cómo integrar la función del lado derecho de 


esta ecuación: 
r x+5 2 1 
> dx = dx 
A lo Mi el x+2 


=2Mmlxe=1| =hlx+2|] +€ 


Para ver cómo funciona en general el método de fracciones parciales, considere la 
función racional 


P(x) 
Q(x) 


fœ) = 


donde P y Q son funciones polinomiales. Es posible expresar f como una suma de 
fracciones simples, siempre que el grado de P sea menor que el grado de Q. A una 
función racional de este estilo se le llama propia. Recuerde que si 


P(x) = anx" + ax + -+ + aix + ao 


donde a, + O, entonces el grado de P es n y se expresa como grado(P) = n. 

Si f es impropia, esto es, grado(P) = grado(O), entonces se debe tomar el paso pre- 
liminar de dividir O entre P (por división larga) hasta obtener el residuo R(x) de manera 
que grado(R) < grado(O). El enunciado de la división es 


O 
a == + 


donde S y R también son funciones polinomiales. 
Como se ilustra en los ejemplos siguientes, algunas veces este paso preliminar es todo 
lo que se necesita. 


e 
EJEMPLO 1 Encuentre | 2 = dx. 
v k Aa 


SOLUCIÓN Dado que el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, 
primero ejecute la división larga. Esto permite escribir 


x +x a 
dx = A E dx 
== 1 J =1 
3 2 
xX x 
=; tz +24 2Im]x=1]+C E 
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Después de este ejemplo, se propor- 
ciona otro método para determinar A, 
ByC. 


En el caso de una ecuación 1 cuyo denominador es más complicado, el paso siguiente 
es factorizar el denominador Q(x) tanto como sea posible. Puede demostrarse que cual- 
quier polinomio Q puede factorizarse como un producto de factores lineales (de la forma 
ax + b) y factores cuadráticos irreducibles (de la forma ax? + bx + c, donde b? — 4ac < 0). 
Por ejemplo, si Q(x) = x* — 16, se podría factorizar como 


Q(x) = (x? — 4100? + 4) = (x — 2)(x + 2)? + 4) 


El tercer paso es expresar la función racional propia R(x)/ Q(x) (de la ecuación 1) como 
una suma de fracciones parciales de la forma 


A Ax + B 
(ax + b)' (ax? + bx + c)' 


Existe un teorema que garantiza que esto siempre es posible. Enseguida se explican los 
detalles de los cuatro casos posibles. 


CASO | El denominador Q(x) es un producto de factores lineales distintos. 
Esto significa que se puede escribir 


Q(x) = (aix + bi)\(azx + b2): -- (arx + bi) 
donde no hay factores repetidos (y ningún factor es un múltiplo constante de otro). 


En este caso, el teorema de fracciones parciales establece que existen constantes 
A, A, Ls , A, tales que 


R(x) Aj A) Ax 
B) = + ho + —— 
Q(x) aix + bı ax + bz ax + b; 


Estas constantes se pueden determinar como en el ejemplo siguiente. 


E x F2] 
EJEMPLO 2 Evalúe | ——— 2 ax. 
V-28 F 3X = 2y 


SOLUCIÓN Ya que el grado del numerador es menor que el grado del denominador, no 
es necesario dividir. Se factoriza el denominador como 


2x? + 3x? — 2x = x(2x? + 3x — 2) = x(2x — 1)(x + 2) 


Puesto que el denominador tiene tres factores lineales diferentes, la descomposición en 
fracciones parciales del integrando (2) tiene la forma 


x2+2x-1 A B C 
El ==+ + 
x(2x — Dí(x + 2) x 2x1 +2 


Para determinar los valores de A, B y C, multiplique ambos lados de esta ecuación por 
el común denominador, x(2x — 1)(x + 2), para obtener 


[a] x? + 2x — 1 = A(2x — 1)(x + 2) + Bx(x + 2) + Cx(2x — 1) 


Al desarrollar el lado derecho de la ecuación 4 y escribirlo en la forma polinomial 
estándar, se obtiene 


[5] x? + 2x — 1 = (2A + B + 2C)x? + (3A + 2B — C)x — 2A 


Se puede verificar este trabajo llevando 
los términos a un denominador común 
y luego sumándolos. 


La figura 1 muestra las gráficas del 
integrando del ejemplo 2 y su integral 
indefinida (con K = 0). ¿Cuál es cuál? 


2 
E N 


(M 


=2 


FIGURA 1 
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Las formas polinomiales de la ecuación 5 son idénticas, así que sus coeficientes deben 
ser iguales. El coeficiente de x? del lado derecho, 2A + B + 2C, debe ser igual al coefi- 
ciente de x? del lado izquierdo, 1. Del mismo modo, los coeficientes de x son iguales y 
los términos constantes son iguales. Esto plantea el sistema de ecuaciones siguiente para 
A,By C: 


2A+ B+2C=1 


3A +2B—= C=2 
=2A ==] 
Resolviendo, se obtiene A = 1, B = ly C= —5, por lo que 


x? +2x-—1 rf11 1 1 1 1 
| 3 = de=| + dx 
Y 2x7 +3x* — 2x 2 x o | 10 x+2 


=21m/x| + ln |2x — 1|- plo ]x + 2| +K 


En la integración del término de en medio se hizo mentalmente la sustitución u = 2x — 1, 
lo cual da du = 2 dx y dx = } du. E 


NOTA Se puede utilizar un método alternativo para encontrar los coeficientes A, 
B y C del ejemplo 2. La ecuación 4 es una identidad y, por tanto, es verdadera para 
todo valor de x. Elija valores para x que simplifiquen la ecuación. Si hace x = 0 en 
la ecuación 4, entonces el segundo y tercer términos del lado derecho desaparecen y la 
ecuación se reduce a —2A = —1,0A = F, Del mismo modo, x = 5 da 5B/4 = ly 
x = —2 da 10C = —1, por lo que B = l y C= =}. (Se podría objetar la validez de 
la ecuación 3 para x = 0, > o —2, así que, ¿por qué la ecuación 4 es válida para estos 
valores? De hecho, la ecuación 4 es verdadera para todos los valores de x, aun x = 0, t y 
—2. Véase la razón en el ejercicio 73.) 


t d 
EJEMPLO 3 Encuentre Jo donde a # 0. 


SOLUCIÓN El método de fracciones parciales da 


1 1 A B 


a = + 
xa (x-a(x+a) x-a x+a 


y, por tanto, 
A(x +a) + Blx-=a=1 
Utilizando el método de la nota anterior, haga x = a en esta ecuación y obtendrá 


A(2a) = 1, por lo que A = 1/(2a). Si pone x = —a, obtendrá B(—2a) = 1, por lo que 
B = —1/(2a). Así 
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Puesto que In x — In y = In(x/y), es posible escribir la integral como 


r dx 1 xa 
[6] |] = 57 hm +C 
ES A 2a xx +a 
En los ejercicios 57-58 se muestran las formas de uso de la fórmula 6. E 


CASO II Q(x) es un producto de factores lineales, algunos de los cuales se repiten. 
Suponga que el primer factor lineal (a,x + b,) se repite r veces; esto es, (ax + b,)' se 
presenta en la factorización de Q(x). Entonces, en lugar del término simple A, / (ax + b,) 
de la ecuación 2, usaría 


Aj A) des A, 


+ . + PP SS EE 
aix + bi (aix + bi}? (aix + biy) 


Como ejemplo, podría escribir 


PEARL A, B, C D E 
xx — 1) x xX x-l (x-1? (x-1P 


pero es preferible trabajar un ejemplo simple en más detalle. 


px — 2x? + 4x + 
EJEMPLO 4 Determine [EA t Atl iy. 


x — xxl 


SOLUCIÓN El primer paso es dividir. El resultado de la división larga es 


xt — 2x? +4x+1 4x 
3 3 a z 
P e i x>+l r a e a a l 


El segundo paso es factorizar el denominador Q(x) = xX? — x? — x + 1. Puesto que 
Q(1) = 0, se sabe que x — 1 es un factor y se obtiene 


x? — x? — x+ 1 = (x -— 1)(x? — 1) = (x — D- 1)(x + 1) 
= (x — Dx + 1) 


Puesto que el factor lineal x — 1 se presenta dos veces, la descomposición en fraccio- 
nes parciales es 


4x A 4 B C 
(x-1}(@x+1) x-1 (x-1 x+1 


Multiplicando por el mínimo común denominador, (x — 1) (x + 1), se obtiene 


4x = A(x — 1)(x + 1) + B(x + 1) + C(x — 1}? 
= (A + Cla? + (B — 2C)x + (=4 + B + C) 
Otro método para encontrar los Ahora, igualando coeficientes: 
coeficientes: 
Sea x = 1 en (8): B = 2. A + C=0 
Sea x = =1: C = -1. B-2C=4 


Seax=0:A=B+C=1. 
=A+B+ C=0 
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Resolviendo, se obtiene A = 1, B = 2 y C = —1, por lo que 


ext-2x+4x+1 1 2 1 
3 > dx x+1l+ + > dx 
4- de o de | x=] =D +1 


| 


x? 2 
= +4 la e 1] = ——-In|x+1|+K 
2 =1 


+= 
x+1l 


+K o 


CASO III Q(x) contiene factores cuadráticos irreducibles, de los que ninguno 

se repite. 
Si Q(x) tiene el factor ax? + bx + c, donde b? — 4ac < 0, entonces, además de las 
fracciones parciales de las ecuaciones 2 y 7, la expresión para R(x)/Q(x) tendrá un tér- 
mino de la forma 


Ax + B 
El ax? + bx+c 


donde A y B son constantes que han de determinarse. Por ejemplo, la función dada por 
Fœ = x/[(x — D + 1) + 4)] tiene una descomposición por fracciones parciales 
de la forma 


xX A Bx+C Dx+ E 
(x= 20? + 1x? +4) x-2 x +l xX +4 


El término dado en (9) se puede integrar completando el trinomio cuadrado (si es nece- 
sario) y utilizando la fórmula 


| e cn) + E 
J a 


A Sad 
EJEMPLO 5 Evalúe | a Ú 
Y x X 


SOLUCIÓN Dado que x? + 4x = x(x? + 4) no puede factorizarse más, se escribe 


la -x+4 A Bx + C 
x(x? + 4) x 12+4 


Multiplicando por x(x? + 4), se tiene 
2x? — x + 4 = A(x? + 4) + (Bx + C)x 


= (A + B)x? + Cx + 4A 


Igualando coeficientes, se obtiene 
A+B=2 C=-=] 4A=4 


Por tanto, A = 1,B = 1y C = -1 y así 
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Para integrar el segundo término, se reparte en dos: 


a = II r xX r 1 
z dx = z dx > dx 
¿x+4 Jx +4 Jx +4 


Haga la sustitución u = x? + 4 en la primera de estas integrales, por lo que du = 2x dx. La 
segunda integral se evalúa por medio de la fórmula 10 con a = 2: 


r 2x- x+4 1 xX 1 
| z dx = | dx + | > dx | > dx 
x(x? + 4) J ox E J x? +4 
= In |x| + )In(x? + 4) — $ tan™!(x/2) + K o 
4x? = 3x +2 


EJEMPLO 6 Evalúe o X. 
a X — 4x ES 


SOLUCIÓN Ya que el grado del numerador no es menor que el grado del denominador, 
primero divida para obtener 


dB x—1 
4x? — 4x + 3 4x? — 4x +3 


Observe que la cuadrática 4x? — 4x + 3 es irreducible porque su discriminante es 
b? — dac = —32 < 0. Esto significa que no puede factorizarse, así que no es necesario 
utilizar la técnica de fracciones parciales. 


Para integrar la función dada, complete el cuadrado en el denominador: 


4x? — 4x +3 =(2x— 1)? +2 


Esto sugiere que puede hacer la sustitución u = 2x — 1. Entonces du = 2dx y 
x= Xu + 1), así que 


r 4x’ — 3x+2 x— 1 
| - a=] 1+= dx 
J 4x* —4x+3 4x* — 4x +3 


1 
5(u + 1 1 1 
=1+ 12470 du =x +4 | 2 du 
52 o 
=x+;| n du x l du 
PLu FI LA 
+ ¿In(u? + 2) l Lm NA 
= x + ¿1n(u” . an -æ 
j 4 S2 J2 


ETT A, a 
=x gIinNn(4x — 4x an = 
3 ASE ¿12 


NOTA El ejemplo 6 ilustra el procedimiento general para integrar una fracción par- 
cial de la forma 


Ax + B 


ETICA O donde b? — 4ac < 0 
ax + bx+ c 


Sería muy tedioso determinar a 

mano los valores numéricos de 

los coeficientes del ejemplo 7. La 
mayoría de los sistemas algebraicos 
computacionales pueden encontrar los 
valores numéricos muy rápidamente. 
Por ejemplo, el comando de Maple 


convert(f, parfrac, x) 
o el comando de Mathematica 
Apart[f] 


da los valores siguientes: 
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Complete el cuadrado en el denominador y después haga una sustitución para llevar la 
integral a la forma 


r u p 1 
a > du = C 5 > du + D | => du 
Y uta ZU == a? J uU ta 


Entonces, la primera integral es un logaritmo y la segunda se expresa en términos 


de tan”!. 


CASO IV Q(x) contiene un factor cuadrático irreducible repetido. 
Si Q(x) tiene el factor (ax? + bx + c), donde b? — 4ac < 0, entonces en lugar de una 
única fracción parcial (9), la suma 


(1) Ax + B; AX + Bı A,x + B, 
ax? +bx+c (ax? +bx+0 (ax? + bx + c) 


se presenta en la descomposición en fracciones parciales de R(x)/ Q(x). Cada uno de los 
términos en (11) puede integrarse con una sustitución o al completar primero el cuadrado 
si es necesario. 


EJEMPLO 7 Exprese la forma de descomposición de fracciones parciales de la función 


xX +x +l 
x(x — 1)(x? + x + 1)(x? + 1? 


SOLUCIÓN 


x+ +l 


A L B=}, C=D L 
15 1 
E=É, F=-h G=B 


Alu 


x(x — Dar? + x + DG? + 1) 


A B F Cx + D ptr; E + 
x x-1 x+x+1 x +l (x? +1? (+1) 


i "E + x? US 
EJEMPLO 8 Evalúe | l T =p * de 
Y IAS i 


SOLUCIÓN La forma de descomposición en fracciones parciales es 


1 =x + 2x? x? A Bx + C Dx + E 


+ 
x(x? + 1) x x? +1 (x? + 1) 


Multiplicando por x(x? + 1}, se tiene 
=x? + 2x? — x + 1 = A(x? + 1}? + (Bx + C)x(x? + 1) + (Dx + Elx 
= A(x + 2x? + 1) + Bla? + x?) + C(x? + x) + Dx? + Ex 
= (A + B)ì)xt + Cx? + (2A + B + D)? + (C+ E) +A 


Si se igualan coeficientes, se obtiene el sistema 


A+B=0 C=-1 24A+B+D=2 C+E=-1  A=1 
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En el segundo y cuarto términos se hizo 
la sustitución mental u = x? + 1. 


que tiene la solución A = 1, B = —1, C = —1, D = 1 y E = Q. Por lo que, 


r1l=x+2x?-— x? 1 xrl xX 
| J 5 dx = > +5 >) dx 
s E D x x +1 (x? + 1) 
dx xX + dx ro xdx 
n ae pl | 
xX E | x ( 


= In |x| — 31n(x? + 1) — tan™'x +K E 


NOTA El ejemplo 8 salió bastante bien porque el coeficiente E resultó ser O. En 
general, podría conseguir un término de la forma 1/(? + 1). Una forma de integrar 
tal término es hacer la sustitución x = tan 0. Otro método es utilizar la fórmula en el 
ejercicio 72. 

Algunas veces se pueden evitar las fracciones parciales cuando se integra una función 
racional. Por ejemplo, aunque la integral 


f x? +1 Jx 
J x(x? + 3) 


puede determinarse por el método del caso III, es mucho más fácil observar que si 
u = x(1 + 3) = xX + 3x, entonces du = (3x? + 3)dx, por lo que 


2 
IZ + 1 


J qe Enl + 3x | +C 


E Racionalización de sustituciones 
Algunas funciones no racionales pueden cambiarse a funciones racionales por medio de 
una sustitución adecuada. En particular, cuando un integrando contiene una expresión 
de la forma Vy(x), puede ser eficaz la sustitución u = Vg(x). En los ejercicios se pre- 
sentan otros ejemplos. 

-Vx+4 
EJEMPLO 9 Evalúe | — ar. 
. x 


SOLUCIÓN Sea u = Vx + 4. Entonces u? = x + 4, por lo que x = u? — 4 y dx = 2u du. 
Por tanto, 


[A 


X 


r u r y 4 
dx = | z 2u du = 2 E du = af LA du 
Jus—4 4 y“=4 ui — 4 


Se puede evaluar esta integral, ya sea factorizando u? — 4 como (u — 2)(u + 2) y 
usando fracciones parciales, o bien utilizando la fórmula 6 con a = 2: 


yx +4 d 
(> ax = 2 | du + 8 | > ” 
J XxX J J u =A 
r ae a 
a uF? 


yx+4-2 


zadara pan ei 
id "(1 P4 2 


FE 
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7.4 EJERCICIOS 
1-6 Exprese en la forma de descomposición de fracciones parcia- 1 3x? + x+4 
les las funciones sigui l ej lo 7). No d i 31. | 3 dx 32. | 4 2 
guientes (como en el ejemplo 7). No determine FE” X+32+2 
el valor numérico de los coeficientes. 
t x+2x pA+x—-1 
1. (a) — 4tx A (b) E 33. Í E E AT 5 Xx 34. | 3 - dx 
(1 T 206 E x) + y! 0 x? + 4x +3 s | 
x-6 x? 5xt + 7x? +x+2 xt + 3x +1 
2. (a) =—— b i - 
Oir ME 35 | NS 36. | - e 
(0 a A > Saga 
. (a 2 y E 
y? AE xt x? az 3x2 + 2x 37. Xx 3x +7 - de 38. | Xx a 3x - 2 di 
(x? — 4x + 6Y (x? + 2x +2) 
ay RA (>) x?-1 
Pe x2—=2x+1 Ata 
y 39-52 Haga una sustitución para expresar el integrando como 
5. (a) x +l (b) €! una función racional y después evalúe las integrales siguientes. 
x5 + 4x? (x? — 9y 
39 f dx 40 f dx 
tí +1 x +1 b fe=1 : : A 
6. (a) G a (b) z 7 > Xy/X 24x +3 +x 
Ct (x? — x)(x + 2x? + 1) 
dx 1 1 
41. | ————— 42. =y 
| x? + xyx l, 1L+Yx 


7-38 Evalúe la integral. 


1 | ¿dr 


19 
a? 


2 
11. [| -o 
Jo 2x7 +3x +1 


13 [i x -2x4 


eh oa dx 

ig j x?—4x+1 

A = 
ES e 


f 4y? — Ty — 12 


ia yO + Dy- 3) 


dy 


rox+x+1 
19. | 


Jo (x + 1)(x + 2) ax 


dt 
21. f -=F 


10 
23. | G-H dx 


4x 
25. le 
xi+kaitex*l 


4 4x+3 
27. | - i 


Taza a 
xXx +5x+4 


x+4 
29. | ax 
¿xó+2x+5 


r 
| dr 
r+4 
P RE AU 
J (t+4(t- 1) 
pı =A 
12. d 
l x? — 5x +6 + 
pix? —4x-— 10 
14. i aa E 


16. 


2x +4x’ +x-l1l 
o 


A+? 


18 Ñ 3x7? + 6x +2 
"Ji 243 +2 


20. f x(3 = 5x) 


3. f x+ 9x + x2 


5 Xx 
x +9 
6 
4 ea 
O e 


6 x?-2x-1 F 
. | — s dx 
J (x- Da? + 1) 


2 


xt + 6x? 


¡ x—-2x2+2x-5 


30. l > dx 
J X +A +3 


K 
43. Ir E 
Yx +1 


45. f a 


L+ yx 
46. E a 
X 


47. |= dx 
I eT ert 


49. 


Í sec?t 


dx 
` le 


51 


a dt 
Y tan"r+3tant +2 


a. | — 2 


+0 


[Sugerencia: sustituya u = Ne .] 


sen x 
48. | ~ > ÓN 
J cosx — 3 cosx 


x 


e 
50. f E=-NFED dx 


f cosh £ 
7 7 t 
senh?źt + senh*+1 


53-54 Utilice integración por partes, junto con las técnicas de 
esta sección, para evaluar las integrales siguientes. 


53. Í ln(x? — x + 2) dx 


54. Í xtan lx dx 


55. Use la gráfica de f(x) = 1/(?— 2x — 3) para decidir si 


i f(x) dx es positiva o negativa. Use la gráfica para dar una 
estimación del valor de la integral y después utilice fracciones 
parciales para encontrar el valor exacto. 


56. Evalúe 


considerando varios casos para la constante k. 
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57-58 Evalúe las integrales siguientes completando el cuadrado y 
utilizando la fórmula 6. 


57. | == 58. | aE 


3 => dx 
ZN J Ax“ +12x-7 


59. El matemático alemán Karl Weierstrass (1815-1897) 
observó que la sustitución + = tan(x/2) convierte cualquier 
función racional del sen x y cos x en una función racional 
ordinaria de t. 

(a) Sit = tan(x/2), —m < x < m, dibuje un triángulo 
rectángulo o utilice identidades trigonométricas para 
demostrar que 


X 1 
cos| 7] = ===— 
(3) y1 +£ 


(b) Demuestre que 


1-2 21 
cos x = ———— sen x = 
1+2 y 1 +2 
(c) Demuestre que 
2 
dx = dt 
*T IF e 


60-63 Utilice la sustitución del ejercicio 59 para transformar 
el integrando en una función racional de £ y después evalúe las 
integrales siguientes. 


60. | E 
“J 1— cosx 
r 1 1/2 1 
== aii 
3 sen x — 4 cos x Jaja 1 + senx — cos x 
"7/2 sen 2x 
63. ——— 
k 2 + cosx 


64-65 Encuentre el área de la región bajo la curva dada de 1 a 2. 
x +1 


64. y = A 
el 3x — x? 


65. y= 
x+ y 


66. Encuentre el volumen del sólido resultante, si la región bajo 
la curva y = 1/2 + 3x + 2) de x = O a x = 1 gira alrededor 
de (a) el eje x y (b) el eje y. 


67. Un método para desacelerar el crecimiento de una población 
de insectos sin usar pesticidas es introducir en la población 
varios machos estériles que se aparean con hembras fértiles, 
pero no producen descendencia. (La fotografía muestra una 
mosca del gusano tornillo, la primera plaga efectivamente 
eliminada de una región por este método.) 


© USDA 


Si P representa el número de insectos hembra en una 
población y S el número de machos estériles introducidos 
cada generación, sea r la tasa de nacimiento de hembras 
que descienden de hembras que se aparearon con machos 
no estériles, entonces la población de hembras se relaciona 
con el tiempo t por 


| pa dP 


Pl(r — 1)P — S] 


Suponga que una población de insectos con 10 000 hem- 
bras crece a una tasa de r = 1.1 y se agregan 900 machos 
estériles. Evalúe la integral para obtener una ecuación 
que relacione la población de hembras con el tiempo. 
(Observe que la ecuación resultante no se puede resolver 
de manera explícita para P.) 


68. Factorice x* + 1 como una diferencia de cuadrados, 
sumando y restando primero la misma cantidad. Utilice 
esta factorización para evaluar j 1/(é + 1) dx. 


69. (a) Utilice un sistema algebraico computacional para 
encontrar la descomposición en fracciones parciales 
de la función 


Ax? — 27x? + 5x — 32 
30x5 13x* + 50x° — 286x? — 299x — 70 


Fœ) 


(b) Utilice el inciso (a) para encontrar i] f(x) dx (a mano) 
y compárela con el resultado al utilizar el SAC para 
integrar f directamente. Comente en relación con 
cualquier discrepancia. 


70. (a) Encuentre la descomposición en fracciones parciales 
de la función 


12x5 — Tx? — 13x? + 8 
100x% — 80x7 + 116x* — 80x? + 41x? — 20x + 4 


Fx) 


(b) Utilice el inciso (a) para encontrar i] f(x) dx y trace 
la gráfica de f y su integral indefinida en la misma 
pantalla. 

(c) Utilice la gráfica de f para descubrir las característi- 
cas principales de la gráfica de j fœ) dx. 


71. El número racional > se ha utilizado como una aproxi- 
mación para el número 7r desde la época de Arquímedes. 
Demuestre que 


dx T 


f x*(1 — x) 22 
0 1 + pa 7 


72. (a) Use integración por partes para demostrar que, para 
cualquier entero positivo n, 


f dx d x 
(x? + a°)" i 2a°(n — 1)(x? + a°)" 


2n-3 f dx 
2a (n= 1) J (x? + a?o 


(b) Utilice el inciso (a) para evaluar 


a | Jerr 


73. Suponga que F, G y O son polinomios y que 


F(x) _ G(x) 
06) Qx) 


para toda x, excepto cuando Q(x) = 0. Demuestre que 


SECCIÓN 7.5 Estrategias para la integración 503 


Í z p 
Jx (xr 1) 
es una función racional, determine el valor de f’ (0). 


75. Sia +0 y nes un número entero positivo, encuentre la 
descomposición en fracciones parciales de 


F(x) = G(x) para toda x. [Sugerencia: utilice la continuidad. ] 1 


74. Si f es una función cuadrática tal que f(0) = 1 y 


== 

[Sugerencia: primero encuentre el coeficiente de 1/(x — a). 
Después reste el término resultante y simplifique lo que le 
queda.] 


7.5 Estrategias para la integración 


Como se ha visto, la integración es más desafiante que la derivación. Para obtener la 
derivada de una función, resulta evidente cuál fórmula de derivación debe aplicarse. 
Pero podría no ser obvio qué técnica utilizar para integrar una función dada. 

Hasta ahora se han aplicado técnicas individuales en cada sección. Por ejemplo, nor- 
malmente se utiliza la sustitución en los ejercicios 5.5, integración por partes en los 
ejercicios 7.1 y fracciones parciales en los ejercicios 7.4. Pero en esta sección se presenta 
una colección de diferentes integrales al azar y el principal reto es reconocer cuál técnica 
o fórmula utilizar. No es posible disponer de una regla precisa y rápida que se aplique en 
una situación dada, pero es posible dar algunos consejos sobre la estrategia que puede 
ser útil. 

Un prerrequisito para aplicar una estrategia es conocer las fórmulas básicas de inte- 
gración. En la tabla siguiente se reunieron las integrales de la lista previa junto con varias 
fórmulas adicionales aprendidas en este capítulo. 


Tabla de fórmulas de integración Las constantes de integración se han omitido. 
m pal m 1 
1. | x”dx = — (n 4 —1) 2. | —dx = In| x| 
J n+1 Jx 
3. | e*dx = e* 4. | b*dx = 2 
J Ñ In b 
S. | sen x dx = —cos x 6. | cos x dx = sen x 
7. | secóx dx = tan x 8. | escóx dx = —cot x 
9, | sec x tan x dx = sec x 10. | csc x cot x dx = —csc x 
11. | sec x dx = In | sec x + tan x| 12. | csc x dx = In |csc x — cot x 
13. | tan x dx = In|sec x| 14. | cot x dx = ln |sen x| 
15. | senh x dx = cosh x 16. | cosh x dx = senh x 
d r d. ; 
17 | 5 x -= ano (2) 18. | 50012), a>0 
sra g a J ya- x? a 
rd) 1 p= dx 
+19. | A E il £ 220. | —— = = n |r + V Ea 
SE a 2a x+a Y yX? Ea 
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La mayoría de estas fórmulas debe memorizarlas. Es útil conocerlas todas, pero las 
marcadas con un asterisco no necesitan memorizarse porque se deducen con facilidad. 
La fórmula 19 se puede evitar utilizando fracciones parciales y, en lugar de la fórmula 
20, pueden usarse sustituciones trigonométricas. 

Una vez que cuente con estas fórmulas básicas de integración, si no se ve inmedia- 
tamente cómo atacar una integral dada, puede ensayar la estrategia siguiente de cuatro 
pasos. 


1. Si es posible, simplifique el integrando Algunas veces, el uso de manipulacio- 
nes algebraicas o identidades trigonométricas puede simplificar el integrando y hacer 
obvio el método de integración. He aquí algunos ejemplos 


Ea. + /x) dx í (Vx + x) dx 


| tan 0 al | sen 0 


5 d0 
sec*0 cos 0 


cos?0 de 


y 


= | sen 0 cos 0 de = 5 | sen 20 dð 


y 


| (sen x + cos x} dx = | (sen?x + 2 sen x cos x + cos?x) dx 


v y 


= | (1 + 2 sen x cos x) dx 


2. Busque una sustitución obvia Intente encontrar alguna función u = g(x) en el 
integrando cuya diferencial du = g'(x) dx también esté presente, además de un factor 
constante. Por ejemplo, en la integral 


observe que si u = x?— 1, entonces du = 2x dx. Por tanto, utilice la sustitución 
u = x? — 1, en vez del método de fracciones parciales. 


3. Clasifique el integrando de acuerdo con su forma Si los pasos 1 y 2 no condu- 
cen a la solución, entonces analice la forma del integrando f(x). 


(a) Funciones trigonométricas. Si f(x) es un producto de potencias del sen x y cos x, de 
tan x y sec x, O de cot x y csc x, entonces utilice las sustituciones recomendadas en 
la sección 7.2. 


(b) Funciones racionales. Si f es una función racional, utilice el procedimiento de la 
sección 7.4 que implica fracciones parciales. 


(c) Integración por partes. Si f(x) es un producto de una potencia de x (o una poli- 
nomial) y una función trascendente (tal como una función trigonométrica, expo- 
nencial o logarítmica), entonces ensaye integración por partes, eligiendo u y du 
de acuerdo con las recomendaciones dadas en la sección 7.1. Si considera las 
funciones de los ejercicios 7.1, verá que la mayoría de estas son del tipo que se 
describe. 


(d) Radicales. Los tipos particulares de sustituciones se recomiendan cuando aparecen 
ciertos radicales. 
(1) Si se presenta V +x? + a?, utilice sustituciones trigonométricas de acuerdo con 
la tabla de la sección 7.3. 


A A n is A A id á 2 
(11) Si se presenta Vax + b, utilice la racionalización de la sustitución 
n P . n 
u = Vax + b. Más a menudo, a veces esto funciona para V g(x). 
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4. Intente de nuevo Si los primeros tres pasos no conducen a la solución, recuerde 
que básicamente solo existen dos métodos de integración: sustitución y por partes. 


(a) Intente la sustitución. Aun si ninguna sustitución es obvia (paso 2), cierta ins- 
piración o inventiva (o incluso desesperación) puede sugerirle una sustitución 
apropiada. 

(b) Intente por partes. Aunque la integración por partes se utiliza en la mayoría de 
las veces sobre productos de la forma descrita en el paso 3(c), a veces es eficaz en 
funciones únicas. En la sección 7.1, se ve que funciona para tan”!x, sen” lx y ln x, y 
todas estas son funciones inversas. 


(c) Manipule el integrando. Las manipulaciones algebraicas (tal vez racionalizando 
el denominador o utilizando identidades trigonométricas) pueden ser útiles para 
transformar la integral en una forma más fácil. Estas transformaciones pueden ser 
más sustanciales que en el paso 1 y pueden requerir cierto ingenio. He aquí un 
ejemplo: 


r dx -f 1 1 + cos x r 1 + cosx 


. x 
J 1 — cosx 1 — cosx 1 + cosx J 1 — cos?x 


(d) Relacione el problema con problemas previos. Cuando se ha adquirido cierta 
experiencia en integración, puede utilizarse un método en una integral dada 
similar a uno que ya se haya utilizado en una integral previa. O incluso podría 
expresarse la integral dada en términos de una previa. Por ejemplo, | tan?x sec x dx 
es una integral desafiante, pero si utiliza la identidad tan?x = sec?x — 1, puede 
escribir 


p p 


tan?x sec x dx = | secix dx — | sec x dx 


y y y 


y si J sec? x dx se ha evaluado previamente (véase el ejemplo 7.2.8), entonces este 
resultado se puede utilizar en el problema presente. 

(e) Utilice varios métodos. Algunas veces se requieren dos o tres métodos para 
evaluar una integral. La evaluación podría implicar varias sustituciones sucesivas 
de diferentes tipos, o podría combinarse la integración por partes con una o más 
sustituciones. 


En los ejemplos siguientes se muestra un método de ataque, pero no resuelve por 
completo la integral. 


e tanóx 


cos ix 


EJEMPLO 1 dx 


En el paso 1 reescriba la integral: 


r tanx o, ñ 
| dy = | tan`x secx dx 
J cos`x : 


La integral es ahora de la forma | tan”x sec"x dx con m impar, así que puede utilizar la 
recomendación de la sección 7.2. 
Alternativamente, si en el paso 1 escribe 


tanóx senóx 1 sen*x 


3 X 3 3 X 6 
cos™x J COS"X cos`x J cos’°x 
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entonces tiene que continuar como sigue, con la sustitución u = cos x: 


dx =— > (du) 


cosóx J u 


3 2 2 
r sen?x pr 1 — cosx 1 1° 
r = | sen x dx = 

cos’°x 


du = | (u* — u79) du a 


EJEMPLO 2 ( e“ dx 


De acuerdo con (ii) en el paso 3(d), sustituya u = Vx. Entonces x = 1, por lo que 
dx = 2u du y 


e” dx=2 | ue" du 


El integrando es ahora un producto de u y una función trascendente e” por lo que puede 


ser integrada por partes. E 
r Al 

EJEMPLO 3 [| —H-——— ar 
Y x?—3x* — 10x 


Aquí, ninguna simplificación o sustitución es obvia, así que los pasos 1 y 2 no son 
adecuados. El integrando es una función racional así que aplique el procedimiento de la 
sección 7.4, recordando que el primer paso es dividir. E 


| dx 
J xy/inx 


Aquí todo lo que se necesita es el paso 2. Sustituya u = ln x porque su diferencial es 
du = dx/x, que aparece en la integral. a 


EJEMPLO 4 


L= 
EJEMPLO 5 f ni a dx 


Aunque la racionalización de sustitución 


funciona aquí [(11) en el paso 3(d)], conduce a una función racional muy complicada. 
Un método más fácil es por medio de algunas manipulaciones algebraicas [ya sea como 
en el paso 1 o como en el paso 4(c)]. Multiplicando el numerador y el denominador 


por V1 — x, se tiene 


= senTlx + y1- x? +C a 


El ¿Pueden integrarse todas las funciones continuas? 


Surge la pregunta: ¿estas estrategias de integración permitirán determinar la integral 
de toda función continua? Por ejemplo, ¿es posible utilizarlas para obtener | e” dx? 
La respuesta es no, al menos no en términos de las funciones con las que está 
familiarizado. 


7.5 EJERCICIOS 


1-82 Evalúe la integral. 


r cosx 
1. | dx 
1 — senx 


w 


A | Vy In y dy 


5 ¡—Ga 
“do (1-3 


"1 e arctan y 
ad 
J-ı 1 + y” Al 


E t2 


9. -~ dx 
J2 y F3 = 4 
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Las funciones tratadas en este libro se llaman funciones elementales. Estas funciones 
son las polinomiales, racionales, potencias (x”), exponenciales (b"), logarítmicas, trigo- 
nométricas y sus inversas, hiperbólicas y sus inversas, y todas las funciones que pueden 
obtenerse por las cinco operaciones: suma, resta, multiplicación, división y composición. 
Por ejemplo, la función 


2 1 , 
f(x) = N, il + In(cosh x) — xe™ = 


x+2x-1 


es una función elemental. 

Si f es una función elemental, entonces f’ es una función elemental, pero | f(x) dx no 
necesariamente es una función elemental. Considere f(x) = e”. Puesto que f es conti- 
nua, su integral existe, y si F se define como 


F(x) = f e” dt 
YO 
entonces, se sabe de la parte 1 del teorema fundamental del cálculo, que 
F'(x) = e” 


Así, f(x) = e” tiene una antiderivada F, pero se ha demostrado que F no es una función 
elemental. Esto significa que no importa el esfuerzo que se haga, ya que nunca se logrará 
evaluar | e" dx en términos de las funciones que conoce. (Sin embargo, en el capítulo 11, 
verá cómo expresar | e”? dx como una serie infinita.) Lo mismo puede decirse de las inte- 
grales siguientes: 


f a dx f seníx?) dx f cos(e*) dx 
f X + ldx f n” f = 2 dx 


De hecho, la mayoría de las funciones elementales no tiene antiderivadas elementales. 
Sin embargo, puede usted estar seguro que todas las integrales en los ejercicios siguien- 
tes son funciones elementales. 


r 1 r 2x-3 
11. | F dx 12. | a dx 
ri a ay x?— 1 X +3x 
2. l, (3x + 1)” dx 
13. pe 14. | In(1 + x?) dx 
Y (112? A 
4. | tan*0 d0 3 
J p po Xx 
15. | x sec x tan x dx 16. | —— dx 
J y /1 + xX? 
p Xx X 
6. | g - dx f- 
Mi 17. | 1cos*r dr 18. | T dt 
“m x-l t 
8. | dx , l 
e =S 19. [e*“dx 20. | e? dx 
* cos(1/x) i , 1 
10. | p dx 21. | arctan yx dx 22. | — 7 w 
A ? Y xy/1 + (In x)? 


508 CAPÍTULO 7 Técnicas de integración 


TR ias 24. | (1 + tanx}? sec xd 59. | tloa 
ao x ea tan x)? sec x dx -Jaig e 
m 1+ 12t "1 3x? + 1 r d0 r de 
> E E —— d; 61. | ——— 62. | == 
23 k 1+3t ar 26 k X++ Fati” | 1 + cos | 1 + cos? 
dx Aa E Š 1 
VX Ar > A 
27. Í E 28. Í sen yat dt 63. | Vx e“ dx 64. | T, 
29. | in(x + y? 1) ax 30. |" |er-1|dx e 2x 66. |" In(tan 1), 
=i "J 1+ costx " Jaja sen x cos x 


31 f NE E y 32 f a 1 x? 
. . > QX PS A AA a o 
o y 67. | ==” 68. |ia E 


7/21 + 4cotx 
33. | cos 2x cos 6x dx 34. = EVI Fx 1 
| da 4 — cot x 69. | A jy 70. | — dx 
J1 X” s A 2e S 
35 pa X 36 f l + senx dx 3 | Sd 
“dan 1 + cos?x “J 1+ceosx 71. | £ -dx 72. pae 
+e x 
mA 3 2 a4 x tanx E ; -4+ 10" 
37. Í tan*ð sec*0 d0 38. e 73. | x arcsen x y 4, | W i 
f yl = x?2 2* 
0 tanó m > 
39, | == 40. | sen 6x cos 3x dx 75 dx 6 ( x 
J secg — secó Jo . er 76. | To dx 
- E "tan lx 
41. | 0 tan“0 d0 42. | z dx 77 Í xe“ d 78 Í 1 + sen x 
x” «| — dx i 
dofier l — sen x 
vx —— 
43. dx 44. 1 + e” dx S s 2) 
| tx? | 3 79. fx sen?x cos x dx 80. | O 
` J senx + secx 
poen (1 — De 
45. | xe ax 46. | ei oa 
81. | Ji — sen x dx 82. íl a a 
47. [es 1)* dx 48. ax 2 y1-x? dx 
J YO 
, 1 i 1 83. Las funciones y = e% y y = x?e** no tienen antiderivadas 
49. | ————— dx 50. | —=TF7=— dx elementales, pero sí y = (2x? + 1)e*”. Determine 
xy4x +1 xy 4x +1 | 22 + De” dx. 
51. Í o l de 52 | e. 84. Se sabe que F(x) = |} e dt es una función continua por el 
xy 4x? +1 x(x* + 1) FTC 1, aunque no es una función elemental. Las funciones 
2 2 re? e 1 
53. f x° senh mx dx 54. Í (x + sen x) dx | - dx y | m2 
55 Í dx 56 Í dx tampoco son elementales, pero se pueden expresar en térmi- 
CETENA 2] Vx + xxx nos de F. Obtenga las integrales siguientes en términos de F. 
po et 3 1 
(a) a dx (b) f — dx 
Ji% J2 Inx 


57. EE + c dx 58. (=a 


7.6 Integración utilizando tablas y sistemas algebraicos computacionales 


En esta sección se describe cómo utilizar tablas y sistemas algebraicos computaciona- 
les para integrar funciones que tienen antiderivadas elementales. Sin embargo, se debe 


La tabla de integrales aparece en 
las páginas de referencia 6-10 al 
final del libro. 
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tener en mente que aun el sistema algebraico computacional más poderoso no puede 
encontrar fórmulas explícitas para las antiderivadas de funciones como e* o de las otras 
funciones descritas al final de la sección 7.5. 


E Tablas de integrales 


Las tablas de integrales indefinidas son muy útiles cuando se aborda una integral difícil 
de determinar a mano y no se tiene acceso a un sistema algebraico computacional. En 
las páginas de referencia al final de este libro se proporciona una tabla relativamente 
breve de 120 integrales, categorizada por forma. Tablas más extensas están disponibles 
en el CRC Standard Mathematical Tables and Formulae, 31a. ed. de Daniel Zwillinger 
(Boca Ratón, FL, 2002) (709 elementos) o en el de Gradshteyn y Ryzhik, Table of Inte- 
grals, Series, and Products, Te (San Diego, 2007), que contiene cientos de páginas de 
integrales. Sin embargo, hay que recordar que las integrales no surgen frecuentemente 
en la forma exacta en la que se presentan en las tablas. Normalmente es necesario utili- 
zar la regla de sustitución o manipulaciones algebraicas para transformar una integral 
dada en una de las formas de la tabla. 


EJEMPLO 1 La región acotada por las curvas y = arctan x, y = 0 y x = 1 gira alrede- 
dor del eje y. Encuentre el volumen del sólido resultante. 


SOLUCIÓN Utilizando el método de cascarones cilíndricos, se ve que el volumen es 


r1 
V = | 2rxarctan x dx 


JO 


En la sección de la tabla de integrales titulada Formas trigonométricas inversas loca- 
lice la fórmula 92: 


p ži O u? +1 zj u 
u tan u du tan lu +C 
Ñ 2 2 


Por lo que el volumen es 


1 


ri -á +1 å X 
V = 2r k xtan xdx = 2r 7 tan x 7 


0 


= n| + 1) tan lx — xl, =x1(2tan'1 — 1) 


r[2(7/4) - 1] =37-%" a 


Il 


2 
Xx 


5 — 4x? 


SOLUCIÓN Si revisa en la sección de la tabla titulada Formas que involucran Va? — w’, 
verá que la forma más cercana es la número 34: 


EJEMPLO 2 Utilice la tabla de integrales para encontrar | dx. 


r u’ u 2 u 
du 2 2 +C 
| ya? — u? í 2 ý á 2 (1) 


Esto no es exactamente lo que tiene, pero la puede utilizar si primero hace la sustitu- 
ción u = 2x: 


(u/2? du 1 u? 


x x? s 
lp ra] y5- u’ 2 8 
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Después utilice la fórmula 34 con a? = 5 (por lo que a = V5): 


| E dx = l | e du } E V5=u? + 2 sen”! E +C 
J 5 = 4x 8) Y5-u Sk 2 2 JS 


A 5 2x 
= —— y5 — 4x? + — z +C [E] 
zY Xx rd (2) 


EJEMPLO 3 Utilice la tabla de integrales para evaluar f x sen x dx. 


SOLUCIÓN Si revisa la sección Formas trigonométricas, verá que ninguna de las formas 
incluye explícitamente a w como factor. Sin embargo, puede utilizar la fórmula de 
reducción en la forma 84 con n = 3: 


e Es 
| x? sen x dx = —x’ cos x + 3 | x’ cos x dx 


85. Í u” cos u du Ahora necesita evaluar | x? cos x dx. Puede utilizar la fórmula de reducción de la forma 85 


= y" senu — n f u” 'sen u du 


con n = 2, seguido de la forma 82: 


| x? cos x dx = x’ sen x — 2 E sen x dx 
= x?sen x — 2(sen x — x cos x) + K 
Combinando estos cálculos, se obtiene 


x sen x dx = —x?*cos x + 3x? sen x + 6x cos x — 6 sen x + C 
donde C = 3K. a 


EJEMPLO 4 Utilice la tabla de integrales para encontrar | xyx? + 2x +4 dx. 


SOLUCIÓN Puesto que la tabla da las formas que implican Va? + x, Va? — x y 


Vx? — a? pero no Vax? + bx + c, primero complete el cuadrado: 
x2+2x+4=(x+ 1) +3 


Si hace la sustitución u = x + 1 (entonces x = u — 1), el integrando implicará el 


patrón Va? + u?: 
| xyx? + 2x + 4 dx = | (u — 1) Yu? + 3 du 
= | uyu? F 3 du | vu F 3 du 


La primera integral se determina utilice la sustitución t = u?+ 3: 


| uu? + 3 du = } | yt dt = } - 29/ = (u? + 3) 


21. | ya? + u? du ; a? + u? Para la segunda integral utilice la fórmula 21 con a = v3: 


> In(u 


a Fu) +C | VF 3 du => u? +3 +2 In(u + yu + 3) 


Esta es la ecuación 3.11.3 
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Por tanto 


| xyx? + 2x + 4 dx 


y 


x+1l 


Va +2 +4 lx + 1+ 47 +2x+4)+C 


= Hx? + 2x + 4)” — 


E Sistemas algebraicos computacionales 


Ha visto que el uso de las tablas implica relacionar la forma del integrando dado con las 
formas del integrando en las tablas. Las computadoras son particularmente aptas para 
comparar patrones. Así como se utilizan sustituciones conjuntamente con las tablas, un 
SAC puede ejecutar sustituciones que transforman una integral dada en una que aparece 
almacenada en la memoria. Así, no es de sorprender que un sistema algebraico compu- 
tacional destaque en la integración. Esto no significa que la integración a mano sea una 
habilidad obsoleta. Verá que el cálculo manual algunas veces produce una integral 
indefinida en una forma que es más conveniente que la respuesta dada por una máquina. 

Para empezar, vea qué pasa cuando se le pide a una máquina que integre la función 
relativamente simple y = 1/(3x — 2). Utilizando la sustitución u = 3x — 2, un cálculo 
fácil a mano da 


p 1 1 
| LA = 3 1n| 3x dá 2| +C 
mientras Mathematica y Maple regresan la respuesta 

2n(3x — 2) 


La primera cuestión a notar es que el sistema algebraico computacional omite la cons- 
tante de integración. En otras palabras, produce una antiderivada particular, no la 
más general. Por tanto, cuando se hace uso de una máquina de integración, se tendría 
que agregar una constante. Segundo, los signos de valor absoluto se omiten en la res- 
puesta dada por la máquina. Esto está bien si al problema solo le conciernen valores de 
x mayores que z Pero si está interesado en otros valores de x, entonces necesita insertar 
el símbolo de valor absoluto. 

En el ejemplo siguiente se reconsidera la integral del ejemplo 4, pero esta vez se le 
pidió la respuesta a una máquina. 


EJEMPLO 5 Utilice un sistema algebraico computacional para encontrar 


| xyx? + 2x + 4 dx. 
SOLUCIÓN Maple proporciona la respuesta 
2 2 aa ner 2? 3 
L(x? + 2x + 4) — (2x + 2) Vx? + 2x +4 — > arcsenh Ba +x) 


Esta parece diferente de la respuesta encontrada en el ejemplo 4, pero es equivalente 
porque el tercer término se puede reescribir utilizando la identidad 


arcsenh x = In(x da /x2 + 1) 


Por lo que 


asa i +x) = n| £a +x) + v41 +x) + r| 


3 3 


-nh +x+ 0+7 F3] 


1 
= n Ine + 1+2 + 2xF4) 
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El término resultante adicional —An(1/ v3) puede absorberse por la constante de 
integración. 
Mathematica aporta la respuesta 


PAY ooo I+) 
2 pty Jx +2x+4 e aak pa 
6 6 3 2 v3 


Mathematica combina los dos primeros términos del ejemplo 4 (y el resultado de 
Maple) en un solo término mediante factorización. E 


EJEMPLO 6 Utilice un SAC para determinar f x(x? + 5) dx. 
SOLUCIÓN Maple y Mathematica dan la misma respuesta: 
qa Ar + 4375x + 21875x° + #5% x5 + 156250x* + 23x? 


Es claro que ambos sistemas deben haber desarrollado (x? + 5) mediante el teorema 
del binomio y después integrado cada término. 
Si se integra a mano utilizando la sustitución u= x? + 5, se obtiene 


La TI-89 también produce esta res- | x(x? + 5) dx = ka? +5P+C 
puesta. ` 


Para la mayoría de los propósitos, esta es la forma más conveniente de respuesta. a 


EJEMPLO 7 Utilice un SAC para encontrar [seníx cos?x dx. 


SOLUCIÓN En el ejemplo 7.2.2 encuentra que 
(1) | seníx cos°™x dx = —} cos°x + ¿osx — $ cos/x + C 


Maple y la TI-89 reportan la respuesta 


E 4 Fua _ 4 7 3.8 Bu 
7 SEN x COS” X 35 SEeN“X COS”X 103 COS”X 


mientras que Mathematica produce 
—5 PA 3x + 5y — L 7 
54 COS x — 797 COS 3x + 35g COS 5x — gag COS 7x 


Sospeche que existen identidades trigonométricas que demuestran que estas tres res- 

puestas son equivalentes. De hecho, si le pide a Maple y Mathematica que simplifiquen 
sus expresiones utilizando identidades trigonométricas, finalmente producirán la misma 
forma de la respuesta que en la ecuación 1. u 


7.6 EJERCICIOS 


1-4 Utilice la forma indicada en la tabla de integrales en las e 
páginas de referencia para evaluar las integrales. 3. | “4/4x? — 3 dx; fórmula 39 
Jl 


1. Ms cos 5x cos 2x dx; fórmula 80 >i 
=o 4. l, tan°(mTx/6) dx; fórmula 69 
JC 


2. f Vx — x? dx; fórmula 113 
JO 


5-32 Utilice la tabla de integrales de las páginas de referencia 
6-10 para evaluar las integrales siguientes. 


1 is 3 l 
5. f, 2rcos-x dr elama" 
cos x e 
k [|] ax 8. Fera 
J sen’x — 9 s me 


FA E 
9. pp E 10. pa vz) 

J x? A Vx 
11. M cos'9 de 12. [x/2 + x* dx 
13. a 14. [7 x senxdx 

J xX 0 

coth eg e” 
15. dy 16. | —=—— dt 
17. ¡ y 46 + 4y — 4y? dy 18. Í sen "yx dx 
19. | sen? x cos x In(sen x) dx 20. | siao d9 
Y 5 — sen0 
21. Í 3 e 37 Ax 22. eS 4x? — x* dx 
— e 


23. Í 


24. [ x*arcsen (x°) dx 


n 4 + l 2 P 
25. | y (n x) 26. | sené2x dx 
x 
st d 
27. | ESE 28. | == 
e J y — e” 


29. | ye” —1dx 30. | e' senlat — 3) dt 
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34. Encuentre el volumen del sólido obtenido cuando la región 
bajo la curva y = arcsen x, x => 0, rota alrededor del eje y. 


35. Verifique la fórmula 53 en la tabla de integrales (a) derivando 
y (b) sustituyendo £ = a + bu. 


36. Verifique la fórmula 31 (a) al derivar y (b) al sustituir 
u = a sen 0. 


37-44 Utilice un sistema algebraico computacional para eva- 
luar la integral. Compare la respuesta con el resultado utilizando 
tablas. Si las respuestas no son las mismas, demuestre que son 


equivalentes. 

37. | sec*x dx 38 | escóx dx 

39. [2/12 +4 dx 40. ¡= E 
Ver +2) 


41. | cost dx 42. | x’y1 — x? dx 
a i a 1 

43. | tan°x dx 44. | —— dx 
45. (a) Utilice la tabla de integrales para evaluar 


F(x) = | f(x) dx, donde 
1 


fu = >=. 


¿Cuál es el dominio de f y de F? 

(b) Utilice un sac para evaluar F(x). ¿Cuál es el dominio de 
la función F que produce el SAC? ¿Hay una discrepan- 
cia entre este dominio y el dominio de la función F que 
encontró en el inciso (a)? 


46. A veces los sistemas algebraicos computacionales necesitan 


ayuda humana. Intente determinar 
| (1 +Inx) /1 + (x In x)? dx 


con un sistema algebraico computacional. Si no obtiene 
respuesta, haga una sustitución que cambie la integral en 
una que el SAC pueda evaluar. 


x*d; 26 tan? 
A oan Y a 
“ ax" -2 Y 4/9 — tan?0 
33. La región bajo la curva y = sen?x de O a 7 rota alrededor 
del eje x. Encuentre el volumen del sólido resultante. 
PROYECTO DE 
DESCUBRIMIENTO PATRONES EN INTEGRALES 


En este proyecto se utiliza un sistema algebraico computacional para investigar integrales inde- 
finidas de familias de funciones. Observando los patrones que ocurren en la integral de varios 
miembros de la familia, infiera primero, y después demuestre, una fórmula general para la integral 
de cualquier miembro de la familia. 


1. (a) Utilice un sistema algebraico computacional para evaluar las integrales siguientes. 


1 


Mao 


1 


(ii) f T 


oe oA 


w P 1 
o 


r 1 


y 


dx 


(iv) 
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(b) 


(c) 


(b) 


(c) 


(b) 


(c) 


(b) 


(c) 


(d) 


7.7 Integración aproximada 
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Con base en el patrón de sus respuestas del inciso (a), infiera el valor de la integral 


r 1 
| (x + ajJ(x + b) qa 


sia Æ b. ¿Qué pasa si a = b? 
Verifique su suposición pidiendo a su SAC que evalúe la integral del inciso (b). Luego 
demuéstrela utilizando fracciones parciales. 


Utilice un sistema algebraico computacional para evaluar las integrales siguientes. 


©) | sen x cos 2x dx (11) | sen 3x cos 7x dx Gii) | sen 8x cos 3x dx 


Con base en el patrón de sus respuestas del inciso (a), infiera el valor de la integral 
| sen ax cos bx dx 
Verifique su suposición con un SAC. Después demuéstrela utilizando las técnicas de la 
sección 7.2. ¿Para qué valores de a y b es esta válida? 
Utilice un sistema algebraico computacional para evaluar las integrales siguientes. 
(69) | In x dx 


Gi) f xInxdx Gii) | x?Inxdx 


(iv) | xnxdx ©) fx Inxdx 


Con base en el patrón de sus respuestas del inciso (a), infiera el valor de 
| Dd 


Utilice integración por partes para demostrar la suposición que hizo en el inciso (b). ¿Para 
qué valores de n es esto válido? 


Utilice un sistema algebraico computacional para evaluar las integrales siguientes. 


(69) | xe* dx (1) | x?e* dx Gii) | xe dx 


(iv) | x%e* dx v) | xe* dx 

Con base en el patrón de sus respuestas del inciso (a), infiera el valor de j xée* dx. Des- 
pués, utilice su SAC para verificar su suposición. 

Basado en los patrones de los incisos (a) y (b), haga una conjetura sobre el valor de la 
integral 


| Kendy 


cuando n es un entero positivo. 
Utilice inducción matemática para demostrar la suposición que hizo en el inciso (c). 


Hay dos situaciones en las cuales es imposible encontrar el valor exacto de una integral 
definida. 

La primera de ellas surge del hecho de que, al evaluar p f(x) dx utilizando el teorema 
fundamental del cálculo, se necesita conocer una antiderivada de f. Sin embargo, algunas 
veces es difícil, o aun imposible, encontrar una antiderivada (véase la sección 7.5). 


Ol xo Xi X Xa Xa de 


(a) Aproximación por el punto 
final izquierdo 


JA 


> 
Ol xo MX Fa Xy x 
(b) Aproximación por el punto 
final derecho 
YA 
| 
il 
| | | 
IIA IÓ 
a A 
UI TI 
ropa 
LA > 
0 XxX, Xy X3 Xy x 


(c) Aproximación por el punto 
medio 


FIGURA 1 
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Por ejemplo, es imposible evaluar exactamente las integrales siguientes: 
T Ao 
e dx | V1 +x dx 
Jo J-1 


La segunda situación surge cuando la función es producto de un experimento cien- 
tífico, obtenida a través de lecturas en un instrumento o de una recolección de datos. 
Podría no haber fórmula para la función (véase el ejemplo 5). 

En ambos casos se necesita encontrar valores aproximados de la integral definida. 
Ya se conoce un método. Recuerde que la integral definida se define como el límite 
de una suma de Riemann, por lo que se podría utilizar cualquier suma de Riemann 
como una aproximación a la integral: si divide [a, b] en n subintervalos de igual longitud 
Ax = (b — a)/n, entonces tiene 


[IO de= Y 100) ax 


donde x* es cualquier punto en el ¿-ésimo subintervalo [x, _,, x,]. Si se elige x* en el punto 
final izquierdo del intervalo, entonces x* = x,_, y tiene 


u [70 dx = L, = 2 f(xi-1) Ax 


Si f(x) > 0, entonces la integral representa un área y (1) representa una aproximación 
a esta área mediante los rectángulos que se muestran en la figura 1(a). Si elige x* en el 
punto final del intervalo, entonces x* = x, y tiene 


B [560 dx = R, = Y fixi) Ax 


[Véase la figura 1(b).] Las aproximaciones L, y R, definidas por las ecuaciones 1 y 2 se 
llaman aproximación por el punto final izquierdo y aproximación por el punto final 
derecho, respectivamente. 

En la sección 5.2 también se considera el caso donde se elige x¥* como el punto medio x; 
del subintervalo [x,_,, x,]. La figura 1(c) muestra la aproximación por el punto medio M,, 
que parece ser mejor que L, o R, 


Regla del punto medio 


[ FO) dx = M, = Ax [EE +E + E] 


donde Ax = 


y X= aia + x;) = punto medio de [x;-1, x;] 


Otra aproximación, llamada regla del trapecio, resulta de promediar las aproximacio- 
nes de las ecuaciones 1 y 2: 


b A a Ax de 
f fœ) dx = L [Sre Ax + > fx) ax = a 3 (Fli) + 0) 


= Elsa) + fD) + (Fæ) +16) +++ (Gr) +F) 


Ax 
= 3 Lo) + 2f(x1) + 2F(x2) +--+2f (6) +/f()] 
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YA 

0 Xo Xi a X3 Xa 
FIGURA 2 
Aproximación trapezoidal 


1 2 


FIGURA 3 


FIGURA 4 


OP a 
| f(x) dx = aproximación + error 
Ja 


=Y 


Regla trapezoidal 


We Ax 
Í, fœ dx = Ta = z L£w) T 2 f(x) + 2 f(x) Tek 2 f (%;=1) + Fæ) 


donde Ax = (b — a)/n y x, = a + i Ax. 


La razón para el nombre de la regla del trapecio puede verse de la figura 2, que ilustra 
el caso con f(x) > 0 y n = 4. El área del trapezoide que está encima del i-ésimo subin- 
tervalo es 


Ne xi) + flx) 


Ax 
> )- > LA G;-1) + F(c)] 


y si se suman las áreas de todos los trapezoides, se obtiene el lado derecho de la regla 
del trapecio. 


EJEMPLO 1 Utilice (a) la regla del trapecio y (b) la regla del punto medio con n = 5 
para aproximar la integral iH (1/x) dx. 


SOLUCIÓN 
(a) Conn = 5,a = 1 yb = 2, tiene Ax = (2 — 1)/5 = 0.2, por lo que la regla del 
trapecio da 


P ax = T; = eZ tfo + 2£(12) + 2£(1.4) + 2£(1.6) + 2£(1.8) + f(2)] 


E E E O 
=0.1(—+ | + + + 
(G 12" 14 16 18 ») 


Jl 


= 0.695635 


Esta aproximación se muestra en la figura 3. 


(b) Los puntos medios de los cinco subintervalos son 1.1, 1.3, 1.5, 1.7 y 1.9, por lo que 
la regla del punto medio da 


ml 
i —dx = Ax[f(1.1) + f(1.3) + £0.5) + f.7) + f(1.9)] 
x 
1 1 1 1 1 1 
=| — + — + — + — + 
541l 1.3 1:5 1-7 1.9 
= 0.691908 
Esta aproximación se muestra en la figura 4. E 
En el ejemplo 1 elija deliberadamente una integral cuyo valor puede calcularse 


explícitamente, así puede ver qué tan precisas son las reglas del trapecio y del punto 
medio. Por el teorema fundamental del cálculo, 


21 2 
- dx = In x], = In 2 = 0.693147... 


JI xX 


El error al usar una aproximación se define como la cantidad que debe sumarse a la 
aproximación para que sea exacta. De los valores en el ejemplo 1, vea que los errores en 


Module 5.2/7.7 le permite com- 
parar métodos de aproximación. 


; i l 
Aproximaciones a | — dx 
Ji x 


Errores correspondientes 


Estas observaciones son verdaderas en 
la mayoría de los casos. 


FIGURA 5 
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las aproximaciones por las reglas del trapecio y del punto medio para n = 5 son 


Er = —0.002488 y En = 0.001239 


En general, se tiene 


b 
Er=| f)dx=T, y 


Mb 
Em = | f(x) dx ad M, 
Las tablas siguientes muestran el resultado de cálculos similares a los del ejemplo 1, 
pero para n = 5, 10 y 20 y para las aproximaciones por el punto final izquierdo y el dere- 
cho, así como las reglas del trapecio y del punto medio. 


n L, R, L, M, 

5 0.745635 0.645635 0.695635 0.691908 
10 0.718771 0.668771 0.693771 0.692835 
20 0.705803 0.680803 0.693303 0.693069 
n E, Ex Er En 

5 —0.052488 0.047512 —0.002488 0.001239 
10 —0.025624 0.024376 —0.000624 0.000312 
20 —0.012656 0.012344 —0.000156 0.000078 


De estas tablas pueden hacerse varias observaciones: 


1. En todos los métodos se obtuvieron aproximaciones más exactas cuando se incre- 
menta el valor de n. (Pero valores muy grandes de n requieren de tantas operaciones 
aritméticas que se debe considerar del error de redondeo acumulado). 


2. Los errores en las aproximaciones del punto final izquierdo y el derecho son de 
signo opuesto y al parecer disminuyen por un factor de aproximadamente 2 cuando 
se duplica el valor de n. 


3. Las reglas del trapecio y del punto medio son mucho más exactas que las 
aproximaciones de punto final. 


4. Los errores en las reglas del trapecio y del punto medio son de signo opuesto y al 
parecer disminuyen por un factor de alrededor de 4 cuando se duplica el valor de n. 


5. El tamaño del error en la regla del punto medio es casi la mitad del tamaño del error 
en la regla del trapecio. 


La figura 5 muestra por qué usualmente se puede esperar que la regla del punto 
medio sea más exacta que la del trapecio. El área de un rectángulo representativo en 
la regla del punto medio es la misma que la del trapecio ABCD cuyo lado superior es 
tangente a la gráfica de P. El área de este trapezoide es más próxima al área bajo la 
gráfica de lo que es el área del trapezoide AORD empleado en la regla del trapecio. [El 
error del punto medio (sombreado por encima de la curva) es más pequeño que el error 
trapezoidal (sombreado por debajo de la curva).] 

Estas observaciones se corroboran en las estimaciones de error siguientes y que se 
demuestran en textos de análisis numérico. Note que la observación 4 corresponde a n? 
en cada denominador porque (21)? = 4n?. El hecho de que las estimaciones dependan 
del tamaño de la segunda derivada no es de sorprender si se considera la figura 5, porque 
f"(x) mide qué tanto se curva la gráfica. [Recuerde que f"(x) mide qué tan rápido cambia 
la pendiente de y = f(x).] 
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K puede ser cualquier número más 
grande que todos los valores de | FU 
pero valores más pequeños que K dan 
mejores límites de error. 


Es muy posible que un valor menor 
para n sea suficiente, pero 41 es el 
valor más pequeño para el cual la 
fórmula del límite del error puede 
garantizar exactitud dentro de 
0.0001. 


> 


[B] Límites de error Suponga que | FU) | < K paraa < x < b. Si E, y E,, son los 
errores en las reglas del trapecio y del punto medio, respectivamente, entonces 


K(b — ay 
12n? 


K(b — ay? 
24n? 


| Er| = | En| = 


Aplique esta estimación del error para la aproximación por la regla del trapecio del 
ejemplo 1. Si f(x) = 1/x, entonces f'(x) = —1/x? y f"(x) = 2/1. Como 1 <S x < 2, tiene 
1/x = 1, por lo que 


2 


x? 


|F"Go | = 


Por tanto, tomando K = 2, a = 1, b = 2 y n = 5 en la estimación de error (3), vea que 


|Er| < A A 
6 150 7 


Comparando esta estimación de error de 0.006667 con el error real de casi 0.002488, vea 
que es posible que el error real sea sustancialmente menor que el límite superior para el 
error dado por (3). 


EJEMPLO 2 ¿Qué tan grande debería tomarse n para garantizar que las reglas del 
trapecio y del punto medio para ña /x) dx, tengan una exactitud dentro de 0.0001? 


SOLUCIÓN En el cálculo precedente, se vio que | f"(x) <= 2 para 1 S x < 2, así 

que es posible tomar K = 2, a = 1 y b = 2 en (3). La exactitud dentro de 0.0001 
significa que el tamaño del error debería ser menor que 0.0001. Por tanto, elija n de 
manera que 


2(1" 
12n? 


< 0.0001 


Resolviendo la desigualdad para n, se obtiene 


j 2 
MEA RE 
12(0.0001) 


1 
> i 
” Z Jo.0006 


Así, n = 41 asegurará la exactitud deseada. 
Para la misma exactitud con la regla del punto medio, elija n tal que 


20" - 0.0001 1 o 
n por oqe č n2 TN 


FIGURA 6 


El error estimado da el límite supe- 
rior para el error. Son escenarios 
teóricos del peor de los casos. El 
error real en este caso resulta ser de 
cerca de 0.0023. 
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EJEMPLO 3 
(a) Utilice la regla del punto medio con n = 10 para aproximar la integral Ie e” dx. 
(b) Dé un límite superior para el error involucrado en esta aproximación. 


SOLUCIÓN 
(a) Dado que a = 0, b = 1 y n= 10, la regla del punto medio da 


k e” dx = Ax[f(0.05) + f(0.15) + --- + f(0.85) + £(0.95)] 


=0 1[20-0025 + 90225 + (9.0625 + (91225 + (92025 + (93025 


.4225 ; .7225 ; 
+ e?” + (03625 + e?” + 209025] 


L 


1.460393 


La figura 6 ilustra esta aproximación. 
(b) Ya que f(x) = e”, se tiene f'(x) = 2xe® y f"(x) = (2 + 4x?)e". También, puesto 
que 0 S x= 1, tiene x? < 1 y así 


0=<f"(x) = (2 + 4x°)e” < 6e 


Tomando K = 6e, a = 0, b = 1 y n = 10 en el error estimado (3), verá que un límite 
superior para el error es 


6e(1)' e 
A O a 
24(10) 400 Too 


E La regla de Simpson 


Otra regla para la integración aproximada resulta del uso de parábolas en lugar de seg- 
mentos de recta para aproximar la curva. Como antes, divida [a, b] en n subintervalos 
de igual longitud h = Ax = (b — a)/n, pero esta vez suponga que n es un número par. 
Entonces aproxime la curva y = f(x) = 0 sobre cada par consecutivo de intervalos, 

por una parábola como se muestra en la figura 7. Si y, = f(x), entonces P (x, y) es el 
punto en la curva que está arriba de x, Una parábola representativa pasa por tres puntos 
consecutivos P, P, y Pas 


H 
0 a= Xo ži X 


FIGURA 7 


/ 
Xa X5 Xs =b x 


FIGURA 8 


Para simplificar sus cálculos, primero considere el caso donde x, = —h,x, = 0 


y x, = h (véase la figura 8). Sabe que la ecuación de la parábola que pasa por P,, P, y 
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Aquí emplee el teorema 5.5.7. 
Observe que Ax? + C es par y Bx 
es impar. 


Simpson 

Thomas Simpson fue un autodidacta 
en matemáticas que llegó a ser 

uno de los mejores matemáticos 
ingleses del siglo xviii. Lo que se 
conoce como regla de Simpson, ya 
era del dominio de Cavalieri y Gregory 
en el siglo xvii, pero Simpson la 
popularizó en su libro Mathematical 
Dissertations (1743). 


P, es de la forma y = Ax? + Bx + C y, por tanto, el área bajo la parábola desde x = —h 
hasta x = h es 


h > h 2 x? ! 
M (Ax? + Bx + C)dx=2 (Ax? + C) dx =2| AZ + Cx 


0 


h? h > 
=2 dl Ch]| = z RAN” + 6C) 


Pero, dado que la parábola pasa por P,(=h, y,), P,(0, y,) y P,(h, y,), tiene 


yo = Al—hY + B(—h) + C = Ah? — Bh + C 
4= 
y = Ah? + Bh+C 
y por tanto yo + 4y1 + y2 = 24h? + 6C 
Así, puede reescribir el área bajo la parábola como 
h 
3 00 + 4y + y2) 
Ahora, si se desplaza esta parábola horizontalmente, el área bajo esta no cambia. Esto 


significa que el área bajo la parábola que pasa por P,, P, y P, desde x = x, hasta x = x, 
en la figura 7 es aún 


h 
300 + 4y + y2) 


De manera similar, el área bajo la parábola que pasa por P,, P, y P, de x = x, a x = x, es 


h 
302 + 4y + ya) 


Si calcula de esta manera las áreas bajo todas las parábolas y suma los resultados, 
obtiene 


Pb h h h 
| f(x) dx = 300 + 4y1 + y2) + 30: + Ay + ya) +++ 3 On + 4Yyn-1 + Yn) 


l 
= 300 + dy + 2y2 + 4y3 + 2y4 + +++ + 2yn-2 + Aya 1 F Yn) 


Aunque ha deducido esta aproximación para el caso en el que f(x) => 0, es una 
aproximación razonable para cualquier función continua f y se le conoce como regla 
de Simpson en honor del matemático inglés Thomas Simpson (1710-1761). Observe el 
patrón de coeficientes: 1, 4, 2,4,2,4,2,...,4,2,4, 1. 


Regla de Simpson 
b A 
[ESO dx = S, = ELf0%0) + 4f) + 2002) + Af) + 0 


+ 2. f(x+-2) + 4 f (xXn-1) + fœ] 
donde n es par y Ax = (b — a)/n 


pl 


JI X 


FIGURA 9 
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EJEMPLO 4 Utilice la regla de Simpson con n = 10 para aproximar f (1/x) dx. 


SOLUCIÓN Poniendo f(x)= 1/x, n = 10 y Ax = 0.1 en la regla de Simpson, se obtiene 


dx = Sio 


a 21500 FALD + 27(12) AALI + ==> + 2£(1.8) + 4.£(1.9) + £(2)] 


01/14 2 4 2 4 2 4 2 4 1 
= + — +] + —+ + —+ + +— + — + 
3 (I LI 12 13 14 15 16 17 18 19 2 


= 0.693150 a 


Observe que, en el ejemplo 4, la regla de Simpson da una mucho mejor aproximación 
(Sio ~ 0.693150) para los valores verdaderos de la integral (In 2 = 0.693147...) que los 
de la regla del trapecio (T, = 0.693771) o de la regla del punto medio (M, = 0.692835). 
Resulta (véase el ejercicio 50) que las aproximaciones en la regla de Simpson son prome- 
dios ponderados de los de las reglas del trapecio y del punto medio: 


San = iT, + ŻM, 


(Recuerde que usualmente E, y E,, tienen signos opuestos y | E | es casi la mitad del 
tamaño de | E, |). 

En muchas aplicaciones de cálculo se necesita evaluar una integral aun cuando no se 
conoce ninguna fórmula explícita para y como función de x. Una función puede darse en 
forma gráfica o como una tabla de valores de una colección de datos. Si hay evidencia 
de que los valores no cambian con rapidez, entonces aún puede utilizarse la regla del 
trapecio o la regla de Simpson para encontrar un valor aproximado de j= y dx, la integral 
de y respecto a x. 


EJEMPLO 5 La figura 9 muestra el tráfico de datos en la conexión de Estados Unidos 
a SWITCH, la red suiza universitaria y de investigación, el 10 de febrero de 1998. D(t) 
es el gasto de información, medido en megabits por segundo (Mb/s). Utilice la regla 
de Simpson para estimar la cantidad total de datos transmitidos en la conexión de la 
medianoche hasta el mediodía de ese día. 


DA 
8T 
6t 
4+ 
; , ; y , = 
O 3 6 9 12 15 mo a 2406 


SOLUCIÓN Puesto que se desea que las unidades sean congruentes y D(t) se mide 
en megabits por segundo, convierta las unidades de ż de horas a segundos. Si A(t) es 
la cantidad de datos (en megabits), transmitida en el instante £, donde £ se mide 
en segundos, entonces A'(t) = D(t). Así, por el teorema del cambio neto 
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(véase la sección 5.4), la cantidad total de datos transmitidos a mediodía (cuando 
t = 12 X 60? = 43 200) es 


3200 


A(43200) = IN D(0) dt 


Estime los valores de D(f) a intervalos de una hora a partir de la gráfica y compílelos en 


la tabla. 

t (horas) t (segundos) D(t) t (horas) t (segundos) D(t) 
0 0 3.2 7 25200 1.3 
1 3600 2.7 8 28800 2.8 
2 7200 1.9 9 32400 5.7 
3 10800 1.7 10 36000 7.1 
4 14400 1.3 11 39600 11 
3 18000 1.0 12 43200 7.9 
6 21600 1.1 


Después, utilice la regla de Simpson con n = 12 y At = 3600 para estimar la 
integral: 


[7 200 


A(t) dt 


L 


1000) + 4D(3600) + 2D(7200) + --- + 4D(39600) + D(43200)] 


J0 


ID g2 + 4(27) + 213) +AT) + 201.3) + 4010) 


L 


+ 2(1.1) + 4(1.3) + 2(2.8) + 4(5.7) + 2(7.1) + 4(7.7) + 7.9] 


Il 


143 880 


Así, la cantidad total de datos transmitida de la medianoche hasta el mediodía es de 
alrededor de 144 000 megabits, o 144 gigabits. a 


La tabla en el margen muestra cómo se compara la regla de Simpson con la regla del 
punto medio para la integral | a /x) dx, cuyo valor es aproximadamente de 0.69314718. 
La segunda tabla muestra cómo decrece el error E, en la regla de Simpson, por un factor 

8 | 0.69266055 0.69314765 de casi 16 cuando n se duplica. (En los ejercicios 27 y 28 se le pide comprobar esto para 
16 | 0.69302521 | 0.69314721 | dos integrales adicionales.) Esto es consistente con la aparición de n*en el denominador 
de la estimación de error siguiente para la regla de Simpson. Esto es similar a las esti- 
n En Es maciones dadas en (3) para las reglas del trapecio y del punto medio, pero se utiliza la 
cuarta derivada de f. 


n M, Sn 
4 0.69121989 0.69315453 


0.00192729 —0.00000735 
8 0.00048663 —0.00000047 
16 0.00012197 —0.00000003 


[4] Límite de error para la regla de Simpson Suponga que | f(x) | < K para 
a S x S b. Si E, es el error implicado al utilizar la regla de Simpson, entonces 


EJEMPLO 6 ¿Qué tan grande debe tomar n para garantizar que la aproximación de la 
regla de Simpson para ña /x) dx sea exacta dentro de 0.0001? 


Muchas calculadoras y sistemas 
algebraicos computacionales tienen un 
algoritmo integrado que calcula una 
aproximación de una integral definida. 
Algunas de estas máquinas utilizan la 
regla de Simpson; otras utilizan técnicas 
más complejas como la integración 
numérica adaptativa. Esto significa que 
si una función fluctúa mucho más en 
cierta parte del intervalo que en 
cualquier otra parte, entonces esta parte 
se divide en más subintervalos. Esta 
estrategia reduce el número de cálculos 
requeridos para lograr la exactitud 
prescrita. 


La figura 10 ilustra los cálculos del 
ejemplo 7. Observe que los arcos para- 
bólicos son muy cercanos a la gráfica 
de y = e” que son prácticamente 
indistinguibles de esta. 


YA 


FIGURA 10 
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SOLUCIÓN Si f(x) = 1/x, entonces f(x) = 24/17. Dado que x > 1, se tiene 1/x < 1, 
por lo que 


24 


x5 


IFO] = < 24 


Por tanto, puede tomar K = 24 en (4). Por lo que para un error menor de 0.0001, 
debería elegir n de manera que 


24(1) 
180n* 


< 0.0001 


24 


Esto da n* > —— 
180(0.0001) 


1 


>> === 
° "Z 0.00075 


Por tanto, n = 8 (n debe ser par) da la exactitud deseada. (Compare esto con el 
ejemplo 2, donde obtuvo n = 41 para la regla del trapecio y n = 29 para la regla del 
punto medio.) a 


= 6.04 


EJEMPLO 7 
(a) Utilice la regla de Simpson con n = 10 para aproximar la integral fo e" dx. 
(b) Estime el error implicado en esta aproximación. 


SOLUCIÓN 
(a) Sin = 10, entonces Ax = 0.1 y la regla de Simpson da 


la 
e dx 
Jo 


L 


21100) + 4f(0.1) + 2f(0.2) + --- + 2f(0.8) + 4f(0.9) + £(1)] 


0.1 
= ed + 4e?” + 2e00 + 4e?” + 2e! + 4e?” + 24030 


+ 400% 4 2006 + 40081 + el] 
= 1.462681 
(b) La cuarta derivada de f(x) = e" es 
FU) = (12 + 48x? + 16x)e” 
y así, dado que O = x < 1, se tiene 


0< f(x) = (12 + 48 + 16)e! = 76e 


Por tanto, escribiendo K = 76e, a = 0, b = 1 y n = 10 en (4), se ve que el error es a 
lo más 
76e(1)' 
ISA 0000115 
180(10) 


(Compare esto con el ejemplo 3.) Así, con un redondeo a tres decimales, se tiene 


e” dx = 1.463 a 
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7.7 EJERCICIOS 


1. Sea Ñ f(x) dx, donde f es la función cuya gráfica se muestra. 
(a) Utilice la gráfica para encontrar £,, R, y M,. 
(b) ¿Son estas sobreestimaciones o subestimaciones de 7? 
(c) Utilice la gráfica para encontrar T,. ¿Cómo se compara 
esta con 7? 
(d) Para cualquier valor de n, enumere los números Lp Rp 
M,T el, en orden creciente. 


yA 
3 


2. Se utilizaron las aproximaciones por la izquierda, por la 
derecha, la regla del trapecio y la regla del punto medio 
para estimar Ñ f(x) dx, donde f es la función cuya gráfica 
se muestra. Las estimaciones fueron 0.7811, 0.8675, 0.8632 
y 0.9540, y se utilizó el mismo número de subintervalos en 
cada caso. 

(a) ¿Cuál regla produce cuál estimación? 
(b) ¿Entre cuáles dos aproximaciones está el valor verda- 
dero de Ñ Fx) dx? 


YA 


FA 3. Estime k cos(x?) dx utilizando (a) la regla del trapecio y 
(b) la regla del punto medio, cada una con n = 4. A partir 
de una gráfica del integrando, decida si sus respuestas son 
subestimadas o sobreestimadas ¿Qué se puede concluir 
acerca del valor verdadero de la integral? 


FS 4. Dibuje la gráfica de f(x) = sen(3x?) en el rectángulo de vista 


[0, 1] por [0, 0.5] y sea Z = |, fŒ) dx. 

(a) Utilice la gráfica para decidir si L,, R,, M, y T, son sub- 
estimaciones o sobreestimaciones de /. 

(b) Para cualquier valor de n, enumere los números £,, R, 

M,, T, eZ, en orden creciente. 

(c) Calcule £,, R, M, y T,. A partir de la gráfica, ¿cuál 
piensa usted que da la mejor estimación de 7? 


5-6 Utilice (a) la regla del punto medio y (b) la regla de Simp- 
son para aproximar cada una de las integrales dadas con el valor 
especificado de n. (Redondee sus respuestas a seis decimales.) 


Compare sus resultados con el valor verdadero para determinar 
el error en cada aproximación. 


Pm no 
5. | x?senxdx, n=8 6. | e “dx, n=6 
J0 yO 


7-18 Utilice (a) la regla del trapecio, (b) la regla del punto 
medio y (c) la regla de Simpson para aproximar las integrales 
dadas con el valor especificado de n. (Redondee sus respuestas 
a seis decimales.) 


7. [ve ZI dx, n=10 8. dx, n=8 


9. N Vinx dx, n=6 


10. E Jl + cosx dx, n=4 


J0 


n4 t3 

11. | xsenxdx, n=8 12. | edx, n=8 
YO J1 
r4 r3 1 

13. | Vy cos ydy, n=8 14. | —dt, n= 10 
Jo Y” E J2 Inf 
pi 1? r3 sen t 

15. | dx, n= 10 16. | d, n=4 
Jo 1+x 1 t 


17. N In(1 + e) dx, n=8 
JC 


18. f vx +x dx, n=10 


19. (a) Encuentre las aproximaciones T, y M, para la integral 
i} cos(x?) dx. 
(b) Estime los errores en las aproximaciones del 
inciso (a). 
(c) ¿Qué tan grande se debe elegir n de modo que las 
aproximaciones T y M para la integral del inciso (a) 
tengan una exactitud dentro de 0.0001? 


20. (a) Encuentre las aproximaciones T, y M, para la e!™ dx. 
(b) Estime los errores en la aproximación del inciso (a). 
(c) ¿Qué tan grande se debe elegir n de manera que las 
aproximaciones T, y M, para la integral del inciso (a) 
tengan una exactitud dentro de 0.0001? 


21. (a) Encuentre las aproximaciones Tp M,, y Sio para 
F sen x dx y los errores correspondientes E,, E,, y Es. 

(b) Compare los errores reales del inciso (a) con las esti- 
maciones del error dadas por (3) y (4). 

(c) ¿Qué tan grande se tiene que elegir n para que las 
aproximaciones T , M y S, para la integral del inciso (a) 


estén dentro de una exactitud de 0.00001? 


22. ¿Qué tan grande debería ser n para garantizar que la 
aproximación por la regla de Simpson para 5 e” dx esté 
dentro de 0.00001? 


EN 23. La dificultad con las estimaciones de error es que suele 


ser muy difícil calcular cuatro derivadas y obtener a mano 

un buen límite superior K para | £%(x) |. Pero los sistemas 

algebraicos computacionales no tienen problema para 

calcular f® y graficarla, así que es posible encontrar con 

facilidad un valor de K a partir de una gráfica hecha por la 

máquina. Este ejercicio trata con las aproximaciones a la 

integral I = le f(x) dx donde f(x) = e%*, 

(a) Utilice una gráfica para obtener un buen límite superior 
para | f"œ |. 

(b) Utilice M,, para aproximar Z. 

(c) Use el inciso (a) para estimar el error en el inciso (b). 

(d) Utilice la capacidad de integración numérica integrada 
en su SAC para aproximar /. 

(e) ¿Cómo se compara el error real con la estimación de 
error del inciso (c)? 

(®© Utilice una gráfica para obtener un buen límite superior 
para | £%() |. 

(g) Utilice S „para aproximar /. 

(h) Utilice el inciso (f) para estimar el error en el 
inciso (g). 

(1) ¿Cómo se compara el error verdadero con el error 
estimado en el inciso (h)? 

(j) ¿Qué tan grande debería ser n para garantizar que el 
tamaño del error al utilizar S sea menor que 0.0001? 


EA 24. Repita el ejercicio 23 para la integral i y4 — x? dx. 
J-l 


25-26 Encuentre las aproximaciones L, R, T, y M, para 
n = 5, 10 y 20. Después, calcule los errores correspondientes 
E,, Ep E, y E, (Redondee sus respuestas a seis decimales. 
Si lo desea, puede utilizar el comando SUM de un sistema 
algebraico computacional). ¿Qué observaciones puede 
hacer? En particular, ¿qué sucede con los errores cuando 
se duplica n? 

Pi p2 1 
25. | xetdx 26. J; > dx 


Xx 


27-28 Encuentre las aproximaciones T , M, y S, para 
n = 6 y 12. Después calcule los correspondientes errores 
E, E, y Eş (Redondee sus respuestas a seis decimales. Si lo 
desea, puede utilizar el comando SUM de su sistema algebraico 
computacional). ¿Qué observaciones puede hacer? En 
particular, ¿qué pasa con los errores cuando n se duplica? 

(2 ra 1 
27. | x'dx 28. | —=dx 


Jo JE 


29. Estime el área bajo la gráfica en la figura utilizando (a) la 
regla del trapecio, (b) la regla del punto medio y (c) la regla 
de Simpson, cada una con n = 6. 


YA 


SECCIÓN 7.7 Integración aproximada 525 


30. Los anchos (en metros) de una piscina en forma de riñón 
se midieron a intervalos de dos metros como se indica en la 
figura. Utilice la regla de Simpson para estimar el área de 
la piscina. 


31. (a) Utilice la regla del punto medio y los datos dados para 
estimar el valor de la integral f? f(x) dx. 


x Fu) x Fx) 
1.0 2.4 3.5 4.0 
1.5 2.9 4.0 4.1 
2.0 3.3 4.5 3.9 
2.5 3.6 5.0 3.5 
3.0 3.8 


(b) Si se sabe que —2 < f”"(x) < 3 para toda x, estime el 
error implicado en la aproximación en el inciso (a). 


32. (a) Se da una tabla de valores de una función g. Utilice la 
regla de Simpson para estimar f a g(x) dx. 


x 169) x g) 
0.0 12.1 1.0 12.2 
0.2 11.6 1.2 12.6 
0.4 11.3 1.4 13.0 
0.6 11.1 1.6 13.2 
0.8 11.7 


(b) Si —5 < g®(x) = 2 para 0 < x < 1.6, estime el error 
implicado en la aproximación en el inciso (a). 


33. Se muestra una gráfica de temperatura en la ciudad de 
Boston el 11 de agosto de 2013. Utilice la regla de Simpson 
con n = 12 para estimar el promedio de temperatura de 
ese día. 


| | ATTN | 

o HT aer EN 
AHHH 
HA | 


| 
MEN | 
0 4 8 mediodía 4 8 t 


34. Se empleó una pistola de radar para registrar la rapidez 
de un corredor durante los primeros 5 segundos de una 
competencia (véase la tabla). Utilice la regla de Simpson 
para estimar la distancia que cubrió el corredor durante ese 
lapso. 
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t(s) [v(m/s) | t(s) |v(m/s) 
0 0 3.0 10.51 
0.5 4.67 3.5 10.67 
1.0 7.34 4.0 10.76 
1.5 8.86 4.5 10.81 
2.0 9.73 5.0 10.81 
2.5 10.22 


35. Se muestra la gráfica de la aceleración a(t) de un automóvil 
medida en m/s?, Utilice la regla de Simpson para estimar el 
aumento de velocidad del automóvil durante el intervalo de 
6 segundos. 


a 


| 
mi 

| 

| 

| 


> 
6 t(segundos) 


36. El agua se fuga de un depósito con una rapidez de rt) litros por 
hora, donde la gráfica de r es como se muestra. Utilice la regla 
de Simpson para estimar la cantidad total de agua que escapa 
durante las primeras 6 horas. 


PA 

alli 
III 

7 li AA 
1 AN 
[0 0 5 A 28 

0 2 4 6 t(segundos) 


37. La tabla da el consumo de potencia en megavatios en Ontario 


desde la medianoche a las 6:00 a.m. el 10 de diciembre de 2004. 


Utilice la regla de Simpson para estimar la potencia utilizada 
durante ese período. (Use el hecho de que la potencia es la deri- 
vada de la energía.) 


t P t P. 
0:00 17888 3:30 16835 
0:30 17398 4:00 17065 
1:00 17110 4:30 17264 
1:30 16881 5:00 17577 
2:00 16832 5:30 17992 
2:30 16950 6:00 18216 
3:00 16833 


38. En la gráfica se muestra el tráfico de datos en una línea de datos 
TI del proveedor de servicio de internet de la medianoche a las 


8:00 a.m. D es el flujo de datos medido en megabits por 
segundo. Utilice la regla de Simpson para estimar la canti- 
dad total de datos transmitidos durante ese período. 


osf Fl 
Y 


0.4 AY 


> 
8 t(horas) 


39. Utilice la regla de Simpson con n = 8 para estimar el volu- 
men del sólido obtenido al rotar la región que se muestra en 
la figura, alrededor de (a) el eje x y (b) el eje y. 


y 
4 


> 


10 x 


40. La tabla muestra valores de una función fuerza f(x), donde 
x está medido en metros y f(x) en newtons. Utilice la regla 
de Simpson para estimar el trabajo realizado por la fuerza al 
mover un objeto a una distancia de 18 m. 


x 0 3 6 9 12 15 18 
f(x) | 98 | 91 | 85 | 80 | 7.7 | 7.5 | 74 


41. La región acotada por las curvas y = 1/(1 + e”), el eje x, y 
el eje y y la recta x = 10 es rotada alrededor del eje x. Utili- 
ce la regla de Simpson con n = 10 para estimar el volumen 
del sólido resultante. 


EN 42. En la figura se muestra un péndulo con longitud L que forma 
un ángulo máximo 0, con la vertical. Utilizando la segunda 
ley de Newton, se puede demostrar que el período T (el tiempo 


para una oscilación completa) está dado por 


NE w dx 
g Ja v1- k?sen?x 


donde k = sen($0,) y g es la aceleración debida a la grave- 
dad. Si L = 1 m y 0, = 42°, utilice la regla de Simpson con 
n = 10 para encontrar el período. 
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43. La intensidad de luz con longitud de onda A que viaja por 46. Trace la gráfica de una función continua sobre [0, 2] para la cual 
una rejilla de difracción con N ranuras en un ángulo 0 está la aproximación por el punto extremo final con n = 2 es más 
dado por 1(0) = Nsen?k/k?, donde k =(TNd sen6)/A y d exacta que la regla de Simpson. 
es la distancia entre ranuras adyacentes. Un láser de , . T 
helio-neón con longitud de onda À = 632.8 X 102 m 47. Si f es una función positiva y f”(x) < 0 para a < x S b, 
está emitiendo una estrecha banda de luz, dada por demuestre que 
1076 < 8 < 107? a través de una rejilla con 10 000 ranuras E Pro dx < M, 
espaciadas 107* m. Utilice la regla del punto medio con va 
n = 10 para estimar la intensidad total de luz Ha 1(0) de 48. Demuestre que si f es una función polinomial de grado 3 o 
que emerge de la rejilla. menor, entonces la regla de Simpson da el valor exacto de 

PFO) dx. 


44. Utilice la regla del trapecio con n = 10 para aproximar 
[2 cos(mx) dx. Compare su resultado con el valor 49. Demuestre que XT, +M)=7T,,. 
verdadero. ¿Puede explicar la discrepancia? i 5 
50. Demuestre que 3T, + 3M, = Sp 
45. Trace la gráfica de una función continua sobre [0, 2] para 
la cual la regla del trapecio con n = 2 es más exacta que la 
regla del punto medio. 


7.8 Integrales impropias 


Al establecer la integral definida E f(x) dx se trata con una función f definida sobre un 
intervalo finito [a, b] y se supone que f no tiene una discontinuidad infinita (véase la 
sección 5.2). En esta sección se extenderá el concepto de integral definida al caso donde 
el intervalo es infinito y también para el caso donde f tiene una discontinuidad infinita 
en [a, b]. En cada caso la integral se llama impropia. Una de las más importantes apli- 
caciones de esta idea se da en la distribución de probabilidad, que será estudiada en la 
sección 8.5. 


E Tipo 1: intervalos infinitos 

Considere la región infinita S que está bajo la curva y = 1/x?, por encima del eje x y a 
la derecha de la recta x = 1. Podría pensarse que, puesto que S se extiende al infinito, su 
área debe ser infinita, pero vea esto con más detalle. El área de la parte de S que está a la 
izquierda de la recta x = £ (sombreada en la figura 1) es 


e 1 1] l 
= -S — 1 = 
AA) Í, Tit | f 
FIGURA 1 
Observe que A(t) < 1 sin importar qué tan grande se elija t. 


También observe que 


1 
lím A = lím (1 -—) =1 
t— œ t—> œ f 


El área de la región sombreada se aproxima a 1 cuando t — œ (véase la figura 2), por lo 
que se dice que el área de la región infinita S es igual a 1 y se escribe 


w l rr 1 
p — dx = lím |' dx =1 


x* 2. J1 x? 


FIGURA 2 
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FIGURA 3 


Usando este ejemplo como guía, se define la integral de f (no necesariamente una 
función positiva) sobre un intervalo infinito como el límite de las integrales sobre inter- 
valos finitos. 


[1] Definición de una integral impropia de tipo 1 


(a) Si i} f(x) dx existe para todo número t = a, entonces 
| ” f(x) dx = lím f f(x) dx 
va t% Ja 


siempre que el límite exista (como un número finito). 


(b) Si IN f(x) dx existe para todo número t S b, entonces 
b b 
| FG) dx= lím | f(x) dx 
y—0 1>-0 Jt 


siempre que este límite exista (como un número finito). 


Las integrales impropias IN F0c) dx y P f(x) dx se llaman convergentes si el 
límite correspondiente existe, y divergentes si el límite no existe. 


(c) Si ambas |? f(x) dx y |“ f(x) dx son convergentes, entonces se define 
| j f(x) dx = E f(x) dx + IS) di 


En el inciso (c) se puede utilizar cualquier número real a (véase el ejercicio 76). 


Cualesquiera de las integrales impropias en la definición 1 puede interpretarse 
como un área, siempre que f sea una función positiva. Por ejemplo, en el caso (a) si 
fŒ) = 0 y la integral Ñ f(x) dx es convergente, entonces se define el área de la región 
S = {(x, y) | x > a, 0 < y < f(x) en la figura 3 como 


A(S) = Í ° F(a) dx 


a 


Esto es apropiado porque Ñ f(x) dx es el límite cuando £ —> œ del área bajo la gráfica de 
f desde a hasta t. 


EJEMPLO 1 Determine si la integral | (1/x) dx es convergente o divergente. 


SOLUCIÓN De acuerdo con el inciso (a) de la definición 1, se tiene 


o 


re l t 
dx = lím ['— dx = lím In|x]), 


SiL t>%Jl X t=% 


= lím (In? — In 1) = lím In t = œ% 


t=>0 t—> œo 


En Module 7.8 puede investigar 
visual y numéricamente si algunas 
integrales impropias son convergentes 
o divergentes. 
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El límite no existe como un número finito y, por tanto, la integral impropia K (1/x) es 
divergente. a 


Compare el resultado del ejemplo 1 con el ejemplo dado al principio de esta sección: 
æ 1 pe 1 . 
| — dx converge | — dx diverge 
JI x vioxX 


Geométricamente, esto indica que, aunque las curvas y = 1/12 y y = 1/xse parecen 
mucho para x > 0, la región bajo y = 1/xa la derecha de x = 1 (la región sombreada 
en la figura 4) tiene un área finita, mientras que el área de la correspondiente región 
bajo y = 1/x (figura 5) tiene un área infinita. Observe que ambas 1/x? y 1/x tienden a 0 
cuando x > %, pero 1/x tiende a O más rápido que 1/x. Los valores de 1/x no decrecen 
lo suficientemente rápido para que su integral tenga un valor finito. 


YA yA 
Ad 
y 
área finita área infinita 
9 1 x 0 1 x 
FIGURA 4 FIGURA 5 
I 1/x?) dx converge le (1/x) dx diverge 


EJEMPLO 2 Evalúe |” xe*dx. 


SOLUCIÓN Utilizando el inciso (b) de la definición 1, se tiene 


0 - 0... 
| xe*dx = lím | xe* dx 
y—% vi 


t=>—00 


Se integra por partes con u = x, dv = e* dx por lo que du = dx y v = e": 


oo. ¿JO o. 
| xe*dx = xe Ta | erdx 
t vi 


v 


= -te — 1 +e’ 


Se sabe que e' > O cuando t —> —0 y, por la regla de L’ Hôpital, se tiene 


1 
lím te" = lím = lím m 
PA t>- e > —e* 
= lím (-e)=0 
t—>—o00 


Por tanto 


xe*dx = lím (—te'— 1 + e') 


y—w t—>— o% 


==>8=1+0==1 El 
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EJEMPLO 3 Evalúe y > 


n 
y 0% k 


SOLUCIÓN Es conveniente elegir a = 0 en la definición 1(c): 


00 1 20) ji re 1 
| 2 dx = | > dx + | A dx 
-æ | + x -» ] + J 1+x 
Ahora debe evaluar por separado las integrales del lado derecho: 
| e [ A 
Jo 1 +x? >»Jo1+x? >o 0 
= lím (tan”!t — tan'0) = lím tan '1 = a 
f> t=>0 
co 1 k ro dx -7 -1 0 
| —G3dax= lím | —— = lím tan x] 
J- 1 + x° i>-eJ ]+x 1>-0 t 
T T 
= lí tan™!0 — tan™!A = 0 a 
A z) i 


Ya que ambas integrales son convergentes, la integral dada es convergente y 


po 1 T T 
Ja 1 +x? 2 2 


Puesto que 1/(1 + x?) > 0, la integral impropia dada puede interpretarse como el área 
de la región infinita que está bajo la curva y = 1/(1 + x°) y por arriba del eje x (véase 


FIGURA 6 la figura 6). a 


EJEMPLO 4 ¿Para qué valores de p, la integral 


es convergente? 


SOLUCIÓN Se sabe del ejemplo 1 que si p = 1, entonces la integral es divergente, por 
lo que se supone que p + 1. Entonces 


=1 
o 1 Pi j —p+1 

— dx = lím | x” dx = ím ——— 
Ji x o J1 (>o =p + 1 i 


y 1 1 
= lím E 1 
iœ 1 -p| t 


Si p > 1, entonces p — 1 > 0, así que cuando t > %, tP™!— 0 y 1/t?7!— 0. Por tanto 


Į 
8 


o ip>1 
LL Sl si p 


y, en consecuencia, la integral converge. Pero si p < 1, entonces p — 1 < 0, por lo que 


US tP — œ cuando f => % 
Í 


y la integral diverge. a 


FIGURA 7 


Los incisos (b) y (c) de la definición 3 
se ilustran en las figuras 8 y 9 para el 
caso donde f(x) = 0 y f tiene asíntotas 
verticales en a y c, respectivamente. 


YA 


=Y 


0 at b 


FIGURA 8 


YA 


= 
> 


0 a C 


FIGURA 9 
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Se resume el resultado del ejemplo 4 para futuras referencias: 


dx es convergente si p > 1 y divergente si p S 1. 


2) a 


Xe 


E Tipo 2: integrandos discontinuos 


Suponga que f es una función continua positiva definida sobre un intervalo finito 
[a, b), pero tiene una asíntota vertical en b. Sea S la región no acotada bajo la gráfica 
de f y arriba del eje x entre a y b. (Para integrales del tipo 1, las regiones se extien- 
den indefinidamente en una dirección horizontal. Aquí la región es infinita en una 
dirección vertical.) El área de la parte de S entre a y t (la región sombreada en la 
figura 7) es 


AÀ = f f(x) dx 


Si sucede que A(f) se aproxima a un número definido A cuando t — b”, entonces se 
dice que el área de la región S es A y se escribe 


| Fa) dx = lím | F) dx 
a tab” Ya 


y 


Utilice esta ecuación para definir una integral impropia de tipo 2, aun cuando f no es una 
función positiva, sin importar qué tipo de discontinuidad tenga f en b. 


E Definición de una integral impropia de tipo 2 
(a) Si f es continua en [a, b) y es discontinua en b, entonces 


EES dx= lím (j ' f(x) dx 


Ya 1 


si este límite existe (como un número finito). 
(b) Si f es continua sobre (a, b] y es discontinua en a, entonces 
b n Wu) 
| fœ) dx= lím | f(x) dx 
va tg" Jt 
si este límite existe (como un número finito). 


La integral impropia } f(x) dx se llama convergente si existe el límite 
correspondiente, y divergente si el límite no existe. 


(c) Si f tiene una discontinuidad en c, donde a < c < b, y ambas E fœ) dx y 
Ë f(x) dx son convergentes, entonces se define 


[IO dx = [109 dx + [100 ax 


EJEMPLO 5 Encuentre A E 


x= 2 


SOLUCIÓN Primero note que la integral dada es impropia porque f(x) = 1/Vx — 2 
tiene una asíntota vertical x = 2. Dado que hay una discontinuidad infinita en el punto 
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final izquierdo de [2, 5], utilice el inciso (b) de la definición 3: 


YA aš 
—= = lím = lím 2x = 
i x-2 1>2* J F: 2) 
= lím 2143 — Vt = 2) =243 
p-> 
área = 23 
0 i E y j E > Por lo que la integral impropia dada es convergente y, puesto que el integrando es posi- 
tivo, se puede interpretar el valor de la integral como el área de la región sombreada en 


EJEMPLO 6 Determine si [7 sec x dx converge o diverge. 


SOLUCIÓN Observe que la integral dada es impropia porque lím _, az- SEC x = 0, Uti- 


lizando el inciso (a) de la definición 3 y la fórmula 14 de la tabla de integrales, se tiene 


m/2 Mt A t 
sec x dx = lím k sec xdx = lím In|secx + tan x l, 
0 2)7 y t>(m/2)— 


1>(7/ 


= lím _ [In(sec £ + tan 1) — In 1] = œ% 


t>(7/ 


Ya que sec t — 0 y tan t —> œ% cuando t —> (77/2)7. Así la integral impropia dada es 
divergente. a 


EJEMPLO 7 Evalúe E 


2 i si es posible. 


SOLUCIÓN Observe que la recta x = 1 es una asíntota vertical del integrando. Puesto 
que aparece a la mitad del intervalo [0, 3], debe utilizarse el inciso (c) de la definición 3 


conc = 1: 
hi dx Ñ dx Ñ dx 
ox—1 ox—=1 i= 
dond A = lím In|x= 1|| 
onde | a mlaj: 7 = im In] A 
= lím (In|? M ln (1 -=9==x 
1 t>- 


porque 1 — t —> 0* cuando źt —> 17. Así li dx/(x — 1) es divergente. Esto implica que 
i dx/(x — 1) es divergente. [No se necesita evaluar Ñ dx/(x— 1).] E 


ADVERTENCIA Si no hubiera notado la asíntota x = 1 en el ejemplo 7 y se hubiera 
confundido la integral con una integral ordinaria, entonces se podría caer en el cálculo 
erróneo siguiente: 


f Z mj- =1m2 m1 =1m2 
Jo x— 1 0 


Esto es incorrecto porque la integral es impropia y debe calcularla en términos de límites. 

De ahora en adelante, siempre que se encuentre el símbolo | o fx) dx debe usted 
decidir, observando la función f en [a, b], si esta es una integral definida ordinaria o una 
integral impropia. 


EJEMPLO 8 Evalúe f In x dx. 


SOLUCIÓN Se sabe que la función f(x) = In x tiene una asíntota vertical en O puesto 


FIGURA 11 


Of a 


FIGURA 12 


xv 


FIGURA 13 
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que lím, o In x = —o, Por lo que la integral dada es impropia y se tiene 
e op 
| Inxdx= lím | Inxdx 
JO 1>0+ Jr 


Ahora integre por partes con u = In x, dv = dx, du = dx/x y v = x: 


f In x dx = x In x| — f dx 


= ]ln1 — żlnż — (1 — t) = —tlnt- 1 +t 
Para encontrar el límite del primer término utilice la regla de L’ Hôpital: 


Int 1/t 
lím tIns= lím -= lím ei p=0 
1=>0+ 1=>0+ 1/t 1=>0+ =1/+* 1=>0+ 


Por tanto [nxdx= lím (~tint- 1+1) = g= t0= =] 
y q 


La figura 11 muestra la interpretación geométrica de este resultado. El área de la región 
sombreada sobre y = In x y debajo del eje x es 1. E 


E Una prueba de comparación para las integrales impropias 


Algunas veces es imposible encontrar el valor exacto de una integral impropia y aún es 
importante saber si converge o diverge. En tales casos, es útil el teorema siguiente que, 
aunque se establece para integrales de tipo 1, un teorema similar es válido para integra- 
les de tipo 2. 


Teorema de comparación Suponga que f y g son funciones continuas con 
fœ) = g(x) > 0 para x = a. 


(a) Si E f(x) dx es convergente, entonces TES) dx es convergente. 


(b) Si Pg dx es divergente, entonces Ñ f(x) dx es divergente. 


Se omite la demostración del teorema de comparación, pero la figura 12 muestra su 
factibilidad. Si el área bajo la curva superior y = f(x) es finita, entonces también lo es 
el área bajo la curva inferior y = g(x). Y si el área bajo y = g(x) es infinita, entonces el 
área bajo y = f(x) también lo es. [Observe que lo contrario no es necesariamente cierto: 
si ga) dx es convergente, M f(x) dx puede o no ser convergente, y si E f(x) dx es diver- 
gente, TES) dx puede o no ser divergente. ] 


EJEMPLO 9 Demuestre que | e™ dx es convergente. 


00 
YO 


2 
x? 


SOLUCIÓN No se puede evaluar directamente la integral porque la antiderivada de e” 
no es una función elemental (como se explicó en la sección 7.5). Escriba 


00 


00 2 pi 2 2 
| e“ dx= | e *dx+ | é = dx 


0 JO Jl 


y 


y observe que la primera integral al lado derecho es justo una integral definida ordinaria. 
En la segunda integral, utilice el hecho de que para x > 1 se tiene x? > x, y así ~x S —x y 
por tanto, e ** < e™ (véase la figura 13). La integral de e™ se evalúa fácilmente: 


Po p 


2 —x ES d —x # = = 
e™dx = lím | e *dx= lím(e!-e)=e 
Ji 


t—æ J1 t—> œ 


m. 
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Tabla 1 


~ 


ed 


0 


0.7468241328 
0.8820813908 
0.8862073483 
0.8862269118 
0.8862269255 
0.8862269255 


Du BhunDn 


Tabla 2 


t IU e yede 


2 0.8636306042 

5 1.8276735512 

10 2.5219648704 

100 4.8245541204 
1000 7.1271392134 
10 000 9.4297243064 


7.8 EJERCICIOS 


Por tanto, tomando f(x) = e™*y g(x) = e" en el teorema de comparación, se ve que 
la e”* dx es convergente, por lo que se sigue que fo e” dx es convergente. u 


En el ejemplo 9 se demuestra que K e dx es convergente sin calcular su valor. En 
el ejercicio 72 se indica cómo demostrar que su valor es aproximadamente 0.8862. En la 
teoría de probabilidad es importante conocer el valor exacto de esta integral impropia, 
como se verá en la sección 8.5; utilizando los métodos del cálculo multivariable puede 
demostrarse que el valor exacto es Vr/ 2. La tabla 1 ilustra la definición de una integral 
impropia mostrando cómo los valores (generados por computadora) de le e” dx tienden 
a Vr/ 2 cuando ź es muy grande. De hecho, estos valores convergen muy rápido porque 
e — 0 muy rápidamente cuando x —> oo, 


pol + er 
EJEMPLO 10 La integral E dx es divergente por el teorema de comparación 
porque ` 3 
Ite” 1 
x x 
y Ñ (1/x) dx es divergente por el ejemplo 1 [o por (2) con p = 1]. o 


La tabla 2 ilustra la divergencia de la integral en el ejemplo 10. Al parecer, los valores 
no tienden a un número fijo. 


1. Explique por qué cada una de las integrales siguientes es 9. E e`? dp 10. f 2" dr 
impropia. J2 Jo 
a Xx Pas Po x? Poo 5 5 
11. ——— dx 12. y” = 3y“) dy 
(a) i za dx (b) J, ETE dx J TES E G y) d) 
a [7/4 alo Fe k e =1/x 
© | eta @ [7 cotxdx 13. | as 14. [Tar 
J—o I A 
2. ¿Cuáles de las integrales siguientes son impropias? ¿Por qué? 
sală 3 15. | “senda da 16. | “ sen 0 e de 
(a) k tan x dx (b) l tan x dx Eb ay 
v JC 
rı dx po po xl en dz 
=x? Jy 17. = ~d 18. E 
© IE x=f=2 (0) Í, E | Ltx” l, PREIS 
3. Encuentre el área bajo la curva y = 1/¥ dex = lax=ty re 1l to ya 
evalúela para £ = 10, 100 y 1000. Después encuentre el área 19. | x(n x? 20. E xe* dx 
total bajo esta curva para x > 1. 
e x? r- In x 
FE 4. (a) Trace la gráfica de las funciones f(x) = 1/x" y 21. a EE dx 22. | ~ dx 
g(x) = 1/x% en los rectángulos de vista [0, 10] por [O, 1] 7 i 
y [0, 100] por [O, 1]. 23. E 34 i 1 
(b) Encuentre las áreas bajo las gráficas de f y g desde ` i z +4 “Je x(nx}? 
x= 1 hasta x = £ y evalúelas para 1 = 10, 100, 104, 106, 
2 pe e po d: 
10y 10”. . 25. | e dy 26. | L 
(c) Encuentre el área total bajo cada curva para x = 1, si esta 40 1 yx + Xy x 
existe. i s 1 
Poo ; REE 27. | —dx 28. | dx 
5-40 Determine si cada una de las integrales siguientes es con- J0 x Jo 3/5 —x 
vergente o divergente. Evalúe las que sean convergentes. 
1 3 ¡+ x arctan x 
i 1 e 1 29. | == dx 30. | a L Aaa ax 
Jo x J (+x 
5. | To . | —— dx 
s3 (x= 23 o Stx 
o 1l 1 31. ( i 32. [| a 
g po . Es ~A X . A 
7. la NE dx | Ox + IF FIF dx 2x Jo Ji E 


(3 d C Pr 
33. | == 34. |” csexdx 
Jo xi —=6x +5 Jr/2 
P 7/2 5 4 dx 
35. k tan?0 de 36. l > 
J A 
ji (7/2 cos O 
37. | rinrdr 38. | 7 de 
zo 0 sen 0 
o el -a e!” 
39, | de 40. | dx 
del Xx” v Xx” 


41-46 Trace cada una de las regiones siguientes y encuentre 
su área (si el área es finita). 


41. S= {(x,y) | x>1, 0Sys<se`} 


42. S = {(x,y)| x50, 0<Sy <e} 


43. S = {x,y | x> 1, 0S y< 1/(x° + x} 


44. S= {(x,y) |x > 0, 0S y< xe™ 


45. S = {(x,y) | 0 S x < 7/2, 0 <S y < sec’°x} 


46. S= {(x,y) | -2<x<0,0<y<1//x+ 2) 


AO RARR R 


47. (a) Si g(x) = (sen?x)/x?, utilice su calculadora o compu- 

tadora para elaborar una tabla de valores aproximados 

de fi g(x) dx, para t = 2, 5, 10, 100, 1000 y 10 000. 

¿Parece que IN g(x) dx es convergente? 

Utilice el teorema de comparación con f(x) = 1/x? 

para demostrar que Fac dx es convergente. 

(c) Ilustre el inciso (b) al trazar la gráfica de f y g sobre la 
misma pantalla para 1 = x < 10. Utilice su gráfica para 
explicar intuitivamente por qué K g(x) dx es convergente. 


FA 48. (a) Si ga) =1/ (Vx = 1), utilice su calculadora o compu- 
tadora para elaborar una tabla de valores aproximados 
de Í g(x) dx para t = 5, 10, 100, 1000 y 10 000. 
¿Parece que le g(x) dx es convergente o divergente? 

(b) Utilice el teorema de comparación con f(x) = 1 Vx 
para demostrar que TES) dx es divergente. 

(c) Ilustre el inciso (b) graficando f y g sobre la misma 
pantalla para 2 < x = 20. Utilice su gráfica para expli- 
car intuitivamente por qué e g(x) dx es divergente. 


(b 


= 


49-54 Utilice el teorema de comparación para determinar 
si cada una de las integrales siguientes es convergente o 
divergente. 


E i e s0 le 1+ sen’ ay 
“Jo x? +1 i A Vx j 
ES pa x+l lx (2 arctanx 
` J Jaa ` Í 2+e* os 


pi sec?x pr sen?x 
| dx 


53. | dx 54. — 
Jo Vx 


Jo ax 


55. La integral 


æ i 
la Vx (+y dx 
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es impropia por dos razones: el intervalo [0, %) es infinito, 

y el integrando tiene una discontinuidad infinita en O. Evalúela 
expresándola como una suma de integrales impropias de tipo 2 
y tipo 1 como sigue: 


po 1 rı 1 Po 1 
dx dx + = x 
le Vx (1 +x) i l, Vx (1 +x) li l Vx (1 +x) ss 
56. Evalúe 


MN Pr E dx 


22 xyx?— 4 


por el mismo método que en el ejercicio 55. 


57-59 Encuentre los valores de p para los cuales la integral con- 
verge y evalúe la integral para esos valores de p. 


T 1 po 1 
57. EL dx 58. | ——— dx 
Jo xP Je x(In x)? 


59, f x” In x dx 
J0 


60. (a) Evalúe la integral K x"e “dx paran = 0, 1,2 y 3. 
(b) Infiera el valor de f x"e *dx cuando n es un entero posi- 
tivo arbitrario. 
(c) Demuestre su suposición usando inducción matemática. 


61. (a) Demuestre que Fr x dx es divergente. 
(b) Demuestre que 


lim | xdx=0 


t—>o yt 


Esto demuestra que no se puede definir 


[7 SO) dx = kim f! f@) dx 


62. La rapidez promedio de las moléculas de un gas ideal es 


3/2 ., 
7 = T (24) | E y 37 M/ORT) dy 
ar Jo 


donde M es el peso molecular del gas, R es la constante del 
gas, T es la temperatura del gas y v es la rapidez molecular. 
Demuestre que 


SRT 


TM 


63. Del ejemplo 1, se sabe que la región R = ((x, y) |x =1, 
0 < y < 1/x) tiene un área infinita. Demuestre que rotando 
R alrededor del eje x se obtiene un sólido con volumen 
finito. 


64. Utilice la información y los datos del ejercicio 6.4.33 para 
encontrar el trabajo requerido para impulsar un satélite de 
1000 kg fuera del campo gravitacional terrestre. 


65. Encuentre la velocidad de escape v, necesaria para impulsar 
un cohete de masa m fuera del campo gravitacional de un 
planeta con masa M y radio R. Utilice la ley de la gravitación 
de Newton (véase el ejercicio 6.4.33) y el hecho de que 
la energía cinética inicial de img suministra el trabajo 
necesario. 
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66. 


67. 


68. 


69. 


70. 
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Los astrónomos utilizan una técnica llamada estereogra- 

fía estelar para determinar la densidad de las estrellas en 

un cúmulo estelar a partir de la densidad observada (en dos 
dimensiones) que puede analizarse en una fotografía. Suponga 
que en un cúmulo esférico de radio R, la densidad de estrellas 
depende solo de la distancia r desde el centro del cúmulo. Si 
la densidad estelar percibida está dada por y(s), donde s es la 
distancia plana observada del centro del cúmulo y x(r) es la 
densidad real, se puede demostrar que 


dr 


y(s) = IN F= x(r) 


Si la densidad real de las estrellas en un cúmulo es 
x(r) = HR — rẹ, encuentre la densidad percibida y(s). 


Un fabricante quiere producir lámparas que duren cerca de 

700 horas pero, por supuesto, algunas se queman más rápido 

que otras. Sea F(t) la fracción de las lámparas de la compañía 

que se queman antes de £ horas, de modo que F(t) yace 

siempre entre 0 y 1. 

(a) Trace una gráfica aproximada de lo que usted piensa que 
es la forma de la gráfica de F. 

(b ¿Cuál es el significado de la derivada r(1) = F'(1)? 

(c) ¿Cuál es el valor de k r(t) dt? ¿Por qué? 


Como se vio en la sección 3.8, una sustancia radiactiva decae 
exponencialmente: la masa en el tiempo 1 es m(t) = m(0)e*', 
donde m(0) es la masa inicial y k es una constante negativa. 
La vida media M de un átomo en la sustancia es 


M= —k N te* dt 
Para el isótopo radiactivo '*C, utilizado en la datación por 
radiocarbono, el valor de k es —0.000121. Encuentre la vida 
media de un átomo de '*C. 


En un estudio de la propagación del consumo de drogas 
ilegales desde un usuario entusiasta de una población de 
N usuarios, los autores modelaron el número de nuevos 
usuarios esperados por la ecuación 


e*dt 


M cN(1 — e™') 
JO k 


donde c, k y À son constantes positivas. Evalúe esta integral 
para expresar y en términos de c, N, k y A. 


Fuente: F. Hoppensteadt et al., “Threshold Analysis of a Drug Use Epidemic 
Model,” Mathematical Biosciences 53 (1981): 79-87. 


El tratamiento de diálisis elimina urea y otros productos de 
desecho de la sangre de un paciente desviando del flujo de 
sangre desde el exterior a través de una máquina llamada 
dializador. La tasa a la que se elimina urea de la sangre (en 
mg/min) está a menudo bien descrita por la ecuación 


r 
ult) = y Coe ™ Y 


donde r es la tasa de flujo de sangre a través del dializador 
(en mL/min), V es el volumen de la sangre del paciente (en mL) 
y C, es la cantidad de urea en la sangre (en mg) al tiempo t = 0. 
Evalúe la integral futo e interprétela. 


71. 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


77. 


78. 


79. 


80. 


81. 


82. 


Determine qué tan grande debe ser el número a para que 


r» 1 
n x +l 


Estime el valor numérico de he dx expresándolo como la 
suma de Ñ e" dx y fe dx. Aproxime la primera integral 
utilizando la regla de Simpson con n = 8 y demuestre que 
la segunda integral es más pequeña que 1 e* dx, la cual es 
menor que 0.0000001. 


dx < 0.001 


Si f(t) es continua para t = 0, la transformada de Laplace 
de f es la función F definida por 


F(s) = le fe" dt 


y el dominio de F es el conjunto que consiste en todos los 
números s para los cuales la integral converge. Encuentre las 
transformadas de Laplace de las funciones siguientes. 


(a) fO=1 b) f4) =e' (c) f(t) =t 


Demuestre que si 0 < f(t) = Me“ para t => 0, donde M y a 
son constantes, entonces la transformada de Laplace F(s) 
existe para s > a. 


Suponga que 0 < f(A < Me“y 0 < f'(t) S Ke” para t > 0, 
donde f'es continua. Si la transformada de Laplace de 
F(0) es F(s) y la transformada de Laplace de f'(t) es G(s), 


demuestre que 
G(s) = sF(s) — f(0) s>a 


Si E f(x) dx es convergente y a y b son números reales, 
demuestre que 


E fu dx + Al x) dx = w f(x)dx + ot (x) dx 


y? 


Demuestre que |F x%e” 


f1 


æ =x? 


Demuestre que | e “dx = | 
integrales como áreas. 


y —In y dy interpretando las 


Encuentre el valor de la constante C para la cual la integral 


| — dx 
Jo \yVx2 +4 x+2 


converge. Evalúe la integral para este valor de C. 


Encuentre el valor de la constante C para la cual la integral 


pæ X C 
E = dx 
l — 3) 


converge. Evalúe la integral para este valor de C. 


Suponga que f es continua en [0, %) y lím _,„ f(x) = 1. ¿Es 
posible que le fœ) dx sea convergente? 


Demuestre que sia > —1 y b> a + 1, entonces la integral 
siguiente es convergente. 


a 


Poo Xx 


——— dx 
Jo 1 +x? 


REPASO 


VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 
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Las respuestas a la verificación de conceptos se encuentran en las páginas finales del libro. 


1. Establezca la regla para la integración por partes. En la 
práctica, ¿cómo se utiliza? 


2. ¿Cómo se evalúa | sen”x cos"x dx si m es impar? ¿Qué pasa 
si n es impar? ¿Qué ocurre si m y n son pares? 


3. Si la expresión Va? — x se presenta en una integral, ¿qué 
sustitución se puede intentar? ¿Qué pasa si se presenta 


Va? + 12? ¿Y si se presenta Vx? — a?? 


4. ¿Cuál es la forma de la descomposición en fracciones 
parciales de una función racional P(x)/0(x) si el grado de 
P es menor que el grado de O, y O(x) tiene factores lineales 
distintos? ¿Qué pasa si tiene factores lineales repetidos? 
¿Y qué ocurre si Q(x) tiene un factor cuadrático irreducible 
(no repetido)? ¿Y si el factor cuadrático se repite? 


EXAMEN VERDADERO-FALSO 


5. 


Establezca las reglas para la aproximación de la integral 
definida IN f(x) dx con la regla del punto medio, la regla del 
trapecio y la regla de Simpson. ¿Cuál esperaría que diera la 
mejor estimación? ¿Cómo se aproxima la estimación del error 
para cada regla? 


. Defina las integrales impropias siguientes. 


o) f Sa dx 


(a) Pro dx (c) C Fx) dx 


. Defina la integral impropia r f(x) dx para cada uno de los casos 


siguientes. 

(a) f tiene una discontinuidad infinita en a. 

(b) f tiene una discontinuidad infinita en b. 

(c) f tiene una discontinuidad infinita en c, donde a < c < b. 


. Establezca el teorema de comparación para integrales impropias. 


Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero, 
explique por qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo que 
refute el enunciado. 


. Si f es continua, entonces E, f(x) dx = lím» E ¿FG dx. 


. La regla del punto medio es siempre más exacta que la regla del 


trapecio. 


x(x? + 4) A B 
—=5—— pued ibi la fi + : : , 
2-4 PO a x+2 x-2 9. (a) Toda función elemental tiene una derivada elemental. 
(b) Toda función elemental tiene una antiderivada elemental. 
x? + a A B C 
2. x(x? — 4) puede escribirse en la forma x x+2 . x-2' 10. Sif es continua en [0, %) y Ñ fœ) dx es convergente, entonces 
' K fŒ) dx es convergente. 
x+4 E A B 
A — 4) puede escribirse en la forma Po + reg 11. Si f es una función continua y decreciente en [1, %) y 
lím f(x) = 0, entonces Ñ f(x) dx es convergente. 
2-4 A B 
4. FEA puede escribirse en la forma m + RT 12. A li p a dx son ambas convergentes, entonces 
a GO) + ga es convergente. 
4 X. (90 poo e 
5. l al dx = 4 In 15. 13. Si fa fx) dx y Ego dx son ambas divergentes, entonces 
i IN [f00) + g—o)] dx es divergente. 
eo 1 r roo A ro ed 
6. | no dx es convergente. 14. Si f(x) = g(x) y Í o J@) dx diverge, entonces ] o FG) dx también 
e diverge. 
EJERCICIOS 
Nota: en los ejercicios 7.5 se proporciona práctica adicional en p e®™ "7/6 
ani : “a 3. dx 4. t sen 21 dt 
técnicas de integración. J seck J 
1-40 Evalúe la integral 5. M sen 0 e? de 6. i x’ In x dx 
rm2 (x+ 1) "2 X (7/2 , r d 
1. | ——— dx 2. | z dx 7. | /2 sen?0 cos?0 de 8. | Eaa 
1 X Ji (x+ 1) Jo Y Je=1 
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9. Í 


11. | 


13. Í 
15. | 
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sen (ln 1) 


dx 
X 
e dx 
x= 
= 7 dx 
o AA 


17. Í x cosh x dx 


19. | x sec x tan x dx 


21. Í 


23. Í 


25. Í 


dx 


Y xyx?w+1 


3x? — x? + 6x — 4 


dx 


(x? + 1)(x? + 2) 


27. w cosĉx sen 2x dx 
0 


29. | 


31. í 


33. Í 


35 


37. | (cos x + sen x)? cos 2x dx 


3 X 


2 
x? 


(4 Zi aya 


1 


"1/2 xe 
(1 + 2xy? 


e yx + x3/2 


2x 


E i 
J-3 1 + |x] 


mio etyer — 1 


er +8 


dx 


dx 


dx 


dx 


12. 


14. 


16. 


18. 


20. 


22. 


24. 


26. 


28 


30 


32. 
34. 


36. 


38. 


40 


1 /arctan x 
pesen a 


J 1+x? 


Í tanř0 sec*0 d0 
| cos yt dt 
f te” dt 


| x sen x cos x dx 


o 
. == —UX 
Yx —1 


dx 
` f e1 = p 


7/4 X sen x 
í y 


Jo cosóx 


f (arcsen x} dx 


10 


po 
— d 
1 + tano 


Í 24 dx 


vx 
i po 4/tan ð 


7/4 sen 20 


de 


41-50 Evalúe la integral o demuestre que es divergente. 


41. i are 


1 


42 


IN In x 
E 1 


Poo dx 
-» 4x? + 4x +5 


49. | 


FS 51-52 Evalúe cada una de las integrales indefinidas siguientes. 
Ilustre y verifique que su respuesta sea razonable graficando la 
función y su antiderivada (tome C = 0). 


51. | ne? + 2x + 2) dx 


FF 53. Trace la gráfica de la función f(x) = cos?x sen?x y utilice la 
g y 
gráfica para inferir el valor de la integral Fa f(x) dx. Luego 


evalúe la integral para confirmar su suposición. 


EN 54. (a) ¿Cómo evaluaría i] x%e* dx a mano? (No realice la inte- 
gración.) 

(b) ¿Cómo evaluaría i] xe 
la evaluación.) 

(c) Utilice un SAC para evaluar i] e” dx. 

(d) Trace la gráfica del integrando y la integral indefinida en 


la misma pantalla. 


-> dx utilizando tablas? (No realice 


55-58 Utilice la tabla de integrales de las páginas de referencia 
para evaluar la integral. 


55. [Vaz = 4x3 dx 


56. Í esc% dt 


cot x 


57. Í cos xy4 + sen?x dx = dix 
4/1 + 2sen x 


58. f 


59. Verifique la fórmula 33 en la tabla de integrales (a) derivando 
y (b) utilizando una sustitución trigonométrica. 


60. Verifique la fórmula 62 en la tabla de integrales. 


61. ¿Es posible encontrar un número n tal que Ñ x” dx sea 
convergente? 


(00 


62. ¿Para qué valores de a es | o e” cos x dx convergente? Evalúe la 
integral para esos valores de a. 


63-64 Utilice (a) la regla del trapecio, (b) la regla del punto 


medio y (c) la regla de Simpson con n = 10 para aproximar la 
integral dada. Redondee sus respuestas a seis decimales. 


64. | Vx cos x dx 


65. Estime los errores implicados en el ejercicio 63, incisos (a) y 
(b). ¿Cuán grande debe ser n en cada caso, para garantizar un 
error menor que 0.00001? 


66. Utilice la regla de Simpson con n = 6 para estimar el área 
bajo la curva y = e*/x de x = l ax = 4. 


EN 69. 


67. La lectura en un velocímetro (v) en un automóvil fue hecha 
a intervalos de un minuto y registrados en una tabla. Utilice 
la regla de Simpson para estimar la distancia recorrida por 
el automóvil. 


t (min) | v(km/h) t (min) | v (km/h) 
(0) 64 6 90 
1 67 7 91 
2 72 8 91 
3 78 9 88 
4 83 10 90 
5 86 


68. Una población de abejas aumentó en una proporción de r(t) 
abejas por semana, donde la gráfica de r es como se mues- 
tra. Utilice la regla de Simpson con seis subintervalos para 
estimar el incremento de la población de abejas durante las 
primeras 24 semanas. 


TA 
12000 + MES A — 
8000 | 7 A | 
4000 
/ 
—— + > 
0. 4 8 12 16 20 24 t 
(semanas) 


(a) Si f(x) = sen(sen x), utilice una gráfica para encontrar 
un límite superior para | f®@ |. 

(b) Utilice la regla de Simpson con n = 10 para aproxi- 
mar LES) dx y utilice el inciso (a) para estimar el 
error. 

(c) ¿Qué tan grande debe ser n para garantizar que el 
tamaño del error al utilizar S, sea menor que 0.00001? 


70. Suponga que se le pide estimar el volumen de un balón 
de futbol. Al hacer la medición encuentra que un 
balón de futbol mide 28 cm de largo. Con una cuerda 
se determina que la circunferencia en su punto más 
amplio es de 53 cm. La circunferencia a 7 cm de cada 
extremo es de 45 cm. Utilice la regla de Simpson para 
hacer su estimación. 


71. 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


77. 


78. 


79. 


80. 
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Utilice el teorema de comparación para determinar si la inte- 
gral es convergente o divergente. 
@ j 2+ se 1 y 
a == ME ——— dx 
i Vx Vl+x 


Encuentre el área de la región acotada por la hipérbola 
y — x =1 y la recta y = 3. 


wf 


Determine el área acotada por las curvas y = cos x y 
y = cos’x entre x = Q yx = T. 


Determine el área de la región acotada por las curvas 


y=1/2+Vx),y=1/0-Vxyx= 1. 


La región bajo la curva y = cos?x, 0 S x S 7/2, se rota 
alrededor del eje x. Encuentre el volumen del sólido 
resultante. 


La región en el ejercicio 75 rota alrededor del eje y. 
Encuentre el volumen del sólido resultante. 


Si f' es continua sobre [0, 00) y lím _.. f(x) = 0, demuestre 
que 


[70 dx= -FO 


Es posible extender la definición de valor promedio de una 
función continua a un intervalo infinito, definiendo el valor 
promedio de f sobre el intervalo [a, 9%) como 


(a) Encuentre el valor promedio de y = tan”!x en el intervalo 
[0, co). 

(b) Si fœ) => 0y FCO dx es divergente, demuestre que el 
valor promedio de f en el intervalo [a, co) es lím _.. fŒ), 
si este límite existe. 

(c) Si ICO dx es convergente, ¿cuál es el valor promedio 
de f sobre el intervalo [a, 00)? 

(d) Encuentre el valor promedio de y = sen x en el intervalo 
[0, co), 


Utilice la sustitución u = 1/x para demostrar que 


re lnx 
l, dx=0 


l+x 
La magnitud de la fuerza de repulsión entre dos cargas con el 
mismo signo, una de tamaño 1 y la otra de tamaño q es 


— q 
4Ter? 


donde r es la distancia entre las cargas y e, es una constante. 
El potencial V en un punto P debido a la carga q está definido 
como el trabajo realizado para traer una carga unitaria a P 
desde el infinito, a lo largo de una recta que une q y P. 
Encuentre una fórmula para V. 


Problemas 
adicionales 


Cubra la solución del ejemplo e intén- 
telo primero por sí mismo. 


El] Los principios para la solución de 
problemas se discuten en la página 71. 


Las gráficas por computadora de la 
figura 1 hacen que parezca razonable 
que todas las integrales del ejemplo 
tengan el mismo valor. La gráfica de 
cada integrando se identifica con el 
valor correspondiente de n. 


1 


FIGURA 1 
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EJEMPLO 


(a) Demuestre que si f es una función continua, entonces 
[FO dx= | fla — x) dx 
Jo Jo 


(b) Utilice el inciso (a) para demostrar que 


i sen”x T 
X 
Jo  sen"x + cos”x 4 


para todo número positivo n. 


SOLUCIÓN 
(a) A primera vista, la ecuación dada podría parecer un poco desconcertante. ¿Cómo 
puede relacionarse el lado izquierdo con el lado derecho? Con frecuencia, las relacio- 
nes pueden hacerse a través de uno de los principios de resolución de problemas: intro- 
duzca algo extra. Aquí, el ingrediente extra es una nueva variable. Es común pensar en 
introducir una nueva variable cuando se utiliza la regla de sustitución para integrar una 
función específica. Pero esta técnica aún es útil en esta circunstancia en la que se tiene 
una función general f. 

Una vez que se concibe la sustitución, la forma del lado derecho hace pensar que 
debe ser u = a — x. Entonces du = —dx. Cuando x = 0, u = a; cuando x = a, u = Q. 
Así, 


pra — x) dx = JO) du = IO du 


Pero esta integral del lado derecho es solo otra forma de escribir k f(x) dx. Así, la 
ecuación dada queda demostrada. 


(b) Sea Z la integral dada, y aplique el inciso (a) con a = 7/2, se obtiene 


sen'(77/2 — x) j 
x 


sen”x O w 
sen”(m/2 — x) + cos”(m/2- x) — 


n n dx 
Jo sen”x + cos”x JO 


Una identidad trigonométrica bien conocida indica que sen(7r/2 — x) = cos x y 
cos(71r/2 — x) = sen x, por lo que se obtiene 


P/2 cos” x 
I == n n 
Jo  cos"x + sen”x 


Observe que las dos expresiones para / son muy similares. De hecho, los integrandos 
tienen el mismo denominador. Esto hace pensar que deben sumarse las dos expresiones. 
Si se hace así, se obtiene 


21 1/2 Sen"x + cos”x (7/2 


Jo  sen"x + cos”x 


Por tanto, I = 77/4. E 
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FIGURA PARA EL PROBLEMA 1 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 6 


10. 


. Tres estudiantes de matemáticas han ordenado una pizza de 14 pulgadas. En lugar de 


cortar en la forma tradicional, deciden hacer cortes paralelos, como se ve en la figura. 
Debido a sus conocimientos de matemáticas, pueden determinar dónde cortar de modo 
que cada uno obtenga la misma cantidad de pizza. ¿Dónde se hacen los cortes? 


. Evalúe 


1 


Jx =x 


dx 


Un método directo sería empezar con fracciones parciales, pero eso sería demasiado 
complejo. Intente una sustitución. 


. Evalúe | (Y1=x = 1 —x3) dx. 


(rl 
0 


. Los centros de dos discos con radio 1 están apartados una unidad. Encuentre el área de 


la unión de ellos. 


. Una elipse es cortada por un círculo de radio a. El eje mayor de la elipse coincide 


con un diámetro del círculo, y el eje menor tiene longitud 2b. Demuestre que el área 
de la parte restante del círculo es la misma que el área de una elipse con semiejes a 
y a —b. 


. Un hombre parado inicialmente en el punto O camina a lo largo de un muelle jalando un 


bote mediante una cuerda de longitud L. El hombre mantiene la cuerda recta y tensa. La 
trayectoria que sigue el bote es una curva llamada tractrix y tiene la propiedad de que la 
cuerda es siempre tangente a la curva (véase la figura). 
(a) Demuestre que si la trayectoria seguida por el bote es la gráfica de la función 

y = f(x), entonces 


FU) 
dx X 
(b) Determine la función y = f(x). 
. Una función f está definida por 
f(x) = IN cos t cos(x — t) dt 0O<x<2r 


Encuentre el valor mínimo de f. 


. Si n es un entero positivo, demuestre que 


| (lIn x)"dx = (-1)'n! 


. Demuestre que 


ri : 2r)? 
E e A 
|, (PY as Qn +1)! 


Sugerencia: empiece por demostrar que si /, denota la integral, entonces 


2k +2 
2k + 3 


I 


hr = 


Suponga que f es una función positiva tal que f’ es continua. 
(a) ¿Cómo se relaciona la gráfica de y = f(x) sen nx con la gráfica de y = f(x)? ¿Qué 
sucede cuando n — %? 


541 


(b) Haga una inferencia en cuanto al valor del límite 


lím MIS sen nx dx 
YO 


n— 0 


con base en las gráficas del integrando. 

(c) Utilizando integración por partes, confirme la inferencia que hizo en el inciso (b). 
[Utilice el hecho de que, puesto que f’ es continua, hay una constante M tal que 
[f60)|<Mpara0<x=<1.] 


11. SiO <a < b, encuentre 


r 1/t 
lím fy [bx tal — x] a} 


t— 


FS 12. Trace la gráfica de f(x) = sen(e”) y utilice la gráfica para estimar el valor de 1 tal que 
A +! f(x) dx es un máximo. Después encuentre el valor exacto de t que maximiza esta 
integral. 


O a N 
13. Evalúe | | 7) ax 
n= xX 


14. Evalúe | ytan x dx. 


15. El círculo con radio 1 que se muestra en la figura, toca la curva y = | 2x | dos veces. 
Encuentre el área de la región que está entre las dos curvas. 


16. Un cohete se dispara verticalmente en línea recta quemando combustible a una razón 
constante de b kilogramos por segundo. Sea v = v(t) la velocidad del cohete en el instante 
t, y suponga que la velocidad u del gas de salida es constante. Sea M = M(t) la masa del 
cohete al tiempo t y observe que M disminuye cuando se quema el combustible. Si se 
desprecia la resistencia del aire, se deduce de la segunda ley de Newton que 


dv 


F=M a ub 
FIGURA PARA EL PROBLEMA 15 
donde la fuerza F = —Mg. Por lo que 
dv 
11) M — — ub = —Mg 
dt 


Sea M, la masa del cohete sin combustible, M, la masa inicial del combustible y 

M, = M, + M,. Entonces, hasta que se agota el combustible en el tiempo + = M,/b, la 

masa es M = M, — bt. 

(a) Sustituya M = M, — bt en la ecuación 1 y resuelva la ecuación resultante para v. 
Utilice la condición inicial v(0) = O para evaluar la constante. 

(b) Determine la velocidad del cohete en el tiempo t = M,/ b. Esta se llama velocidad 
de combustible agotado. 

(c) Determine la altura del cohete y = y(t) y el tiempo en que se quema todo el 
combustible. 

(d) Determine la altura del cohete en cualquier tiempo t. 
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Aplicaciones adicionales 
de la integración 


El arco Gateway en San Louis, 
Missouri, mide 192 metros de 
alto y fue terminado en 1965. 
El arco fue diseñado por Eero 
Saarinen con una ecuación 
que implica la función coseno 
hiperbólico. En el ejercicio 
8.1.42 se pide calcular la 
longitud de la curva que 

se utilizó. 


© planet5D LLC / Shutterstock.com 


ALGUNAS APLICACIONES de las integrales se abordaron en el capítulo 6: áreas, volúmenes, 
trabajo y valores promedio. Ahora se exploran algunas de otras muchas aplicaciones geométri- 
cas de la integración —la longitud de una curva y el área de una superficie—, así como cantidades 
de interés en física, ingeniería, biología, economía y estadística. Por ejemplo, se investigará el 
centro de gravedad de una placa, la fuerza ejercida por la presión del agua en una presa, el flujo 
sanguíneo del corazón humano y el tiempo promedio de espera durante una llamada telefónica 
de atención al cliente. 
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8.1 Longitud de arco 


FIGURA 1 


Visual 8.1 muestra una animación 
de la figura 2. 


FIGURA 2 


FIGURA 4 


FIGURA 3 


¿Qué se entiende por longitud de una curva? Podría pensar en ajustar un segmento de 
cuerda a la curva de la figura 1, y después medir la cuerda con una regla. Pero eso podría 
ser difícil de hacer con mucha exactitud si se tiene una curva complicada. Entonces, se 
necesita una definición precisa para la longitud de un arco de una curva, en el mismo 
sentido que las definiciones desarrolladas para los conceptos de área y volumen. 

Si la curva es un polígono, se puede determinar con facilidad su longitud; solo se 
necesitan sumar las longitudes de los segmentos de recta que forman el polígono (puede 
usar la fórmula de la distancia para determinar esta entre los puntos extremos de cada 
segmento). Con esta estrategia, podemos definir la longitud de una curva general aproxi- 
mándola primero mediante un polígono y luego tomando un límite cuando se incrementa 
el número de segmentos del polígono. Este proceso es conocido para el caso de un 
círculo, donde la circunferencia es el límite de longitudes de polígonos inscritos (véase 
la figura 2). 

Ahora supongamos que una curva C se define mediante la función y = f(x), donde f 
es continua y a S x <S b. Así puede obtener una aproximación poligonal a C dividiendo 


el intervalo [a, b] en n subintervalos con puntos extremos xo, x1, . . . , X, y de igual ancho 
a Ax. Si y; = fxi), entonces el punto P;(x;, yi) está sobre C, y el polígono con vértices Po, 
Pı, . . . , Pa, ilustrado en la figura 3, es una aproximación a C. 


xy 


La longitud L de C es aproximadamente la longitud de este polígono y la aproxima- 
ción es mejor cuando se incrementa n. (Véase la figura 4, donde se ha ampliado el arco 
de la curva entre P;-, y P; y se muestran las aproximaciones con valores sucesivamente 
más pequeños de Ax. Por tanto, se define la longitud L de la curva C con ecuación 
y = f(x), a S x <= b, como el límite de las longitudes de estos polígonos inscritos (si el 
límite existe): 


(1) L = lím Y | Pi-1P,| 
1 


n>0o i= 


Observe que el procedimiento para definir la longitud de arco es muy similar al utili- 
zado para definir área y volumen: se divide la curva en un gran número de partes peque- 
ñas. Luego, se determinan las longitudes aproximadas de estas y se suman. Por último, 
se toma el límite cuando n — o, 

La definición de la longitud de arco expresada en la ecuación 1 no es muy conveniente 
para calcularse con una computadora pero se puede deducir una fórmula integral para L 
en el caso donde f tiene una derivada continua. [Tal función f se denomina suave porque 
un cambio pequeño en x produce un cambio pequeño en f'(x).] 

Si Ay; = y; — y;-1, entonces 


| Pi-1P;| = NES a Xi)? + (y= Yi-1) el (Ax)? + (Ay;)? 


FIGURA 5 
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Al aplicar el teorema del valor medio a f en el intervalo [x;-1, x;], hay un número x* entre 
Xi-1 y x;tal que 


f(x) Fui) z FO (xi = Xi-1) 


esto es, Ay; = f (37) Ax 


Por lo que 


[PP] = VA) + (Ay)? = (Ax)? + [f'a Ax]? 


= V1 + [£GDP V(Ax} = V1 + [f'a] Ax (ya que Ax > 0) 
Por tanto, por la definición 1, 


L= lím X | P;-1P;| = lím Y V1 + [F'QÄF Ax 
> i=] n>% i=] 


Esta expresión se reconoce como igual a 
Mb 
| VI +OP dx 


por la definición de una integral definida. Esta integral existe porque la función 
g(x) = v1 + [f'(x)F es continua. Con esto, se ha demostrado el teorema siguiente: 


(2) Fórmula de la longitud de arco Sif’ es continua en [a, b], entonces la lon- 
gitud de la curva y = f(x), a S x S b, es 


L= | y1 + OF dx 


Si se usa la notación de Leibniz para derivadas, la fórmula de la longitud de arco se 
expresa como: 


El L=/ (2) as 


EJEMPLO 1 Determine la longitud del arco de la parábola semicúbica y? = x’ entre 
los puntos (1, 1) y (4, 8). (Véase la figura 5.) 


SOLUCIÓN Para la mitad superior de la curva se tiene 


y, por tanto, la fórmula de longitud de arco da 


4 dy Y? ra <= 
L=] ys (2) dx = [V1 + $x dx 
1 dx J1 


Si sustituye u = 1 + łx, entonces du = ¿dx. Cuando x = 1, u = |?; cuando x = 4, u = 10. 
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Como comprobación de la respuesta 
al ejemplo 1, observe en la figura 5 
que la longitud de arco debe ser un 
poco más grande que la distancia de 
(1, 1) a (4, 8), que es 


v58 = 7.615773 


De acuerdo con el cálculo del ejem- 
plo 1, se tiene 


L = 4(80 V10 — 13/13) 
= 7.633705 


Con certeza suficiente, esta es un 
poco más grande que la longitud del 
segmento de recta. 


En la figura 6 se muestra el arco 
de la parábola cuya longitud se 
calculó en el ejemplo 2, junto con 
las aproximaciones poligonales 
que tienen segmentos de recta 
n = l yn = 2, respectivamente. 
Para n = 1 la longitud aproxima- 
da es Lı = y2, la diagonal de un 
cuadrado. En la tabla se mues- 
tran las aproximaciones L£, que 
se obtienen al dividir [0, 1] en n 
subintervalos iguales. Observe 
que cada vez que se duplica el 
número de lados de un polígono, 
se aproxima más a la longitud 
exacta, que es 

v5 i In(v5 + 2) 


' = 1.478943 
2 4 


FIGURA 6 


Por tanto 


= [10 — (2)"] = ¿(60/10 - 13/73) m 


Si una curva tiene la ecuación x = g(y), c S y S d, y g'(y) es continua, entonces al 
intercambiar los papeles de x y y en la fórmula 2 o en la ecuación 3, se obtiene la fórmula 
siguiente para su longitud: 


(4) e= E + [F'O dy = f 


c 


EJEMPLO 2 Encuentre la longitud del arco de la parábola y? = x de (0, 0) a (1, 1). 
SOLUCIÓN Puesto que x = y?, se tiene dx/dy = 2y, y la fórmula 4 da 


l dx Y MS 
i=] yu (5) dy = | VA 
0 dy JO 


Se hace la sustitución trigonométrica y = 5 tan 0, lo que da dy = 5 sec?0 d0 y 
V1 + 4y? = y1 + tan?9 = sec 6. Cuando y = 0, tan 0 = 0; por tanto, 9 = 0; cuando 


y = 1, tan 0 = 2, así que 0 = tan” '2 = a, por ejemplo. Por tanto, 


L 


IN sec 0 - $ sec%0 de = 5 $ sec*0 dO 


J0 


: Lsec 9 tan 0 + In|sec 0 + tan 0 i (del ejemplo 7.2.8) 


n= 


= lsec a tana + In [sec a: + tan ar) 


(Se pudo haber usado la fórmula 21 de la tabla de integrales.) Puesto que tan æ = 2, se 
tiene que secta: = 1 + tana = 5, por lo que sec œ = V5 y 


_ 5, my5 +2) e 


L 
2 4 
YA n IEn 
1 1.414 
2 1.445 
4 1.464 
8 1.472 
16 1.476 
32 1.478 
En 64 1.479 


Al verificar el valor de la integral 
definida con una aproximación más 
exacta producida por un sistema 
algebraico computacional, se ve que 
la aproximación por medio de la 
regla de Simpson es exacta con una 
aproximación de cuatro decimales. 
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Debido a la presencia de la cuadrada en las fórmulas 2 y 4, el cálculo de una longitud de 
arco a menudo conduce a una integral que es muy difícil o incluso imposible de evaluar 
de manera explícita. Así, algunas veces, solo se puede encontrar una aproximación de la 
longitud de una curva, como en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 3 


(a) Plantee una integral para la longitud del arco de la hipérbola xy = 1 del punto (1, 1) 
al punto (2, D. 
(b) Use la regla de Simpson con n = 10 para estimar la longitud de arco. 


SOLUCIÓN 
(a) Se tiene 


y, por tanto, la longitud de arco es 


tfi (Gaf irka EE 


(b) Por medio de la regla de Simpson (véase la sección 7.7) cona = 1, b = 2, n = 10, 


Ax = 0.1 y f(x) = y1 + 1/x*, se tiene 


| Te d. 
x 
yl x? 


0 + 4f(1.1) + 2£(1.2) + 4£(1.3) + --* + 2£(1.8) + 40.9) + f(D] 


L 


L 


= 1.1321 E 


E La función longitud de arco 


Es útil tener una función que mida la longitud de arco de una curva de un determinado 
punto de partida a cualquier otro punto sobre la curva. Así, si una curva suave C tiene la 
ecuación y = f(x), a S x <= b, sea s(x) la distancia a lo largo de C del punto inicial Py(a, f(a)) 
al punto Q(x, f(x)). Entonces s es una función, llamada función longitud de arco y, por 
la fórmula 2, 


6) s(x) = F VI+TFOP dt 


(Se ha reemplazado la variable de integración por t para que x no tenga dos significados.) 
Se puede usar la parte 1 del teorema fundamental del cálculo para derivar la ecuación 5 
(ya que el integrando es una función continua): 


E mE a 


En la ecuación 6 se muestra que la razón de cambio de s respecto a x es siempre por 
lo menos 1 y es igual a 1 cuando f'(x), la pendiente de la curva es O. La derivada de la 
longitud de arco es 


dy Y 
ds = l + dx 
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YA y esta ecuación se escribe a veces en la forma simétrica 


La interpretación geométrica de la ecuación 8 se muestra en la figura 7. Puede usarse 
como recurso nemotécnico para recordar las fórmulas 3 y 4. Si escribe L = f ds, entonces 
de la ecuación 8 se puede resolver para obtener (7), que da (3), o se puede resolver para 


(ds) = (dx) + (dyY 


i obtener 
FIGURA 7 — 
ds = LF E dy 
dy 
yA que da (4). 
EJEMPLO 4 Encuentre la función longitud de arco para la curva y = 2 — $ In x 
En tomando Pa(1, 1) como el punto de partida. 
SOLUCIÓN Si fx) = xX — ¿In x, entonces 
1 ele 
/ y=x -lnx 1 
r FG) = 2x- — 
m > 8x 
0 1 x xX 
1 +[ S12 . oil p 
i * 8x OO 2 64x 
FIGURA 8 
ed 1 14 
En la figura 8 se muestra la inter- = 4x4 4 > + s4 = | 2x + Sr 


pretación de la función longitud de 

arco del ejemplo 4. En la figura 9 se n 1 
muestra la gráfica de esta función v1 + LPI S= 2a A 
de longitud de arco. ¿Por qué s(x) es i 
negativa cuando x es menor que 1? 


(ya que > 0) 


Por lo que la función longitud de arco está dada por 


YA 
/ s(x) = | VI +F OF dt 
14 l J 
/ Xx 1 P 1 pa 
/ = iF di =P? + tnt) 
"4 > 1 81 
0 A Y 
/ =2+1nx-1 
s(x) =x? + ł Inx—1 
Por ejemplo, la longitud de arco a lo largo de la curva de (1, 1) a (3, A(3)) es 
zad In 3 
FIGURA 9 s(3)=3+g¿1n3—1 = 8 +- 7 81373 a 


8.1 EJERCICIOS 


1. Use la fórmula de longitud de arco (3) para encontrar la 
longitud de la curva y = 2x — 5, —1 S x S 3. Compruebe 
su respuesta observando que la curva es un segmento de recta 
y calculando su longitud con la fórmula de la distancia. 


2. Use la fórmula de la longitud de arco para encontrar la 
longitud de la curva y = Y=x,0<x=<1. Compruebe 
su respuesta observando que la curva es parte de una 
circunferencia. 


3-8 Plantee una integral que represente la longitud de las curvas 
siguientes. Después, utilice su calculadora para encontrar la 
longitud con cuatro decimales de precisión. 


3. y=snx,0=x=<=Tr 4 y=xe*0=x=2 
5. y=x-Inx, l=x=4 


l.x=vy -y l=y=4 


6. x=y?-2y0=<y=<2 


8. y? =Inx, -1=y=<l 


9-20 Determine la longitud exacta de la curva. 


9. y=1+6:% (O<x<1 


13. y= — + ——, l=x=2 
7 6 10x* 


14. y = In(cos x), 0O=x=< 1/3 
15. y = In(secx), 0=x=< 7/4 
16. y =3+3cosh2x, 0<x=<1 


l=x=2 


21-22 Encuentre la longitud de arco de la curva del punto P al 
punto O. 


21. y= he, P(=1,1), o(1, 4) 
22. x° = (y — 4}, P(1,5), 0(8, 8) 


23-24 Trace la gráfica de la curva y estime visualmente su 
longitud. Luego utilice su calculadora para determinar la longitud 
precisa a cuatro decimales. 


33. y= ta lex< 


Mos 


24. y=x+c0sx, 0O=x=<xm/2 


25-28 Use la regla de Simpson con n = 10 para estimar la 
longitud de arco de las curvas siguientes. Compare su respuesta 
con el valor de la integral que obtiene con su calculadora. 


25. y = xsen x, 0=x=< 271 26. y=4x,1=<x=<6 


27. y=In1+x%)0=<x=<5 2B.y=e",0=<x=<2 


FS 29. (a) Trace la gráfica de la curva y =x/4—x,0=<x=<4, 


(b) Calcule las longitudes de polígonos inscritos con n = 1, 
2 y 4 lados. (Divida el intervalo en subintervalos iguales.) 
Ilustre trazando estos polígonos (como en la figura 6). 


En 31. 


EN 32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 
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(c) Plantee una integral para la longitud de la curva. 

(d) Use su calculadora para encontrar la longitud de la curva 
redondeada a cuatro decimales. Compare con las aproxi- 
maciones del inciso (b). 


. Repita el ejercicio 29 para la curva 


y =x+senx 


Use un sistema algebraico computacional o una tabla de 
integrales para encontrar la longitud exacta del arco de la 
curva y = e* que está entre los puntos (0, 1) y (2, e?). 


Utilice un sistema algebraico computacional o una tabla 
de integrales para encontrar la longitud exacta del arco de 
la curva y = x** que está entre los puntos (0, 0) y (1, 1). 

Si su sistema algebraico computacional tiene problemas 
para evaluar la integral, haga una sustitución que cambie la 


integral en una que el sac pueda evaluar. 


Trace la curva con ecuación 1% + y”? = 1 y utilice la 
simetría para encontrar su longitud. 


(a) Trace la curva y? = x. 

(b) Use las fórmulas 3 y 4 para plantear dos integrales para 
la longitud de arco de (0, 0) a (1, 1). Observe que una de 
estas es una integral impropia y evalúelas. 

(c) Determine la longitud de arco de esta curva de (—1, 1) 

a (8, 4). 


Encuentre la función longitud de arco para la curva y = 21%? 
con punto inicial Pa(1, 2). 


(a) Encuentre la función longitud de arco para la curva 
y = In(sen x), 0 < x < 77, con punto inicial (7/2, 0). 
(b) Trace la gráfica de la curva y su función longitud de arco 
en la misma pantalla. 


Encuentre la función longitud de arco para la curva 
y = sen™'x + y1 — x? con punto inicial (0, 1). 


La función longitud de arco de una curva y = f(x), 


donde fes una función creciente, es s(x) = E V3t +5 dt. 

(a) Si ftiene intersección y = 2, encuentre una ecuación para f. 
(b) ¿Qué punto de la gráfica de f está a 3 unidades a lo largo 
de la curva desde la intersección con el eje y? Exprese su 
resultado redondeado a 3 cifras decimales. 


Para la función f(x) = Lo + e *, demuestre que la longitud 
del arco en cualquier intervalo tiene el mismo valor que el 
área bajo la curva. 


Un viento continuo arrastra un cometa hacia el oeste. La altura 

del cometa por encima de la superficie de la tierra de la posición 
horizontal x = 0 ax = 25 m está dada por y = 50 — 0.1(x — 157. 

Encuentre la distancia recorrida por el cometa. 


Un halcón que vuela a 15 m/s a una altitud de 180 m deja 
caer su presa accidentalmente. La trayectoria parabólica de la 
presa en descenso se describe mediante la ecuación 


n 


Xx 
y = 180 — — 
45 
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hasta que choca con el suelo, donde y es la altura sobre el 44. (a) En la figura se muestra un cable telefónico que cuelga 
suelo y x es la distancia horizontal recorrida en metros. entre dos postes en x = —b y x = b. El cable toma la 
Calcule la distancia que recorre la presa desde el momento forma de una catenaria con ecuación y = c + a cosh(x/a). 
en que se deja caer hasta que choca con el suelo. Exprese su Encuentre la longitud del cable. 

respuesta correcta hasta el decímetro más próximo. M (b) Suponga que dos postes de teléfono están a una distancia 


de 20 m y que la longitud del cable entre los postes es de 
20.4 m. Si el punto mínimo del cable debe estar a 9 m 


arriba del suelo, ¿a qué altura en cada poste debe estar 
y = 211.49 — 20.96 cosh 0.03291765x unido el cable? 


42. El arco Gateway en San Luis (EE. UU.) (véase la foto en la 
página 543) fue construido utilizando la ecuación 


para la curva central del arco, donde x y y se miden en metros y YA 
|xl < 91.20. Establezca una integral para la longitud de arco 
y utilice su calculadora para estimar su longitud al metro más 
cercano. 


43. Un fabricante de techos de metal corrugado quiere producir 
paneles que miden 60 cm de ancho y 4 cm de espesor, 


procesando láminas planas de metal como se muestra en la i : ds 
figura. El perfil del techo toma la forma de una onda seno. 
Verifique que la curva seno tiene ecuación y = 2 sen(11x/15) y 45. Encuentre la longitud de la curva 
determine el ancho w de una lámina de metal plana requerida 
para construir un panel de 60 cm. (Con su calculadora y= f JE — Idt 1<x<4 
evalúe la integral con una aproximación de cuatro dígitos © 
significativos.) FS 46. Las curvas con ecuaciones x" + y" = 1, n = 4, 6, 8,..., se 
llaman circunferencias gordas. Trace la gráfica de las 
curvas con n = 2, 4, 6, 8 y 10 para ver el porqué. Plantee una 
integral para la longitud L» de la circunferencia gorda con n 
; = 2k. Sin intentar evaluar esta integral, exprese el valor del 
— 4cm lím; >: Lor. 
w < 60 cm > f 


PROYECTO DE 
DESCUBRIMIENTO CONCURSO DE LONGITUDES DE ARCO 


Las curvas que se muestran son ejemplos de gráficas de funciones continuas f que tienen las 
propiedades siguientes. 

1. f0 =0y K1) =0. 

2. fx) = 0para0sx<s1. 

3. El área bajo la gráfica de f de O a 1 es igual a 1. 


Sin embargo, las longitudes L de estas curvas son diferentes. 


YA YA YA YA 


L= 3.249 L=2.919 L= 3.152 L= 3.213 


Intente descubrir las fórmulas para dos funciones que satisfagan las condiciones dadas 1, 2 y 3. 
(Sus gráficas podrían ser parecidas a las que se muestran o podrían parecer bastante diferentes.) 
Después calcule la longitud de arco de cada gráfica. El elemento ganador será el que tenga la 
longitud de arco más pequeña. 
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8.2 Área de una superficie de revolución 


circunferencia 27rr 


[> 


cortar h 


| 
| 
h | 
| 
! 


271r 


FIGURA 1 


FIGURA 2 


FIGURA 3 


Una superficie de revolución se forma cuando se hace girar una curva alrededor de una 
recta. Tal superficie es la frontera lateral de un sólido de revolución del tipo analizado en 
las secciones 6.2 y 6.3. 

Se desea definir el área de una superficie de revolución de tal manera que corresponda 
con nuestra intuición. Si el área de la superficie es A, puede imaginar que pintar la super- 
ficie requeriría la misma cantidad de pintura que una región plana con área A. 

Se comenzará con algunas superficies simples. El área de la superficie lateral de un 
cilindro circular con radio r y altura h está dada por A = 2rrh porque puede imaginarse 
como si se cortara el cilindro para después desenrollarlo (como en la figura 1) y obtener 
un rectángulo con dimensiones 27rr y h. 

De igual manera, se puede tomar un cono circular con base de radio r y de altura 
inclinada Z, córtelo a lo largo de la línea discontinua en la figura 2, y aplánelo para formar 
un sector de un círculo con radio l y ángulo central 9= 27rr/1. Se sabe que, en general, el 
área de un sector de un círculo con radio l y ángulo 0 es t 120 (véase el ejercicio 7.3.35) 
y, por tanto, en este caso es 


¿Qué hay acerca de las superficies de revolución más complicadas? Si se sigue la estra- 
tegia que se usó con la longitud de arco, se puede aproximar la curva original mediante un 
polígono. Cuando este se hace girar en torno a un eje, crea una superficie más simple cuya 
área se aproxima al área de la superficie real. Si se toma un límite, se puede determinar el 
área exacta de la superficie. 

Entonces, la superficie de aproximación consta de varias tiras, cada una formada al 
hacer girar un segmento de recta alrededor de un eje. Para encontrar el área de la superficie, 
cada una de estas tiras puede ser considerada la porción de un cono circular, como se mues- 
tra en la figura 3. El área de la tira (o cono truncado) con una altura inclinada / y radios 
superior e inferior r, y r, respectivamente, se encuentra al restar las áreas de los dos conos: 


01) A= mr + L) Tril = a[ (r> 


F D 1 +r al ] 
Considerando los triángulos semejantes se tiene 


h _ 4+! 


ri h 


de donde se obtiene 


nl = rl + ril (0) (2 —= rQDl, = ril 
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(b) Tira de aproximación 


FIGURA 4 


Al sustituir esto en la ecuación 1, se obtiene 


A = mÍril + ral) 


i 
A = 27rrl 


donde r = } (r, + r,) es el radio promedio de la tira. 

Ahora se aplicará esta fórmula a la estrategia. Consideremos la superficie que se 
muestra en la figura 4, que se obtiene al hacer girar la curva y = f(x), a S x <S b, en torno 
al eje x, donde fes positiva y tiene una derivada continua. Para definir el área de la super- 
ficie, se divide el intervalo [a, b] en n subintervalos con puntos extremos Xy, Xi, . .. , X, € 
igual ancho Ax, como se hizo para determinar la longitud de arco. Si y, = f(x;), entonces 
el punto P;(x;, yi) está sobre la curva. La parte de la superficie entre x;_, y x,se aproxima al 
tomar el segmento de recta P,_¡P,, y hacerlo girar alrededor del eje x. El resultado es una 
tira con altura inclinada l = |P,_,P,| y radio promedio r = } (yi-ı + y;) por lo que, por la 
fórmula 2, el área de la superficie es 


q + yi 
2 


2 | Pi-1P;| 


Como en la demostración del teorema 8.1.2, se tiene 
| Pi-1P;| = y1 + [F'O] Ax 


donde x¥ es algún número en [x;-1, x; ]. Cuando Ax es pequeño, se tiene y; = f(x;) = f(x¥) 
y también y;-ı = f(x;-1) = f(x¥), puesto que fes continua. Por tanto, 


i= F i 5 
a = PARL 2046) A+ LOOP de 


y así, una aproximación a lo que se considera el área de la superficie de revolución com- 
pleta es 


El a mft) VIF GAF Ax 


Esta aproximación mejora cuando n — % y, reconociendo a (3) como una suma de 
Riemann para la función g(x) = 27 f(x) V1 + [F'(9P, se tiene 


lím y 2) V1 + [GAE Ax = IN 2rf(0) V1 + [FOF dx 


n>% 


Por tanto, en el caso donde f es positiva y tiene una derivada continua, para la superficie 
obtenida al hacer girar en torno al eje x la curva y = f(x), a S x < b, el área de la super- 
ficie se define como 


[4] | S= F 2) V1 + [FE dx | 
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Con la notación de Leibniz para derivadas, esta fórmula se convierte en 


[5] S= i NI + al dx 
a x 


Si la curva se describe como x = g(y), c S y S d, entonces la fórmula para el área de la 
superficie se transforma en 


y ambas fórmulas 5 y 6 pueden resumirse simbólicamente, utilizando la notación para la 
longitud de arco dada en la sección 8.1, como 


S = | 2ryds 


Para la rotación en torno al eje y, la fórmula del área de la superficie se convierte en 


S = | 2mxds 


donde, como antes, puede usarse 


2 d 2 
de aji Y dx o aeaa Kas dy 
dx dy 


Estas fórmulas pueden recordarse si se considera a 27ry o 27rx como la circunferencia de 
un círculo trazado por el punto (x, y) sobre la curva cuando se hace girar alrededor del 
eje x o al eje y, respectivamente (véase la figura 5). 


xy 


circunferencia = 27r y circunferencia = 27x 


> 


0 Xx 


FIGURA 5 (a) Rotación en torno al eje x: S = Í 27y ds (b) Rotación respecto al eje y: S = Í 2x ds 
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xy 


FIGURA 6 


La figura 6 muestra la parte de 
la esfera cuya superficie se calculó 
en el ejemplo 1. 


En la figura 7 se muestra la super- 
ficie de revolución cuya área se 
calculó como en el ejemplo 2. 


FIGURA 7 


EJEMPLO 1 La curva y = y4 — x?,—1 < x < 1 es un arco de la circunferencia 


xX + y? = 4, Encuentre el área de la superficie obtenida al hacer girar este arco en torno 


al eje x. (La superficie es una parte de una esfera de radio 2. Véase la figura 6.) 


SOLUCIÓN Se tiene 


dy 1 2-1/2 —X 
== 4 = 12) Y“YU-21) = —— 
a ae o e re 
y, por tanto, por la fórmula 5, el área de la superficie es 
dy 
s=| 2 1+ dx 
Hia | 
1 
= 2m f! JAR E -dx 
1 4 = x+ 
= 2r | 3 =A H dx 
=% | ier = dr = 4m |" 1d x = 4r (2) = 87 E 


EJEMPLO 2 El arco de la parábola y = x? de (1, 1) a (2, 4) se hace girar alrededor del 
eje y. Encuentre el área de la superficie resultante. 


SOLUCIÓN 1 Utilizando 


se tiene, de la fórmula 8, 


= 2r [xy +47 dx 


Al sustituir u = 1 + 4x?, se tiene du = 8x dx. Recuerde que al cambiar los límites de 
integración, se tiene 


s= 2m f Vu: tdu 
T (17 ò 2117 
_ == h, uË al 3/2 el 
= S (17/17 - 5/5) 
SOLUCIÓN 2 Utilizando 


x= Vy y w any 


Para comprobar la respuesta del 
ejemplo 2, observe en la figura 7 
que el área de la superficie debe 

ser cercana a la de un cilindro 
circular, con la misma altura y radio 
a la mitad, entre el radio superior 

e inferior de la superficie: 
211(1.51(3) = 28.27. Se calculó 

que el área de la superficie era 


owa — 5/5 ) = 30.85 


que parece razonable. De manera 
alternativa, el área de la superficie 
debe ser un poco más grande que 
el área de un cono truncado con la 
misma base y tapa. De la ecuación 
2, esto es 27r (1.5)(v10 ) = 29.80. 


Otro método: Utilice la fórmula 6 
con x = ln y. 


O utilice la fórmula 21 de la tabla de 
integrales. 


8.2 EJERCICIOS 


1-6 
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se tiene 


um 
II 


4 dx Y 
| 27x ds = p 2rx 4/1 + EN dy 
y y y 


TT 17 
= |. yu du  (dondeu = 1 + 4y) 


= S (11/17 = 5/5) (como en la solución 1) 


2r [y y + 7 a= 2 f ly + ¿dy = m |. Vay + 1 dy 
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EJEMPLO 3 Encuentre el área de la superficie generada al hacer girar la curva y = e”, 


0 = y <= l, en torno al eje x. 


SOLUCIÓN Utilizando la fórmula 5 con 


x 


y=e y E 


se tiene 


2 n 
S= f 2Ty y + (5) dx = 21 [e1 + e* dx 
J0 


p 
= 2r IN y1 + u? du (donde u = e”) 


= 2r f 


T, 


Il 


2r + 3|sec 9 tan 0 + In [sec O + tan ol. 


Il 


Ya que tan a = e, se tiene secta: = 1 + tanda = 1 + e? y 


sec*0 de (donde u = tan 0 y a = tan !e) 
4 
(según el ejemplo 7.2.8) 


[sec a tana + In(sec a + tana) — y2 — In(y2 + 1)] 


S = nley TF e + Inle + JT Fe?) - y2 — In(y2 + 1)] 


7-14 Determine el área de la superficie obtenida al hacer girar la 


(a) Plantee una integral para el área de la superficie obtenida al 


curva en torno al eje x. 


hacer girar la curva en torno (i) al eje x y (ii) al eje y. 


(b) Utilice la capacidad numérica de su calculadora para evaluar las E O e RT 
áreas de superficie con una aproximación de cuatro decimales. BALTA 8. y SSA 
, 9.y=x+1,0=<x=<3 10. 9x =y?+18,2=<=x=<6 
1. y = tanx, 0 S x < 7/3 2.y=1%1=x=<2 
; 11. y = cos(x), 0S x<&r  12.y=yY1+4x,1<x=<5 
3. y=e™, -1<x<1 4. x=InQy+1) 0<y=<1 2 (21) i 


5.x=y+y,0=<y<l 6. y= tan lx, 0=x=<2 


13. y = sen mx, 0=x=<1 14. x=1 +27, 1<y=<2 
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15-18 La curva dada se hace girar alrededor del eje y. Encuentre 
el área de la superficie resultante. 


15. y = an, 0O=x=12 
16. P+y=1,0<y<1 


17. x = ya? — y?, 0=y=<=a/2 


18. Y = ¿Xx —zlnx, ls=x=2 


19-22 Use la regla de Simpson con n = 10 para aproximar el área 
de la superficie obtenida al hacer girar la curva alrededor del eje x. 
Compare su respuesta con el valor de la integral producido por su 
calculadora. 


19. y=Inx, 1=<x=<3 20. y=x+ yx, 1<x=<2 


23-24 Use un sac o una tabla de integrales para encontrar el área 
exacta de la superficie obtenida al hacer girar la curva dada en 
torno al eje x. 


23. y=1/x l=x=2 
24. y 


Il 
E 
+ 
o 
IN 
= 
IN 
o>] 


25-26 Use un sac para encontrar el área exacta de la superficie 
obtenida al hacer girar la curva en torno al eje y. Si su sac tiene 
problema para evaluar la integral, exprese el área de la superficie 
como una integral en la otra variable. 


25.y=x,0=<y<l 26. y =In(x>+1)0=x=1 


27. Sila región R = {(x, y) | x= 1, 0 < y < 1/x) se hace 
girar en torno al eje x, el volumen del sólido resultante es 
finito (véase el ejercicio 7.8.63). Demuestre que el área de la 
superficie es infinita. (La superficie se muestra en la figura y 
se conoce como Cuerno de Gabriel.) 


28. Si la curva infinita y = e”*, x > 0, se hace girar en torno al 
eje x, encuentre el área de la superficie resultante. 


29. (a) Si a > 0, encuentre el área de la superficie generada 
al hacer girar el bucle de la curva 3ay? = x(a — x} 
alrededor del eje x. 
(b) Determine el área de la superficie si el bucle se hace girar 
en torno al eje y. 


30. Un grupo de ingenieros está construyendo un plato de satélite 
parabólico cuya forma se obtiene al hacer girar la curva y = ax? 
en torno al eje y. Si el plato tiene un diámetro de 10 pies y 
una profundidad máxima de 2 pies, encuentre el valor de a y 
el área de la superficie del plato. 


31. (a) La elipse 


=]1 a>b 


se hace girar en torno al eje x para formar una superficie 
llamada elipsoide o esferoide prolato. Determine el área 
de la superficie de este elipsoide. 

(b) Si la elipse del inciso (a) gira en torno a su eje menor 
(el eje y), la elipsoide resultante se le conoce como es- 
feroide oblato. Encuentre el área de la superficie de este 
elipsoide. 


32. Calcule el área de la superficie del toroide del ejercicio 6.2.63. 
33. Si la curva y = fx), a S x < b, se hace girar en torno a la 


recta horizontal y = c, donde f(x) = c, encuentre una fórmula 
para el área de la superficie resultante. 


EN 34. Use el resultado del ejercicio 33 para plantear una integral 


que permita encontrar el área de la superficie generada al 
hacer girar la curva y = Vx. ,0=x=< 4, en torno a la recta 
y = 4. Después, use un sac para evaluar la integral. 


35. Encuentre el área de la superficie obtenida al hacer girar la 
circunferencia xX? + y? = r° en torno a la recta y = r. 


36. (a) Demuestre que el área de la superficie de una zona de una 
esfera ubicada entre dos planos paralelos es $ = 21TRh, 
donde R es el radio de la esfera y h es la distancia entre 
los planos. (Observe que S solo depende de la distancia 
entre los planos, y no sobre su ubicación, siempre que 
ambos planos intersequen la esfera.) 

(b) Demuestre que el área de la superficie de una zona de un 
cilindro con radio R y altura h es la misma que el área de 
la superficie de la zona de una esfera en el inciso (a). 


37. Demuestre que si gira la curva y = e? + e” sobre el eje 
x, el área de la superficie resultante es el mismo valor que el 
volumen cerrado para cualquier intervalo de a S x <= b. 


38. Sea L la longitud de la curva y = f(x), a S x < b, donde f es 
positiva y tiene una derivada continua. Sea S, la superficie 
generada al girar la curva sobre el eje x. Si c es una constante 
positiva, defina g(x) = fx) + c y S, sea el área de la superficie 
correspondiente generada por la curva y = g(x), a S x S b. 
Exprese S, en términos de S; y L. 


39. La fórmula 4 es válida solo cuando Ax) > 0. Demuestre que 


cuando f(x) no necesariamente es positiva, la fórmula para el 
área de la superficie se transforma en 


s = [210 1V+TFOP ax 
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PROYECTO DE A 
DESCUBRIMIENTO ROTACIÓN SOBRE UNA PENDIENTE 


Se sabe cómo encontrar el volumen de un sólido de revolución obtenido al hacer girar una región 
en torno a una recta horizontal o vertical (véase la sección 6.2). También se sabe cómo determi- 
nar el área de una superficie de revolución si se gira una curva en torno a una recta horizontal o 
vertical (véase la sección 8.2). Pero ¿qué pasa si se hace girar en torno a una recta inclinada, es 
decir, una recta que no sea horizontal ni vertical? En este proyecto se le pide descubrir fórmulas 
para el volumen de un sólido de revolución y para el área de una superficie de revolución cuando 
el eje de rotación es una recta inclinada. 

Sea C el arco de la curva y = f(x) entre los puntos P(p, F(p)) y O(q, F(q)) y sea R la región 
limitada por C, por la recta y = mx + b (que está totalmente por debajo de C) y por las perpen- 
diculares a la recta desde P y Q. 


1. Demuestre que el área de R es 


1 - m? IN BO = mx — b][1 + mf'(0)] dx 


[Sugerencia: esta fórmula puede verificarse restando áreas, pero será útil en el proyecto dedu- 
cirla aproximando primero el área por medio de rectángulos perpendiculares a la recta, como 
se muestra en la figura. Use la figura para expresar Au en términos de Ax]. 


tangente a C en [L 


Determine el área de la región que se muestra en la figura de la izquierda. 


YA (271,271) 2 


= 


Encuentre una fórmula (similar a la del problema 1) para el volumen del sólido obtenido al 
hacer girar R alrededor de la recta y = mx + b. 


A 


Encuentre el volumen del sólido obtenido al hacer girar la región del problema 2 en torno a la 
recta y =x — 2. 


o 


Obtenga una fórmula para el área de la superficie obtenida al hacer girar C alrededor de la 
recta y = mx + b. 


E 
a 


Use un sistema algebraico computacional para encontrar el área exacta de la superficie obte- 

$ a 1 o 
nida al hacer girar la curva y = JE, , O = x < 4, en torno a la recta y = zx. Luego aproxime 
su resultado a tres decimales. 
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8.3 Aplicaciones a la física y a la ingeniería 


superficie del fluido 


. 
7 + 


FIGURA 1 


Al usar unidades inglesas 
estándares, se escribe P = pgd = ôd, 
donde ô = pg es el peso especifico 
(en oposición a p, que es la masa 
específica). Por ejemplo, el peso 
específico del agua es ô = 62.5 lb/pies?. 


50 m 


20 m 


FIGURA 2 


Entre las muchas aplicaciones del cálculo integral a la física y a la ingeniería, aquí se 
consideran dos: la fuerza, debida a la presión del agua, y los centros de masa. Como con las 
aplicaciones previas a la geometría (áreas, volúmenes y longitudes) y el trabajo, la estra- 
tegia es descomponer la cantidad física en un gran número de partes pequeñas, aproxi- 
mar cada parte pequeña, sumar los resultados (dando una suma de Riemann), tomar el 
límite y después evaluar la integral resultante. 


E Fuerza y presión hidrostáticas 


Los buceadores de aguas profundas saben que la presión del agua se incrementa al 
aumentar la profundidad. Esto se debe a que aumenta el peso del agua sobre ellos. 

En general, suponga que una placa horizontal delgada con área de A metros cuadrados 
se sumerge en un fluido de densidad p kilogramos por metro cúbico a una profundidad 
de d metros debajo de la superficie del fluido, como en la figura 1. El fluido directamente 
arriba de la placa (piense en una columna de líquido) tiene volumen V = Ad, de modo 
que su masa es m = pV = pAd. La fuerza ejercida por el fluido sobre la placa es 


F = mg = pgAd 


donde g es la aceleración debida a la gravedad. La presión P sobre la placa se define 
como la fuerza por unidad de área: 


a 
A pg 


La unidad del sı para medir la presión es newtons por metro cuadrado, y se conoce como 
pascal (abreviatura: 1 N/m? = 1 Pa). Puesto que esta es una unidad pequeña, se emplea 
con frecuencia el kilopascal (kPa). Por ejemplo, debido a que la densidad del agua es 
p = 1000 kg/m’, la presión en el fondo de una alberca de 2m de profundidad es 


P = pgd = 1000 kg/m” X 9.8 m/s? X 2 m 


19600 Pa = 19.6 kPa 


Un importante principio de la presión del fluido es el hecho comprobado experimen- 
talmente de que en cualquier punto, en un líquido, la presión es la misma en todas direc- 
ciones. (Un buzo siente la misma presión en la nariz y en ambos oídos.) Así, la presión en 
cualquier dirección a una profundidad d en un fluido con masa específica p está dada por 


11) P = pgd = ôd 


Esto ayuda a determinar la fuerza hidrostática (la fuerza ejercida por un fluido en reposo) 
contra una placa vertical, pared o presa. Este no es un problema directo porque la presión 
no es constante, sino que crece a medida que aumenta la profundidad. 


EJEMPLO 1 Una presa tiene la forma del trapecio mostrado en la figura 2. La altura 
es 20 m y el ancho es 50 m en la parte superior y 30 m en el fondo. Determine la fuerza 
sobre la presa debida a la presión hidrostática si el nivel del agua es 4 m desde la parte 
superior de la presa. 


SOLUCIÓN Se elige un eje x vertical con origen en la superficie del agua y dirigido 
hacia abajo como en la figura 3(a). La profundidad del agua es 16 m, así que se divide 


20 
| 16 
FIGURA 3 


10 A IE 
EEEE) A y 
4 se FE y => 
FIGURA 4 
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el intervalo [0, 16] en subintervalos de igual longitud con puntos extremos x; y se elige 
xf E [x;-1, x;]. La ¡-ésima tira horizontal de la presa se aproxima con un rectángulo con 
altura Ax y ancho w,, donde, de los triángulos semejantes de la figura 3(b), 


a 10 16 — x* cd 
——=_ o a= 8 
16=x* 20 2 2 

y, por tanto, wi = 2(15 + a) = 2(15 + 8 —1x*) = 46 — x* 


Si A;es el área de la ¡-ésima tira, entonces 
A; = wi Ax = (46 — x¥) Ax 


Si Ax es pequeña, entonces la presión P,sobre la ¡-ésima tira es casi constante y se puede 
usar la ecuación 1 para escribir 


P; = 1000gxF 


La fuerza hidrostática F; que actúa sobre la i-ésima tira es el producto de la presión y el 
área: 
F; = P;A; = 10009x*(46 — xř) Ax 


Si se suman estas fuerzas y se toma el límite cuando n —> %, se obtiene la fuerza 
hidrostática total sobre la presa: 


n>% ; 


F = lím Y 10009x*(46 — x*) Ax = i 1000gx(46 — x) dx 
i=1 ” 


; i e a 16 
; x— x?*)dx = P 
1000 (9.8) | (46 )d 9800| 23 3 


1 
Jo i 
= 4.43 X 107 N E 


EJEMPLO 2 Determine la fuerza hidrostática sobre un extremo de un tambor cilín- 
drico con radio 3 pies si el tambor es sumergido 10 pies en agua. 


SOLUCIÓN En este ejemplo es conveniente elegir los ejes como en la figura 4, de modo 
que el origen esté colocado en el centro del tambor. Por tanto, la circunferencia tiene 
una ecuación simple: x? + y? = 9. Como en el ejemplo 1, se divide la región circular 
en tiras horizontales de igual ancho. De la ecuación de una circunferencia, se ve que la 
longitud de la ¡-ésima tira es 24/9 — (yF)?, por tanto, su área es 


A; = 249 — (y) Ay 


Ya que la densidad del agua es 9 = 62.5 lb/pies*, la presión sobre esta tira es 
aproximadamente 


Sd; = 62.5(7 — y?) 


y por tanto, la fuerza aproximada sobre la tira es 


ôd;Ai = 62.5(7 — y*) 2/9 — (y*)? Ay 
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FIGURA 5 
— d, —< d, >| 
mı m 
fulcro 
FIGURA 6 
FIGURA 7 


La fuerza total se obtiene sumando las fuerzas sobre todas las tiras y tomando el límite: 


F 


lím Y 62.5(7 — y*) 2/9 — (yF? Ay 
i=1 


n>a > 


125 P (1 y 4/9 = y? dy 


d= 


125-7 P JI- y? dy — 125 Py = y dy 


La segunda integral es O porque el integrando es una función impar (véase el teorema 
5.5.7). La primera integral se puede evaluar por medio de la sustitución trigonométrica 
y = 3 sen 0, pero es más simple observar que es el área de un disco semicircular con 
radio 3. Por tanto 


F = 875 D JI- y? dy = 875 + tr (3? 


78757 
= —>— ~ 12,370 lb El 


El Momentos y centros de masa 


El principal objetivo aquí es encontrar el punto P sobre el que una placa delgada de 
cualquier forma se mantiene horizontal como en la figura 5. El punto se llama centro de masa 
(o centro de gravedad) de la placa. 

Primero, se considera la situación más simple ilustrada en la figura 6, donde dos 
masas m; y m, se fijan a una varilla de masa insignificante en lados opuestos de un fulcro 
(punto de apoyo) y a distancias d, y d, de este. La varilla se equilibrará si 


(2) mid, = md 


Este es un hecho experimental que descubrió Arquímedes y se llama ley de la palanca. 
(Imagine una persona de poco peso que pone en equilibrio a una persona más pesada en 
un balancín, sentándose a una mayor distancia en relación con el centro.) 

Ahora suponga que la varilla está a lo largo del eje x con m; en x, y m en x, y el centro 
de masa en x. Si se comparan las figuras 6 y 7, se ve que di 5 x= xı yY dh =X2=X, 
entonces, la ecuación 2 da 


m(x — xı) = mo x> — x) 
mx + mx = mx, + mX 


El _ mıxı + mX 
pe id Ri 
m, + m 


Los números mıxı y mx se llaman momentos de las masas m, y m (respecto al origen), 
y la ecuación 3 indica que el centro de masa x se obtiene al sumar los momentos de las 
masas y dividir entre la masa total m = m, + m. 


Xi xX Xz 
> 
0 A = = s X 
Mi XxX XX my 
En general, si se tiene un sistema de n partículas con masas mı, m2, . . . , m, localizadas 


en los puntos xı, X2, . . . , Xn SObre el eje x, puede demostrarse de manera similar que el 


FIGURA 8 


s 
centro de masa 


| 1/8] 


dzy 


FIGURA 9 
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centro de masa del sistema se localiza en 


n n 
sy MiXi y MiXi 
i=] i=l 


[4] I= 
m 


n 

S mi 

i=1 
donde m = 2m,es la masa total del sistema, y la suma de los momentos individuales 


n 
M = 5 MiXi 


i=1 


se llama momento del sistema respecto al origen. La ecuación 4 se podría reescribir 
como mx = M, que indica que si se considerara la masa total como si estuviera concentrada 
en el centro de masa x, entonces su momento sería el mismo que el del sistema. 

Ahora, considere un sistema de n partículas con masas m, mo,..., m, localizadas en los 
puntos (x1, Y1), (%2, y2),..., (tr, Yn) en el plano xy como se muestra en la figura 8. Por analo- 
gía con el caso unidimensional se define el momento del sistema respecto al eje y como 


n 


(5) M,= 5 MX; 


i=1 
y el momento del sistema respecto al eje x como 


n 
[6] M, = Y my: 


i=1 


Entonces M, mide la tendencia del sistema a girar respecto al eje y, y M,mide la tendencia 
a girar respecto al eje x. 

Como en el caso unidimensional, las coordenadas (x, y) del centro de masa están 
dadas en términos de los momentos por las fórmulas 


M, M, 


m y m 


z= 


donde m = Èm; es la masa total. Puesto que mx = M, y my = M,, el centro de masa 
(x, y) es el punto donde una sola partícula de masa m tendría los mismos momentos que 
el sistema. 


EJEMPLO 3 Encuentre los momentos y el centro de masa del sistema de objetos que 
tienen masas 3, 4 y 8 en los puntos (—1, 1), (2, — 1) y (3, 2), respectivamente. 


SOLUCIÓN Se usan las ecuaciones 5 y 6 para calcular los momentos: 
M, = 3(—1) + 4(2) + 8(3) = 29 


M, = 3(1) + 4-1) + 8(2) = 15 


Puesto que m = 3 + 4 + 8 = 15, se usan las ecuaciones 7 para obtener 


_M 29 E Mi A j 
“m 15 Y m 15 
Así, el centro de masa es 12 1). (Véase la figura 9.) E 
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Ahora se considerará una placa plana (llamada lámina) con densidad uniforme p que 
ocupa una región del plano. Se desea localizar el centro de masa de la placa, llamado 
el centroide de R. Para esto se utilizan los principios físicos siguientes: el principio de 
simetría señala que si N es simétrica respecto a la recta l, entonces el centroide de R 
está sobre l. (Si R se refleja respecto a 1, entonces no cambia, y su centroide permanece 
fijo. Pero los únicos puntos fijos se encuentran sobre /.) Así, el centroide de un rectángulo 
es su centro geométrico. Los momentos se deben definir de modo que si toda la masa de 
una región se concentra en el centro de masa; entonces sus momentos permanecen sin 
cambio. Asimismo, el momento de la unión de dos regiones que no se traslapan debe ser 
la suma de los momentos de cada una de las regiones. 

Suponga que la región XR es del tipo que se muestra en la figura 10(a); es decir, R 
se sitúa entre las rectas x = a y x = b, arriba del eje x y debajo de la gráfica de f, donde 
f es una función continua. Se divide el intervalo [a, b] en n subintervalos con puntos 
extremos Xo, Xi, . . . , X, e igual ancho Ax. Se elige el mismo punto muestra x como el 
punto medio x; del subintervalo ¡-ésimo; es decir, x; = (x;-1 + x;)/2. Esto determina la 
aproximación poligonal a R que se muestra en la figura 10(b). El centroide del ¡-ésimo 

> rectángulo de aproximación R; es su centro C;(x,, 5 f (x,)). Su área es f(x;) Ax, de modo 
que su masa es 


(a) pf(x;) Ax 


YA 


á a El momento de R; respecto al eje y es el producto de su masa y la distancia desde C; al 
\ ( 1) eje y, que es x;. Así 


MIR;) = Lef) Ax] x= px f) Ax 


Al sumar estos momentos, se obtiene el momento de la aproximación poligonal a R, y 
luego tomando el límite cuando n — œ% se obtiene el momento de R mismo respecto al 
> . 
Z j N b x  ejey: 
-1l Xi 
X; 


1 
f Ri R, XxX; 
2k 


(b) 


M, = lím Y p% fE) Ax = p |’ xf) dx 
FIGURA 10 n>% jZ] Ja 


En un modo similar se calcula el momento de R; respecto al eje x como el producto de 
su masa y la distancia de C; al eje x (que es la mitad de la altura R;): 


MLR) = [pf) Ax] if) = p + 3LfG)1 Ax 


De nuevo se suman estos momentos y se toma el límite para obtener el momento de R 
respecto al eje x: 


M, = lim Ð p -HSG Ax = p | HF Pas 


Al igual que para sistemas de partículas, el centro de masa de la placa se define tal que 
mx = M, y my = M,. Sin embargo, la masa de la placa es el producto de su densidad 
y su área: 


m=pA=p MS dx 


FIGURA 11 
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y, por tanto, 


om ela oa 


m p Pr x) dx E i f(x)dx 


om oÈ 
mo pa [fœ ax 


TOCO 


Observe la eliminación de las p. La ubicación del centro de masa es independiente de la 
densidad. 

En resumen, el centro de masa de la placa (o el centroide de 9R) se localiza en el punto 
(x, y), donde 


I= L f xf(x) dx y= 


EJEMPLO 4 Encuentre el centro de masa de una placa semicircular de radio r. 


SOLUCIÓN Para usar (8) se coloca el semicírculo como en la figura 11 tal que 

f(x) = yr? = x? ya = —r,b-— r. Aquí no es necesario usar la fórmula para calcular 
x porque, por el principio de simetría, el centro de masa debe estar sobre el eje y, por 
tanto, x = 0. El área del semicírculo es A = lar, por lo que 


l pr 
=P 
1 r Ñ 
=i f VPE} ax 
ITF =P 
= 2 N (7 = Alda (ya que el integrando es par) 
mr? Jo 
2 | ; e | 
= Ara 
Tr 3 i 
E 2 2 4r 
mro a 3m 
El centro de masa se localiza en el punto (0, 4r/(37r)). = 


EJEMPLO 5 Encuentre el centroide de la región acotada por las curvas y = cos x, y = 0, 
x=0yx= 7/2. 


SOLUCIÓN El área de la región es 


P7/2 J2 
A= cos x dx = sen x|" =1 
J0 
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así, con las fórmulas de 8, se obtiene 


= 1 7/2 r/2 
x= El, xf(x) dx = l x cos x dx 


/2 /2 : . iz 
= x sen xl, = IN sen xdx (mediante integración por partes) 
0 


T 
YA ==—-1 


y=COS X 2 


1 


y= PAP dx = 


ii 
N cos?°x dx 
A 0 


ni 
e 


=y 


7/2 1/2 
= ik (1 + cos 2x) dx = IL + 1 sen 2x0 = A 


FIGURA 12 El centroide es Gr = 1; Ear) y se muestra en la figura 12. E 


Si la región X se localiza entre dos curvas y = fx) y y = g(x), donde fx) > g(x), como 
se muestra en la figura 13, entonces puede usarse la misma clase de argumento que con- 


YA “ > i i dujo a las fórmulas 8 para demostrar que el centroide de A es (x, y), donde 


z l fo 
(9] z= A) — 90) ds 


PULP — [gW] ax 


a 


Es 
de 


a + 
> 


FIGURA 13 (Véase el ejercicio 51.) 


EJEMPLO 6 Encuentre el centroide de la región acotada por la recta y = x y la parábola 
y=x*. 
SOLUCIÓN La región está trazada en la figura 14. Se toma fx) = x, g(x) =%,a=0 y 


b = 1 en las fórmulas 9. Primero observe que el área de la región es 


2 3]! 
r j 1 
A= f(x 2) dx = Ž i = 
Jo 2 3 


E Por tanto, 


$e 
Il 


l m lor: a 
FIGURA 14 al x[f(x) = gl)] dx = ES [a= 


i! x? ai 1 
=6| (0? — x’)dx=6 - = 
Jo 3 


<I 
II 


lp 5 xa As 
T h HALCON = OP) dx = T 


El centroide es (4, 2). E 


Este teorema lleva el nombre del 
matemático griego Pappus de 
Alejandría, quien vivió en el siglo Iv 
después de Cristo. 


8.3 EJERCICIOS 
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Se concluye esta sección mostrando una conexión sorprendente entre centroides y 
volúmenes de revolución. 


Teorema de Pappus Sea % la región plana que está completamente en un lado 
de una recta / en el plano. Si R se hace girar en torno a L, entonces el volumen del 
sólido resultante es el producto del área A de R y la distancia d recorrida por el 
centroide de R. 


DEMOSTRACIÓN Se da la demostración para el caso especial en que la región está 
entre y = fx) y y = g(x) como se muestra en la figura 13, y la recta / es el eje y. Con el 
método de los cascarones cilíndricos (véase la sección 6.3), se tiene 


V= | 2ex[100 — go] ar 


= 2r | xL) — g] dx 
= 2m (xA) (por las fórmulas 9) 


= (2arx)A = Ad 


donde d = 27x es la distancia recorrida por el centroide durante una rotación en torno 
al eje y. E 


EJEMPLO 7 Un toro se forma al hacer girar un círculo de radio r en torno a una recta 
en el plano del círculo que es una distancia R (> r) desde el centro del círculo. 
Encuentre el volumen del toro. 


SOLUCIÓN El círculo tiene área A = 7rr?. Por el principio de simetría, su centroide es 
su centro geométrico y, por tanto, la distancia recorrida por el centroide durante una 
rotación es d = 21rR. Así, por el teorema de Pappus, el volumen del toro es 


V = Ad = (2TR)\(nr’) = 2m°r’R E 


El método del ejemplo 7 debe compararse con el método del ejercicio 6.2.63. 


1. Un acuario de 5 pies de largo, 2 pies de ancho y 3 pies fuerza hidrostática contra un extremo de la placa mediante una suma 
de profundidad se llena de agua. Determine (a) la presión de Riemann. Luego, exprese la fuerza como una integral y evalúela. 
hidrostática en el fondo del acuario, (b) la fuerza hidrostática en 
el fondo y (c) la fuerza hidrostática en un extremo del acuario. 3. 4. 

2. Un estanque de 8 m de largo, 4 m de ancho y 2 m de 3 ef 
profundidad se llena con queroseno de densidad 820 kg/m* hasta | | 2ft 


una profundidad de 1.5 m. Encuentre (a) la presión hidrostática 


en el fondo del estanque, (b) la fuerza hidrostática en el fondo y 8 ft 5ft] 


N 


(c) la fuerza hidrostática en un extremo del estanque. 


3-11 Una placa vertical se sumerge en agua (o está parcialmente 
sumergida) y tiene la forma indicada. Explique cómo aproximar la 


10 ft 
2 ft 
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jám P N 


gua — 2 m—> 
7 8. 
—— 6 m ——> 
fim 4m 
n | 
6m 
9 10. 
4 ft 4m 
Á A tift Ñ Jîlm 
2ft [1 m 
8 ft 2m 


11. 


12. Un camión cisterna con tanque en forma de cilindro 
horizontal con diámetro de 6 pies transporta leche cuya 
densidad es 64.6 lb/pies?. 

(a) Encuentre la fuerza ejercida por la leche sobre uno de los 
extremos del tanque, cuando este está lleno. 
(b) ¿Y cuándo está a la mitad? 


13. Una pileta se llena con un líquido de densidad 840 kg/m*. Los 
extremos de la pileta son triángulos equiláteros con lados de 8 
m de largo y vértice en la parte de abajo. Determine la fuerza 
hidrostática en un extremo de la pileta. 


14. Una presa vertical tiene una compuerta semicircular como se 
muestra en la figura. Encuentre la fuerza hidrostática que se 
ejerce contra la compuerta. 


i }2m 
el de agua 


15. Un cubo con lados de 20 cm de largo está asentado sobre 
el fondo de un acuario en el que el agua tiene un metro de 
profundidad. Determine la fuerza hidrostática sobre (a) la 
parte superior del cubo y (b) uno de los lados del cubo. 


16. Una presa está inclinada en un ángulo de 30° desde la vertical 
y tiene la forma de un trapecio isósceles de 100 pies de ancho 
en la parte superior y 50 pies de ancho en el fondo y con una 
altura inclinada de 70 pies. Encuentre la fuerza hidrostática 
sobre la presa cuando está llena de agua. 


17. Una alberca mide 10 m de ancho y 20 m de largo, y su fondo 
es un plano inclinado. El extremo poco profundo tiene una 
profundidad de 1 m y el extremo profundo, 3 m. Si la alberca 
se llena de agua, estime la fuerza hidrostática sobre (a) el 
extremo poco profundo, (b) el extremo profundo, (c) uno de 
los lados y (d) el fondo de la alberca. 


18. Suponga que una placa se sumerge verticalmente en un 
fluido con densidad p y el ancho de la placa es w(x), a una 
profundidad de x metros debajo de la superficie del fluido. 
Si la parte superior de la placa está a una profundidad a y 
el fondo está a una profundidad b, demuestre que la fuerza 
hidrostática en un lado de la placa es 


F= i pgxw(x) dx 


19. Una placa metálica es sumergida verticalmente en el 
mar, cuya agua está a una densidad de 64 lb/pie*. En la 
tabla se muestran las medidas de su ancho, tomadas a las 
profundidades indicadas. Use la regla de Simpson para 
estimar la fuerza del agua contra la placa. 


Profundidad (pies) | 7.0 | 7.4 | 7.8 | 82 | 8.6 | 9.0 | 9.4 


Ancho de la placa 


E 1.2 | 1.8 | 2.9 | 3.8 | 3.6 | 42 | 4.4 
(pies) 


20. (a) Use la fórmula del ejercicio 18 para demostrar que 
F = (pgx)A 


donde x es la coordenada x del centroide de la placa y A 
es su área. Esta ecuación muestra que la fuerza hidrostáti- 
ca contra una región plana vertical es la misma que si la 
región estuviera horizontal a la profundidad del centroide 
de la región. 

(b) Use el resultado del inciso (a) para dar otra solución al 
ejercicio 10. 


21-22 Las masas puntuales m;se localizan sobre el eje x como se 
muestra. Determine el momento M del sistema respecto al origen 
y el centro de masa x. 


m,¡=6 m,=9 
21. a q OOR AS E 
0 10 30 X 
m¡=12 m,=15 m¿=20 
22. AAA > 
-3 0 2 8 x 


23-24 Las masas m;,se localizan en los puntos P,. Encuentre los 


momentos M, y M, y el centro de masa del sistema. 
23. m, = 6, m = 5, m = 10; 

P1(1,5), P:(3, —2), P3(—2, —1) 
24. mı 5, M3 l, m, = 4; 

Pi(1, —2), P:(3, 4), Px(-3, —7), P4(6, —1) 


6, M 


25-28 Trace la región acotada por las curvas y estime en 
forma visual la ubicación del centroide. Después encuentre las 
coordenadas exactas del centroide. 


25. y=2x, y=0, x=1 


Il 
5 
2 

Il 
S 


26. y 


27. y=e, y=0, x=0, x=1 


28. y = sen x, y=0, SxS 


29-33 Encuentre el centroide de la región acotada por las curvas 


dadas. 


29. y =x", x=y 


w 

> 
E 
Il 

N 
| 
8 
i 


y=x 


31. y =senx, y=c0sx, x=0, x= 5/4 


33.x+y=2, 


34-35 Calcule los momentos M, y M, y el centro de masa de una 


lámina con la densidad y forma dadas. 


34.p=4 35. p=6 


y 


36. Utilice la regla de Simpson para estimar el centroide de la 
región que se muestra. 


yA 


4 
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37. 


39. 


M 38. 


Encuentre el centroide de la región acotada por las curvas 
y=x=xyy=x- l. Trace la región y trace la gráfica del 
centroide para ver si su respuesta es razonable. 


Use una gráfica para encontrar coordenadas x aproximadas de 
los puntos de intersección de las curvas y = e* y y = 2 — x?. 
Luego determine (de manera aproximada) el centroide de la 
región acotada por estas curvas. 


Demuestre que el centroide de cualquier triángulo se localiza 
en la intersección de las medianas. [Sugerencia: coloque 

los ejes de modo que los vértices sean (a, 0), (0, b) y (c, 0). 
Recuerde que una mediana es un segmento de recta desde 

un vértice al punto medio del lado opuesto. Las medianas se 
intersecan en un punto a dos tercios del tramo de cada vértice 
(a lo largo de la mediana) al lado opuesto. ] 


40-41 Encuentre el centroide de la región que se muestra, no por 
integración, sino mediante la localización de los centroides de los 
rectángulos y triángulos (del ejercicio 39) y por medio de la suma 
de los momentos. 


42. 


43. 


41. 


Un rectángulo £R con lados a y b se divide en dos partes R, y 
R mediante un arco de la parábola que tiene sus vértices en 
las esquinas de R y que pasa a través de la esquina opuesta. 
Encuentre el centroide en ambas R y Ro. 


YA 


Si x es la coordenada x del centroide de la región que se 
encuentra bajo la gráfica de una función continua f, donde 
a S x <S b, demuestre que 


N (cx + d) f(x)dx = (cx + d) MIS dx 


44-46 Use el teorema de Pappus para encontrar el volumen del 
sólido dado. 


44. Una esfera de radio r. (Use el ejemplo 4.) 


45. 


Un cono con altura h y radio de la base r. 


568 


46 
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. El sólido obtenido al hacer girar el triángulo con vértices 
(2, 3), (2, 5) y (5, 4) en torno al eje x. 


47 


48 


. El centroide de una curva se puede encontrar mediante un 
proceso similar al que se utilizó para encontrar el centroide 
de una región. Si C es una curva de longitud L, entonces el 
centroide es (x, y) donde x = (1/L) | x ds y y = (1/L) | y ds. 
Aquí se asignan los límites adecuados de integración y ds 
se define como en las secciones 8.1 y 8.2. (El centroide a 
menudo no se encuentra sobre la curva misma. Si la curva 
fuera de alambre y se colocara en un tablero sin peso, el cen- 
troide sería el punto de equilibrio del tablero.) Encuentre el 
centroide del cuarto de círculo y = /16 — x?,0=<x=<4, 


El segundo teorema de Pappus tiene el mismo espíritu que 
el teorema de Pappus de la página 565, pero para el área de 
la superficie en lugar del volumen: que C sea una curva que 
se encuentra completamente en un lado de una línea l en 

el plano. Si C se gira alrededor de /, entonces el área de la 
superficie resultante es el producto de la longitud de arco 
de C y la distancia recorrida por el centroide C (véase el 
ejercicio 47). 


PROYECTO DE 
DESCUBRIMIENTO 


49. 


50. 


51. 


(a) Demuestre el segundo teorema de Pappus para el caso en 
que C está dada por y = f(x), f(x) > 0 y C se gira sobre el 
eje x. 

(b) Utilice el segundo teorema de Pappus para calcular el 
área de la superficie de la media esfera obtenida girando 
la curva del ejercicio 47 sobre el eje x. ¿Su respuesta está 
de acuerdo con las fórmulas geométricas? 


Utilice el segundo teorema de Pappus que se describe en 
el ejercicio 48 para encontrar la superficie del toro en el 
ejemplo 7. 


Sea R la región localizada entre las curvas 


donde m y n son enteros con 0 S n < m. 

(a) Trace la región R. 

(b) Encuentre las coordenadas del centroide de R. 

(c) Trate de encontrar los valores de m y n tales que el cen- 
troide esté fuera de R. 


Demuestre las fórmulas 9. 


TAZAS DE CAFÉ COMPLEMENTARIAS 


Suponga que puede elegir entre los dos tipos de taza de café que se muestran, una que se curva 
hacia fuera y una hacia dentro, y observe que tienen la misma altura y sus formas se ajustan entre 
sí. Le interesa saber a qué taza le cabe más café. Naturalmente podría llenar una taza con agua 

y verter el contenido en la otra, pero como estudiante de cálculo, decide un planteamiento más 
matemático. Despreciando el asa de cada una, observe que ambas tazas son superficies de revolu- 
ción, de esta manera puede pensar el café como un volumen de revolución. 


Taza A 


mb 
. 


Taza B 


JA x=k 
h 
A; A» 
x= f(y) 
> 
0 Ex 
US E>> 


Suponga que las tazas tienen altura A, la taza A se forma por la rotación de la curva x = f(y) 


en torno del eje y, y la taza B se forma por la rotación de la misma curva en torno de la recta 
x = k. Encuentre el valor de k tal que las dos tazas contengan la misma cantidad de café. 


IS 


figura? 


> y 


¿Qué le indica el resultado del inciso 1 respecto a las áreas A, y A, que se muestran en la 


Utilice el teorema de Pappus para explicar su resultado en los incisos 1 y 2. 


Con base en sus medidas y observaciones, sugiera un valor para h y una ecuación para 


x = f(y) y calcule la cantidad de café que contiene cada una de las tazas. 
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8.4 Aplicaciones a la economía y la biología 


En esta sección se consideran algunas aplicaciones de la integración a la economía 
(excedente del consumidor) y la biología (flujo sanguíneo, ritmo cardíaco). Otras se 
describen en los ejercicios. 


@ Excedente del consumidor 


Recuerde de la sección 4.7 que la función de demanda p(x) es el precio que una compa- 
ñía tiene que cargar para vender x unidades de un artículo. Por lo común, vender canti- 
dades más grandes requiere bajar los precios, de modo que la función de demanda sea 
una función decreciente. La gráfica de una función de demanda representativa, llamada 
curva de demanda, se muestra en la figura 1. Si X es la cantidad del artículo que actual- 
mente está disponible, entonces P = p(X) es el precio actual de venta. 

A un precio dado, algunos consumidores que compran un bien estarían dispuestos a 
pagar más; se benefician por no tener que hacerlo. La diferencia entre lo que un consu- 
midor está dispuesto a pagar y lo que el consumidor realmente paga por un bien se llama 
el excedente del consumidor. Al encontrar el excedente del consumidor total entre todos 
los compradores de un bien, los economistas pueden evaluar el beneficio general de un 


+ > . 
0 Xx x mercado a la sociedad. 
Para determinar el excedente del consumidor total, se verá la curva de demanda y se 
FIGURA 1 dividirá el intervalo [0, X] en n subintervalos, cada uno de longitud Ax = X/n, y sea x,* = x; 
Una curva representativa de la el punto final derecho del ¡-ésimo subintervalo, como en la figura 2. De acuerdo con la 
demanda. curva de demanda, x;ı unidades se comprarían a un precio de p(x;:) dólares por unidad. 


Para aumentar las ventas a x; unidades, el precio por unidad tendría que bajarse a p(x;) 
dólares. En este caso, se podrían vender Ax unidades adicionales (pero no más). Los con- 
sumidores que habrían pagado p(x;) dólares le dieron un valor alto al producto; habrían 


PA pagado lo que valía para ellos. Así, al pagar sólo P dólares han ahorrado una cantidad de 


(ahorro por unidad)(número de unidades) = [p(x) — P]Ax 


Al considerar grupos similares de consumidores dispuestos para cada uno de los subin- 
tervalos y sumar los ahorros, se obtiene el total de ahorros: 


D [p(x) — P]Ax 


p j > (Esta suma corresponde al área encerrada por los rectángulos de la figura 2.) Si n — o, 
Mo Xai < esta suma de Riemann se aproxima a la integral 


FIGURA 2 í] N [p(x) — P] dx 


lo que los economistas llaman el excedente del consumidor para el artículo. 
PA El excedente del consumidor representa la cantidad de dinero que ahorran los consu- 
midores al comprar el artículo a precio P, correspondiente a una cantidad demandada de 
X. En la figura 3 se muestra la interpretación del excedente del consumidor como el área 
bajo la curva de demanda y por encima de la recta p = P. 


EJEMPLO 1 La demanda para un producto, en dólares, es 


excedente 


del consumidor 
p p=P p = 1200 — 0.2x — 0.0001x? 
i , Determine el excedente del consumidor cuando el nivel de ventas es 500. 
0 X 
i SOLUCIÓN Puesto que la cantidad de productos vendida es X = 500, el precio corres- 
FIGURA 3 pondiente es 


P = 1200 — (0.2)(500) — (0.0001)(500)? = 1075 
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FIGURA 4 


FIGURA 5 


Por lo tanto, de la definición 1, el excedente del consumidor es 


“Lp() — P] dx [o (1200 — 0.2x — 0.0001x? — 1075) dx 


y 


IES 


, (125 — 0.2x — 0.0001x°) dx 


3 500 
E Xx 
= 125x — 0.1x* 00000) | 


0 


(0.0001)(500)* 
3 


= $33 333.33 La 


(125)(500) — (0.1)(500)* 


E Flujo sanguíneo 


En el ejemplo 3.7.7, se analizó la ley de flujo laminar: 


00) = (e -= r’) 
4nl 
que da la velocidad v de la sangre que fluye a lo largo de un vaso sanguíneo con radio 
R y longitud / a una distancia r del eje central, donde P es la diferencia de presión entre 
los extremos del vaso y m es la viscosidad de la sangre. Ahora, para calcular la razón del 
flujo sanguíneo, o caudal (volumen por unidad de tiempo), se consideran radios más 
pequeños igualmente espaciados rı, r2, . . . . El área aproximada del anillo (o arandela) 
con radio interno r;., y radio externo r;es 


27rr; Ar donde Ar = ri — Ti: 


(Véase la figura 4.) Si Ar es pequeño, entonces la velocidad es casi constante en este anillo, 
y puede aproximarse mediante v(r;). Así, el volumen de sangre por unidad de tiempo que 
fluye por el anillo es aproximadamente 


(2rr; Ar) v(r;) = 2rrivlri) Ar 


y el volumen total de sangre que fluye por una sección transversal por unidad de tiempo 
es aproximadamente 


n 
S 27r; v(r;) Ar 
i=l 
Esta aproximación se muestra en la figura 5. Observe que la velocidad (y, por tanto, el 
volumen por unidad de tiempo) se incrementa hacia el centro del vaso sanguíneo. La apro- 
ximación es mejor cuando se incrementa n. Cuando se toma el límite se obtiene el valor 
exacto del caudal (o descarga), que es el volumen de sangre que pasa una sección trans- 
versal por unidad de tiempo: 


F = lím » 27r;,v(r;) Ar = i 2rrv(r) dr 
i=1 s 


n> 


= MN 2rr £. (R — 1) dr 
Jo 4nl 


aorta 
vena arterias 
pulmonares 
arterias venas 
pulmonares pulmonares 
aurícula —— aurícula 
derecha izquierda 
venas 
pulmonares 
vena g 
FIGURA 6 
t c(t) t c(t) 
0 0 6 6.1 
1 0.4 7 4.0 
2 2.8 8 2.3 
3 6.5 9 1.1 
4 9.8 10 0 
5 8.9 


SECCIÓN 8.4 Aplicaciones a la economía y la biología 571 


La ecuación resultante 


A F= m PR’ 


8n! 


se llama ley de Poiseuille y muestra que el caudal es proporcional a la cuarta potencia 
del radio del vaso sanguíneo. 


E Gasto cardíaco 


En la figura 6 se muestra el sistema cardiovascular humano. La sangre retorna del cuerpo 
por las venas, entra a la aurícula derecha del corazón y es bombeada para oxigenación 
a los pulmones por las arterias pulmonares. Después regresa a la aurícula izquierda por 
las venas pulmonares y sale hacia el resto del cuerpo por la aorta. El gasto cardíaco 
del corazón es el volumen de sangre que bombea este por unidad de tiempo, es decir, la 
razón del flujo sanguíneo hacia la aorta. 

El método de dilución de colorante se emplea para medir el gasto cardíaco. Se inyecta 
colorante hacia la aurícula derecha y fluye por el corazón hacia la aorta. Una sonda 
insertada en la aorta mide la concentración del colorante que sale del corazón a tiempos 
igualmente espaciados en un intervalo [0, T] hasta que se ha eliminado el colorante. Sea 
c(t) la concentración del colorante en el tiempo t. Si se divide [0, T] en subintervalos 
de igual extensión Az, entonces la cantidad de colorante que fluye más allá del punto de 
medición durante el subintervalo de t = f;_, a t = t; es aproximadamente 


(concentración (volumen) = c(t)(F Ar) 


donde F es la razón del flujo que se trata de determinar. Así, el monto total de colorante 
es aproximadamente 


SN elti)F At = F Y clt;) At 
i=1 i=1 
y, haciendo que n — o, se encuentra que la cantidad de colorante es 
A=F H c(t) dt 


Por lo que, el gasto cardíaco está dado por 


(3) p-—^ 


y c(t) dt 


donde se conoce la cantidad de colorante A y la integral puede aproximarse a partir de 
las lecturas de concentración. 


EJEMPLO 2 Un bolo de colorante de 5 mg se inyecta hacia la aurícula derecha. La 
concentración del colorante (en miligramos por litro) se mide en la aorta a intervalos 
de un segundo, como se muestra en la tabla. Estime el gasto cardíaco. 


SOLUCIÓN Aquí A = 5, At = 1 y T = 10. Use la regla de Simpson para aproximar la 
integral de la concentración: 


L 


NO) dt = 10 + 4(0.4) + 2(2.8) + 4(6.5) + 2(9.8) + 4(8.9) 
+ 2(6.1) + 4(4.0) + 22.3) + 4(1.1) + 0] 


= 41.87 
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Por lo que la fórmula 3 da el gasto cardíaco 


F= 


A 


5 


8.4 EJERCICIOS 


. La función de costo marginal C’(x) se definió como la 
derivada de la función de costo. (Véanse las secciones 3.7 y 
4.7.) Si el costo marginal de fabricar x metros de una tela es 


C'(x) = 5 — 0.008x + 0.000009x? 


(medido en dólares por galón) y el costo de arranque fijo es 
C(0) = $20 000, use el teorema del cambio neto para encon- 
trar el costo de producir los primeros 2000 metros de tela. 


. Una compañía estima que el ingreso marginal (en dólares por 
unidad) por la venta de x unidades de un producto es 
48 — 0.0012x. Suponiendo que la estimación es exacta, 
encuentre el incremento en los ingresos si aumentan las 
ventas de 5000 unidades a 10000 unidades. 


. Una compañía minera estima que el costo marginal por 
extraer x toneladas de cobre de una mina es 0.6 + 0.008x, 
medida en miles de dólares por tonelada. Los costos iniciales 
son $100000. ¿Cuál es el costo de extraer las primeras 50 
toneladas de cobre? ¿Y cuál el de extraer las 50 toneladas 
siguientes? 


. La función de demanda para cierto artículo es 
p(x) = 2000 — 46 Vx. . Determine el excedente del 
consumidor cuando el nivel de ventas para los paquetes 
es 400. Ilustre dibujando la curva de demanda e identificando 
el excedente del consumidor como un área. 


. Una curva de demanda está dada por p = 450/(x + 8). 
Determine el excedente del consumidor cuando el precio de 
venta es $10. 


. La función de oferta ps(x) para un artículo da la relación 
entre el precio de venta y el número de unidades que los 
fabricantes producirán a ese precio. Para un precio más alto, 
los fabricantes producirán más unidades, así que ps es una 
función creciente de x. Sea X la cantidad del artículo que 
se produce actualmente, y sea P = ps(X) el precio actual. 
Algunos productores estarían dispuestos a fabricar y vender 
el artículo por un precio de venta menor y, por tanto, recibir 
más que su precio mínimo. Este exceso se llama excedente 
del productor. Un argumento similar a ese para el excedente 
del consumidor muestra que el excedente está dado por la 
integral 


JE TP - pst] ax 


Calcule el excedente del productor para la función de oferta 
Ps(x) = 3 + 0.01x? al nivel de ventas X = 10. Ilustre trazando 
la curva de oferta e identificando el excedente del productor 
como un área. 


y 


7. 


10. 


12. 


po ao de 4187 


= 0.12 L/s = 7.2 L/min a 


Si una curva de suministro se modela mediante la ecuación 
p = 125 + 0.002x?, determine el excedente del productor 
cuando el precio de venta es $625. 


. En un mercado puramente competitivo, el precio de un bien 


obedece naturalmente al valor donde la cantidad demandada 

por los consumidores coincide con la cantidad producida por 

los productores y se dice que el mercado está en equilibrio. 

Estos valores son las coordenadas del punto de intersección 

de las curvas de oferta y demanda. 

(a) Dado que para un bien la curva de demanda p = 50 —hx 
y la curva de oferta p = 20 + $x, ¿en qué cantidad y a 
qué precio para el bien está el mercado en equilibrio? 

(b) Encuentre el excedente del consumidor y el excedente del 
productor cuando el mercado está en equilibrio. Ilustre 
trazando las curvas de oferta y de demanda e identifique 
los excedentes como áreas. 


. La suma del excedente del consumidor y del excedente del 


productor se llama el excedente total; es una medida que usan 

los economistas como un indicador de la salud económica 

de una sociedad. El excedente total se maximiza cuando el 

mercado de un bien está en equilibrio. 

(a) La función de demanda para los estéreos del automóvil 
de una compañía de electrónica es p(x) = 228.4 — 18x 
y la función de oferta es ps(x) = 27x + 57.4, donde x se 
mide en miles. ¿Para qué cantidad está el mercado de los 
equipos de sonido en equilibrio? 

(b) Calcule el excedente total máximo para los estéreos. 


Una empresa de cámaras estima que la función de demanda 
para su nueva cámara digital es p(x) = 312e7%!1* y la función 
de oferta se estima ps(x) = 26e"?, donde x se mide en miles. 
Calcule el excedente total máximo. 


. Una compañía modeló la curva de demanda para su producto 


(en dólares) por la ecuación 


800000e7 x/5000 


p 
x + 20000 


Use una gráfica para estimar el nivel de ventas cuando el 
precio de venta es $16. Después determine (en forma aproxi- 
mada) el excedente del consumidor para este nivel de ventas. 


Un cine ha estado cobrando $10.00 por persona y vendiendo 
alrededor de 500 boletos. Después de encuestar a sus clientes, 
los propietarios del cine estiman que por cada 50 centavos 
que bajen el precio, la cantidad de asistentes se incrementará 
en 50 por noche. Encuentre la función de demanda y calcule 


el superávit de consumo cuando los boletos se venden 
a $8.00. 


13. Si la cantidad de capital que una compañía tiene en el 


tiempo t es f(t), entonces la derivada, f'(£), se llama el flujo 
de inversión neto. Suponga que el flujo de inversión neto es 
Ve millones de dólares por año (donde t se mide en años). 
Determine el incremento de capital (la formación de capital) 
del cuarto año al octavo. 


14. El flujo de ingreso de una compañía es a razón de 


fO = 9000/1 + 2t, donde 1 se mide en años NALO) 
se mide en dólares por año, encuentre el ingreso total 
obtenido en los primeros cuatro años. 


15. Si los ingresos se recolectan continuamente a una tasa de 


KG) de dólares por año y se invertirán a una tasa de interés 
constante r (compuesto continuamente) durante un período 
de T años, entonces el valor futuro del ingreso está dado por 
RF (t) e'™™” dt. Calcule el valor futuro después de 6 años 
para los ingresos recibidos a una tasa de f(t) = 8000e° de 
dólares por año e invertido al 6.2% de interés. 


16. El valor actual de un flujo de ingresos es la cantidad que 


tendría que invertir ahora para que coincida con el valor 
futuro como se describe en el ejercicio 15 y está dado por 
RF (t) e" dt. Encuentre el valor actual de los ingresos en el 
ejercicio 15. 


17. La ley de Pareto del ingreso establece que el número de 


personas con ingresos entre x = a y x = b es N = p Ax *dx, 
donde A y k son constantes con A > 0 y k > 1. El ingreso 
promedio de estas personas es 


Calcule x. 


18. Un verano húmedo y cálido causa una explosión en la 


población de mosquitos en un área lacustre de descanso. El 
número de mosquitos se incrementa a una rapidez estimada 
de 2200 + 10e%% por semana (donde f se mide en semanas). 
¿En cuánto se incrementa la población de mosquitos entre las 
semanas quinta y novena del verano? 


19. Use la ley de Poiseuille para calcular la razón del flujo 


sanguíneo en una pequeña arteria humana donde se 
puede tomar ny = 0.027, R = 0.008 cm, l = 2 cm y 
P = 4000 dinas/cm?. 


8.5 Probabilidad 


(m8/L) ==, 
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20. La presión sanguínea alta resulta de la constricción de las 


arterias. Para mantener un flujo normal, el corazón tiene que 
bombear más fuerte, de modo que se incrementa la presión 
arterial. Use la ley de Poiseuille para demostrar que si Ry y Po 
son valores normales del radio y la presión en una arteria, y 
los valores constreñidos son R y P, respectivamente, entonces 
para que el flujo permanezca constante, P y R se relacionan 


por la ecuación 
PO (Roy 
Po R 


Deduzca que si el radio de una arteria se reduce a tres cuartos 
de su valor anterior, entonces la presión es más que el triple. 


21. El método de dilución de colorante se emplea para medir el 


gasto cardíaco con 6 mg de colorante. Las concentraciones 
de colorante, en mg/L, se modelan mediante c(t) = 20te":, 
0 < 1 < 10, donde £ se mide en segundos. Determine el gasto 
cardíaco. 


22. Después de una inyección de colorante de 5.5 mg, las lecturas 


de concentración de colorante, en mg/L, a intervalos de dos 
segundos son como se muestra en la tabla. Use la regla de 
Simpson para estimar el gasto cardíaco. 


t c(t) f c(t) 
0 0.0 10 4.3 
2 4.1 12 2.5 
4 8.9 14 1.2 
6 8.5 16 0.2 
8 6.7 


23. Se muestra la gráfica de la función concentración c(t) después 


de inyectar 7 mg de tintura dentro de un corazón. Aplique la 
regla de Simpson para estimar el gasto cardíaco. 


yA 


6 


| ] 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
0 2 4 6 8 10 12 14 t(segundos) 


El cálculo desempeña un papel en el análisis del comportamiento aleatorio. Suponga 
que se considera el nivel de colesterol de una persona elegida al azar de un cierto grupo 
de edad, o la estatura de una mujer adulta elegida al azar o la duración de una batería de 
cierto tipo elegida en forma aleatoria. Tales cantidades se llaman variables aleatorias 
continuas porque sus valores varían en realidad en un rango de números reales, aunque 
podrían medirse o registrarse solo al entero más próximo. Quizá se desee conocer la proba- 
bilidad de que el nivel de colesterol sea mayor que 250, o la probabilidad de que la estatura 
de una mujer adulta esté entre 60 y 70 pulgadas o la probabilidad de que la duración de la 
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Observe que siempre se utilizan 
intervalos de valores cuando se 
trabaja con funciones de densidad 
de probabilidad. Por ejemplo, no se 
usa una función de densidad para 
encontrar la probabilidad de que 

X sea igual a a. 


FIGURA 1 
Función de densidad de probabilidad 
para la estatura de una mujer adulta. 
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batería que se está comprando sea de entre 100 y 200 horas. Si X representa la duración 
de ese tipo de batería, la probabilidad mencionada se denota como sigue: 


P(100 =< X < 200) 


De acuerdo con la interpretación de frecuencia de la probabilidad, este número es la 
proporción a largo plazo de todas las baterías del tipo especificado cuyos tiempos de vida 
están entre 100 y 200 horas. Ya que esto representa una proporción, la probabilidad cae 
naturalmente entre 0 y 1. 

Toda variable aleatoria continua X tiene una función de densidad de probabilidad f. 
Esto significa que la probabilidad de que X esté entre a y b se encuentra integrando f de 
aab: 


[1] 


Por ejemplo, en la figura 1 se muestra la gráfica de un modelo de la función de den- 
sidad de probabilidad f para una variable aleatoria X definida como la estatura en pulgadas 
de una mujer adulta en Estados Unidos (de acuerdo con los datos de la National Health 
Survey, Encuesta Nacional de Salud). La probabilidad de que la estatura de una mujer 
elegida al azar de esta población esté entre 60 y 70 pulgadas es igual al área bajo la grá- 
fica de f de 60 a 70. 


Pf) ax 


Ya 


área = probabilidad de 

que la estatura de 
una mujer esté entre 
60 y 70 pulgadas 


En general, la función de densidad de probabilidad f de una variable aleatoria X satis- 
face la condición f(x) >= 0 para toda x. Debido a que las probabilidades se miden en una 
escala de O a 1, se tiene que 


2] 


E sodasi 


EJEMPLO 1 Sea f(x) = 0.006x(10 — x) para 0 = x < 10 y fx) = 0 para todos los otros 
valores de x. 

(a) Verifique que f es una función de densidad de probabilidad. 

(b) Determine P(4 = X = 8). 


SOLUCIÓN 
(a) Para 0 < x < 10 se tiene 0.006x(10 — x) = 0, por tanto, f(x) = O para toda x. Es 
necesario verificar que también se satisface la ecuación 2: 


r10 


a (10x — x°) dx 


p ii la 0.006x(10 — x) dx = 0.006 | 


0.006|5x? — Łx°| =0.006(500 — 109) = 1 


Por tanto, fes una función de densidad de probabilidad. 


si1t<0 
sit=0 


FIGURA 2 
Una función de densidad 
exponencial. 
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(b) La probabilidad de que X se encuentre entre 4 y 8 es 


P(4 <X < 8) = WO dx = 0.006 Ñ (10x — x?) dx 
= 0.006|51? — 1x*]/ = 0.544 m 


EJEMPLO 2 Fenómenos como los tiempos de espera y los tiempos de falla de equipo 
se modelan por lo común mediante funciones de densidad de probabilidad que decrecen 
en forma exponencial. Determine la forma exacta de tal función. 


SOLUCIÓN Considere la variable aleatoria como el tiempo de espera en una llamada 
antes de que conteste un agente de una compañía a la que usted está llamando. Así que, 
en lugar de x, utilice f para representar en minutos el tiempo. Si f es la función de 
densidad de probabilidad y usted llama en el tiempo £ = 0, entonces, de la definición 1, 
E f(t) dt representa la probabilidad de que un agente conteste dentro de los primeros 
dos minutos y k f(t) dt es la probabilidad de que la llamada sea contestada durante el 
minuto cinco. 

Es claro que f(t) = 0 para t < 0 (el agente no puede contestar antes de que usted llame). 
Para t > 0 se nos dice que hay que usar una función que decrece en forma exponencial, 
es decir, una función de la forma f(t) = Ae“, donde A y c son constantes positivas. Así, 


Se usa la ecuación 2 para determinar el valor de A: 


ief" A) de = E FO d+ M FA) dt 


v 


E Ae” “dt = lím Facua 


x—o 


A " A más 
= lím | e = jím —=(1 — e“) 
x*>o € ARO E 


0 


Por tanto, A/c = 1 y así A = c. En estos términos, toda función de densidad exponencial 


tiene la forma 
0 sit<0 
FO = l 0 


ce sit=0 
En la figura 2 se muestra una gráfica representativa. 5 


El Valores promedio 


Hipotéticamente, usted está en espera de que una compañía conteste su llamada telefó- 
nica y se pregunta cuánto tiempo, en promedio, tendría que esperar. Sea f(t) la función 
de densidad correspondiente, donde £ se mide en minutos, y considere una muestra de N 
personas que han llamado a esta compañía. Es muy probable que ninguno de ellos tuviera 
que esperar más de una hora, así que se restringe la atención al intervalo 0 <= £ < 60. 
Dividamos ese intervalo en n intervalos de longitud Aż y puntos extremos 0, fi, t», ..., 
ta = 60. (Suponga que Aż dura un minuto, o medio minuto, o 10 segundos o incluso un 
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YA 


> y 


| 
| 
| 
| 
0 bi Tit, 


FIGURA 3 


Tradicionalmente, la media se 
indica con la letra griega (mu). 


FIGURA 4 
R se equilibra en un punto sobre la 
recta x = u 


segundo.) La probabilidad de que la llamada de alguien sea contestada durante el período 
de tiempo de t; a t; es el área bajo la curva y = f(t) de tı a t; que es aproximadamente 
igual a f(t) At. (Esta es el área del rectángulo de aproximación en la figura 3, donde 7; 
es el punto medio del intervalo.) 

Como la proporción a largo plazo de llamadas que son contestadas en el período de t; 
a ties f(1,) At, se espera que, de la muestra de N personas que llaman, la cantidad cuya 
llamada fue contestada en ese período es aproximadamente N f (t) At y el tiempo que 
cada uno esperó es de alrededor de t;. Por tanto, el tiempo total que esperaron es el pro- 
ducto de estos números: aproximadamente ¿,.[Nf(7,) At]. Al sumar todos estos intervalos 
se obtiene el total aproximado de los tiempos de espera de todos: 


S Ni.f() At 


Si ahora se divide entre el número N de personas que llamaron, se obtiene el tiempo de 
espera promedio aproximado: 


S iS) Ar 


Esto se reconoce como una suma de Riemann para la función tf(t). Conforme se 
acorta el intervalo (es decir, At —> 0 y n —> 0), esta suma de Riemann se aproxima a 
la integral 


la t f(t) dt 
JO 
Esta integral se llama la media del tiempo de espera. 

En general, la media de cualquier función de densidad de probabilidad se define como 


m= f” x fO) dx 


La media puede interpretarse como el valor promedio a largo plazo de la variable alea- 
toria X, también como una medida de la posición central de la función de densidad de 
probabilidad. 

La expresión para la media se parece a una integral que se ha visto antes. Si R es la 
región que se encuentra bajo la gráfica de f, se sabe de la fórmula 8.3.8 que la coordenada 
x del centroide de R es 


| 
| 
= 
bn 
= 
a 
= 
| 
T 


debido a la ecuación 2. De modo que una placa delgada en la forma de 9 se equilibra en 
un punto sobre la recta vertical x = u. (Véase la figura 4.) 


EJEMPLO 3 Encuentre la media de la distribución exponencial del ejemplo 2: 


e Na 


ce sit=0 


SOLUCIÓN De acuerdo con la definición de media, se tiene 


u= |  tfùdt= K tce "dt 


J—o 


El límite del primer término es O por 
la regla de L’ Hôpital. 
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Para evaluar esta integral se usa la integración por partes, con u = t y du = ce“ dt, por 
lo que du = dt y v =—e™“: 


oo ` % x opi A T x Px =å 
tce “dt = lím | tce “dt = lím (~e el + | e a) 
J0 J0 


x>% JO xo 


- | es 1 
= lím| =xe * + — -— == 
> Cc c Cc 


La media es u = 1/c, por lo que puede reescribir la función de densidad de probabilidad 
como 


0 sit<0 
SO =f diedie a o 
u e sit=0 


EJEMPLO 4 Suponga que el tiempo de espera promedio para que la llamada de un 
cliente sea contestada por un representante de la compañía es cinco minutos. 

(a) Encuentre la probabilidad de que una llamada sea contestada durante el primer 
minuto, suponiendo que es apropiada una distribución exponencial. 

(b) Determine la probabilidad de que un cliente espere más de cinco minutos antes de 
que su llamada sea contestada. 


SOLUCIÓN 
(a) Se tiene como dato que la media de la distribución exponencial es u = 5 min y, por 
tanto, del resultado del ejemplo 3, se sabe que la función de densidad de probabilidad es 


=h sit <0 


0.2e% sit>0 


donde f se mide en minutos. Por esto, la probabilidad de que una llamada sea contestada 
durante el primer minuto es 


POSTS 1) 


1 f(t) dt 


"0.20" dt = 0.2(=5)e"")) 
0 


=1-e 1 = 0.1813 


Por consiguiente, cerca de 18% de las llamadas de los clientes serán contestadas durante 
el primer minuto. 


(b) La probabilidad de que un cliente espere más de cinco minutos, es 


P(T > 5) 


MO) dt = E 0.207 dt 


J5 


lím [*0.2e7"3dt= lím (e! — e7*?) 


x>0o J5 x>0 


1 
— — 0 = 0.368 
e 


Cerca de 37% de los clientes espera más de cinco minutos antes de que su llamada sea 
contestada. m 
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Observe el resultado del ejemplo 4(b): aun cuando el tiempo promedio de espera es 5 
minutos, solo 37% de las personas que llaman espera más de 5 minutos. La razón es que 
algunas de las personas que llaman tienen que permanecer mucho más tiempo (quizá 10 
o 15 minutos), y esto hace subir el promedio. 

Otra medida central de una función de densidad de probabilidad es la mediana. Esta es 
un número m tal que la mitad de las personas que llaman tiene un tiempo de espera menor 
que m y la otra mitad tiene un tiempo de espera más largo que m. En general, la mediana 
de una función de densidad de probabilidad es el número m tal que 


[400 ax =3 
Esto significa que la mitad del área bajo la gráfica de f se localiza a la derecha de m. En 
el ejercicio 9 se le pidió demostrar que la mediana del tiempo de espera para la compañía 
descrita en el ejemplo 4 es aproximadamente 3.5 minutos. 


E Distribuciones normales 


Muchos fenómenos aleatorios importantes, como las puntuaciones en pruebas de apti- 
tud, estaturas y pesos de individuos de una población homogénea, precipitación pluvial 
anual en un determinado lugar, se modelan mediante una distribución normal. Esto 
significa que la función de densidad de probabilidad de una variable aleatoria X es un 
miembro de la familia de funciones 


1 


El IS 


-(x-1)2/Qo7?) 


Puede verificarse que la media para esta función es u. La constante positiva ø se llama 


La desviación estándar se denota desviación estándar, que mide qué tan dispersos están los valores de X. De las gráficas 
con la letra griega ø (sigma) en forma de campana de miembros de la familia de la figura 5, se ve que para valores 
minúscula, pequeños de ø, los valores de X están agrupados respecto a la media, mientras que para 


valores más grandes de ø, los valores de X están más dispersos. Los estadísticos se sirven 
de métodos que les permiten usar conjuntos de datos para estimar y y 0. 


FIGURA 5 


Distribuciones normales. 


El factor 1/ (9/27 ) es necesario para hacer de funa función de densidad de proba- 
bilidad. De hecho, puede comprobarse por medio de los métodos de cálculo de varias 
yA variables que 
Rs 1 a 
| — e7 0w dx = 1 
J-» 9/27 
EJEMPLO 5 Las puntuaciones del cociente intelectual (c1) tienen una distribución 
Zo o o S normal con media 100 y desviación estándar 15. (En la figura 6 se muestra la función 
0 60 80 100 120 140 * de densidad de probabilidad correspondiente.) 


(a) ¿Qué porcentaje de la población tiene una puntuación de Cl entre 85 y 115? 
FIGURA 6 (b) ¿Qué porcentaje de la población tiene un CI arriba de 140? 
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SOLUCIÓN 
(a) Puesto que las puntuaciones CI tienen una distribución normal, se usa la función de 
densidad de probabilidad dada por la ecuación 3 con u = 100 y ø = 15: 


115 1 
5 15/27 


Recuerde de la sección 7.5 que la función y = e—* no tiene una antiderivada elemental, 
por lo que no puede evaluarse la integral de manera exacta. Pero se puede usar la capa- 
cidad de integración numérica de una calculadora o computadora (o la regla del punto 
medio o la regla de Simpson) para estimar la integral. Al hacerlo se encuentra que 


P(85 = X < 115) = f -0100/0159 dy 


P(85 < X < 115) = 0.68 


Por tanto, cerca de 68% de la población tiene un CI entre 85 y 115, es decir, dentro de una 
desviación estándar de la media. 


(b) La probabilidad de que la puntuación del CI de una persona elegida al azar sea mayor 
de 140 es 


=(x—100)?/450 Jy 


P(X > 140) = p 


0 1 

w 15/27 
Para evitar la integral impropia, se podría aproximarla mediante la integral de 140 a 200. 
(Es bastante seguro decir que las personas con un CI de más de 200 son muy pocas.) 


Entonces 
P(X > 140) = |” 2 e000 dy = 0.0038 
J140 154/27 
Por tanto, cerca de 0.4% de la población tiene un CI de más de 140. E 
8.5 EJERCICIOS 
1. Sea fx) la función de densidad de probabilidad para la 4. La función de densidad 
duración de la llanta de automóvil de la más alta calidad e 
de un fabricante, donde x se mide en millas. Explique el f(x) = (+ ey 
significado de cada integral. 
Es un ejemplo de una distribución logística. 
(a) pa Foa) dx b) i FO) dx (a) Compruebe que fes una función de densidad de probabi- 
J30000 J25000 lidad. 


(b) Encuentre P(3 = X = 4). 
2. Sea f(t) la función de densidad de probabilidad para el tiempo M (c) Trace la gráfica f. ¿Qué significa la media? ¿Qué pasa con 
que le toma conducir a la escuela en la mañana, donde t se la mediana? 
mide en minutos. Exprese las probabilidades siguientes como 5. Seaft)=c/0 +33. 


e io hs (a) ¿Para qué valor de c es f una función de densidad de 
(a) La probabilidad de que llegue a la escuela en menos de babilidad? 
15 minutos prO naonana 
E P ; (b) Para este valor de c, encuentre P(—1 < X < 1). 
(b) La probabilidad de que tarde más de media hora en llegar 
a la escuela. 6. Sea fx) =k(B3x-—13)si0=<x=3y fx) =0six<00x> 3. 
a 2 EnS (a) ¿Para qué valor de k es f una función de densidad de 
3. Sea f(x) = xe* para x > 0 y fx) = Osi x <0. probabilidad? 


(a) Verifique que fes una función de densidad de probabilidad. 


À (b) Para ese valor de k, determine P(X > 1). 
(b) Determine P(1 = X = 2). 


(c) Encuentre la media. 
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11. 


12. 
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. Una ruleta de un juego de mesa indica al azar un número real 


entre 0 y 10. La ruleta es justa en el sentido de que indica un 
número en un intervalo dado con la misma probabilidad que 
indica un número en cualquier otro intervalo de la misma 
longitud. 

(a) Explique por qué la función 


o = 0 
o= ia 


es una función de densidad de probabilidad para los 
valores de la ruleta. 

(b) ¿Qué le dice su intuición acerca del valor de la media? 
Verifique su intuición evaluando una integral. 


si0=x=10 


six<0six>10 


. (a) Explique por qué la función cuya gráfica se muestra es 


una función de densidad de probabilidad. 
(b) Use la gráfica para encontrar las probabilidades siguientes: 
(1) PX <3) di) PG <X= 8) 
(c) Calcule la media. 
| 


EEEN 
AS] 


10 x 


0 2 4 


. Demuestre que el tiempo de espera promedio para una 


llamada telefónica a la compañía descrita en el ejemplo 4 es 
de alrededor de 3.5 minutos. 


(a) Cierto tipo de lámpara lleva una marca que indica una 
duración promedio de 1000 horas. Es razonable modelar 
la probabilidad de falla de estas lámparas mediante una 
función de densidad exponencial con media u = 1000. 
Use este modelo para encontrar la probabilidad de que la 
lámpara 

(1) falle dentro de las primeras 200 horas, 
(ii) se queme por más de 800 horas. 
(b) ¿Cuál es la mediana de la duración de estas lámparas? 


Un minorista en línea ha determinado que el tiempo 
promedio para que las transacciones de tarjetas de crédito 
sean aprobadas electrónicamente es de 1.6 segundos. 

(a) Utilice una función de densidad exponencial para encon- 
trar la probabilidad de que un cliente espere menos de un 
segundo para la aprobación de la tarjeta de crédito. 

(b) Determine la probabilidad de que un cliente espere más 
de 3 segundos. 

(c) ¿Cuál es el tiempo de aprobación mínimo para el 5% más 
lento de las transacciones? 


El tiempo entre la infección y la presentación de los síntomas 

de faringitis estreptocócica es una variable aleatoria cuya 

función de densidad de probabilidad se puede aproximar por 

FO = ghg te” si 0 <1< 150 y f(A = 0 en otro caso 

(t medido en horas). 

(a) ¿Cuál es la probabilidad de que un paciente infectado 
mostrará síntomas dentro de las primeras 48 horas? 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


(b) ¿Cuál es la probabilidad de que un paciente infectado no 
mostrará síntomas hasta después de 36 horas? 


Fuente: Adaptado de P. Sartwell, “The Distribution of Incubation Periods of 
Infectious Disease,” American Journal of Epidemiology 141 (1995): 386-394. 


El sueño REM es la fase de sueño cuando los sueños están más 
activos. En un estudio, la cantidad de sueño REM durante las 
primeras cuatro horas de dormir fue descrita por una variable 
aleatoria T con la función de densidad de probabilidad 


idot si0=1=<40 
fÀ = 4 h- yt si40<1=<80 


en otro caso 


donde f se mide en minutos 

(a) ¿Cuál es la probabilidad de que la cantidad de sueño REM 
esté entre 30 y 60 minutos? 

(b) Encuentre la cantidad promedio de sueño REM. 


De acuerdo con la National Health Survey, las estaturas de 

varones adultos en Estados Unidos tienen una distribución 

normal con media de 69.0 pulgadas y desviación estándar de 

2.8 pulgadas. 

(a) ¿Cuál es la probabilidad de que un varón adulto elegido 
al azar tenga una estatura de entre 65 y 73 pulgadas? 

(b) ¿Qué porcentaje de la población de varones adultos tiene 
una estatura de más de 6 pies? 


El “Proyecto basura” en la Universidad de Arizona informa 
que la cantidad de papel que se desecha en los hogares por 
semana tiene una distribución normal con media de 4.3 kg y 
desviación estándar de 1.9 kg. ¿Qué porcentaje de los hogares 
tira por lo menos 5 kg de papel a la semana? 


La etiqueta de unas cajas indica que contiene 500 g de cereal. 
Una máquina que llena las cajas introduce pesos que tienen 
una distribución normal con desviación estándar de 12 g. 

(a) Si el peso deseado es 500 g, ¿cuál es la probabilidad de 
que la máquina llene una caja con menos de 480 g de 
cereal? 

(b) Suponga que una ley establece que no más de 5% de las 
cajas de cereal de un fabricante puede contener menos 
del peso establecido de 500 g. ¿En qué peso debe fijar el 
fabricante su máquina de llenado? 


La rapidez de los vehículos en una autopista con límite de 
velocidad de 100 km/h usualmente está distribuida con una 
media de 112 km/h y una desviación estándar de 8 km/h. 
(a) ¿Cuál es la probabilidad de que un vehículo elegido al 
azar esté viajando con una velocidad permitida por ley? 
(b) Si los policías están instruidos para infraccionar a los 
automovilistas que conduzcan a 125 km/h o más, ¿qué 
porcentaje de automovilistas sería sancionado? 


Demuestre que la función de densidad de probabilidad para 
una variable aleatoria normalmente distribuida tiene puntos de 
inflexión en x = u £ ø. 


Para cualquier distribución normal, encuentre la probabilidad 
de que la variable aleatoria se localice dentro de dos 
desviaciones estándar de la media. 


20. La desviación estándar para una variable aleatoria con 


21. 


función de densidad de probabilidad f y media y se define por 


1/2 
AS [j (— uY fa) ax 


Encuentre la desviación estándar para una función de densi- 
dad exponencial con media u. 


El átomo de hidrógeno se compone de un protón en el núcleo 
y un electrón, que se mueve respecto al núcleo. En la teoría 
cuántica de la estructura atómica, se supone que el electrón 
no se mueve en una órbita bien definida. En cambio, ocupa 
un estado conocido como orbital, que puede considerarse 
como una “nube” de carga negativa en torno al núcleo. En el 
estado de menor energía, llamado estado base, o 1s-orbital, la 
forma de esta nube se supone como una esfera centrada en el 
núcleo. Esta esfera se describe en términos de la función de la 
densidad de probabilidad 


EJ Repaso 


VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


mx] 
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4, 
pr) = = rie 
að 
donde a, es el radio de Bohr (a, = 5.59 X 107! m). La 
integral 


-2r/ap r>=0 


P(r) = | to se 2/0 ds 

Jo að 

da la probabilidad de que el electrón se encuentre dentro de 

la esfera de radio r metros centrada en el núcleo. 

(a) Compruebe que p(r) es una función de densidad de 
probabilidad. 

(b) Determine lím, —- p(r). ¿Para qué valor de r la expresión 
p(r) tiene su valor máximo? 

(c) Trace la gráfica de la función de densidad. 

(d) Encuentre la probabilidad de que el electrón esté dentro 
de la esfera de radio 4a, centrada en el núcleo. 

(e) Calcule la distancia media del electrón desde el núcleo 
en el estado base del átomo de hidrógeno. 


Las respuestas a la verificación de conceptos se encuentran en las páginas finales del libro. 


. (a) ¿Cómo se define la longitud de una curva? 


(b) Escriba una expresión para la longitud de una curva suave 
dada por y = f(x), a S xS b. 
(c) ¿Qué pasa si x se da como una función de y? 


entiende por excedente del consumidor cuando la cantidad de 
un artículo actualmente disponible es X y el precio de venta 
actual es P. Ilustre con un trazo. 


7. (a) ¿Qué es el gasto cardíaco del corazón? 
2. (a) Escriba una expresión para el área de la superficie (b) Explique cómo puede medirse el gasto cardíaco por 
obtenida al hacer girar la curva y = fx), a S x <= b, el método de dilución de colorante. 
E torno al Eje 7 8. ¿Qué es la función de densidad de probabilidad? ¿Qué 
(b) ¿Qué pasa si x se da como una función de y? ; : -2 
j i Ñ i propiedades tiene tal función? 
(c) ¿Qué pasa si la curva se hace girar en torno al eje y? 
. ' ] F T 9. Suponga que f(x) es la función de densidad de probabilidad 
3. Describa cómo se puede determinar la fuerza hidrostática a Ec : 
! 3 . para el peso de una alumna universitaria, donde x se mide en 
contra una pared vertical sumergida en un fluido. ; 
kilogramos. l 
4. (a) ¿Cuál es el significado físico del centro de masa de una (a) ¿Cuál es el significado de la integral | f (x) dx? 
placa delgada? (b) Escriba una expresión para la media de esta función de 
(b) Si la placa está entre y = f(x) y y = 0, donde densidad. 
a < x < b, escriba expresiones para las coordenadas (c) ¿Cómo puede encontrarse la mediana de esta función 
del centro de masa. de densidad? 
5. ¿Qué establece el teorema de Pappus? 10. ¿Qué es una distribución normal? ¿Cuál es el significado 
de la desviación estándar? 
6. Dada una función de demanda p(x), explique lo que se 
EJERCICIOS 
1-3 Encuentre la longitud de la curva. 4. (a) Encuentre la longitud de la curva 


1. 


l=x=4 


y = 4(x — 199, 


2.y=2 In(sen Lx), TJI SLST 


3. 12x = 4y? + 3y7!, 


Isys3 


l=x=2 


(b) Determine el área de la superficie obtenida al hacer girar 
la curva del inciso (a) en torno al eje y. 
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10. 


11. 


12. 
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. Sea C el arco de la curva y = 2/(x + 1) del punto (0, 2) 


a(3, 3). Utilice una calculadora u otro dispositivo para 
encontrar el valor de cada una de las cantidades siguientes, 
precisas a cuatro decimales. 

(a) La longitud de C. 

(b) El área de la superficie obtenida al girar C sobre el eje x. 
(c) El área de la superficie obtenida al girar C alrededor del 


eje y. 


. (a) La curva y = x°, 0 S x < 1 se hace girar en torno al eje y. 


Encuentre el área de la superficie resultante. 
(b) Determine el área de la superficie obtenida al hacer girar 
la curva del inciso (a) en torno al eje x. 


. Use la regla de Simpson con n = 10 para estimar la longitud 


de la curva y = sen x, 0 S x S T. 


+. Utilice la regla de Simpson con n = 10 para estimar el área 


de la superficie obtenida al hacer girar la curva seno del 
ejercicio 7 alrededor del eje x. 


. Encuentre la longitud de la curva 


y= yr Idt  1=<x=16 


Determine el área de la superficie obtenida al hacer girar la 
curva del ejercicio 9 en torno al eje y. 


Una compuerta en un canal de irrigación se construye en 

la forma de un trapecio de 1 m de ancho en el fondo, 2 m 

de ancho en la parte superior y 1 m de altura. Se coloca 
verticalmente en el canal, de manera que el agua cubre hasta 
su parte superior. Determine la fuerza hidrostática sobre un 
lado de la compuerta. 


Un canal se llena con agua, y sus extremos verticales tienen 
la forma de la región parabólica en la figura. Encuentre la 
fuerza hidrostática en un extremo del canal. 


k 8 pies >| 


13-14 Determine el centroide de cada región que se muestra. 


13. 


y 14. 
(4, 2) 


15-16 Encuentre el centroide de la región acotada entre las curvas 


dadas. 

15. y=3x y =x 

16. y = senx, y= 0, x= 7/4, x= 37/4 

17. Encuentre el volumen obtenido cuando el círculo de radio 1 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


con centro (1, 0) se hace girar en torno al eje y. 


. Use el teorema de Pappus y el hecho de que el volumen de 


una esfera de radio r es trr’ para encontrar el centroide 
de la región semicircular acotada por la curva y = yr? — x? 
y el eje x. 


La función de demanda para un artículo se da por 
p = 2000 — 0.1x — 0.01x? 


Encuentre el excedente del consumidor cuando el nivel de 
ventas es 100. 


Después de una inyección de 6 mg de colorante al corazón, 
las lecturas de concentración de colorante a intervalos de dos 
segundos se muestran en la tabla. Use la regla de Simpson 
para estimar el gasto cardíaco. 


t c(t) t c(t) 
(0) (0) 14 4.7 
2 1.9 16 3.3 
4 3.3 18 2.1 
6 5.1 20 1.1 
8 7.6 22 0.5 
10 7.1 24 0 
12 5.8 


(a) Explique por qué la función 


T TX . 
genl me si0=x=10 
fa) =3 20 10 


0 six<0ox>1l0 


es una función de densidad de probabilidad. 
(b) Encuentre P(X < 4). 
(c) Calcule la media. ¿Es el valor que esperaría? 


Los lapsos de embarazos humanos tienen una distribución 
normal con media de 268 días y una desviación estándar de 
15 días. ¿Qué porcentaje de embarazos dura entre 250 días y 
280 días? 


El tiempo de espera en la fila de cierto banco se modela 

mediante una función de densidad exponencial con media de 

8 minutos. 

(a) ¿Cuál es la probabilidad de que un cliente sea atendido en 
los primeros 3 minutos? 

(b) ¿Cuál es la probabilidad de que un cliente tenga que 
esperar más de 10 minutos? 

(c) ¿Cuál es la mediana del tiempo de espera? 


Problemas 
adicionales 1. Encuentre el área de la región S = [(x, y)hx > 0, y S 1,12 + y? < 4y}. 


2. Encuentre el centroide de la región encerrada por el rizo de la curva y? = 4 — x4. 


3. Si la esfera de radio r se corta mediante un plano cuya distancia desde el centro de la 
esfera es d, entonces la esfera se divide en dos piezas llamadas segmentos de una base 
(véase la primera figura). Las superficies correspondientes se llaman zonas esféricas de 
una base. 

(a) Determine las áreas superficiales de las dos zonas esféricas indicadas en la figura. 

(b) Calcule el área aproximada del océano Ártico suponiendo que su forma es aproxi- 

madamente circular, con centro en el Polo Norte y “circunferencia” a 75° latitud 
norte. Use r = 6370 km para el radio de la Tierra. 

(c) Una esfera de radio r se inscribe en un cilindro circular recto de radio r. Dos planos 
perpendiculares al eje central del cilindro y apartados una distancia h cortan una zona 
esférica de dos bases en la esfera. Demuestre que el área de la superficie de la 
zona esférica es igual al área de la superficie de la región que los dos planos cortan 
en el cilindro. 

La zona tórrida es la región sobre la superficie de la Tierra que está entre el Trópico 

de Cáncer (23.45” latitud norte) y el Trópico de Capricornio (23.45° latitud sur). 

¿Cuál es el área de la zona tórrida? 


(d 


= 


4. (a) Demuestre que un observador a la altura H arriba del Polo Norte de una esfera de 
radio r puede ver una parte de la esfera que tiene un área 
2rr*H 
r+ H 


(b) Dos esferas con radios r y R se colocan de modo que la distancia entre sus centros 
es d, donde d > r + R. ¿Dónde debe colocarse una luz sobre la recta que une los 
centros de las esferas para iluminar la superficie total más grande? 


5. Suponga que la densidad del agua de mar, p = p(z), varía con la profundidad z debajo 
de la superficie. 


(a) Demuestre que la presión hidrostática está gobernada por la ecuación diferencial 
dP 


donde g es la aceleración debida a la gravedad. Sea P, y po la presión y la densidad en 
z = 0. Exprese la presión a profundidad z como una integral. 


(b) Suponga que la densidad del agua de mar a la profundidad z está dada por 
P Q p = poe””, donde H es una constante positiva. Encuentre la fuerza total, expresada 
como una integral, ejercida sobre un orificio circular vertical de radio r cuyo centro 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 6 se localiza a una distancia L > r debajo de la superficie. 


6. En la figura se muestra un semicírculo con radio 1, diámetro horizontal PQ y rectas 
tangentes en P y O. ¿A qué altura arriba del diámetro debe colocarse la recta horizontal 
para minimizar el área sombreada? 


7. Sea P una pirámide con una base cuadrada de lado 2b y suponga que S es una esfera con 
su centro en la base de P y S es tangente a los ocho lados de P. Determine la altura de P. 
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FIGURA PARA EL PROBLEMA 
11 
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10. 


11. 


12. 


13. 


Después calcule el volumen de la intersección de S y P. 


. Considere una placa metálica plana que se colocará verticalmente bajo el agua con la parte supe- 


rior sumergida 2 m debajo de la superficie del agua. Determine una forma para la placa de modo 
que si esta se divide en cierto número de tiras horizontales de igual altura, la fuerza hidrostática 
en cada tira es la misma. 


. Un disco uniforme con radio 1 se cortará mediante una línea de modo que el centro de masa 


de la pieza más pequeña se localice a la mitad a lo largo de un radio. ¿Qué tan cerca del centro del 
disco debe hacerse el corte? (Exprese su respuesta con una aproximación de dos decimales.) 


Un triángulo con área 30 cm? se corta desde una esquina de un cuadrado con lado 10 cm, como 
se muestra en la figura. Si el centroide de la región restante es 4 cm desde el lado derecho del 
cuadrado, ¿qué tan lejos está del fondo del cuadrado? 


10 cm 


En un famoso problema del siglo xvi conocido como problema de la aguja de Buffon, se deja 
caer una aguja de longitud h sobre una superficie plana (por ejemplo, una mesa) en la que se han 
dibujado rectas paralelas apartadas L unidades, L = h. El problema es determinar la probabi- 
lidad de que la aguja llegue al reposo cortando una de las rectas. Suponga que las rectas van de 
este a oeste, paralelas al eje x en un sistema coordenado rectangular (como en la figura). Sea y 
la distancia del extremo “sur” de la aguja a la recta más próxima al norte. (Si el extremo sur de la 
aguja está sobre una recta, sea y = 0. Si la aguja se encuentra de este a oeste, sea el extremo 
“oeste” el extremo “sur”.) Sea 0 el ángulo que la aguja forma con un rayo que se extiende hacia 
el este desde el extremo “sur”. Entonces 0 = y <= L y 0 < 0 < Tr. Observe que la aguja interseca 
una de las rectas solo cuando y < h sen 6. El conjunto total de posibilidades para la aguja se 
puede identificar con la región rectangular 0 < y <= L, 0 < 0 < rr, y la proporción de veces que 
una aguja corta una recta es el radio 


área debajo de y = h sen 0 


área del rectángulo 


Este cociente es la probabilidad de que la aguja corte una recta. Encuentre la probabilidad de que 
la aguja interseque una recta si h = L. ¿Qué pasa si h = 31? 


Si la aguja del problema 11 tiene longitud h > L, es posible que la aguja corte más de una recta. 

(a) Si L = 4, encuentre la probabilidad de que una aguja de longitud 7 corte por lo 
menos una recta. [Sugerencia: proceda como en el problema 11. Defina y como 
antes; entonces el conjunto total de posibilidades para la aguja puede identificarse 
con la misma región rectangular 0 < y < L, 0 < 0 < rr. ¿Qué parte del rectángulo 
corresponde a la aguja que corta una recta?] 

(b) Si L = 4, encuentre la probabilidad de que una aguja de longitud 7 corte dos rectas. 

(c) Si 2L < h < 3L, encuentre una fórmula general para la probabilidad de que la aguja interse- 
que tres rectas. 


Encuentre el centroide de la región encerrada por la elipse x? + (x + y + 1} = 1. 


En la última sección de este 
capítulo se emplearon pares de 
ecuaciones diferenciales 

para investigar la relación 
entre las poblaciones de 
depredadores y presas, como 
jaguares y jabalíes, lobos 

y conejos, linces y liebres, 
mariquitas y pulgones. 


Ecuaciones diferenciales 


O Dennis Donohue / Shutterstock.com 


TAL VEZ LA MÁS IMPORTANTE de todas las aplicaciones del cálculo está en las ecuaciones 
diferenciales. Cuando los físicos o los científicos sociales utilizan el cálculo, con frecuencia lo 
hacen para analizar una ecuación diferencial que ha aparecido en el proceso de modelado de algún 
fenómeno que están estudiando. Aun cuando a veces es imposible encontrar una fórmula explícita 
para la solución de una ecuación diferencial, se verá que hay métodos gráficos y numéricos que 
aportan la información necesaria. 
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9.1 Modelado con ecuaciones diferenciales 


Ahora es un buen momento para leer 
(o releer) la discusión de un modelo 
matemático en la página 23. 


ANO. 


FIGURA 1 


La familia de soluciones de dP/dt = kP 


Al describir el proceso de modelado en la sección 1.2, se habló sobre la formulación de 
un modelo matemático de un problema del mundo real, ya sea por razonamiento intui- 
tivo acerca del fenómeno o de una ley física en función de la evidencia experimental. El 
modelo matemático con frecuencia toma la forma de una ecuación diferencial, es decir, 
una ecuación que contiene una función desconocida y algunas de sus derivadas. Esto no 
es sorprendente, porque en el problema del mundo real es común observar que ocurran 
cambios y se desea predecir el comportamiento futuro respecto a cómo cambian los valo- 
res actuales. Para comenzar, se examinan varios ejemplos de cómo surgen las ecuaciones 
diferenciales cuando se modelan fenómenos físicos. 


El Modelos para el crecimiento poblacional 


Un modelo para el crecimiento de una población se basa en suponer que la población 

crece con una razón proporcional al tamaño de la población. Esa es una suposición razo- 

nable para una población de bacterias o animales en condiciones ideales (ambiente ilimi- 

tado, nutrición adecuada, ausencia de depredadores, inmunidad a enfermedades). 
Identifique y denote las variables en este modelo: 


t = tiempo (la variable independiente) 


P = número de individuos en la población (la variable dependiente) 


La razón de crecimiento de la población es la derivada dP/dt. Por lo que la suposición de 
que la razón de crecimiento de la población es proporcional al tamaño de la población, 
se escribe como la ecuación 


(1] EP 


de 


donde k es la constante de proporcionalidad. La ecuación 1 es el primer modelo para el 
crecimiento poblacional; es una ecuación diferencial porque contiene una función desco- 
nocida P y su derivada dP/dt. 

Una vez formulado un modelo, se consideran sus consecuencias. Si se descarta una 
población de 0, entonces P(t) > 0 para toda t. Por lo que si k > 0, entonces la ecuación 1 
muestra que P’(t) > 0 para toda t. Esto significa que la población siempre está creciendo. 
De hecho, cuando crece P(t) la ecuación 1 muestra que dP/dt se vuelve más grande. En 
otras palabras, la rapidez de crecimiento se incrementa cuando crece la población. 

Trate de pensar en una solución para la ecuación 1. La ecuación pide encontrar una 
función cuya derivada sea un múltiplo constante de sí misma. Por el capítulo 3 se sabe 
que las funciones exponenciales tienen esa propiedad. De hecho, si se establece P(t) = Ce“, 
entonces 


P(t) = Clke*") = (Ce!) = kP(1) 


Por lo que cualquier función exponencial de la forma P(t) = Ce” es una solución de la 
ecuación 1. En la sección 9.4 se verá que no hay otra solución. 

Permitiendo que C varíe a través de todos los números reales, se obtiene la familia 
de soluciones P(t) = Ce” cuyas gráficas se muestran en la figura 1. Pero las poblacio- 
nes tienen exclusivamente valores positivos y, por tanto, únicamente interesa conocer las 
soluciones con C > 0. Y probablemente se tiene interés solo en valores de t mayores que 
el tiempo inicial £ = 0. 
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En la figura 2 se muestran las soluciones con significado físico. Al sustituir £ = 0, se 
obtiene P(0) = Ce*% = C, por lo que la constante C resulta ser la población inicial, P(0). 

La ecuación 1 es apropiada para modelar el crecimiento poblacional en condiciones 
ideales, pero se tiene que reconocer que un modelo más real debe reflejar el hecho de 
que un determinado ambiente tiene recursos limitados. Muchas poblaciones comienzan 


0 T incrementándose de manera exponencial, pero la población se estabiliza cuando se apro- 
xima a su capacidad de carga M (o disminuye hacia M si alguna vez excede a M). Para 
que un modelo tome en cuenta ambas tendencias, se hacen dos suposiciones: 

FIGURA 2 
dP l EET ; a , 
La familia de soluciones P(t) = Ce! m —— ~ kP si P es pequeña (al inicio, la rapidez de crecimiento es proporcional a P.) 


conoC>0yt>0 dt 


dP 
E m3 < O siP>M (P disminuye si excede a M.) 


Una expresión simple que incorpora ambas suposiciones es la ecuación siguiente 


dP P 
(2) — = w(i -— z) 
dt M 


Observe que, si P es pequeña en comparación con M, entonces P/M tiende a 0 y, por 
tanto, dP/dt = kP. Si P > M, entonces 1 — P/M es negativa y, por tanto, dP/dt < 0. 

La ecuación 2 se llama ecuación diferencial logística, y la propuso el biólogo mate- 
mático holandés Pierre-François Verhulst en la década de 1840 como un modelo para 
el crecimiento de la población mundial. En la sección 9.4 se desarrollarán técnicas que 


PA ; : p = i 
permiten encontrar soluciones explícitas de la ecuación logística, pero por ahora se pue- 

den deducir características cualitativas de las soluciones directamente de la ecuación 2. 

P=M Primero observe que las funciones constantes P(t) = 0 y P(t) = M son soluciones porque, 


en cualquier caso, uno de los factores del lado derecho de la ecuación 2 es cero. (Esto en 
realidad tiene sentido físico: si la población es O o es igual a la capacidad de carga, P per- 
manece constante.) Estas dos soluciones constantes se llaman soluciones de equilibrio. 
de equilibrio Si la población inicial P(0) está entre 0 y M, entonces el lado derecho de la ecuación 2 
va es positivo, por tanto dP/dt > 0 y la población crece. Pero si la población rebasa la capaci- 
dad de carga (P > M), entonces 1 — P/M es negativa, por lo que dP/dt < 0 y la población 
decrece. Observe que, en cualquier caso, si la población tiende a la capacidad de carga 
(P —> M), entonces dP/dt —0, lo que significa que la población se estabiliza. Por lo que 
se espera que las soluciones de la ecuación diferencial logística tengan gráficas que se 
parezcan a las de la figura 3. Observe que las gráficas se alejan de la solución de equili- 
brio P = 0 y se mueven hacia la solución de equilibrio P = M. 


soluciones 


Y 


0 


FIGURA 3 
Soluciones de la ecuación logística 


El Modelo para el movimiento de un resorte 


== S Ahora se examina un ejemplo de un modelo de física. Considere el movimiento de un 
== > objeto con masa m sujeto en el extremo de un resorte vertical (como en la figura 4). 
l iciónd L En la sección 6.4 se analizó la ley de Hooke que establece que si un resorte se estira 
m posición de +0 > $ ; a i 
equilibrio S (o comprime) x unidades desde su longitud natural, entonces ejerce una fuerza que es 
> proporcional a x: 
f 
T> de Fuerza de restauración = —kx 
yx 
FIGURA 4 donde k es una constante positiva (llamada constante del resorte). Si se ignoran las fuer- 


zas de resistencia externas (debidas a la resistencia del aire o la fricción) entonces, por la 
segunda ley de Newton (fuerza es igual a masa por aceleración), se tiene 
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[B] m A = —kx 


Este es un ejemplo de lo que se llama una ecuación diferencial de segundo orden porque 
implica segundas derivadas. Vea qué se puede inferir acerca de la forma de la solución 
directamente de la ecuación. Puede reescribir la ecuación 3 en la forma 


que dice que la segunda derivada de x es proporcional a x pero tiene signo opuesto. Se 
conocen dos funciones con esta propiedad, las funciones seno y coseno. De hecho, 
resulta que todas las soluciones de la ecuación 3 pueden escribirse como combinaciones 
de ciertas funciones seno y coseno (véase el ejercicio 4). Esto no es sorprendente; se 
espera que el resorte oscile respecto a su posición de equilibrio y, por tanto, es natural 
pensar que están implicadas las funciones trigonométricas. 


E Ecuaciones diferenciales generales 


En general, una ecuación diferencial es una ecuación que contiene una función des- 
conocida y una o más de sus derivadas. El orden de la ecuación diferencial es el de la 
mayor de las derivadas que aparecen en la ecuación. Por lo que las ecuaciones 1 y 2 son 
de primer orden, y la ecuación 3 es de segundo. En las tres ecuaciones, la variable inde- 
pendiente se llama ż y representa el tiempo, pero en general la variable independiente puede 
no representar tiempo. Por ejemplo, cuando se considera la ecuación diferencial 


(4) y =xy 


se entiende que y es una función desconocida de x. 

Una función f se llama solución de una ecuación diferencial si la ecuación se satisface 
cuando y = f(x) y sus derivadas se sustituyen en la ecuación. Por lo que fes una solución 
de la ecuación 4 si 


para todos los valores de x en algún intervalo. 

Cuando se pide resolver una ecuación diferencial, se espera encontrar todas las posi- 
bles soluciones de la ecuación. Ya se han resuelto algunas ecuaciones diferenciales par- 
ticularmente simples, a saber, aquellas de la forma 


y =f) 


Por ejemplo, se sabe que la solución general de la ecuación diferencial 


está dada por à 


donde C es una constante arbitraria. 

Pero, en general, resolver una ecuación diferencial no es una tarea fácil. No hay una 
técnica sistemática que permita resolver todas las ecuaciones diferenciales. Sin embargo, 
en la sección 9.2 se verá cómo dibujar gráficas aproximadas de soluciones aun cuando 
no se tiene fórmula explícita. También se aprenderá cómo encontrar aproximaciones 
numéricas a soluciones. 


En la figura 5 se muestran las 
gráficas de siete miembros de la 
familia del ejemplo 1. La ecuación 
diferencial muestra que si y ~ +1, 
entonces y” = 0. Esto se confirma 
por lo aplanado de las gráficas cerca 
dey=1yy=-—l. 


FIGURA 5 
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EJEMPLO 1 Demuestre que cualquier miembro de la familia de funciones 


1 +ce' 
ps- 
i 1 = ce* 
es una solución de la ecuación diferencial y” = (y? — 1). 


SOLUCIÓN Utilice la regla del cociente para derivar la expresión para y: 


, (= ce')(ce') — (1 + ce')(—ce') 


(1 — ce" 
O ce” + ce! + ce” E 2ce' 
(1 — ce’? (1 — ce’? 


El lado derecho de la ecuación diferencial se convierte en 


1 l + ce! Y? 

1 2 

a( y? — 1) = 1 
20 ) ES | 


1| 0 +c- ls 
2 (1 — ce}? 


1 4ce' 2ce' 


2 (1 — ce? (1 — ce? 


Por tanto, para todo valor de c, la función dada es una solución de la ecuación dife- 
rencial. n 


Al aplicar ecuaciones diferenciales, normalmente no se está tan interesado en encon- 
trar una familia de soluciones (la solución general) como en determinar una solución 
que satisfaga algún requerimiento adicional. En muchos problemas físicos se requiere 
encontrar la solución particular que satisface una condición de la forma y(to) = yo. Esta 
se llama condición inicial, y el problema de encontrar una solución de la ecuación dife- 
rencial que satisface la condición inicial se llama problema con valores iniciales. 

Desde el punto de vista geométrico, cuando se impone una condición inicial, se busca 
en la familia de curvas solución una que pase por el punto (fo, yo). Físicamente, esto 
corresponde a medir el estado de un sistema en el tiempo tọ y usar la solución del pro- 
blema con valor inicial para predecir el comportamiento futuro del sistema. 

EJEMPLO 2 Encuentre una solución de la ecuación diferencial y” = H y? — 1) que 
satisfaga la condición inicial y(0) = 2. 


SOLUCIÓN Al sustituir los valores £ = 0 y y = 2 en la fórmula 


y= 


del ejemplo 1, se obtiene 
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Si esta ecuación se resuelve para c, se obtiene 2 — 2c = 1 + c, que da c = $. Por tanto, 
la solución del problema con valores iniciales es 


1+ie 3+e 


y= 


1 
= 3e 


t 


3-e' 


9.1 EJERCICIOS 


1. Demuestre que y = x — x”! es una solución de la ecuación 
diferencial xy” + y = 2x. 


2. Compruebe que y = sen x cos x — cos x es una solución del 
problema con valores iniciales 


y” + (tan x)y = cos?x y(0) = —1 


en el intervalo —71/2 < x < 1/2. 


3. (a) ¿Para qué valores de r la función y = e™ satisface la 
ecuación diferencial 2y” + y’ — y = 0? 
(b) Si r, y r son los valores de r que encontró en el inciso 
(a), demuestre que todo integrante de la familia de fun- 
ciones y = ae”* + be™ también es una solución. 


4. (a) ¿Para qué valores de k la función y = cos kt satisface la 
ecuación diferencial 4y” = —25y? 
(b) Para esos valores de k, verifique que cualquier integrante 
de la familia de las funciones y = A sen kt + B cos kt 
también es una solución. 


5. ¿Cuáles de las funciones siguientes son soluciones de la 
ecuación diferencial y” + y = sen x? 


(a) y =senx (b) y = cosx 


(c) y = Lx sen x (d) y = -ix cos x 
6. (a) Demuestre que cualquier integrante de la familia de 
funciones y = (In x + C)/x es una solución de la 
ecuación diferencial xy’ + xy = 1. 
(b) Ilustre el inciso (a) graficando diferentes miembros 
de la familia de soluciones en una pantalla común. 
(c) Encuentre una solución de la ecuación diferencial 
que satisfaga la condición inicial y(1) = 2. 
(d) Determine una solución de la ecuación diferencial que 
satisfaga la condición inicial y(2) = 1. 
7. (a) ¿Qué puede decir acerca de una solución de la ecuación 
y’ = — y? con solo observar la ecuación diferencial? 
(b) Compruebe que todos los miembros de la familia 
y = 1/(x + C) son soluciones de la ecuación del inciso (a). 
(c) ¿Puede pensar en una solución de la ecuación diferencial 


y' = —y? que no sea un miembro de la familia del inciso (b)? 
(d) Encuentre una solución del problema con valores iniciales 
y=-=y9  y0)=05 


8. (a) ¿Qué se puede decir acerca de la gráfica de una solución 
de la ecuación y" = xy? cuando x es cercana a 0? ¿Qué 
pasa si x es grande? 


(b) Compruebe que todos los miembros de la familia 
-1/2 


y = (0x2) 


son soluciones de la ecuación diferencial y” = xy”. 


m (c) Trace la gráfica de varios miembros de la familia de solu- 


ciones en una pantalla común. ¿Las gráficas confirman lo 
que predijo en el inciso (a)? 
(d) Encuentre una solución del problema con valores iniciales. 


y =xy* 


y(0) = 2 


9. Una población se modela mediante una ecuación diferencial 


dP P 
— =1.2P| 1 - — 
dt 4200 


(a) ¿Para qué valores de P la población es creciente? 
(b) ¿Para qué valores de P la población es decreciente? 
(c) ¿Cuáles son las soluciones de equilibrio? 


10. Una función y(t) satisface la ecuación diferencial 


dy A 

— = y* = 6y? + Sy” 
dt 

(a) ¿Cuáles son las soluciones constantes de la ecuación? 

(b) ¿Para qué valores de y es y creciente? 

(c) ¿Para qué valores de y es y decreciente? 


11. Explique por qué las funciones con las gráficas dadas 


no pueden ser soluciones de la ecuación diferencial 


dy ; > 
A == y = 1) 
dt ey ) 


(a) YA 


(b) yA 


A. y =1+xy B. 


12. La función de la gráfica dada es una solución de una de 


las ecuaciones diferenciales siguientes. Decida cuál es la 
ecuación correcta y justifique su respuesta. 


y 


> 
0 x 


y' = —2xy C. y =1—2xy 


13. Relacione las ecuaciones diferenciales siguientes con las 


gráficas solución I-IV. Dé razones para sus elecciones. 


(a) y =] +x’ + y? (b) y = ye 
sl 1 + entr” (d) y sen(xy) cos(xy 
1 y i $ 
0 x 
m yA a " 
0 X 0 > 


14. Suponga que se sirve una taza de café recién preparado con 


temperatura de 95 °C en una habitación donde la temperatura 

es de 20 °C. 

(a) ¿Cuándo considera que el café se enfría con más rapidez? 
¿Qué sucede con la rapidez de enfriamiento conforme 
pasa el tiempo? Explique. 

(b) La ley de enfriamiento, de Newton, establece que la rapidez 
de enfriamiento de un objeto es proporcional a la diferencia de 
temperatura entre el objeto y el medio ambiente, siempre 
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que esta diferencia no sea muy grande. Escriba una ecua- 
ción diferencial que exprese la ley de enfriamiento para 
esta situación particular. ¿Cuál es la condición inicial? 
En vista de su respuesta al inciso (a), ¿considera que 
esta ecuación diferencial es un modelo apropiado para 
el enfriamiento? 

(c) Realice un trazo aproximado de la gráfica de la solución 
del problema con valores iniciales del inciso (b). 


15. Los psicólogos interesados en la teoría del aprendizaje 


16 


17 


estudian curvas de aprendizaje. Una curva de aprendizaje 

es la gráfica de una función P(t), el desempeño de alguien 

que aprende una habilidad como una función del tiempo de 

capacitación t. La derivada dP/dt representa la rapidez a la 

que mejora el desempeño. 

(a) ¿Cuándo considera que P se incrementa con más rapidez? 
¿Qué sucede con dP/dt cuando t crece? Explique. 

(b) Si M es el nivel máximo de desempeño del cual es capaz 
el alumno, explique por qué la ecuación diferencial 


IP 
TL = KM — P) 


a k es una constante positiva 


es un modelo razonable para el aprendizaje. 
(c) Realice una gráfica aproximada de una posible solución 
de esta ecuación diferencial. 


La ecuación de von Bertalanffy indica que la razón de 

crecimiento de la longitud de un pez determinado es 

proporcional a la diferencia entre la actual longitud L y la 

longitud asintótica L= (en centímetros). 

(a) Escriba una ecuación diferencial que exprese esta idea. 

(b) Haga un trazo aproximado de la gráfica de una solución 
de un problema de valor inicial representativo para esta 
ecuación diferencial. 


Las ecuaciones diferenciales se han utilizado ampliamente 
en el estudio de la disolución del fármaco para pacientes que 
recibieron medicamentos orales. Una de estas ecuaciones es 
la ecuación de Weibull para la concentración c(t) del fármaco: 
dc k 
dt t 
donde k y c, son constantes positivas y 0 < b < 1. Verifique que 


c(t) = (1 — e=”) 


es una solución de la ecuación de Weibull para t > 0, donde 
a = k/(1 — b). ¿Cuál es la ecuación diferencial que nos indica 
cómo se produce la disolución del fármaco? 


Desafortunadamente, es imposible resolver la mayoría de las ecuaciones diferenciales 
en términos de una fórmula explícita para la solución. En esta sección se muestra que, a 
pesar de la ausencia de una solución explícita, aún se puede aprender mucho acerca de 
la solución por un método gráfico (campos direccionales) o método numérico (método 


de Euler). 
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yA Ml Campos direccionales 
La pendiente La pendiente Suponga que se le pide trazar la gráfica de la solución del problema con valores iniciales 
en en 
(Xi, yı) es (X2, y2) es 
No se conoce una fórmula para la solución, por lo que ¿cómo puede trazar su gráfica? 
p P que ¿ Pp g 
0 % Considere lo que significa la ecuación diferencial. La ecuación y” = x + y indica que 
la pendiente en cualquier punto (x, y) sobre la gráfica (llamada curva solución) es igual 


FIGURA 1 a la suma de las coordenadas x y y del punto (véase la figura 1). En particular, debido a que 
Una solución de y' = x + y la curva pasa por el punto (0, 1), su pendiente ahí debe ser O + 1 = 1. Por lo que una 
pequeña parte de la curva solución cerca del punto (0, 1) tiene la apariencia de un corto 
segmento de recta que pasa por (0, 1) con pendiente 1 (véase la figura 2). 

Como una guía para trazar el resto de la curva, se dibujan segmentos de recta cortos 
en varios puntos (x, y) con pendiente x + y. El resultado se llama campo direccional 
y se muestra en la figura 3. Por ejemplo, el segmento de recta en el punto (1, 2) tiene 
(0.1) La pendiente (0,1) pendiente 1 + 2 = 3. El campo direccional permite ver la forma general de las curvas 


YA 


es0+1=1 solución indicando la dirección en que proceden las curvas en cada punto. 
> 
0 Xx 
FIGURA 2 a dd 
; . A E e A f E o SAL Y LIE A A 
Comienzo de la curva solución que ) 
pasa por (0, 1) SS A LE AA A a Ed YAA A 
KS A ERA SA AS AY E AAA 
N NS e A SS AA 
EENS SES AA NS Saer O AN 
NES 0 REE En 0 po ana 
ELNE YRSA UA YAS =s Zld 
EN AN SSA y key y ş ss AS 
LESS SN A TN NES 0 z 
A O NN NN A S e E e e 
VAN VA YN SS E AE AAN ENSS 
En Module 9.2A se muestran FIGURA 3 FIGURA 4 
Campo direccional para y' = x + y Curva solución que pasa por (0, 1) 


los campos direccionales y las cur- 
vas solución de diferentes ecuaciones 
diferenciales. 

Ahora se puede trazar la curva solución a través del punto (0, 1) siguiendo el campo 
direccional como en la figura 4. Observe que se ha dibujado la curva para que sea para- 
lela a segmentos de recta cercanos. 

En general, suponga que se tiene una ecuación diferencial de primer orden de la forma 


y' = F(x, y) 


donde F(x, y) es alguna expresión en x y y. La ecuación diferencial dice que la pendiente de 
una curva solución en un punto (x, y) sobre la curva es F(x, y). Si se dibujan segmentos 
cortos de recta con pendiente F(x, y) en varios puntos (x, y), el resultado se llama campo 
direccional (o campo de pendientes). Estos segmentos de recta indican la dirección 
en que apunta una curva solución, por lo que el campo direccional ayuda a ver la forma 
general de estas curvas. 


EJEMPLO 1 
(a) Trace el campo direccional para la ecuación diferencial y’ = x? + y?— 1. 
(b) Use el inciso (a) para trazar la curva solución que pasa por el origen. 


ec ys 


Y 5 > 
Ns 
NES 


p) 


== SK ds i 


A A a 


=y 


N 


Sii 


A 
A 
Y 
TS dd 
T =L 


E 1 


xy 


FIGURA 7 


FIGURA 8 


interruptor 
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SOLUCIÓN 
(a) Se empieza por calcular la pendiente en varios puntos en la tabla siguiente: 


Ahora se dibujan segmentos de recta cortos con estas pendientes en estos puntos. El 
resultado es el campo direccional de la figura 5. 


(b) Empiece en el origen y muévase a la derecha en la dirección del segmento de recta 
(cuya pendiente es —1). Continúe con el trazo de la curva solución para que se mueva 
paralela a los segmentos de recta cercanos. La curva solución resultante se muestra 

en la figura 6. Volviendo al origen, se traza también la curva solución a la izquierda. Mi 


Mientras más segmentos de recta se dibujen en un campo direccional, más clara se 
vuelve la ilustración. Por supuesto, es tedioso calcular pendientes y dibujar segmentos de 
recta para un enorme número de puntos a mano, pero las calculadoras son muy adecua- 
das para esta tarea. En la figura 7 se muestra un campo direccional más detallado trazado 
por computadora para la ecuación diferencial del ejemplo 1, que permite trazar, con 
razonable exactitud, las curvas solución que se muestran en la figura 8 con intersecciones 
en y: —2, —1,0, 1 y 2. 

Ahora observará cómo los campos direccionales dan una idea de las situaciones físi- 
cas. El circuito eléctrico simple que se muestra en la figura 8 contiene una fuerza electro- 
motriz (por lo común una batería o generador) que produce un voltaje de E(t) volts (V) y 
una corriente de Z(t) amperes (A) en el tiempo t. El circuito también contiene un resistor 
con una resistencia de R ohms (Q) y un inductor con una inductancia de L henrys (H). 

La ley de Ohm da la caída de voltaje debida al resistor como RZ. La caída de voltaje 
debida al inductor es L(dI/dt). Una de las leyes de Kirchhoff dice que la suma de las 
caídas de voltaje es igual al voltaje suministrado E(t). Por lo que se tiene 


(1] 


dl 
L— + RI = E(t) 
dt 


que es una ecuación diferencial de primer orden que modela la corriente / en el tiempo t. 


EJEMPLO 2 Considere que en el circuito simple de la figura 8 la resistencia es 12 Q, 
la inductancia es 4 H y la batería da un voltaje constante de 60 V. 


(a) Dibuje un campo direccional para la ecuación 1 con estos valores. 

(b) ¿Qué se puede decir acerca del valor límite de la corriente? 

(c) Identifique las soluciones de equilibrio. 

(d) Si el interruptor está cerrado cuando f = 0 por lo que la corriente empieza con /(0) = 0, 
use el campo direccional para trazar la curva solución. 

SOLUCIÓN 

(a) Si se sustituye L = 4, R = 12 y E(t) = 60 en la ecuación 1, se obtiene 


dl 
4— + 12/ = 60 o 
dt 


H isea 
dt 
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FIGURA 9 


FIGURA 10 


El campo direccional para esta ecuación diferencial se muestra en la figura 9. 


TA 
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O E O O 
EIA LE EE A RE LE E 
E E- AL I MEA E A 
TE F f A E -E F E -E d E E A 
E, E A A A A A O A E, 
' E A O A O E A A A A E.: 
EoD A ES AT NE A O A O 
— A  _ _ -A  -___ 
0 E NO E: A O A Tw E O g 
E o w gop o E A A O 


(b) Del campo direccional parece que las soluciones se aproximan al valor 5 A, es decir, 


lím (t) =5 
t=>0 
(c) Pareciera que la función constante I(t) = 5 es una solución de equilibrio. De hecho, esto 


se puede comprobar de manera directa a partir de la ecuación diferencial dI/dt = 15 — 31. 
Si K(f) = 5, entonces el lado izquierdo es dI/dt = 0 y el lado derecho es 15 — 3(5) = 0. 


(d) Se usa el campo direccional para trazar la curva solución que pasa por (0, 0), como 
se muestra en la primera curva, desde la izquierda, en la figura 10. 


IA 
Y keg A A a O A N 
Y Y XD NON NEO NN 
EE XA ASSA SNS NSSSsSsxsS 
A ig A A Sa A A e CFan A, e 
GA A RL A PE O A BL 
PAL. ER LJE LE Z ARDE AA 
TT RM E WME E AS LCR A 
MEE LS E LE E BERE e 
2+ J1 £ A F 1 1 / de y i A 1 
E i / E E / t t f / 
£ 1 $ vá rA f / / t 1 / I 
e A D E a e o OT / E E A 
— —— — —. q 
0 ES E: O NO poro or 34 
C ER EA > E A E 


Observe en la figura 9 que los segmentos de recta a lo largo de cualquier recta hori- 
zontal son paralelos. Eso es porque la variable independiente £ no aparece del lado derecho 
de la ecuación 7’ = 15— 31. En general, una ecuación diferencial de la forma 


y =f) 


en la que falta la variable independiente en el lado derecho se llama autónoma. Para dicha 
ecuación, las pendientes correspondientes a dos puntos distintos con la misma coor- 
denada y deben ser iguales. Esto significa que, si se conoce una solución para una 
ecuación diferencial autónoma, entonces se puede obtener infinitamente muchas otras 
desplazando solo la gráfica de la ecuación conocida a la derecha o a la izquierda. En 
la figura 10 se muestran las soluciones que resultan de desplazar la curva solución del 
ejemplo 2 una o dos unidades de tiempo (a saber, segundos) a la derecha. Corresponden 
a cerrar el interruptor cuando t = 1 ot = 2. 
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YA © Método de Euler 


La idea básica detrás de los campos direccionales se puede usar para encontrar aproxima- 
ciones numéricas a soluciones de ecuaciones diferenciales. Se muestra el método en el 
problema con valor inicial que se empleó para introducir campos direccionales: 


curva solución 4 


y =x+y y(0) =1 
t > 
0 1 x 
La ecuación diferencial dice que y'(0) = 0 + 1 = 1, por lo que la curva solución en el punto 
FIGURA 11 (0, 1) tiene pendiente 1. Como una primera aproximación a la solución se podría usar 
Primera aproximación de Euler la aproximación lineal L(x) = x + 1. En otras palabras, se podría usar la recta tangente 


en (0, 1) como aproximación a la curva solución (véase la figura 11). 
La idea de Euler era mejorar esta aproximación siguiendo solo una corta distancia a lo 
YA largo de esta recta tangente y luego hacer una corrección a mitad de curso cambiando la 
dirección como indica el campo direccional. En la figura 12 se muestra lo que sucede si 
se comienza a lo largo de la recta tangente pero se detiene cuando x = 0.5. (Esta distancia 
horizontal recorrida se llama tamaño de paso.) Ya que L(0.5) = 1.5, se tiene y(0.5) = 1.5 
p y se toma (0.5, 1.5) como el punto de partida para un nuevo segmento de recta. La ecua- 
E l ción diferencial indica que y'(0.5) = 0.5 + 1.5 = 2, por lo que se usa la función lineal 


11.5 
| 
t t > 
0 05 1 x y = 1.5 + 2(x — 0.5) = 2x + 0.5 
FIGURA 12 a 
Aproximación de Euler con tamaño de COmo una aproximación a la solución para x > 0.5 (el segmento más claro en la figura 12). 
paso 0.5 Si se reduce el tamaño de paso de 0.5 a 0.25, se obtiene una mejor aproximación de Euler, 
como se muestra en la figura 13. 
En general, el método de Euler propone empezar en el punto dado por el valor inicial y 
avanzar en la dirección indicada por el campo direccional. Deténgase después de un corto 
vá tiempo, examine la pendiente en la nueva ubicación y avance en esta dirección. Continúe 


deteniéndose y cambiando la dirección de acuerdo con el campo direccional. El método de 
Euler no produce la solución exacta para un problema con valor inicial, da aproxima- 
ciones. Pero al disminuir el tamaño de paso (y por tanto al incrementar el número de las 
correcciones intermedias), se obtienen aproximaciones cada vez mejores a la solución 
exacta. (Compare las figuras 11, 12 y 13.) 

Para el problema general con valores iniciales de primer orden y” = F(x, y), y(xo) = Yo, 
t H > nuestro objetivo es encontrar valores aproximados para la solución en números igual- 


0 x 
más l mente espaciados xo, xı = Xo + h, x2 = xı + h,..., donde h es el tamaño de paso. La ecua- 
FIGURA 13 ción diferencial nos dice que la pendiente en (xo, yo) es y” = F(xo, yo), por lo que la figura 14 
Aproximación de Euler con tamaño de muestra que el valor aproximado de la solución cuando x = x; es 
paso 0.25 


yı = Yo + hF(xo, yo) 


yA , De manera similar, Y = y + hE(x, yı) 


Pendiente = F (xo, Yo), 
En general, Ya = Jar + hE(xXn-1, Yn-1) 


a Y1) 


h F(xo, Yo) 


Yo 


Método de Euler Los valores aproximados para la solución del problema con valor 
inicial y'= F(x, y), y(xo) = yo, con tamaño de paso h, en x, = Xn-ı + h, son 


0 p F x 
° ' Ya = Yn-1 E HF (Xn-1, Yn-1) n= l, 2, 3, ... 
FIGURA 14 
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Los paquetes de software que 
producen soluciones numéricas a 
ecuaciones diferenciales son refina- 
ciones del método de Euler. Aunque 
el método de Euler es simple y no es 
preciso, se trata de la idea básica 

en la cual se cimentan métodos 

más precisos. 


Module 9.2B muestra cómo 
funciona el método de Euler desde 
el punto de vista numérico y visual 
para diversas ecuaciones diferenciales 
y tamaños de paso. 


EJEMPLO 3 Use el método de Euler con tamaño de paso 0.1 para construir una tabla 
de valores aproximados de la solución del problema con valor inicial 


y =x + y 


SOLUCIÓN Se tiene que h = 0.1, xo = 0, yo 


y(0) = 1 


1 y F(x, y) = x + y. Por lo que se tiene 


yı = Yo + hF(xo, yo) = 1 + 0.1(0 + 1) = 1.1 


y2 = yı + hF(x,, yı) = 1.1 + 0.1(0.1 + 1.1) = 1.22 


ys = y2 + hF(x», y2) = 1.22 + 0.1(0.2 + 1.22) = 1.362 


Esto significa que si y(x) es la solución exacta, entonces y(0.3) = 1.362, 
Procediendo con cálculos similares, se obtienen los valores de la tabla: 


n Xn yn n Xn yn 
1 0.1 1.100000 6 0.6 1.943122 
2 0.2 1.220000 7 0.7 2.197434 
3 0.3 1.362000 8 0.8 2.487178 
4 0.4 1.528200 9 0.9 2.815895 
5 0.5 1.721020 10 1.0 3.187485 a 


Para una tabla más exacta de valores del ejemplo 3, podría disminuirse el tamaño de 
paso. Pero para un gran número de pasos pequeños, la cantidad de cálculos es considera- 
ble y, por tanto, se requiere programar una calculadora o computadora para realizarlos. 
En la tabla siguiente se muestran los resultados de aplicar el método de Euler con tamaño 
de paso decreciente al problema con valor inicial del ejemplo 3. 

Observe que las estimaciones de Euler en la tabla parecen estar tendiendo a un límite, 
a saber, los valores verdaderos de y(0.5) y y(1). En la figura 15 se muestran las gráficas 
de las aproximaciones de Euler con tamaños de paso 0.5, 0.25, 0.1, 0.05, 0.02, 0.01 
y 0.005. Cuando el tamaño de paso h se aproxima a 0, la tendencia es hacia la curva 


solución exacta. 


Tamaño Estimación de | Estimación de 

de paso Euler de y(0.5) | Euler de y(1) 
0.500 1.500000 2.500000 
0.250 1.625000 2.882813 
0.100 1.721020 3.187485 
0.050 1.757789 3.306595 
0.020 1.781212 3.383176 
0.010 1.789264 3.409628 
0.005 1.793337 3.423034 
0.001 1.796619 3.433848 

0 


=y 


0.5 1 


FIGURA 15 Aproximación de Euler tendiendo a la solución exacta 


Euler 


Leonhard Euler (1707-1783) fue el 
principal matemático de mediados del 
siglo xviii y el más prolífico de todos 

los tiempos. Nació en Suiza pero pasó casi 
toda su carrera en las academias de ciencias 
apoyadas por Catalina la Grande en 

San Petersburgo y Federico el Grande 
en Berlín. Las contribuciones de Euler 
llenan cerca de 100 volúmenes grandes. 
Como dijo el físico francés Arago, “Euler 
calculaba sin esfuerzo aparente como 
los hombres respiran o como las águilas 
se sostienen en el aire”. Los cálculos 

y escritos de Euler no disminuyeron 

por cuidar de sus 13 hijos ni estar 
totalmente ciego los últimos 17 años de 
su vida. De hecho, ya ciego, dictaba sus 
descubrimientos a sus ayudantes gracias 
a su prodigiosa memoria e imaginación. 
Sus tratados de cálculo y de casi 

todos los otros temas de matemáticas 
se convirtieron en la guía para la 
instrucción en matemáticas, y la 
ecuación e'” + 1 = 0 que él descubrió 
reúne los cinco números más famosos 
de todas las matemáticas. 


9.2 EJERCICIOS 


1. Se muestra un campo direccional para la ecuación diferencial 


y’ = X COS TY. 


(a) Trace las gráficas de las soluciones que satisfacen las 


condiciones iniciales dadas. 
© y(0) =0 


Gii) y(0) = 1 


(b) Encuentre todas las soluciones de equilibrio. 


(ii) y(0) =0.5 
(iv) y(0) =16 
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EJEMPLO 4 En el ejemplo 2 se examinó un circuito eléctrico simple con resistencia 
de 12 Q, inductancia de 4 H y una batería con voltaje de 60 V. Si el interruptor está 
cerrado cuando £ = 0, se modeló la corriente / en el tiempo £ mediante el problema con 
valor inicial 


Uis-31 
dt 


1(0)=0 
Estime la corriente en el circuito medio segundo después de que se cierra el interruptor. 


SOLUCIÓN Use el método de Euler con F(t, D = 15 — 31, to = 0, To = 0 y tamaño de 
paso h = 0.1 segundo: 


L =0+0.1(15-3-0)=1.5 
L=15+0.1(15 — 3 - 1.5) = 2.55 
h = 2.55 + 0.1(15 — 3 - 2.55) = 3.285 


L = 3.285 + 0.1(15 — 3 : 3.285) = 3.7995 
I; = 3.7995 + 0.1(15 — 3 * 3.7995) = 4.15965 
Por lo que la corriente después de 0.5 s es 


1(0.5) = 4.16 A 


2 Se muestra un campo direccional para la ecuación diferencial 
2 1 
y' =tan(3my) 
(a) Trace las gráficas de las soluciones que satisfacen las 


condiciones iniciales dadas. 


© yO) =1 (ii) y(0) =0.2 
(iii) y(0) =2 (iv) y1) =3 


(b) Encuentre todas las soluciones de equilibrio. 


YA YA 

VANA SN NADO 4+ 
KA A E E S a E O T 
A E SL BA SS SS O RS 
Na A e ES 
O A E EPIA 
y o X EFSI A 

A O A R S 

O O e ES A E LRL EL ELLELE 
EBAA LLE ES ANNA EAS AT ARE AAA 
CARA EAS NNENONOAON AA A E A a 

EXA ALAS SANO + 
PET EEES ASE AE A 
ES LE DES A AA NARROS 
JM A RENA E A ERE: 
Ae A A ar a N A N MORUA KA [LL A A NA 
zo AID 
a E A AMELIE E L ASIL ELL F 
AAA AOS S Sa LA E E E A A A 
ERAN NES a A RAE A A A 
+ t + q + + + — 
2 —1 0 1 24 -2 —1 0 1 2 * 
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3-6 Relacione cada ecuación diferencial con su campo direccional 17. Use un sistema algebraico computacional para trazar un 
(marcado I-IV). Dé razones para su respuesta. campo direccional para la ecuación diferencial y' = y? — 4y. 
Imprímalo y trace sobre él soluciones que satisfacen la 


4. y =x(2 — y) EUR ñ 
i 7 condición inicial y(0) = c para varios valores de c. ¿Para 


==. E j 4 . è 2 : 

6. y' = sin x sen y qué valores de c existe lím, >=- y(t)? ¿Cuáles son los posibles 
PEE 
1 i s, valores para este límite? 
Esa ae 18. Trace una gráfica aproximada de un campo direccional para 

OOO IDO ee á i > $ j 
an a a la ecuación diferencial autónoma y” = f(y), donde la gráfica 
NNNSNN 1.7 J ; 
NINOS aaraa de f es como se muestra. ¿Cómo depende el comportamiento 
A AAN ea . 
a AO límite de las soluciones del valor de y(0)? 


A A 

, , ; f ; f 

+ + + y + + 
EPA A 
A AANS SS 
[AALL 1 ARENA 
ARA i a i 
ARMAR i AS SNS 
EE AA NN N 
AO O O. A A a A ea i e 


=y 


FIA 


> 
y 
HI IV YA 
NSA eLA L A 4 = 
NO 4 , , Y ) / l 19. (a) Use el método de Euler con cada uno de los tamaños de 
NN oo PARAR paso para estimar el valor de y(0.4), donde y es la solución 
\ \ O a , , , , del problema con valores iniciales y’ = y, y(0) = 1. 
VEN AAN ANS 2 1 1 1 (G) h = 0.4 Gi) h = 0.2 Gii) h = 0.1 
E A IZZI | | i \ \ \ i NS úl (b) Se sabe que la solución exacta del problema con valores 
ISICO IIA | | | \ TON NE iniciales del inciso (a) es y = e”. Trace, de la manera más 
144444444.44444444 IAN exacta posible, la gráfica de y = e*, 0 < x < 0.4, junto 
A i 0 d > X | | | | | | | ` Ñ Ñ Ñ ANO con las aproximaciones de Euler usando el tamaño de 


paso del inciso (a). (Sus trazos deben parecerse a 
las figuras 11, 12 y 13.) Use sus trazos para decidir si 
sus estimaciones del inciso (a) son subestimaciones o 


7. Use el campo direccional marcado con I (arriba) para trazar 
las gráficas de las soluciones que satisfacen las condiciones 


da sobreestimaciones. 
iniciales dadas. (c) El error en el método de Euler es la diferencia entre el 
(a) y(0) =1 (b) y(0) =2.5 (c) y(0) =3.5 valor exacto y el valor aproximado. Encuentre los errores 


cometidos en el inciso (a) al usar el método de Euler para 
estimar el valor verdadero de y(0.4), es decir, e”*. ¿Qué 
sucede con el tamaño del error cada vez que el tamaño de 
paso se reduce a la mitad? 


8. Utilice el campo direccional marcado con III (de arriba) 
para trazar las gráficas de las soluciones que satisfacen las 
condiciones iniciales que se proporcionan. 


@ y0) =1 (b) y0) =2.5 © y0) =3.5 20. Se muestra un campo direccional para una ecuación 
9-10 Trace un campo direccional para la ecuación diferencial. diferencial. Dibuje, con una regla, las gráficas de las 
Después úselo para trazar tres curvas solución. aproximaciones de Euler a la curva solución que pasa 

por el origen. Use tamaños de paso h = 1 y h = 0.5. 
9. y = 3y 10. y =x-y+1 ¿Las estimaciones de Euler serán subestimaciones o 


sobreestimaciones? Explique. 
11-14 Trace el campo direccional de la ecuación diferencial. 


yA 
Después utilícelo para trazar una curva solución que pasa por el A 
punto dado. 

11. y =y-2x, (1,0) 12. y =xy-x?% (0,1) 

13. y =y+xy, (0,1) 14. y =x+ y, (0,0) 


EN 15-16 Use un sistema algebraico computacional para trazar un 
campo direccional para la ecuación diferencial dada. Imprímalo 
y trace sobre él la curva solución que pasa por (0, 1). Después 
use el SAC para trazar la curva solución y compárela con su trazo. 


ds Sa a A 


2 


15. y =x*y-—3y 16. y' = cos(x + y) 


ASNASNNANA RAN AAA A A 
ION AA AA AA AA, 
MENA A A A A A 
SAN A AA AO Ac 
NAAA AAA AA AA AA A 
MAN AAA A AAA 


NAAA AAA AA 
SUYA VA VA AAA AAA AAA 


o 


21. 


22. 


23. 


24. 


EN 26. 


27. 


Use el método de Euler con tamaño de paso 0.2 para estimar 
y(1), donde y(x) es la solución del problema con valores 
iniciales y’ = 1— xy, y(0) = 0. 


Use el método de Euler con tamaño de paso 0.2 para estimar 
y(1), donde y(x) es la solución del problema con valores 
iniciales y' = xy — 3 y), y(0) = 1. 


(a) Use el método de Euler con tamaño de paso 0.2 para 
estimar y(0.4), donde y(x) es la solución del problema con 
valores iniciales y” = x + y?, y(0) = 0. 

(b) Repita el inciso (a) con tamaño de paso 0.1. 


(a) Use el método de Euler con tamaño de paso 0.2 para 
estimar y(0.6), donde y(x) es la solución del problema 
con valores iniciales y” = cos (x + y), y(0) = 0. 

(b) Repita el inciso (a) con tamaño de paso 0.1. 


. (a) Programe una calculadora o computadora para usar el 


método de Euler para calcular y(1), donde y(x) es la 


solución del problema con valores iniciales 
dy 


—= + 3x? y = 6x? 
dx 


Mh=1 
Gii) h = 0.01 


y(0) =3 


Gi) h=0.1 
(iv) h = 0.001 


(b) Compruebe que y = 2 + e” es la solución exacta de la 
ecuación diferencial. 

(c) Encuentre los errores de usar el método de Euler para calcu- 
lar y(1) con los tamaños de paso del inciso (a). ¿Qué sucede 
con el error cuando se divide entre 10 el tamaño de paso? 


(a) Programe un sistema algebraico computacional, usando el 
método de Euler con tamaño de paso 0.01, para calcular 
y(2), donde y es la solución del problema con valor inicial 


y(0) = 1 


(b) Compruebe su trabajo usando el SAC para dibujar la curva 
solución. 


y ='=y 


En la figura se muestra un circuito que contiene una fuerza 
electromotriz, un capacitor con una capacitancia de C farads (F) 


9.3 Ecuaciones separables 


28. 
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y un resistor con una resistencia de R ohms (Q). La caída 
de voltaje en el capacitor es O/C, donde Q es la carga (en 
coulombs, C), por lo que en este caso la ley de Kirchhoff da 


RI + E -E 


Pero 1 = dQ/dt, por lo que se tiene 


dQ 1 
R J + e Q = E(t) 

Suponga que la resistencia es 5 Q, la capacitancia es 0.05 F y 

la batería da un voltaje constante de 60 V. 

(a) Dibuje un campo direccional para esta ecuación diferen- 
cial. 

(b) ¿Cuál es el valor límite de la carga? 

(c) ¿Hay una solución de equilibrio? 

(d) Si la carga inicial es Q(0) = 0 C, use el campo direccio- 
nal para trazar la curva solución. 

(e) Si la carga inicial es Q(0) = 0 C, use el método de Euler 
con tamaño de paso 0.1 para estimar la carga después de 
medio segundo. 


C 


En el ejercicio 9.1.14 se considera una taza de café 

a 95 °C en una habitación a 20 °C. Suponga que sabe 

que el café se enfría a razón de 1 °C por minuto cuando 

su temperatura es de 70 °C. 

(a) ¿Cuál es la ecuación diferencial en este caso? 

(b) Trace un campo direccional y utilícelo para trazar la 
curva de solución para el problema de valor inicial. 
¿Cuál es el valor límite de la temperatura? 

(c) Use un método de Euler con el paso del tamaño 
h = 2 minutos para estimar la temperatura del café 
después de 10 minutos. 


Se han considerado ecuaciones diferenciales de primer orden desde un punto de vista 
geométrico (campos direccionales) y desde un punto de vista numérico (método de 
Euler). ¿Qué hay acerca del punto de vista simbólico? Sería bueno tener una fórmula 
explícita para una solución de una ecuación diferencial. Desafortunadamente, eso no 
siempre es posible. Pero en esta sección se examina cierto tipo de ecuación diferencial 
que se puede resolver de manera explícita. 

Una ecuación separable es una ecuación diferencial de primer orden en que la expre- 
sión para dy/dx se puede factorizar como una función de x por una función de y. En otras 
palabras, se puede escribir en la forma 


dy 


Z = g0)fO) 


El nombre separable viene del hecho de que la expresión del lado derecho se puede 
“separar” en una función de x y una función de y. 
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La técnica para resolver ecuaciones 
diferenciales separables fue utilizada 
primero por James Bernoulli (en 1690) 
para resolver un problema de péndulos 
y por Leibniz (en una carta a Huygens 
en 1691). John Bernoulli explicó el 
método general en un documento 
publicado en 1694. 


La figura 1 muestra las gráficas de 
varios miembros de la familia de solu- 
ciones de la ecuación diferencial del 
ejemplo 1. La solución del problema de 
valor inicial del inciso (b) corresponde 
a la segunda curva desde la izquierda. 
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De manera equivalente, si f(y) + 0, se podría escribir 


dy _ glx) 
(1) == 


de h(y) 
donde h(y) = 1/£0y). Para resolver esta ecuación se reescribe en la forma diferencial 


h(y) dy = g(x) dx 


por lo que las y están de un lado de la ecuación y las x están del otro lado. Después se 
integran ambos lados de la ecuación: 


(2) f h(y) dy = f g(x) dx 


La ecuación 2 define y implícitamente como una función de x. En algunos casos se podría 
resolver para y en términos de x. 

Se emplea la regla de la cadena para justificar este procedimiento: si h y g satisfacen 
(2), entonces 


S| 

P 
ar 
A 
sa 
< 
a 
< 

A 
Il 

a 

Sja 

RS 
RS] 
A 
<= 
a 
= 

i a a 


por tanto, Bu (l h(y) o) = g(x) 
d 
y h(y) a = g(x) 


Por lo que se satisface la ecuación 1. 


EJEMPLO 1 5 


(a) Resuelva la ecuación diferencial £ = - 

x 
(b) Encuentre la solución de esta ecuación que satisface la condición inicial y(0) = 2. 
SOLUCIÓN 


(a) Se expresa la ecuación en términos de diferenciales y se integran ambos lados: 


ydy = x’dx 


meem 
< 
N 
SS 
= 
Il 


| x’dx 
Ly? = Ly? + E 


donde C es una constante arbitraria. (Se podría haber usado una constante C, del lado 
izquierdo y otra constante C, del lado derecho. Pero luego se combinan estas dos cons- 
tantes al escribir C = C, — Cı.) 

Al despejar y, se obtiene 


y = ARE 
Se podría dejar la solución de esta manera o se podría escribir en la forma 
y= yx +K 


donde K = 3C. (Ya que C es una constante arbitraria, K también lo es.) 
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(b) Si x = 0 en la solución general del inciso (a), se obtiene y(0) = Y/K . Para satisfacer 
la condición inicial y(0) = 2, se debe tener //K = 2, por tanto, K = 8. Por lo que la 
solución del problema con valores iniciales es 


y = yx? +8 al 


Algunos sistemas algebraicos compu- 


A a dy 6x? 
tacionales prafican ia definida : EJEMPLO 2 Resuelva la ecuación diferencial = . 
por ecuaciones implícitas. En la figura dx 2y + cos y 
2 se muestran las gráficas de varios SOLUCIÓN Al escribir la ecuación en forma diferencial e integrar ambos lados, se tiene 
miembros de la familia de soluciones 
de la ecuación diferencial del ejemplo (2y + cos y)dy = 6x?*dx 
2. Vistas de izquierda a derecha, los j 
valores de C de las curvas son 3, 2, 1, 5 Po, 
0, —1, -2y -3. | (2y + cos y)dy = | 6x“ dx 
(3] y? + seny =2x* + C 


donde C es una constante. La ecuación 3 da la solución general en forma implícita. En 
este caso, es imposible resolver la ecuación para expresar y de forma explícita como una 


2 función de x. E 
EJEMPLO 3 Resuelva la ecuación y'= x?y. 
SOLUCIÓN Primero se reescribe la ecuación utilizando la notación de Leibniz: 
FIGURA 2 da 
— = x%y 
dx 7 
Si una solución y es una función que Si y + 0, se puede reescribir en forma diferencial e integrar: 
satisface y(x) + 0 para alguna x, se 
deduce del teorema de unicidad para dy 5 
. : ; . — = x"dx y+#0 
soluciones de ecuaciones diferenciales y a 
que y(x) + 0 para toda x. 
- dy A 
— = | x dx 
y y 


Inly| == +0 
3 


Esta ecuación define y de manera implícita como una función de x. Pero en este caso 
puede resolverse de forma explícita para y como sigue: 


In] y] ES ¿O +C pe e cer 


ly] =e 


por tanto, y=xte"e 


Se verifica fácilmente que la función y = O es también una solución de la ecuación dife- 
rencial dada. Así, se puede escribir la solución general en la forma 


y= Aer” 


donde A es una constante arbitraria (A = e, o A =-e*, o A = 0). E 
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En la figura 3 se muestra un campo 
direccional para la ecuación diferencial 
del ejemplo 3. Compárelo con la figura 
4, en la que se usa la ecuación 

y = Ae”/” para graficar soluciones para 
varios valores de A. Si emplea el campo 
direccional para trazar curvas solución 
con intersecciones en y: 5, 2, 1, 

—1 y —2, se parecerán a las curvas 

de la figura 4. 


interruptor 


FIGURA 5 


En la figura 6 se muestra cómo la solu- 
ción del ejemplo 4 (la corriente) 

se aproxima a su valor límite. Al com- 
parar con la figura 9.2.10 se muestra 
que pudo dibujarse una curva solución 
bastante exacta a partir del campo 
direccional. 


6 
MEE 


N 
U 


0 
FIGURA 6 


YA 6 
Lidia RARA A 
LEALES ARPA DNA 
E A a e A 
A A ri tT 
ARA A E R 
CEPAL YESA ARANA 
EP PLA AA DIARIA A 
E O E RAPR 
t + + > 2 
DA RAS Us Rs S 
O anmu o a N 
IRANS == BEA NANA | 
LAVAN SS NN NON Ñ 
VARAS SE SA NON MAA A 
LAVAN SOS NN VA 
CACA ENANOS SNA 
LAVA ANS PSN NAAA 

=6 
FIGURA 3 FIGURA 4 


EJEMPLO 4 En la sección 9.2 se modeló la corriente /(£) en el circuito eléctrico que se 
muestra en la figura 5 mediante la ecuación diferencial 


dI 
L— + RI = E(t) 
dt 


Encuentre una expresión para la corriente en un circuito donde la resistencia es 12 Q, 
la inductancia es 4 H, una batería que da un voltaje constante de 60 V y el interruptor 
cierra el circuito en £ = 0. ¿Cuál es el valor límite de la corriente? 


SOLUCIÓN Con L = 4, R = 12 y E(t) = 60, la ecuación se convierte en 


4 a + 127 = 60 £ 15 = 31 
2 Z 5 Las 
dt dt 
y el problema con valor inicial es 
Tipa 10=0 
dt 


Esta ecuación es de variables separables y se resuelve como sigue: 


f dI 
J 15-31 
4ln|15 — 31| =t+ C 


= | ar as-31 EN) 


15 = 31| = ¿2% 
15 — 31 = te “e = Ae™” 
I=5- Ae >* 
Ya que /(0) = 0, se tiene 5 — lA = 0, por lo que A = 15 y la solución es 
Kt) = 5 — 5e* 
La corriente límite, en amperes, es 


lím Z(t) = lím (5 — 5e”) = 5 — 5 ím e” = 5- 0 =5 
f—=>0w0 


1>0 1=>0 [ae] 
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E Trayectorias ortogonales 


Una trayectoria ortogonal de una familia de curvas es una curva que corta ortogo- 
nalmente cada curva de la familia, es decir, en ángulos rectos (véase la figura 7). Por 
ejemplo, cada miembro de la familia de rectas, y = mx, que pasan por el origen es una 
trayectoria ortogonal de la familia x? + y? = r? de circunferencias concéntricas con centro 
en el origen (véase la figura 8). Se dice que las dos familias son trayectorias ortogonales 


i entre sí. 
dci EJEMPLO 5 Encuentre las trayectorias ortogonales de la familia de curvas x = ky?, 
ortogonal donde k es una constante arbitraria. 

FIGURA 7 SOLUCIÓN Las curvas x = ky? forman una familia de parábolas cuyo eje de simetría 
es el eje x. El primer paso es encontrar una sola ecuación diferencial que sea satisfecha 
para todos los miembros de la familia. Se deriva x = ky?, se obtiene 

YA 
dy dy 1 
E y Sen 
dx dx 2ky 


Esta ecuación diferencial depende de k, pero se necesita una ecuación que sea 


x válida para los valores de k de manera simultánea. Para eliminar k se observa que, de la 
ecuación general de la parábola que se proporciona x = ky?, se tiene k = x/y?, por tanto, 
la ecuación diferencial se puede escribir como 

dy 1 1 dy y 
Z — ö pa 
FIGURA 8 dx 2ky 2 x y dx 2x 
y? 


Esto significa que la pendiente de la recta tangente en cualquier punto (x, y) sobre una 
de las parábolas es y” = y/(2x). En una trayectoria ortogonal, la pendiente de la recta 
tangente debe ser el recíproco negativo de esta pendiente. Por tanto, las trayectorias 
ortogonales deben satisfacer la ecuación diferencial 


Esta ecuación diferencial es separable y se resuelve como sigue: 


y dy = -Í 2xdx 
SE 
TE 
e r 
(4) E 


FIGURA 9 


donde C es una constante positiva arbitraria. Entonces, las trayectorias ortogonales son 
la familia de elipses dada por la ecuación 4 y trazada en la figura 9. E 


Las trayectorias ortogonales aparecen en varias ramas de la física. Por ejemplo, en 
un campo electrostático, las líneas de fuerza son ortogonales a las líneas de potencial 
constante. También, las líneas de corriente en aerodinámica son trayectorias ortogonales 
de las curvas equipotenciales de velocidad. 
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E Problemas de mezclas 


Un problema de mezclas característico implica un tanque de capacidad fija lleno con una 
solución completamente homogénea de alguna sustancia, como una sal. Una solución 
de una determinada concentración entra al recipiente en una proporción fija, y la mez- 
cla, totalmente agitada, sale con una proporción fija, que puede diferir de la proporción 
entrante. Si y(t) denota la cantidad de sustancia en el recipiente en el tiempo t, entonces 
y'(f) es la proporción a la que la sustancia está siendo añadida menos la proporción a la 
cual está siendo removida. La descripción matemática de esta situación suele llevar a una 
ecuación diferencial separable de primer orden. Se puede usar el mismo tipo de razona- 
miento para representar diversos fenómenos: reacciones químicas, descarga de contaminan- 
tes en un lago, inyección de un fármaco en el torrente sanguíneo. 


EJEMPLO 6 Un tanque contiene 20 kg de sal disuelta en 5000 L de agua. Se intro- 
duce salmuera al tanque que contiene 0.03 kg de sal por litro de agua a razón de 

25 L/min. La solución se mantiene mezclada por completo y sale del recipiente con 
la misma razón. ¿Cuánta sal queda en el recipiente después de media hora? 


SOLUCIÓN Sea y(t) la cantidad de sal (en kilogramos) después de £ minutos. Se tiene 
como dato que y(0) = 20 y se quiere determinar y(30). Esto se hace al encontrar una 
ecuación diferencial que satisface y(£). Observe que dy/dt es la razón de cambio de la 
cantidad de sal, por lo que 


dy y 3 . 
(5) PA = (razón de entrada) — (razón de salida) 


donde (razón de entrada) es la razón a la que la sal entra al recipiente y (razón de salida) 
es la razón a la que la sal sale del recipiente. Se tiene 


, kg L kg 
razón de entrada = | 0.03 25 —= = 0.75 — 
L min min 


El tanque contiene siempre 5000 L de líquido, por lo que la concentración en el 
tiempo tes y(1)/5000 (medida en kilogramos por litro). Ya que la salmuera sale a 
razón de 25 L/min, se tiene 


) k L k 
razón de salida = ( x) e ) — y) kg 


5000 L min 200 min 

En la figura 10 se muestra la gráfica Por lo que de la ecuación 5 se obtiene 
de la función y(t) del ejemplo 6. 
Observe que, conforme pasa dy y(t) 150 — y(t) 
el tiempo, la cantidad de sal se de = 0.75 200 200 
aproxima a 150 kg. 

YA Al resolver esta ecuación diferencial separable, se obtiene 
150 — i dy / dt 

dl 150— y Y 200 

100 + 2 B 


y 1 
s04 / In |150 — y| = E 


0 300 200 7 Ya que y(0) = 20, se tiene —In 130 = C, por lo que 


t 
FIGURA 10 —In | 150 — y| = w In 130 
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Por tanto, | 150 — y| = 1308/20 


Ya que y(t) es continua y y(0) = 20 y el lado derecho nunca es 0, se deduce que 150 — y(t) 
es siempre positiva. Por tanto, | 150 — y| = 150 — y también 


y(t) = 150 — 130e71/20 


La cantidad de sal después de 30 minutos es 


y(30) = 150 — 130e7 3200 = 38.1 kg E 
9.3 EJERCICIOS 
1-10 Resuelva la ecuación diferencial 21. Resuelva la ecuación diferencial y' = x + y haciendo el 
cambio de variable u = x + y. 
1 dy, 2 dy _ ~- 
de 3x"y A xy y 22. Resuelva la ecuación diferencial xy’ = y + xe” haciendo 
i el cambio de variable v = y/x. 
Boy =x +1 4. y' + xe = . i . = 
23. (a) Resuelva la ecuación diferencial y” =2x/1 — y?. 
du 1+/p žl (b) Resuelva el problema con valor inicial y” = 2xy1 — y?, 
5. (€ — 1)y” =2 + cosx 6 = 43 y(0) = 0, y trace la gráfica 
i dt ut? + ult ad 
de la solución. 
do  tsecB dH REJA +R (c) ¿El problema con valor inicial y” = 2xy1 — y?, 
s de = be” s dR E In H y(0) = 2, tiene una solución? Explique. 
9 dy __ t 10 dy _e sen”0 [H 24. Resuelva la ecuación e—” y” + cos x = 0 y trace la gráfica de 
de yet" de y sec 0 varias integrantes de la familia de soluciones. ¿Cómo cambia 
la curva solución cuando varía la constante C? 
11-18 Encuentre la solución de la ecuación diferencial que EN 25. Resuelva el problema con valor inicial y” = (sen x)/sen y, 


satisface la condición inicial que se indica. 


y(0) = 7/2, y trace la gráfica de la solución (si su SAC hace 
gráficas implícitas). 


dy , dy xsenx 
11. —=xe”, y(0)=0 12. == , y(0)=-1 IET SAG , , 

dx dx y 7 EN 26. Resuelva la ecuación y” =x/x? + 1/(ye”) y trace la gráfica 

de P de varios miembros de la familia de soluciones (si su SAC 
13. — , y0) = -3 hace gráficas implícitas). ¿Cómo cambia la curva solución 

dx y cuando varía la constante C? 

P Y) ¿2 1 dy = Y | 
14. x + 3yyx* +1 Er 0, y(0)=1 ER 27-28 

(a) Use un sistema algebraico computacional para trazar un 
15. xInx= yl 1 JF y?) y, y(=1 campo direccional para la ecuación diferencial. Imprímalo 
y utilícelo para trazar algunas curvas solución sin resolver la 

de iia ecuación diferencial. 
16. ir — yü)=2 (b) Resuelva la ecuación diferencial. 

ga xy (c) Utilice un sac para trazar varias integrantes de la familia de 

soluciones obtenida en el inciso (b). Compare con las curvas 
17. ytanx=a+ y, y(7/3)=a, 0<x<m5/2 del inciso (a). 
dL , 27. y = y 28. y' =xy 
18. — =kĽ’ lnt, L(1)= -1 
dt 
9 29-32 Encuentre las trayectorias ortogonales de la familia de 

19. Encuentre la ecuación de la curva que pasa por el punto (0, 2) curvas a pee Arcos 


20. 


Ñ miembros de cada familia en una pantalla común. 
y cuya pendiente en (x, y) es x/y. 


x 
Encuentre la función f tal que f'(x) = xf(0) — x y f(0) = 2. 29. x? + 2y? = e 30. y = 1+ kx 
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33-35 Una ecuación integral es una ecuación que contiene una 


función desconocida y(x) y una integral que implica y(x). Resuelva 


la ecuación integral dada. [Sugerencia: utilice una condición 
inicial obtenida de la ecuación integral.] 


33. 


34. 


35. 


36. 


37 


38. 


39. 


40. 


yO) =2+ S E- 1y(0)] ae 


x dt 


— x>0 
ty (0) X 


y) =2+ | 
y(x) =4 + [i 21 y (t) dt 


Encuentre una ecuación f tal que (3) = 2 y 
(+ DP + [AOY a 


[Sugerencia: utilice la fórmula de la adición para tan(x + y) 
en la página de referencia 2.] 


1=0 tI 


Resuelva el problema con valor inicial del ejercicio 9.2.27 
para encontrar una expresión para la carga en el tiempo t. 
Encuentre el valor límite de la carga. 


En el ejercicio 9.2.28, se analizó una ecuación diferencial 
que modela la temperatura de una taza de café a 95 °C 

en una habitación a 20 °C. Resuelva la ecuación diferencial, 
para encontrar una expresión para la temperatura del café 
en el tiempo t. 


En el ejercicio 9.1.15 se formuló un modelo para el 
aprendizaje en la forma de la ecuación diferencial 


dP 

— = k(M — P) 

dt 
donde P(t) mide el desempeño de alguien que aprende una 
habilidad después de un tiempo de entrenamiento t, M es el 
nivel máximo de desempeño y k es una constante positiva. 
Resuelva esta ecuación diferencial para encontrar una 
expresión para P(t). ¿Cuál es el límite de esta expresión? 


En una reacción química elemental, las moléculas simples 
de dos reactivos A y B forman una molécula del producto 
C: A + BC. La ley de acción de masas establece que 
la velocidad de reacción es proporcional al producto de las 
concentraciones de A y B: 


d[C] 
dt 


= k[A][B] 


(Véase el ejemplo 3.7.4) por lo que, si las concentraciones 
iniciales son [A] = a moles/L y [B] = b moles/L y se 
escribe x = [C], entonces se tiene 


l; 
k = k(a — x)(b — x) 


(a) Suponiendo que a + b, determine x como una función de 
t. Use el hecho de que la concentración inicial de C es 0. 

(b) Determine x (t) suponiendo que a = b. ¿Cómo se sim- 
plifica esta expresión para x (t) si se sabe que [C] = } a 
después de 20 segundos? 


41. En contraste con la situación del ejercicio 40, los 


42 


43. 


44 


45 


experimentos muestran que la reacción H, + Br, —> 2HBr 
satisface la ley de rapidez 
d[HBr] 
dt 


y, de este modo, para esta reacción la ecuación diferencial se 
convierte en 


= k[H>][Br>]'P 


a kla 


1/2 
dt x) 


x)(b 
donde x = [HBr] y a y b son las concentraciones iniciales de 
hidrógeno y bromo. 
(a) Determine x como una función de ż en el caso donde 
a = b. Use el hecho de que x(0) = 0. 
(b) Si a > b, encuentre t como una función de x. [Su- 
gerencia: realizar la integración, haga la sustitución 


Leal 
Una esfera con radio 1 m tiene temperatura 15 °C. Está 
dentro de una esfera concéntrica con radio 2 m y temperatura 
25 °C. La temperatura T(r) a una distancia r desde el centro 
común de las esferas satisface la ecuación diferencial 

aT 2dT 
dr? rdr 


0 


Si hace que S = dT/dr, entonces S satisface una ecuación 
diferencial de primer orden. Resuélvala para encontrar una 
expresión para la temperatura T(r) entre las esferas. 


Se administra una solución de glucosa por vía intravenosa en 
el torrente sanguíneo con una rapidez constante r. Conforme 
se añade la glucosa, se convierte en otras sustancias y se 
elimina del torrente sanguíneo con una rapidez que es 
proporcional a la concentración en ese momento. De esta 
manera, un modelo para la concentración C = C(t) de la 
solución de glucosa en el torrente sanguíneo es 


dC 
—=r-=kC 
dt 


donde k es una constante positiva. 

(a) Suponga que la concentración en el tiempo £ = 0 es Co. 
Determine la concentración en cualquier tiempo f resol- 
viendo la ecuación diferencial. 

(b) Suponiendo que Co < r/k, encuentre lím, >.» C(t) e inter- 
prete su respuesta. 


Cierto país pequeño tiene 10 mil millones de dólares en papel 

moneda en circulación, y cada día entran a los bancos del país 

50 millones. El gobierno decide introducir una nueva moneda 

y pide a los bancos que reemplacen los billetes viejos por los 

nuevos, siempre que la moneda antigua llegue a los bancos. 

Sea x = x(t) la cantidad de la nueva moneda en circulación en 

el tiempo £, con x(0) = 0. 

(a) Formule un modelo matemático en la forma de un proble- 
ma con valor inicial que represente el “flujo” de la nueva 
moneda en circulación. 

(b) Resuelva el problema con valor inicial encontrado en el 
inciso (a). 

(c) ¿En cuánto tiempo los nuevos billetes representan 90% 
de la moneda en circulación? 


Un tanque contiene 1000 L de salmuera con 15 kg de sal 
disuelta. El agua pura entra al tanque a razón de 10 L/min. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


La solución se mantiene completamente mezclada y sale 
con la misma razón. ¿Cuánta sal está en el tanque (a) después 
de £ minutos y (b) después de 20 minutos? 


El aire en una habitación con 180 m° de volumen contiene 
inicialmente 0.15% de dióxido de carbono. Aire fresco 
con únicamente 0.05% de dióxido de carbono circula 
hacia adentro de la habitación a razón de 2 m*/min y el 
aire mezclado circula hacia fuera en la misma proporción. 
Encuentre el porcentaje de dióxido de carbono en la 
habitación como una función del tiempo. ¿Qué sucede en 
períodos prolongados? 


Un tanque con 2000 L de cerveza contiene 4% de alcohol 
(en volumen). Se bombea cerveza con 6% de alcohol hacia 
adentro del tanque a razón de 20 L/min y la mezcla se 
bombea hacia afuera en la misma proporción. ¿Cuál es el 
porcentaje de alcohol después de una hora? 


Un tanque contiene 1000 L de agua pura. La salmuera que 
contiene 0.05 kg de sal por litro de agua entra al tanque a 
razón de 5 L/min. La salmuera que contiene 0.04 kg de sal 
por litro de agua entra al tanque a razón de 10 L/min. La 
solución se mantiene totalmente mezclada y sale del tanque a 
razón de 15 L/min. ¿Cuánta sal está en el tanque (a) después 
de £ minutos y (b) después de una hora? 


Cuando cae una gota de lluvia, aumenta de tamaño y, por 
tanto, su masa en tiempo t es una función de t, m(t). La 
rapidez de crecimiento de la masa es km(t) para alguna 
constante positiva k. Cuando se aplica la ley de Newton del 
movimiento a la gota de lluvia, se obtiene (mvu)' = gm, donde 
v es la velocidad de la gota (con dirección hacia abajo) y g es 
la aceleración debida a la gravedad. La velocidad terminal 

de la gota de lluvia es lím,.. V(t). Encuentre una expresión 
para la velocidad terminal de g y k. 


Un objeto de masa m se mueve horizontalmente a través 
de un medio que resiste el movimiento con una fuerza 
que es una función de la velocidad; es decir, 


dis dv Fo) 
= = — Z= v 
ý dt” dá dt ` 


donde v = v(t) y s = s(t) representan la velocidad y la 

posición del objeto en el tiempo t, respectivamente. Por 

ejemplo, considere un bote que se mueve en el agua. 

(a) Suponga que la fuerza de resistencia es proporcional a 
la velocidad, es decir, f(v) = —kv, k es una constante 
positiva. (Este modelo es apropiado para valores peque- 
ños de v.) Sean v(0) = vo y s(0) = so los valores iniciales 
de v y s. Determine y y s en cualquier tiempo t. ¿Cuál es 
la distancia total que recorre el objeto desde el tiempo t = 0? 

(b) Para valores más grandes de v un mejor modelo se obtie- 
ne suponiendo que la fuerza de resistencia es proporcional 
al cuadrado de la velocidad, es decir, f(v) = —kw?, k > 0. 
(Newton fue el primero en proponer este modelo.) Sean 
Vo y So los valores iniciales de v y s. Determine v y s en 
cualquier tiempo t. ¿Cuál es la distancia total que viaja el 
objeto en este caso? 


Crecimiento alométrico en biología se refiere a las relaciones 
entre tamaños de partes de un organismo (longitud del cráneo 


52. 


53. 


54. 
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y longitud del cuerpo, por ejemplo). Si L,(t) y L(t) son los 
tamaños de dos órganos en un organismo de edad 1, entonces 
L, y L, satisfacen la ley alómera si sus tasas de crecimiento 
específicas son proporcionales: 


Ldu 
Li dt La dt 


donde k es una constante. 

(a) Utilice la ley de alometría para describir una ecuación di- 
ferencial que relacione L, y L, y resuélvala para expresar 
L, como función de L. 

(b) En un estudio de varias especies de algas unicelulares, la 
constante de proporcionalidad de la ley de alometría que 
relaciona B (biomasa celular) y V (volumen celular) se 
encontró que es k = 0.0794. Exprese B como función de V. 


Un modelo para el crecimiento del tumor está dado por la 
ecuación de Gompertz 


ay. = a(ln b — In V)V 
dt 
donde a y b son constantes positivas y V es el volumen 
del tumor medido en mm. 
(a) Encuentre una familia de soluciones para el volumen 
del tumor en función del tiempo. 
(b) Encuentre la solución que tiene un volumen inicial 
de tumor de V(0) = 1 mn*. 


Sea A(t) el área de un cultivo de tejido en el tiempo t y sea 
M el área final del tejido cuando se completa el crecimiento. 
La mayor parte de las divisiones celulares ocurren en la 
periferia del tejido y el número de células de la periferia 
es proporcional a /A(1). Así, un modelo razonable para el 
crecimiento del tejido se obtiene suponiendo que la rapidez 
de crecimiento del área es proporcional a VA(O y M-—A(0. 
(a) Formule una ecuación diferencial y empléela para demos- 
trar que el tejido crece más rápido cuando A(t) = Mm. 
(b) Resuelva la ecuación diferencial para encontrar una 
expresión para A(t). Use un sistema algebraico computa- 
cional para llevar a cabo la integración. 


De acuerdo con la ley de Newton de la gravitación universal, 
la fuerza gravitacional sobre un objeto de masa m que ha sido 
proyectado verticalmente hacia arriba desde la superficie 
terrestre es 


_ mgR? 
(x+ RP 


donde x = x(t) es la distancia del objeto arriba de la superficie 
en el tiempo 1, R es el radio de la Tierra y g es la aceleración 
debida a la gravedad. Asimismo, por la segunda ley de 
Newton, F = ma = m(dv/dt) y, por tanto 
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(a) Suponga que un cohete es lanzado verticalmente hacia [Sugerencia: por la regla de la cadena, m (dv/dt) = mv (dv/dx).] 
arriba con una velocidad inicial vo. Sea h la altura máxima 


sobre la superficie alcanzada por el objeto. Demuestre que 


2gRh 
vo = e 
R+h 


PROYECTO DE APLICACIÓN 


(b) Calcule v, = lím; —» Vo. Este límite se llama velocidad de 
escape para la Tierra. 

(c) Use R = 6370 km y y = 9.8 m/s? para calcular v, en kiló- 
metros por segundo. 


¿QUÉ TAN RÁPIDO SE VACÍA UN TANQUE? 


El problema 2(b) se realiza mejor 
como una demostración de salón 
de clases o como un proyecto de 
grupo con tres alumnos en cada 
grupo: un cronometrador que 
indique los segundos, una per- 
sona a cargo de la altura cada 10 
segundos y alguien que registre 
estos valores. 


© Richard Le Borne, Dept. Mathematics, 
Tennessee Technological University 


Si el agua (u otro líquido) drena de un tanque, se espera que el flujo sea mayor al principio 
(cuando la profundidad del agua es máxima) y disminuya poco a poco conforme disminuye el 
nivel del agua. Pero se necesita una descripción matemática más precisa de cómo disminuye 
el flujo, para contestar el tipo de preguntas que hacen los ingenieros: ¿en cuánto tiempo se drena 
por completo un tanque? ¿Cuánta agua debe contener un tanque para garantizar cierta presión 
de agua mínima para un sistema de aspersión? 

Sean A(t) y V(t) la altura y el volumen de agua en el tanque en el tiempo t, respectivamente. Si 
el agua sale por un orificio con área a en el fondo del tanque, entonces la ley de Torricelli dice que 


a X = —a/2gh 


dt 


donde g es la aceleración debida a la gravedad. Así, la rapidez a la cual fluye el agua desde el 
tanque es proporcional a la raíz cuadrada de la altura del agua. 


1. (a) Suponga que el tanque es cilíndrico con altura de 2 m y radio 1 m, y el orificio es circular 
con radio de 2 cm. Si se toma g = 10 m/s?, demuestre que A satisface la ecuación diferencial 


— = 0.0004 y/20h 


(b) Resuelva esta ecuación para encontrar la altura del agua en el tiempo £, bajo el supuesto 
de que el tanque está lleno en el tiempo t = 0. 
(c) ¿Cuánto tarda en drenar por completo el agua? 


2. Como resultado de la rotación y viscosidad del líquido, el modelo teórico dado por la ecu- 
ación 1 no es bastante exacto. En cambio, el modelo 


El Z hol 


dt 


se emplea con más frecuencia y la constante k (que depende de las propiedades físicas del 

líquido) se determina de los datos relacionados con el drenado del tanque. 

(a) Suponga que hace un orificio en el costado de una botella cilíndrica y la altura A del agua 
(arriba del orificio) disminuye de 10 cm a 3 cm en 68 segundos. Use la ecuación 2 a fin de 
encontrar una expresión para h(t). Evalúe h(t) para t = 10, 20, 30, 40, 50, 60. 

(b) Haga un orificio de 4 mm cerca del fondo de la parte cilíndrica de una botella de plástico 
de bebida gaseosa de dos litros. Adhiera una tira de cinta adhesiva marcada en centíme- 
tros de O a 10, con O que corresponde a la parte superior del orificio. Con un dedo sobre 
el orificio, llene la botella con agua hasta la marca de 10 cm. Luego quite su dedo del 
orificio y registre los valores de h(t) para t = 10, 20, 30, 40, 50, 60 segundos. (Es proba- 
ble que encuentre que transcurren 68 segundos para que el nivel disminuya a h = 3 cm.) 
Compare sus datos con los valores de h(t) del inciso (a). ¿Qué tan bien predice el modelo 
los valores reales? 


3. En muchas partes del mundo, el agua para los sistemas de aspersión en grandes hoteles y 
hospitales se suministra por gravedad desde tanques cilíndricos en o cerca de los techos de los 
edificios. Suponga que un tanque de este tipo tiene radio de 3 m y que el diámetro de la salida 
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es de 6 cm. Un ingeniero tiene que garantizar que la presión del agua será por lo menos 104 kPa 
por un período de 10 minutos. (Cuando ocurre un incendio, el sistema eléctrico podría fallar y 
podría tomar hasta 10 minutos la activación del generador de emergencia y la bomba de agua.) 
¿Qué altura debe especificar el ingeniero para el tanque, para que se garantice esa presión? 
(Use el hecho de que la presión del agua a una profundidad de d metros es P = 10d kilopas- 
cales. Véase la sección 8.3.) 


4. No todos los tanques de agua tienen forma cilíndrica. Suponga que un tanque tiene área 
de sección transversal A(h) a la altura h. Entonces el volumen del agua hasta la altura h 
es V = i A(u) du , por tanto, el teorema fundamental del cálculo da dV/dh = A(h). Se 
deduce que 


CAA  dVdh A 
dt dh dt 


dh 
l 
01) dt 
y, por consiguiente, la ley de Torricelli se convierte en 


dh 


A(h) T 


= —ay2gh 

(a) Suponga que el tanque tiene la forma de una esfera con radio 2 m y al principio está lleno 
con agua hasta la mitad. Si el radio del orificio circular es 1 cm y se toma g = 10 m/s?, 
demuestre que h satisface la ecuación diferencial 


dh 
dh=1M) $ = 
C ay 


—0.0001 y20h 


(b) ¿Cuánto tarda en drenar por completo el agua? 


PROYECTO DE APLICACIÓN ¿QUÉ ES MÁS RÁPIDO, SUBIR O BAJAR? 


Al modelar la fuerza debida a 

la resistencia del aire, se han 
empleado varias funciones, 
dependiendo de las característi- 
cas físicas y la rapidez de la bola. 
Aquí se usa un modelo lineal, 
—pv, pero un modelo cuadrático 
(=pv* en el camino ascendente y 
pv? en el camino descendente) es 
otra posibilidad para magnitudes 
de velocidades más altas (véase 
el ejercicio 9.3.50). Para una 
pelota de golf, los experimentos 
han mostrado que un buen mode- 
lo es —pvu!? hacia arriba y p | v pra 
hacia abajo. Pero no importa qué 
función fuerza —f(v) se utilice 
[donde f(v) > 0 para v > 0 y 
f(v) < 0 para v < 0], la respu- 
esta a la pregunta es la misma. 
Véase F. Brauer, “What Goes Up 
Must Come Down, Eventually,” 
American Mathematical Monthly 
108 (2001), pp. 437—440. 


Suponga que lanza una bola al aire. ¿Considera que tarda más en alcanzar su altura máxima o 
en regresar al suelo desde su altura máxima? En este proyecto se resolverá este problema, pero, 
antes de empezar, piense en esa situación y haga una inferencia con base en su intuición física. 


1. Una bola con masa m se lanza hacia arriba verticalmente desde la superficie de la Tierra con 
una velocidad inicial positiva v. Se supone que las fuerzas que actúan sobre la bola son la 
fuerza de gravedad y una fuerza retardadora por la resistencia del aire con dirección opuesta a 
la dirección del movimiento y con magnitud p | v(t) |, donde p es una constante positiva y v(t) 
es la velocidad de la bola en el tiempo t. Tanto en el ascenso como en el descenso, la fuerza 
total que actúa sobre la bola es —pv — mg. [Durante el ascenso, v(t) es positiva y la resisten- 
cia actúa hacia abajo; durante el descenso, v(t) es negativa y la resistencia actúa hacia arriba.] 
Así, por la segunda ley de Newton, la ecuación de movimiento es 


mv! = —pv — mg 


Resuelva esta ecuación diferencial para demostrar que la velocidad es 


m m 
v(t) = (o | en a 
P P 


2. Demuestre que la altura de la bola, hasta que choca con el suelo, es 


m m mgt 
y(t) = (a + E) ) a em") g 
pP 


p Pp 
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3. Sea f, el tiempo que tarda la bola en alcanzar su altura máxima. Demuestre que 


m E aF po) 
t = ln 
p mg 


Determine este tiempo para una bola con masa 1 kg y velocidad inicial 20 m/s. Suponga que 
la resistencia de aire es ;; de la rapidez. 


FF 4. Sea t el tiempo que la bola cae de regreso a la Tierra. Para la bola particular del problema 3, 


estime f, por medio de una gráfica de la función altura y(t). ¿Qué es más rápido, subir o bajar? 


5. En general, no es fácil determinar t, porque es imposible resolver la ecuación y(t) = 0 en 
forma explícita. Sin embargo, se puede usar un método indirecto para determinar si el ascenso 
o el descenso es más rápido: se determina si y(2f,) es positiva o negativa. Demuestre que 


7 1 
y Qt) = 4 Y (+ === 21m :) 
P 


X 


donde x = e”*/”, Entonces demuestre que x > 1 y la función 
1 
E) == == 2 Img 
x 


es creciente para x > 1. Use este resultado para decidir si y(2f,) es positiva o negativa. ¿Qué se 
puede concluir? ¿Es más rápido el ascenso o el descenso? 


9.4 Modelos para el crecimiento poblacional 


En esta sección se estudian ecuaciones diferenciales que se aplican para modelar el cre- 
cimiento de población: la ley de crecimiento natural, la ecuación logística y otras. 


E Ley de crecimiento natural 


Uno de los modelos para el crecimiento poblacional considerado en la sección 9.1 
se basó en la suposición de que la población crece a una tasa proporcional al tamaño de la 
población: 


dP 
— = kP 
dt 
¿Es esa una suposición razonable? Suponga que se tiene una población (de bacterias, por 
ejemplo) con tamaño P = 1000 y en determinado momento crece con una rapidez de 
P’ = 300 bacterias por hora. Ahora se toman otras 1000 bacterias del mismo tipo y se colo- 
can en la primera población. Cada mitad de la nueva población creció en una proporción 
de 300 bacterias por hora. Se esperaría que la población total de 2000 se incrementara 
a una tasa de 600 bacterias por hora inicialmente (siempre que haya espacio suficiente 
y nutrición). De este modo, si se duplica el tamaño, se duplica la proporción de creci- 
miento. Parece razonable que la rapidez de crecimiento deba ser proporcional al tamaño. 
En general, si P(t) es el valor de una cantidad y en el tiempo + y si la rapidez de cambio 
de P con respecto a t es proporcional a su tamaño P(t) en cualquier momento, entonces 


dP 


(1) ro 
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donde k es una constante. La ecuación 1 se llama a veces ley de crecimiento natural. Si 
k es positiva, entonces se incrementa la población; si k es negativa, decrece. 

Debido a que es una ecuación diferencial separable se puede resolver por los métodos 
de la sección 9.3: 


dP 
L = f kar 
P J 
In|P| = kt + C 
|P] a pre = eCe"! 
P = Ae" 


donde A (= +e“ o 0) es una constante arbitraria. Para ver el significado de la constante 
A, se observa que 


P(0) = Ae"? =A 


Por tanto A es el valor inicial de la función. 


(2) La solución del problema con valor inicial es 


Los ejemplos y ejercicios de la 
LOS E dP 
aplicación de 2 se proporcionan — = 

en la sección 3.8. dt 


es P(t) = Pye” 


kP P(0) = P 


Otra manera de escribir la ecuación 1 es 


la cual dice que la rapidez de crecimiento relativo (rapidez de crecimiento dividida 
por el tamaño de la población) es constante. Por tanto, (2) dice que una población con 
crecimiento relativo constante debe crecer de forma exponencial. 

Se puede considerar emigración (o “pérdidas”) de una población modificando la 
ecuación 1; si la rapidez de emigración es una constante m, entonces la rapidez de cam- 
bio de la población se representa mediante la ecuación diferencial 


dP 
E — = kP-m 
dt 


Vea el ejercicio 17 para la solución y las consecuencias de la ecuación 3. 


El Modelo logístico 


Como se explicó en la sección 9.1, una población suele incrementarse de forma expo- 
nencial en sus primeras etapas, pero se estabiliza finalmente y tiende a su capacidad de 
carga debido a los recursos limitados. Si P(f) es el tamaño de la población en el tiempo 
t, se supone que 


dP . z 
5 = kP si P es pequeña 
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FIGURA 1 
Campo direccional para la ecuación 
logística del ejemplo 1 


Esto dice que la rapidez de crecimiento inicial está muy cerca de ser proporcional al 
tamaño. En otras palabras, la rapidez de crecimiento relativa es casi constante cuando 
la población es pequeña. Pero también se quiere reflejar el hecho de que la rapidez de 
crecimiento relativa disminuye cuando se incrementa la población P y se vuelve negativa 
si P excede alguna vez su capacidad de carga M, la población máxima que el ambiente 
es capaz de sostener a la larga. La expresión más simple para la rapidez de crecimiento 
relativa que incorpora estas suposiciones es 


Al multiplicar por P, se obtiene el modelo para el crecimiento poblacional conocido 
como ecuación diferencial logística 


dP P 
[a] S we z) 
dt M 


Observe de la ecuación 4 que si P es pequeña en comparación con M, entonces P/M es 
cercano a 0 y, por tanto, dP/dt = kP. Sin embargo, si P —> M (la población se aproxima 
a su capacidad de carga), entonces P/M —> 1, por lo que dP/dt — 0. Se puede deducir 
información acerca de si las soluciones se incrementan o disminuyen directamente de la 
ecuación 4. Si la población P está entre 0 y M, entonces el lado derecho de la ecuación es 
positivo, por lo que dP/dt > 0 y la población crece. Pero si la población excede la capaci- 
dad de carga (P > M), entonces 1 — P/M es negativa, por lo que dP/dt < 0 y la población 
decrece. 

Inicie el análisis más detallado de la ecuación diferencial logística considerando un 
campo direccional. 


EJEMPLO 1 Dibuje un campo direccional para la ecuación logística con k = 0.08 y 
capacidad de carga M = 1000. ¿Qué se puede deducir acerca de las soluciones? 


SOLUCIÓN En este caso la ecuación diferencial logística es 


-a 0.08P[ 1 — ea 
dt l 1000 


Un campo direccional para esta ecuación se muestra en la figura 1. Se muestra solo el 
primer cuadrante porque las poblaciones negativas no son significativas y se tiene interés 
solo en lo que sucede después de ¢ = 0. 
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FIGURA 2 
Curvas solución para la ecuación 
logística del ejemplo 1 
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La ecuación logística es autónoma (dP/dt depende solo de P, no de £), por lo que las 
pendientes son las mismas a lo largo de cualquier recta horizontal. Como se esperaba, las pen- 
dientes son positivas para 0 < P < 1000 y negativas para P > 1000. 

Las pendientes son pequeñas cuando P se aproxima a O o 1000 (la capacidad de 
carga). Observe que las soluciones se alejan de la solución de equilibrio P = 0 y se mue- 
ven hacia la solución de equilibrio P = 1000. 

En la figura 2 se usa el campo direccional para trazar curvas solución con poblaciones 
iniciales P(0) = 100, P(0) = 400 y P(0) = 1300. Observe que las curvas solución que 
empiezan abajo de P = 1000 son crecientes y las que empiezan arriba de P = 1000 son 
decrecientes. Las pendientes son mayores cuando P = 500 y, en consecuencia, las cur- 
vas solución abajo de P = 1000 tienen puntos de inflexión cuando P = 500. De hecho, 
se puede probar que las curvas solución que empiezan abajo de P = 500 tienen un punto de 
inflexión cuando P es exactamente 500 (véase el ejercicio 13). 


PA 
1400 + AS Y: Ñ X Ñ DS N N 
X N N N N$ S SN $ 
1200% Ss S 5 e <$ Ss Ny e 
T—T= PALAS E T— T— T— T— T— 
1000 — — = āÃ—_ 
an A paa a n T i sa pa” 
800 O E A A 
POSEA SE, A rd A ys z 
600 >< i A Z A A P A Pa 
P JE, IZ #7 / eS / g 
400 A PS E e a Pa e 
AZ P A d Pa Pa e 
IOA E O A A te 
E r ZA E a a 7 A a 
} i / > 
0 20 40 60 80 ! 
E 


La ecuación logística (4) es separable y, por tanto, se puede resolver de manera explí- 
cita con el método de la sección 9.3. Ya que 


dP P 
— = kP| 1 —- — 
dt ( z) 


> dP 
¡qm 


se tiene 


[5] 


Para evaluar la integral del lado izquierdo, escriba 


= | kar 


1 = M 
P(1 — P/M)  P(M-P) 


Usando fracciones parciales (véase la sección 7.4), obtenga 


M 1,1 
PM-P) P M-P 


Esto permite reescribir la ecuación 5: 


1 1 i 
f 4 dP = | kdt 
P M-P ] 


In|P| —In|M-—P|=kt+C 
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M=P 
In == =C 
P 
M-P e™ E = e Ce ™ 
P 
M-P 


[6] p Ae™ 


donde A = te”C. Si la ecuación 6 se resuelve para P, se obtiene 
M =ý P 1 
— -1 = Ae” > A 
P M 1+Ae” 
-M 
por tanto, 1 + Ae™ 


Se encuentra el valor de A sustituyendo 1 = O en la ecuación 6. Si t = O, entonces P = Po 
(la población inicial), por tanto, 
M-P 
Po 


2=Ae =A 


Así, la solución para la ecuación logística es 


P(t) M ita A 
t) = — onde m PA 
1 + Ae™ Po 


Al usar la expresión para P(t) en la ecuación 7, se ve que 


lím P(t) = M 


t—> œo 


lo cual era de esperarse. 


EJEMPLO 2 Escriba la solución del problema con valor inicial 


“P-oosel1--—-] po) = 100 
` 1000 


y utilícela para encontrar los tamaños de población P(40) y P(80). ¿En qué momento la 
población llega a 900? 


SOLUCIÓN La ecuación diferencial es una ecuación logística con k = 0.08, capaci- 
dad de carga M = 1000, y población inicial Po = 100. Por tanto, la ecuación 7 da la 
población en el tiempo £ cuando 


1 1 =] 
P(t) = = T donde A = Pop y 
1 + Ae 0% 100 


9 


1000 


PE) =- 
Por lo que, (1) 1 + 9e 0081 
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Por consiguiente, los tamaños de población cuando £ = 40 y 80 son 


1000 1000 
P(40) = 14 90% = 731.6 P(80) = 14 90 = 985.3 


La población llega a 900 cuando 


1000 
1 4 gear T 200 

Compare la curva solución en la Resolviendo esta ecuación para t, se obtiene 

figura 3 con la curva solución infe- 

rior que se trazó a partir del campo 1 + 96 00 = x 

direccional en la figura 2. 

e7008! =l 
1000 81 
( q E 3 1 
P=900 0.081 = Ing; = —In 81 
i ps 40 
1000 = ma 

0 80 Por lo que la población llega a 900 cuando ź¢ es aproximadamente 55. Como comproba- 
ción del trabajo, se traza la gráfica de la curva de población en la figura 3 y se observa 

FIGURA 3 que cruza la recta P = 900. El cursor indica que £ = 55. m 
El Comparación del crecimiento natural y modelos logísticos 
En la década de 1930, el biólogo G. F. Gause realizó un experimento con el protozoario 
paramecio y empleó una ecuación logística para representar sus datos. En la tabla se da la 
cuenta diaria de la población de protozoarios. Estimó la rapidez de crecimiento relativo 
inicial como 0.7944 y la capacidad de carga de 64. 

t (días) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 


P (observada) 2 3 22 


16 39 52 54 47 50 76 69 51 57 70 33 59 57 


EJEMPLO 3 Encuentre los modelos exponencial y logístico para los datos de Gause. 
Compare los valores predichos con los valores observados y comente acerca del ajuste. 


SOLUCIÓN Dada la rapidez de crecimiento relativo k = 0.7944 y la población inicial 
Po = 2, el modelo exponencial es 


P(1) = Pae” = 2e? 


Gause empleó el mismo valor de k para su modelo logístico. [Esto es razonable porque 
Po = 2 es pequeña comparada con la capacidad de carga (M = 64). La ecuación 


muestra que el valor de k para la ecuación logística es muy cercano al valor para el modelo 
exponencial. ] 
Entonces la solución de la ecuación logística en la ecuación 7 da 


mo- s “l 
1 + Äe™ 1 + Ae 079 
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donde A 


P(t) = o 
Por consiguiente 1 + 3le 707 


Estas ecuaciones se emplean para calcular los valores predichos (redondeados hasta el 
entero más próximo) y se comparan en la tabla. 


t (días) 0 1 2 3 + 5 6 7 8 | 9 10 | 11 12 | 13 | 14 | 15 | 16 
P (observada) 2 3 22 | 16 | 39 | 52 | 54 | 47 | 50 | 76 | 69 | 51 | 57 | 70 | 53 | 59 | 57 
P (modelo logístico) 2 4 9 17 | 28 | 40 | 51 | 57 | 6l | 62 | 63 | 64 | 64 | 64 | 64 | 64 | 64 
P (modelo exponencial) 2 4 10 | 22 | 48 | 106 | 
Se observa de la tabla y la gráfica de la figura 4 que para los primeros tres o cuatro 
días el modelo exponencial da resultados comparables a los del modelo logístico, 
que es más complejo. Sin embargo, para t = 5, el modelo exponencial es inexacto, 
pero el modelo logístico ajusta las observaciones razonablemente bien. 
PA 
P=2g0-7944 . 
60 + A 5 o. 
40+ 
20+ 
FIGURA 4 


Modelos exponencial y logístico para 
los datos de paramecio 


t B®) t B(t) 
1980 | 9847 1998 | 10217 
1982 | 9856 | | 2000 | 10264 
1984 | 9855 2002 | 10312 
1986 | 9862 | | 2004 | 10348 
1988 | 9884 | | 2006 | 10379 
1990 | 9969 | | 2008 | 10404 
1992 | 10046 | | 2010 | 10423 
1994 | 10123 2012 | 10438 
1996 | 10179 


FIGURA 5 
Modelo logístico para 
la población de Bélgica 


~Y 


Varios países que antes experimentaron crecimiento exponencial ahora están encon- 
trando que su rapidez de crecimiento poblacional está declinando y el modelo logístico 
proporciona un mejor modelo. La tabla al margen muestra valores semestrales de B(¢), 
la población de Bélgica, en miles, al tiempo £, desde 1980 hasta 2012. La figura 5 muestra 
estos puntos de información junto con una función logística desplazada que se obtiene 
de una calculadora con la capacidad de ajustar una función logística a estos puntos 
mediante regresión. Vea que el modelo logístico proporciona un muy buen ajuste. 


PA 


10.400 + A A 


10200 +7 7 


| > 647 
100007 . P= 9800 + 1+21.65e 021-1980) 


9800 + 


n i n ñ n n ñ ñ n > 
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E Otros modelos para el crecimiento poblacional 


La ley de crecimiento natural y la ecuación diferencial logística no son las únicas ecua- 
ciones que han sido propuestas para modelar el crecimiento poblacional. En el ejercicio 
22 se trabaja con la función de crecimiento de Gompertz y en los ejercicios 23 y 24 se 
investigan modelos de crecimiento estacionales. 

Dos de los otros modelos son modificaciones del modelo logístico. La ecuación 


diferencial 
dP P 
— = kP| 1 c 
dt M 


se ha empleado para modelar poblaciones que están sujetas a la “pérdida” de un tipo u 
otro. (Piense en una población de peces capturados en una proporción constante.) Esta 
ecuación se conoce como ecuación logística con cosecha o con recolección, y se explora en 
los ejercicios 19 y 20. 

Para algunas especies hay un nivel mínimo de población m debajo del cual la especie 
tiende a extinguirse. (Es posible que los adultos no encuentren parejas adecuadas.) Esta 
clase de poblaciones ha sido representada mediante la ecuación diferencial 


dP P m 
— = kPl| 1 1 
dt ( z n) 


donde el factor extra, 1 — m/P, toma en cuenta las consecuencias de una población escasa 
(véase el ejercicio 21). 


9.4 EJERCICIOS 


9 1-2 Suponga que una población crece de acuerdo con la ecuación P 
logística dada, donde £ se mide en semanas. 


(a) ¿Cuál es la capacidad de carga? ¿Cuál es el valor de k? A a 
(b) Escriba la solución de la ecuación. A E a 
(c) ¿Cuál es la población después de 10 semanas? 10 === ==... 
dP ( > Me a a ii A 
1. —-=0.04P| 1 —- —— J, P(0) =60 E E E A A 
dt 1200 A A EAN E E S 
: ; — 
dP 0 20 40 60 ! 
2. uw 0.02P — 0.0004P?, P(0) = 40 
(c) Use el campo direccional para trazar las soluciones para 
3. Suponga que una población se desarrolla de acuerdo con la poblaciones iniciales de 20, 40, 60, 80, 120 y 140.¿Qué 
ecuación logística tienen en común estas soluciones? ¿Cómo difieren? 
¿Qué soluciones tienen puntos de inflexión? ¿En qué 
dP a niveles de población se presentan? 
dt = 0.05P — 0.0005P" (d) ¿Cuáles son las soluciones de equilibrio? ¿Cómo se rela- 
cionan estas soluciones con las otras? 
donde f se mide en semanas. FA 4. Suponga que una población crece de acuerdo con un modelo 
(a) ¿Cuál es la capacidad de carga? ¿Cuál es el valor de k? logístico con capacidad de carga de 6000 y k = 0.0015 
(b) Se muestra un campo direccional para esta ecuación. por año. 
¿Dónde las pendientes son cercanas a 0? ¿Dónde son (a) Escriba la ecuación diferencial logística para estos datos. 


mayores? ¿Qué soluciones son crecientes? ¿Cuáles solu- 
ciones son decrecientes? 
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(b) Dibuje un campo direccional (ya sea a mano o con un 
sistema algebraico computacional). ¿Qué le dice acerca 
de las curvas solución? 

(c) Use el campo direccional para trazar las curvas solución 
para las poblaciones iniciales de 1000, 2000, 4000 y 8000. 
¿Qué se puede decir acerca de la concavidad de estas cur- 
vas? ¿Cuál es la importancia de los puntos de inflexión? 

(d) Programe una calculadora o computadora para usar el 
método de Euler con tamaño de paso h = 1 para estimar la 
población después de 50 años si la población inicial es 1000. 

(e) Si la población inicial es 1000, escriba una fórmula para 
la población después de ż años. Úsela para determinar la 
población después de 50 años y compárela con su estima- 
ción en el inciso (d). 

(£) Trace la gráfica de la solución del inciso (e) y compare 
con la curva solución que trazó en el inciso (c). 


< La pesca del mero del Pacífico ha sido modelada por la 
ecuación diferencial 


donde y(t) es la biomasa (la masa total de los integrantes 

de la población) en kilogramos en el tiempo £ (medido en 
años), la capacidad de carga se estima como M = 8 X 10kg, 
y k= 0.71 por año. 

(a) Si y(0) = 2 X 10” kg, calcule la biomasa un año después. 
(b) ¿En cuánto tiempo la biomasa alcanza 4 X 107 kg? 


. Suponga una población P(t) que satisface 


dP a 
— = 0.4P — 0.001P* 
dt 
donde £ se mide en años. 
(a) ¿Cuál es la capacidad de carga? 
(b) ¿Qué es P”(0)? 
(c) ¿Cuándo alcanzará la población el 50% de su capacidad 
de carga? 


. Suponga que una población crece de acuerdo con un modelo 
logístico con población inicial de 1000 y capacidad de carga 
de 10 000. Si la población crece a 2500 después de un año, 
¿cuál será la población después de otros tres años? 


. En la tabla se da el número de células de levadura en un 
nuevo cultivo de laboratorio. 


Tiempo Células de Tiempo Células de 
(horas) levadura (horas) levadura 
0 18 10 509 
2 39 12 597 
4 80 14 640 
6 171 16 664 
8 336 18 672 


(a) Trace la gráfica de los datos y use la gráfica para estimar 
la capacidad de carga para la población de levadura. 

(b) Use los datos para estimar la tasa de crecimiento relativo 
inicial. 


10. 


11. 


12. 


13. 


(c) Encuentre un modelo exponencial y un modelo logístico 
para estos datos. 

(d) Compare los valores predichos con los valores observa- 
dos, en una tabla y con gráficas. Comente acerca de qué 
tan bien ajustan sus modelos los datos. 

(e) Use el modelo logístico para estimar el número de células 
de levadura después de 7 horas. 


. La población del mundo fue cercana a 6.1 miles de millones 


en 2000. La tasa de nacimientos varió de 35 a 40 millones por 
año y la frecuencia de mortalidad varió de 15 a 20 millones 
por año. Suponga que la capacidad de carga para la población 
mundial es 20 mil millones. 
(a) Escriba la ecuación diferencial logística para estos 
datos. (Debido a que la población inicial es pequeña 
comparada con la capacidad de carga, se puede tomar 
k como una estimación de la rapidez de crecimiento 
relativo inicial.) 
(b) Use el modelo logístico para estimar la población mun- 
dial en el año 2010, y compare con la población real de 
6.9 mil millones. 
(c) Use el modelo logístico para estimar la población mun- 
dial en los años 2100 y 2500. 


(a) Suponga que la capacidad de carga para la población de 
Estados Unidos es de 800 millones. Utilícela junto con el 
hecho de que la población fue de 282 millones en 2000, 
para formular un modelo logístico para la población de 
Estados Unidos. 

(b) Determine el valor de k en su modelo usando el hecho de 
que la población en el año 2010 fue de 309 millones. 

(c) Use su modelo para predecir la población de Estados 
Unidos en los años 2100 y 2200. 

(d) Por medio de su modelo, prediga el año en que la pobla- 
ción de Estados Unidos pasará de 500 millones. 


Un modelo para la difusión de un rumor, es que la rapidez 

de difusión es proporcional al producto de la fracción y de la 

población que ha escuchado el rumor y la fracción que no lo 

ha escuchado. 

(a) Escriba una ecuación diferencial que sea satisfecha por y. 

(b) Resuelva la ecuación diferencial. 

(c) Un pequeño pueblo tiene 1000 habitantes. A las 8 a.m., 
80 personas han escuchado un rumor. A mediodía la 
mitad del pueblo lo ha escuchado. ¿En qué tiempo 90% 
de la población ha escuchado el rumor? 


Unos biólogos abastecieron un lago con 400 peces y 
estimaron la capacidad de carga (la población máxima para 
los peces de esa especie en ese lago) en 10 000. El número de 
peces se triplicó en el primer año. 

(a) Si se supone que el tamaño de la población de peces 
satisface la ecuación logística, encuentre una expresión 
para el tamaño de la población después de 1 años. 

(b) ¿En cuánto tiempo la población se incrementará a 5000? 


(a) Demuestre que, si P satisface la ecuación logística (4), 
entonces 


dP a P 2P 
~= kP|1 1 
dt” M M 


(b) Deduzca que una población crece más rápido cuando 
alcanza la mitad de su capacidad de carga. 


. Para un valor fijo de M (por ejemplo M = 10), la familia de 


funciones logísticas dada por la ecuación 7 depende del valor 
inicial de P, y la constante de proporcionalidad k. Trace la 
gráfica de varios integrantes de esta familia. ¿Cómo cambia 
la gráfica cuando varía Po? ¿Cómo cambia cuando varía k? 


. La tabla proporciona la población semestral de Japón, en 


miles, desde 1960 hasta 2010. 


Año Población Año Población 
1960 94092 1990 123537 
1965 98 883 1995 123327 
1970 104345 2000 126776 
1975 111573 2005 127715 
1980 116807 2010 127579 
1985 120754 


16. 


Utilice una calculadora graficadora para ajustar tanto una 
función exponencial como una función logística de esta 
información. Trace la gráfica de los puntos de información 
y ambas funciones, y comente sobre la exactitud de las 
representaciones. [Sugerencia: reste 94 000 de cada una de 
las cifras de población. A continuación, después de obtener 
una representación de su calculadora, sume 94 000 para 
obtener su modelo final. Podría ser útil elegir + = 0 

para corresponder a 1960 o bien 1980.] 


La tabla proporciona la población semestral de Noruega, en 
miles, desde 1960 hasta 2010. 


Año Población Año Población 
1960 3581 1990 4242 
1965 3723 1995 4359 
1970 3877 2000 4492 
1975 4007 2005 4625 
1980 4086 2010 4891 
1985 4152 


17. 


Utilice una calculadora graficadora para ajustar tanto una 
función exponencial como una función logística de esta 
información. Trace la gráfica de los puntos de información 

y ambas funciones, y comente sobre la exactitud de las 
representaciones. [Sugerencia: reste 3500 de cada una de las 
cifras de población. Luego, después de obtener un modelo 
de su calculadora, sume 3500 para obtener su representación 
final. Podría ser útil elegir + = O que corresponda a 1960.] 


Considere una población P = P(t) con rapidez de nacimiento 
y de mortalidad constante «œ y B, respectivamente, y una 
razón m de emigración constante, donde a, 8 y m son 
constantes positivas. Suponga que «œ > f. Entonces la razón 
de cambio de la población en el tiempo £ se modela mediante 
la ecuación diferencial 


FP: =m donde k = a — fB 
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18. 


19. 


En 20. 
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(a) Encontrar la solución de esta ecuación que satisface la 
condición inicial P(0) = Po. 

¿Qué condición de m conducirá a un crecimiento expo- 
nencial de la población? 

¿Qué condición de m dará como resultado una población 
constante? ¿Una población que decline? 

En 1847, la población de Irlanda fue de casi 8 millones 
y la diferencia entre las tasas de nacimiento relativo y 
mortalidad fue de 1.6% de la población. Debido a la esca- 
sez de papas en las décadas de 1840 y 1850, casi 210 000 
habitantes por cada año emigraron de Irlanda. ¿En ese 
tiempo la población se expandió o declinó? 


(b) 
(c) 
(d) 


Sea c un número positivo. Una ecuación diferencial de la 
forma 


donde k es una constante positiva, se le denomina ecuación 

del día del juicio final ya que el exponente en la expresión 

ky! +“ es más grande que el exponente 1 para el crecimiento 

natural. 

(a) Determine la solución que satisface la condición inicial 
y0) = Jo. 

(b) Demuestre que existe un tiempo finito t = T (del juicio 
final) tal que lím, —r — y(t) = o, 

(c) Una especie especialmente prolífica de conejos tiene 
el término de crecimiento ky". Si 2 de tal especie de 
conejos al principio y en la madriguera tienen 16 conejos 
después de tres meses, entonces ¿cuándo es el día del 
juicio final? 


La ecuación diferencial logística del ejemplo 1 se modificará 
como sigue 


dP P 
— =0.08P| 1 —- —— |- 15 
dt 1000 


(a) Suponga que P(t) representa una población de peces en 

el tiempo ź, donde f se mide en semanas. Explique el 
significado del término (— 15). 

Trace un campo direccional para esta ecuación diferencial. 
¿Cuáles son las soluciones de equilibrio? 

Use el campo direccional para trazar varias curvas solu- 
ción. Describa lo que sucede a la población de peces para 
diferentes poblaciones iniciales. 

Resuelva esta ecuación diferencial de manera explícita, 
ya sea por medio de fracciones parciales o con un sistema 
algebraico computacional. Use las poblaciones iniciales 
200 y 300. Trace la gráfica de las soluciones y compare 
con sus trazos del inciso (d). 


(b) 
(c) 
(d) 


(e) 


Considere la ecuación diferencial 


dP P 
== .0.08P] 1= =] = e 
dt 1000 


como un modelo para una población de peces, donde t se 

mide en semanas y c es una constante. 

(a) Use un sac para trazar los campos direccionales para 
varios valores de c. 
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(b) De sus campos direccionales del inciso (a), determine los 
valores de c para los cuales hay por lo menos una solu- 
ción de equilibrio. ¿Para qué valores de c la población de 
peces se extingue siempre? 

(c) Use la ecuación diferencial para probar lo que descubrió 
en forma gráfica en el inciso (b). 

(d) ¿Qué recomendaría como límite para la captura semanal 
de esta población de peces? 


Existe evidencia considerable para apoyar la teoría de que 
para algunas especies hay una población mínima m tal que 
las especies se extinguirán si el tamaño de la población cae 
por debajo de m. Esta condición se puede incorporar en la 
ecuación logística introduciendo el factor (1 — m/P). Así, 
el modelo logístico modificado está dado por la ecuación 


diferencial 
E m 
M P 


(a) Use la ecuación diferencial para demostrar que cualquier 
solución es creciente si m < P < M y decreciente si 
0O<P<m. 

Para el caso donde k = 0.08, M = 1000 y m = 200, 
dibuje un campo direccional y utilícelo para trazar varias 
curvas solución. Describa lo que sucede a la población 
para varias poblaciones iniciales. ¿Cuáles son las solucio- 
nes de equilibrio? 

Resuelva la ecuación diferencial de forma explícita, ya 
sea por medio de fracciones parciales o con un sistema 
algebraico computacional. Use la población inicial Po. 
Use la solución del inciso (c) para demostrar que si 

Po < m, entonces la especie se extingue. [Sugerencia: 
demuestre que el numerador en su expresión para P(t) 

es O para algún valor de +.] 


dP 
dt 


(b) 


(c) 


(d) 


Otro modelo para una función de crecimiento de una 
población limitada está dado por la función de Gompertz, 
que es una solución de la ecuación diferencial 


dP M 
=7=cIn| —]|P 
dt P 


donde c es una constante y M es la capacidad de carga. 
(a) Resuelva esta ecuación diferencial. 


9.5 Ecuaciones lineales 


mx] 


23. 


24. 


25. 


(b) Calcule lím, .. P(®). 

(c) Trace la gráfica de la función de crecimiento de Gom- 
pertz para M = 1000, Po = 100 y c = 0.05, y compárela 
con la función logística del ejemplo 2. ¿Cuáles son las 
semejanzas? ¿Cuáles son las diferencias? 

Se sabe del ejercicio 13 que la función logística crece 
más rápido cuando P = M/2. Use la ecuación diferencial 
de Gompertz para demostrar que la función de Gompertz 
crece más rápido cuando P = M/e. 


(d) 


En un modelo de crecimiento estacional, se introduce una 

función periódica del tiempo para explicar las variaciones 

estacionales en la tasa de crecimiento. Estas variaciones 

podrían, por ejemplo, ser causadas por cambios estacionales 

en la disponibilidad de alimento. 

(a) Encuentre la solución del modelo de crecimiento estacional 
dP 


— = kP cos(rt — q») 


P(0) =P 
P (0) = Po 


donde k, r y ọ son constantes positivas. 

(b) Trace la gráfica de la solución para diferentes valores de 
k, r y $, explique cómo afectan a la solución los valores 
de k, r y p ¿Qué puede decir acerca de lím,-> » P(t)? 


Suponga que se modifica la ecuación diferencial del ejercicio 23 
como sigue: 
dP 


— = kP cos*(rt — q) 


P(0) = P 
dí (0) = Po 


(a) Resuelva esta ecuación diferencial con la ayuda de una 
tabla de integrales o un SAC. 

(b) Trace la gráfica de la solución para varios valores de k, r 
y $. ¿Cómo afectan a la solución los valores de k, r y p? 
¿Qué se puede decir acerca de lím, — .. P(t) en este caso? 


Las gráficas de las funciones logísticas (figuras 2 y 3) se 
ven sospechosamente similares a la gráfica de la función 
tangente hiperbólica (figura 3.11.3). Explique la semejanza 
demostrando que la función logística dada por la ecuación 7 
se puede escribir como 


P(t) =3MÍ1 + tamh( 3x1 — c))] 


donde c = (In A)/k. Así, la función logística es en realidad 
una tangente hiperbólica desplazada. 


Una ecuación diferencial lineal de primer orden es una que se puede escribir en la forma 


[1] 


DL + Poy = 00) 


donde P y O son funciones continuas sobre un determinado intervalo. Este tipo de ecua- 
ción se presenta con frecuencia en varias ciencias, como se verá. 
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Un ejemplo de una ecuación lineal es xy” + y = 2x porque, para x + 0, se puede 
escribir en la forma 


(2] yt 


X 
Observe que esta ecuación diferencial no es separable porque es imposible factorizar la 


expresión para y' como una función de x por una función de y. Pero aún se puede resolver 
la ecuación si se observa, por la regla del producto, que 


y + y = y) 
y, por tanto, la ecuación se puede reescribir como 
y) = 2x 
Si ahora se integran ambos lados de esta ecuación, se obtiene 


xy=x +C o y=x+— 
xX 


Si se hubiera tenido la ecuación diferencial en la forma de la ecuación 2, se habría tenido 
que tomar el paso preliminar de multiplicar cada lado de la ecuación por x. 

Resulta que toda ecuación diferencial lineal de primer orden se puede resolver de 
un modo similar al multiplicar ambos lados de la ecuación 1 por una función adecuada 
I(x) llamada factor integrante. Se intenta encontrar I por lo que el lado izquierdo de la 
ecuación 1, cuando se multiplique por /(x), se convierta en la derivada del producto /(x)y: 


El IG + Py) = (y) 
Si se puede encontrar tal función /, entonces la ecuación 1 se convierte en 
M) = 1 a) 
Al integrar ambos lados, se debe tener 
Iay = | 19 0a) dx + C 


por lo que la solución sería 


1 n 
aj O) = | 109 QU) dx + c| 


Para encontrar tal Z, se desarrolla la ecuación 3 y se eliminan los términos: 
Iy + IA Py = (y) = roy + (9 y 
I(x) P(x) = I(x) 


Esta es una ecuación diferencial separable para /, que se resuelve como sigue: 
- dl > 

I | P(x) dx 

In |Z| = | P(x) dx 


I= Ae POS 
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donde A = +e“. Se busca un factor integrante particular, no el más general, por lo que 
se toma A = 1 y se usa 


(5) IG) =e | P(x) dx 


Así, la ecuación 4 da una fórmula para la solución general de la ecuación 1, donde 7 se 
determina mediante la ecuación 5. Sin embargo, en lugar de memorizar esta fórmula, 
solo se recuerda la forma del factor integrante. 


Para resolver la ecuación diferencial lineal y” + P(x)y = Q(x), multiplique ambos 
lados por el factor integrante /(x) = e! % e integre ambos lados. 


d 
EJEMPLO 1 Resuelva la ecuación diferencial T + 3x?y = 6x?. 
x 


SOLUCIÓN La ecuación dada es lineal, ya que tiene la forma de la ecuación 1 con 
P(x) = 3x? y QŒ) = 6x. Un factor integrante es 


3 


En la figura 1 se muestran las gráficas I(x) = e rdg 
de varios miembros de la familia de 
soluciones del ejemplo 1. Observe Al multiplicar ambos lados de la ecuación diferencial por e”, se obtiene 


que se aproximan a 2 cuando x — oo, 


a d 3 s y3 
e” y + 3x2%e* y = 6x*%e* 
6 dx 


d , 3 2x3 
E Pe = x'e” 


Al integrar ambos lados se tiene 


ey = f 6x e" dx = 2e™ + C 
FIGURA 1 jara = 
EJEMPLO 2 Encuentre la solución del problema con valor inicial 

xy +xy=1 x>0 y(1) = 2 


SOLUCIÓN Se deben dividir primero ambos lados entre el coeficiente de y” para escri- 
bir la ecuación diferencial en la forma estándar: 


sad 1 
[6] y +—y=— x>0 
x Pa 


El factor integrante es 


I(x) = el 0 dx — e” EE x 


Al multiplicar la ecuación 6 por x, se obtiene 


1 1 , 1 
a == 


La solución del problema de valor 
inicial del ejemplo 2 se muestra en 
la figura 2. 


FIGURA 2 


Aun cuando las soluciones de la 
ecuación diferencial del ejemplo 3 
se pueden expresar en términos de 
una integral, estas se pueden grafi- 
car mediante un sistema algebraico 
computacional (figura 3). 


FIGURA 3 


interruptor 


FIGURA 4 
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p 1 
Entonces xy = | —dx = Inx + C 
xX 


y, de este modo, y= 


Ya que y(1) = 2, se tiene 


lni + C 
-a =C 


J= 


Por tanto la solución del problema con valores iniciales es 


_Inx+2 


X 


y 


EJEMPLO 3 Resuelva y” + 2xy = 1. 


SOLUCIÓN La ecuación dada está en la forma estándar para una ecuación lineal. Al 
multiplicar por el factor integrante 


era = e” 
se obtiene ey! +2xe*y=e" 
(2 U .2 
o, (Y e 
Por tanto e y= | e” dx+ C 


Recuerde de la sección 7.5 que | e* dx no se puede expresar en términos de funciones 
elementales. Sin embargo, es una función perfectamente buena y se puede dejar la res- 
puesta como 


y= e | e° dx + Ce" 


y 


Otra forma de escribir la solución es 
yg” f e” dt + Ce” 
YO 
(Se puede elegir cualquier número para el límite de integración inferior.) E 


E Aplicación a circuitos eléctricos 


En la sección 9.2 se consideró el circuito eléctrico simple que se muestra en la figura 4: 
una fuerza electromotriz (por lo común, una batería o generador) produce un voltaje 
de E(t) volts (V) y una corriente de I(t) amperes (A) en el tiempo t. El circuito también 
contiene un resistor con una resistencia de R ohms (Q) y un inductor con una inductancia 
de L henrys (H). 

La ley de Ohm da la caída de voltaje debida al resistor como RZ. La caída de voltaje 
debida al inductor es L (dI/dt). Una de las leyes de Kirchhoff dice que la suma de las 
caídas de voltaje es igual al voltaje suministrado E(f). Así, se tiene 


dI 
L TRIS EO) 
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La ecuación diferencial del ejemplo 
4 es lineal y separable, por lo que 
un método alternativo es resolverla 
como una ecuación separable (ejem- 
plo 9.3.4). Sin embargo, si se reem- 
plaza la batería por un generador, se 
obtiene una ecuación que es lineal 
pero no es separable (ejemplo 5). 


En la figura 5 se muestra cómo la 
corriente del ejemplo 4 se aproxima 
a su valor límite. 


0 


FIGURA 5 


En la figura 6 se muestra la gráfica 
de la corriente cuando se reemplaza 
la batería por un generador. 


FIGURA 6 


que es una ecuación diferencial lineal de primer orden. La solución da la corriente / en 
el tiempo t. 


EJEMPLO 4 Suponga que en el circuito simple de la figura 4 la resistencia es 12 Q y 
la inductancia es 4 H. Si una batería da un voltaje constante de 60 V y el interruptor se 
cierra cuando £ = O de tal manera que la corriente empieza con /(0) = 0, encuentre (a) 
I(t), (b) la corriente después de 1 segundo y (c) el valor límite de la corriente. 


SOLUCIÓN 
(a) Si se sustituye L = 4, R = 12 y E(f) = 60 en la ecuación 7, se obtiene el problema 
con valores iniciales 


dl 
4— + 121 = 60 1(0) =0 
dt 
o Sasi 10)=0 
dt 
Al multiplicar por el factor integrante el?“ = e*, se obtiene 


dl 
e — + 3e*] = 15e” 
dt 


d 
nEn = 15" 


e'I = | 15e* di = 5e” + C 
I(t) = 5 + Ce™ 


Ya que /(0) = 0, se tiene 5 + C = 0, por tanto, C = —5 e 
I(t) = 5(1 — e™) 
(b) Después de un segundo, la corriente es 
I(1) = 51 — e™°) =~ 4.75 A 


(c) El valor límite de la corriente está dado por 


lím I(t) = ím 5(1 — e™) = 5 — 5 lím e" =5 -0 =5 =] 
t— o 


t>0 t=>0w 


EJEMPLO 5 Suponga que la resistencia y la inductancia permanecen como en el ejem- 
plo 4 pero, en lugar de la batería, se usa un generador que produce un voltaje variable 
de E(t) = 60 sen 30% volts. Encuentre /(t). 


SOLUCIÓN Esta vez la ecuación diferencial se convierte en 


dI 


dI 
4 — + 12/ = 60 sen 301 o — + 31 = 15 sen 301 
dt dt 


El mismo factor integrante e* da 


d 
dt 


dI 
eie En + 3e”I = 15e* sen 301 
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Al usar la fórmula 98 de la tabla de integrales, se tiene 


3t 


e= | 15e* sen 301 dt = 15 3 Ë sen 301 — 30 cos 301) + C 


I = 1 (sen 301 — 10 cos 301) + Ce”* 


Ya que /(0) = 0 se obtiene 


por tanto, 


9.5 EJERCICIOS 


1-4 Determine si la ecuación diferencial es lineal. 


ly Ex ly =r 2. y — x= ytanx 
3 du dR a 
3. ue = t + yt — 4. — + tcosR =e 
dt dt 


5-14 Resuelva la ecuación diferencial. 


5. xy = 2y =x’ 6. y =x + 5y 
Ty =y-x 8. 41 y + xty' = senóx 
dy P 
9. senx + (cos x)y = sen(x?) 10. 2xy' + y = 2Vx 
x 
11. xy -2y=13% x>0 12. y +2xy=1 
dy C 
3.2%, 3ty = V1 +r, 1>0 
dt 
dy 
14. x—— — 4y = x%e* 
dx á ý 


15-20 Resuelva el problema con valor inicial. 


15. xy + 2xy = lnx, y(1)=2 
16. 2xy' +y = 6x, x>0, y(4)=20 
du A 
17. iT—=f8+3u, 1t>0, uQ)=4 
dt 
18. xy +y=xInx y(1)=0 
19. xy = y +x’ senx, y(m)=0 
d 
20. (x? + 1) Æ + 3x9- 1)=0, y(0)=2 
dx 


21-22 Resuelva la ecuación diferencial y utilice una calculadora 


o computadora para trazar la gráfica de varios miembros de la 
familia de soluciones. ¿Cómo cambia la curva solución cuando 
varía C? 


21. xy + 2y = e 22. xy =x +2y 


50 = 
-2+C=0 


I(t) = Tr (sen 301 — 10 cos 301) + JO poa m 


23. Una ecuación diferencial de Bernoulli (en honor a James 


Bernoulli) es de la forma 


O + Poy = 00y" 
X 


Observe que, si n = 0 o 1, la ecuación de Bernoulli es lineal. 
Para otros valores de n, demuestre que la sustitución u = y! 7” 
transforma la ecuación de Bernoulli en la ecuación lineal 


du 


~> + (1 = n)P(x)u = (1 = n) Q(x) 
dx 


24-25 Use el método del ejercicio 23 para resolver la ecuación 


diferencial. 
24. xy' + y = —xy’ 
pe y 
25. y + y= 
Xx x 
26. Resuelva la ecuación de segundo orden xy” + 2y' = 12? 


27. 


28. 


29. 


haciendo la sustitución u = y”. 


En el circuito que se muestra en la figura 4, una batería 
suministra un voltaje de 40 V, la inductancia es 2 H, la 
resistencia es 10 Q e 1(0) = 0. 

(a) Encuentre I(t). 

(b) Determine la corriente después de 0.1 segundos. 


En el circuito que se muestra en la figura 4, un generador 

suministra un voltaje de E(f) = 40 sen 60t volts, 

la inductancia es 1 H, la resistencia es 20 Q e 1(0) = 1 A. 

(a) Encuentre I(t). 

(b) Determine la corriente después de 0.1 segundos. 

(c) Use un dispositivo de graficación para dibujar la gráfica 
de la función corriente. 


En la figura se muestra un circuito que contiene una fuerza 
electromotriz, un capacitor con capacitancia C farads (F) 
y un resistor con una resistencia de R ohms (Q). La caída 
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31. 


32. 


33. 
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de voltaje en el capacitor es O/C, donde Q es la carga (en 
coulombs), así que en este caso la ley de Kirchhoff da 


RI + L- E(t) 


Pero I = dQ/dt (véase el ejemplo 3.7.3), por lo que se tiene 


dQ 1 
R—= + — Q = E(t 
dt C 9 () 
Suponga que la resistencia es 5 Q, la capacitancia es 0.05 F, 
una batería de un voltaje constante de 60 V y la carga inicial es 
0(0) = 0 C. Encuentre la carga y la corriente en el tiempo t. 


C 


En el circuito del ejercicio 29, R = 2 Q, C = 0.01 F, Q00) = 0 
y E(t) = 10 sen 60t. Encuentre la carga y la corriente en el 
tiempo t. 


Sea P(t) el nivel de desempeño de alguien que aprende una 
habilidad como una función de tiempo de entrenamiento t. 
La gráfica de P se llama curva de aprendizaje. En el ejercicio 
9.1.15 se propuso la ecuación diferencial 

E L ym - Pe) 

dt 
como un modelo razonable para el aprendizaje, donde k 
es una constante positiva. Resuélvala como una ecuación 
diferencial lineal y use su solución para graficar la curva 
de aprendizaje. 


Se contrató a dos nuevos trabajadores para una línea de 
ensamble. Jim procesó 25 unidades durante la primera hora 
y 45 unidades durante la segunda hora. Mark procesó 

35 unidades durante la primera hora y 50 unidades durante 
la segunda hora. Por medio del modelo del ejercicio 31, 

y suponiendo que P(0) = 0, estime el número máximo de 
unidades por hora que cada trabajador es capaz de procesar. 


En la sección 9.3 se examinaron problemas de mezclas en los 
que el volumen de líquido permaneció constante y se vio que 
tales problemas dan lugar a ecuaciones separables. (Véase 

el ejemplo 6 de esa sección.) Si las relaciones de flujo hacia 
dentro y hacia fuera del sistema son diferentes, entonces el 
volumen no es constante y la ecuación diferencial resultante 
es lineal pero no separable. 

Un tanque contiene 100 L de agua. Una solución con una 
concentración de sal de 0.4 kg/L se agrega en una proporción 
de 5 L/min. La solución se mantiene mezclada y se drena 
del tanque a una rapidez de 3 L/min. Si y(1) es la cantidad de 
sal (en kilogramos) después de £ minutos, demuestre que y 
satisface la ecuación diferencial 

dy 3y 


2 ; 
dt 100 + 2t 


Resuelva esta ecuación y determine la concentración después 
de 20 minutos. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


Un tanque con una capacidad de 400 L se llena con una 
mezcla de agua y cloro con una concentración de 0.05 g de 
cloro por litro. Para reducir la concentración de cloro, se 
bombea agua nueva hacia el recipiente a razón de 4 L/s. 
La mezcla se mantiene agitada y se bombea hacia afuera 

a razón de 10 L/s. Encuentre la cantidad de cloro en el 
recipiente como una función del tiempo. 


Un objeto con masa m se deja caer desde el reposo y se 
supone que la resistencia del aire es proporcional a la rapidez 
del objeto. Si s(£) es la distancia recorrida después de t segun- 
dos, entonces la rapidez es v = s'(£) y la aceleración es 

a = v'(t). Si g es la aceleración debida a la gravedad, enton- 
ces la fuerza hacia abajo sobre el objeto es mg — cv, donde c 
es una constante positiva, y la segunda ley de Newton da 


dv 
m—- = mg — Cu 
dt 
(a) Resuélvala como una ecuación lineal para demostrar que 


= ( j= em) 


mg 


C 


(b) ¿Cuál es la velocidad límite? 
(c) Encuentre la distancia que ha recorrido el objeto después 
de í segundos. 


Si se ignora la resistencia del aire, se puede concluir que 

los objetos más pesados no caen más rápido que los objetos 
ligeros. Pero si se toma en cuenta la resistencia del aire, la 
conclusión cambia. Use la expresión para la velocidad de un 
objeto que cae en el ejercicio 35(a) para encontrar dv/dm y 
demuestre que los objetos más pesados caen más rápido que 
los más ligeros. 


(a) Demuestre que la sustitución z = 1/P transforma la 
ecuación diferencial logística P’ = kP(1 — P/M) en la 
ecuación diferencial lineal 


(b) Resuelva la ecuación diferencial lineal del inciso (a) 
para obtener una expresión para P(t). Compárela con 
la ecuación 9.4.7. 


Para considerar la variación estacional en la ecuación 
diferencial logística, tiene que hacer que k y M sean 
funciones de t: 


Cale 
g o M(t) 


(a) Verifique que la sustitución z = 1/P transforma esta 
ecuación en la ecuación lineal 


dea k(t) 
dt ` As M(t) 


(b) Escriba una expresión para la solución de la ecuación 
lineal del inciso a) y utilícela para demostrar que si 
la capacidad de carga M es constante, entonces 
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M (c) Si k es constante pero M varía, demuestre que 
P(t) 1 + CMe -Í k(t) dt 
—kt pe ke" =kf 

cia z(t) =e | ds + Ce 
Deduzca que si |ý k(t) dt = %, entonces lím, >» P(1) = M. Jo M(s) 
[Esto es cierto si k(t) = kọ + a cos bt con kọ > 0, lo cual 
describe una tasa de crecimiento intrínseco con una variación y utilice la regla de L’ Hôpital para deducir que si M(1) tiene 
estacional periódica.] un límite cuando t —> o, entonces P(t) tiene el mismo límite. 


9.6 Sistemas presa-depredador 


Se ha observado una variedad de modelos para el crecimiento de una sola especie que 
vive sola en un ambiente. En esta sección se consideran modelos más reales que toman 
en cuenta la interacción de dos especies en el mismo hábitat. Se verá que estos modelos 
toman la forma de un par de ecuaciones diferenciales vinculadas. 

Primero se toma en cuenta la situación en que una especie, llamada presa, tiene un 
suministro amplio de alimento y la segunda especie, llamada depredador, se alimenta de 
la presa. Ejemplos de presas y depredadores incluyen conejos y lobos en un bosque ais- 
lado, peces y tiburones, pulgones y mariquitas, y bacterias y amibas. El modelo tendrá dos 
variables dependientes, y ambas son funciones del tiempo. Sea R(t) el número de presas 
(usando R para conejos) y W(t) el número de depredadores (con W para lobos) al tiempo t. 

En ausencia de depredadores, el suministro amplio de alimento apoyaría el creci- 
miento exponencial de la presa, es decir, 


dR ih 
PaA = kR donde k es una constante positiva 
En ausencia de la presa, se supone que la población de depredadores disminuiría con la 


mortalidad a una razón proporcional a sí misma, esto es 


— = =rW donde r es una constante positiva 

Sin embargo, con ambas especies presentes, se supone que la causa principal de muerte 
entre la presa es ser comida por un depredador y los ritmos de natalidad y supervivencia 
de los depredadores depende del suministro de alimento disponible, es decir, la presa. 
Se supone también que las dos especies se encuentran entre sí con una frecuencia que es 
proporcional a ambas poblaciones y, por tanto, es proporcional al producto RW. (Mien- 
tras mayor sea la cantidad de cualquier población, es más probable que haya mayor 
número de encuentros.) Un sistema de dos ecuaciones diferenciales que incorpora estas 
suposiciones es como sigue: 


W representa el depredador. dR dW 

R representa la presa. (1) T = kR — aRW E = —rW + bRW 

donde k, r, a y b son constantes positivas. Observe que el término —aRW disminuye la 
rapidez de crecimiento natural de la presa y el término bRW incrementa la rapidez de 
crecimiento natural de los depredadores. 

Las ecuaciones en (1) se conocen como ecuaciones presa-depredador, o ecuaciones 
de Lotka-Volterra. Una solución de este sistema de ecuaciones es un par de funcio- 
nes R(t) y W(t) que describe las poblaciones de presa y depredador como funciones del 
(1860-1940) propuso las ecuaciones tiempo. Ya que el sistema está acoplado (R y W se presentan en ambas ecuaciones), no se 
de totka: Volterra como un modelo puede resolver una ecuación y luego la otra; se tienen que resolver de forma simultánea. 
para explicar las variaciones en las Desafortunadamente, por lo general es imposible encontrar fórmulas explícitas para R y 
poblaciones de tiburones y peces en W como funciones de £. Sin embargo, se pueden emplear métodos gráficos para analizar 
el mar Adriático. las ecuaciones. 


El matemático italiano Vito Volterra 
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O kochanowski / Shutterstock.com 
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EJEMPLO 1 Suponga que las poblaciones de conejos y lobos se describen mediante 
las ecuaciones de Lotka-Volterra (1) con k = 0.08, a = 0.001, r = 0.02 y b = 0.00002. 
El tiempo £ se mide en meses. 

(a) Encuentre las soluciones constantes (llamadas soluciones de equilibrio) e interprete 
la respuesta. 

(b) Use el sistema de ecuaciones diferenciales para encontrar una expresión para W/dR. 
(c) Dibuje un campo direccional para la ecuación diferencial resultante en el plano RW. 
Después use ese campo direccional para encontrar algunas curvas solución. 

(d) Suponga que, en algún punto del tiempo, hay 1000 conejos y 40 lobos. Dibuje la 
curva solución correspondiente y empléela para describir los cambios en ambos niveles 
de población. 

(e) Use el inciso (d) para trazar R y W como funciones de t. 


SOLUCIÓN 
(a) Con los valores dados de k, a, r y b, las ecuaciones de Lotka-Volterra se convierten en 


dR 

— = 0.08R — 0.001RW 

dt 
c = —0.02W + 0.00002RW 


Tanto R como W serán constantes si ambas derivadas son 0, es decir, 


R' = R(0.08 — 0.001W) = 0 


W' = W(—0.02 + 0.00002R) = 0 


Una solución está dada por R = 0 y W = 0. (Esto tiene sentido: si no hay conejos o lobos, 
las poblaciones no se incrementan.) La otra solución constante es 


0.08 


"= 0001 Y 
0.02 
R= E] 
0.00002 vuy 


Por lo que las poblaciones de equilibrio constan de 80 lobos y 1000 conejos. Esto signi- 
fica que 1000 conejos son suficientes para soportar una población constante de 80 lobos. 
No hay ni muchos lobos (lo cual daría como resultado menos conejos) ni pocos lobos (lo 
que produciría más conejos). 


(b) Use la regla de la cadena para eliminar t: 


aW _ aW dR 
dt dR dt 
aw 
por lo que dW dt _ —0.02W + 0.00002RW 
dR è dR 0.08R — 0.001RW 


de 
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(c) Si se considera a W como una función de R, se tiene la ecuación diferencial 


dW _ —0.02W + 0.00002RW 


dR 0.08R — 0.001RW 


Dibuje el campo direccional para esta ecuación diferencial en la figura 1 y úselo 

para trazar varias curvas solución en la figura 2. Si se mueve a lo largo de una curva 
solución, se observa cómo cambia la relación entre R y W conforme pasa el tiempo. 
Observe que al parecer las curvas son cerradas en el sentido de que, si se viaja a lo 
largo de una curva, siempre se vuelve al mismo punto. Observe también que el punto 
(1000, 80) está dentro de todas las curvas solución. Ese punto se llama punto de equili- 
brio porque corresponde a la solución de equilibrio R = 1000, W = 80. 


WA 
150+ 11/2222 = <a SS SS 
E SL Z A ABS A DE O 
Llidlr======u- A A RAR 
j I ZAŘ A A O OS 
O A A A A A A 
1004 442442 S>==S SNS SS SS 
(E, O E ESE E E O O O O O O O 
CARAS SRA SON NN 
DAA MESAS SE AM AE MEME EE AOS 
My NOS SS SA EA O. A 3. LA LO E - . E DZ 
UNNS S= ------ C E E O E E 
a a E dai 
NS SS E A A AAA A 
ANS >= === =-=-==->=>->>o>>=2- 
SpA AA 
+ + e 
0 1000 2000 3000 R 
FIGURA 1 


Campo direccional para el sistema presa-depredador 


WA 
ot t Z 2A E S 
E Te <= <= RR SAS 
E ERE SS ID A 
VALE E A A S 
i S 2P DUSA RAS 
1004" Y- E AS 
Lip y NS SNA 
ijja f LA ACA NE A 
EIRT N EH TRAS AJA 
IENA ER ERE DA A E 
ANAS SA PET A 
OPA E e 5 
Ñ us E 
SA E E A A A A 
X= == = = = = = = = = = = = = = == == — 
=- — 
0 1000 2000 3000 R 
FIGURA 2 


Retrato de fase del sistema 


Cuando se representan soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales como en 
la figura 2, se debe referir al plano RW como el plano fase, y se debe llamar trayectorias 
de fase a las curvas solución. Así, una trayectoria de fase es una que se traza mediante 
las soluciones (R, W) conforme pasa el tiempo. Un retrato de fase consta de puntos de 
equilibrio y trayectorias de fase representativas, como se muestra en la figura 2. 


(d) Empezar con 1000 conejos y 40 lobos corresponde a trazar la curva solución por 
el punto P/(1000, 40). En la figura 3 se muestra esta trayectoria de fase sin el campo 


direccional. 


140+ 


120+ 


100 7 


FIGURA 3 


A 


P,(1000, 40) 


Trayectoria de fase que 0 
pasa por (1000, 40) 


500 1000 1500 


2000 2500 
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Si se empieza en el punto P, en el tiempo £ = 0 y se incrementa f, ¿se va en el sentido 
de las manecillas del reloj o al contrario alrededor de la trayectoria fase? Si se escribe 
R = 1000 y W = 40 en la primera ecuación diferencial, se obtiene 


dR 
=p = 0.08(1000) — 0.001(1000)(40) = 80 — 40 = 40 


Ya que dR/dt > 0, se concluye que R es creciente en Po y, por tanto, se va en sentido 
contrario a las manecillas del reloj alrededor de la trayectoria de fase. 

Se ve que en Pono hay suficientes lobos para mantener un equilibrio entre las pobla- 
ciones, por lo que se incrementa la población de conejos. Eso da como resultado más 
lobos y, en algún momento, hay tantos lobos que los conejos tienen dificultades para 
evitarlos. Así, el número de conejos comienza a disminuir (en P,, donde se estima que 
R llega a su población máxima de casi 2800). Esto significa que en algún tiempo poste- 
rior la población de lobos comienza a bajar (en P2, donde R = 1000 y W = 140). Pero 
esto beneficia a los conejos, por lo que su población comienza a crecer después (en 
P3, donde W = 80 y R = 210). Como consecuencia, la población de lobos finalmente 
comienza a crecer también. Esto sucede cuando las poblaciones vuelven a sus valores 
iniciales de R = 1000 y W = 40, y el ciclo completo comienza de nuevo. 


(e) De la descripción del inciso (d) de cómo aumentan y disminuyen las poblaciones 
de conejos y lobos, se pueden trazar las gráficas de R(t) y W(£). Suponga que los puntos 
P,, P2 y P; en la figura 3 se alcanzan en los tiempos tı, t2 y f3. Entonces se pueden trazar 
las gráficas de R y W como en la figura 4. 


WA 
140 + 


120 + 
100 + 


0 


t t 


t3 


= + > 
th bh tb 


ii 


FIGURA 4 Gráficas de las poblaciones de conejos y lobos como funciones del tiempo 


Para facilitar la comparación de las gráficas, se trazan en los mismos ejes, pero con 
escalas distintas para R y W, como en la figura 5. Observe que los conejos alcanzan sus 
poblaciones máximas cerca de un cuarto de ciclo antes que los lobos. El 


Una parte importante del proceso de modelado, como se analizó en la sección 1.2, 
es interpretar las conclusiones matemáticas como predicciones del mundo real y probar 
las predicciones contra datos reales. La Hudson’s Bay Company, que comenzó a comer- 
cializar pieles de animales en Canadá en 1670, ha mantenido registros que datan de la 
década de 1840. En la figura 6 se muestran las gráficas del número de pieles de la liebre 
americana y su depredador, el lince de Canadá, comercializadas por la compañía durante 
un período de 90 años. Se puede ver que las oscilaciones acopladas en las poblaciones 
de liebres y linces predichas por el modelo de Lotka-Volterra ocurren en realidad, y el 
período de estos ciclos es aproximadamente de 10 años. 


En Module 9.6 se pueden cam- 
biar los coeficientes en las ecuaciones 
Lotka-Volterra y observar los cambios 
en la trayectoria de fase y las gráficas 
de población de conejos y lobos. 


FIGURA 5 
Comparación de poblaciones 
de conejos y lobos 


FIGURA 6 

Abundancia relativa de liebres 
y linces de los registros de la 
Hudson's Bay Company 


O Jeffrey Lepore / Science Source 


9.6 EJERCICIOS 
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Aunque el modelo relativamente simple de Lotka-Volterra ha tenido cierto éxito en 
explicar y predecir poblaciones acopladas, se han propuesto modelos más complejos. 
Una manera de modificar las ecuaciones de Lotka-Volterra es suponer que, en ausencia 
de depredadores, la presa crece de acuerdo con un modelo logístico con capacidad de 
carga M. Después las ecuaciones de Lotka-Volterra (1) se reemplazan por el sistema 
de ecuaciones diferenciales 


dR R dW 
E = kR| 1 aRW —— = -rW + bRW 


Este modelo es investigado en los ejercicios 11 y 12. 

Se han propuesto modelos para describir y predecir niveles de población de dos espe- 
cies que compiten por los mismos recursos o cooperan para beneficio mutuo. Esta clase 
de modelos se explora en los ejercicios 2-4. 


1. Para cada sistema presa-depredador, determine cuál de las 
variables, x o y, representa la población de presas y cuál 
representa la población de depredadores. ¿El crecimiento de 
la presa está restringido solo por los depredadores o también 
por otros factores? ¿Los depredadores se alimentan solo de 
la presa o tienen fuentes de alimento adicionales? Explique. 

dx 
(a) == —0.05x + 0.0001xy 
dt 
dy 


= 0.1y — 0.005, 
di y xy 


d 
(b) Fa = 0.2x — 0.0002x? — 0.006xy 


dy 
TE = —0.015y + 0.00008xy 


2. Cada sistema de ecuaciones diferenciales se modela para dos 
especies que compiten por los mismos recursos o cooperan 
para beneficio mutuo (plantas que florecen e insectos 
polinizadores, por ejemplo). Decida si cada sistema describe 
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la competencia o la cooperación y explique por qué es 6. FA 
un modelo razonable. (Pregúntese qué efecto tiene en una ld t=0 
especie un incremento en la rapidez de crecimiento de "a 
la otra.) ) í 
(a) -= = 0.12x — 0.0006x? + 0.00001xy 120} / 
a / 
dy | 
E = 0.08x + 0.00004xy 80+ | 
(b) r = 0.15x — 0.0002x? — 0.0006xy U Sisse o O noues” 
dy a 
— = 0,2y — 0.00008y” — 0.0002xy : - - H > 
dt 0 400 800 1200 1600 R 


3. El sistema de ecuaciones diferenciales 


dx 5 

— = 0.5x — 0.004x* — 0.001xy 

dt 

dy 3 7-8 Se muestran gráficas de población de dos especies. Úselas 
de o = 0.0027 para trazar la trayectoria de fase correspondiente. 


es un modelo para la población de dos especies. 

(a) ¿El modelo describe cooperación o competencia, 7. YA 
o una relación presa-depredador? 

(b) Encuentre las soluciones de equilibrio y explique 
su significado. 


especie 1 


4. El lince come liebres y las liebres americanas comen plantas 
leñosas como los sauces. Suponga que, en ausencia de las 
liebres, la población de sauces creciera exponencialmente 
y la población de linces decayera exponencialmente. En 
ausencia de linces y de sauces, la población de liebres 
decaería exponencialmente. Si L(t), H(t) y W(t) representan 
las poblaciones de estas tres especies en el tiempo ż, escriba + + + + + + + + m 


100 


: y ; E 0 t 
un sistema de ecuaciones diferenciales como modelo para la l 
dinámica. Si las constantes de la ecuación son todas positivas, 
explique por qué han usado más o menos signos. 
5-6 Se muestra una trayectoria de fase para la población 8 s ; 
de conejos (R) y zorros (F). i y= eS pece l 
1200 + AAA 


(a) Describa cómo cambia cada población conforme pasa 
el tiempo. 1000 + 

(b) Use su descripción para dibujar un esquema aproximado 7 
de las gráficas de R y F como funciones del tiempo. 


600 y 
5 FA J 
400 y 
300 + 4 especie 2 
200 + 
! t H > 
0 5 10 15 t 
200 + 
100 + f , 
9. En el ejemplo 1(b), se demuestra que las poblaciones de 
conejos y de lobos satisfacen la ecuación diferencial 
l ! i ! ! > dW — —0.02W + 0.00002RW 
0 400 800 1200 1600 2000 R AR T 0.08R — O001RW 


10 


Resuelva esta ecuación diferencial separable para demostrar que 


poo W 0.08 


0.00002R ,, 0.001W 
e e 


=C 


donde C es una constante. 

Es imposible resolver esta ecuación para W como función 
explícita de R (o viceversa). Si cuenta con un sistema alge- 
braico computacional que trace gráficas de curva definidas 
implícitamente, use esta ecuación y su saC para dibujar la 
curva solución que pasa por el punto (1000, 40) y compárela 
con la figura 3. 


Las ecuaciones modelan las poblaciones de pulgones y de 
mariquitas 


dA 

— = 2A — 0.01AL 

dt 

dL 

P = —0.5L + 0.0001AL 
a 


(a) Encuentre las soluciones de equilibrio y explique sus 
significados. 

(b) Encuentre una expresión para dL/dA. 

(c) Se muestra el campo direccional para la ecuación diferen- 
cial obtenida en el inciso (b). Úselo para trazar un retrato 
de fase. ¿Qué tienen en común las trayectorias de fase? 


LA En 12. 


400+ 


300 + 


200 + 


Pa 
Y 
Y 
Y 
y 
/ 
1d 
t 
1 
1 
Y 
Y. 
N 
SS 
Ss 


100 + 


ELLAS AA 


H H H > 
0 5000 10000 15000 A 


(d) Suponga que en el tiempo t = 0 hay 1000 pulgones y 200 
mariquitas. Dibuje la trayectoria de fase correspondiente y 
empléela para describir cómo cambian ambas poblaciones. 

(e) Use el inciso (d) para construir trazos aproximados de 
las poblaciones de pulgones y mariquitas como funciones 
de t. ¿Cómo se relacionan las gráficas entre sí? 


11. En el ejemplo 1 se emplearon las ecuaciones de Lotka- 


Volterra para modelar poblaciones de conejos y lobos. 
Modifique las ecuaciones como sigue: 


dR 

FR 0.08R(1 — 0.0002R) — 0.001RW 
dW 

FAE —0.02W + 0.00002RW 

d 
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(a) De acuerdo con estas ecuaciones, ¿qué sucede con la 
población de conejos en ausencia de lobos? 

(b) Encuentre las soluciones de equilibrio y explique su 
significado. 

(c) En la figura se muestra la trayectoria de fase que empieza 
en el punto (1000, 40). Describa qué sucede finalmente 
con las poblaciones de conejos y lobos. 


WA A 

70+ / 
o 

60+ es 

so+ 

40+ = 
+ + + + + > 
800 1000 1200 1400 1600 R 


(d) Trace las gráficas de las poblaciones de conejos y lobos 
como funciones del tiempo. 


En el ejercicio 10 se modelaron poblaciones de pulgones y 
mariquitas con un sistema de Lotka-Volterra. Suponga que 
se modifican esas ecuaciones como sigue: 


dA 

P = 2A(1 — 0.00014) — 0.01AL 
dL 

En = —0.5L + 0.0001AL 


(a) En ausencia de mariquitas, ¿qué predice el modelo acerca 
de los pulgones? 

(b) Encuentre las soluciones de equilibrio. 

(c) Determine una expresión para dL/dA. 

(d) Utilice un sistema algebraico computacional para trazar 

un campo direccional para la ecuación diferencial del 

inciso (c). Luego use el campo direccional para trazar el 

retrato de fase. ¿Qué tienen en común las trayectorias de 

fase? 

Suponga que en el tiempo £ = O hay 1000 pulgones y 200 

mariquitas. Dibuje la trayectoria de fase correspondiente y 

utilícela para describir cómo cambian ambas poblaciones. 

(£) Use el inciso (e) para construir trazos aproximados de las 
poblaciones de pulgones y mariquitas como funciones de 
t. ¿Cómo se relacionan entre sí las gráficas? 


(e 


pd 


634 CAPÍTULO 9 Ecuaciones diferenciales 


MEN reraso 


VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


Las respuestas a la verificación de conceptos se encuentran en las páginas finales del libro. 


1. (a) ¿Qué es una ecuación diferencial? 
(b) ¿Cuál es el orden de una ecuación diferencial? 
(c) ¿Qué es una condición inicial? 


2. ¿Qué se puede decir acerca de las soluciones de la ecuación 


y' = xX + y? con solo observar la ecuación diferencial? 


3. ¿Qué es un campo direccional para la ecuación diferencial 
y" = F(x, y)? 


4. Explique cómo funciona el método de Euler. 


5. ¿Qué es una ecuación diferencial separable? ¿Cómo se 
resuelve? 


6. ¿Qué es una ecuación diferencial lineal de primer orden? 
¿Cómo se resuelve? 


EXAMEN VERDADERO-FALSO 


7. 


8. 


9. 


(a) Escriba una ecuación diferencial que exprese la ley natural 
de crecimiento. ¿Qué dice en términos de la razón de 
crecimiento relativo? 

(b) ¿Bajo qué circunstancias es un modelo apropiado para el 
crecimiento poblacional? 

(c) ¿Cuáles son las soluciones de esta ecuación? 


(a) Escriba la ecuación logística. 
(b) ¿Bajo qué circunstancias es un modelo apropiado para el 
crecimiento poblacional? 


(a) Escriba las ecuaciones de Lotka-Volterra para modelar 
poblaciones de peces comestibles (F) y tiburones (5). 

(b) ¿Qué dicen estas ecuaciones acerca de cada población en 
ausencia de la otra? 


Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero 
explique por qué. Si es falso, explique por qué, o dé un ejemplo 
que refute el enunciado. 


1. Todas las soluciones de la ecuación diferencial y’ = —1 — y* 


son funciones decrecientes. 


2. La función f(x) = (n x)/x es una solución de la ecuación 
diferencial xy’ + xy = 1. 


3. La ecuación y' = x + y es separable. 


EJERCICIOS 


4 


. La ecuación y' = 3y — 2x + 6xy — 1 es separable. 
5. 
6. 
7. 


La ecuación e*y' = y es lineal. 
La ecuación y” + xy = e” es lineal. 


Si y es la solución del problema de valor inicial 


entonces lím, >» y = 5. 


1. (a) Se muestra un campo direccional para la ecuación 


diferencial y” = y(y — 2)(y — 4). Trace las gráficas de las 
soluciones que satisfacen las condiciones iniciales dadas. 


G) y(0) = 0.3 
(iii) y(0) = 3 


(ii) y(0) = 1 
(iv) y(0) = 4.3 


(b) Si la condición inicial es y(0) = c, ¿para qué valores de 


c es lím,-« y(t) finito? ¿Cuáles son las soluciones de 
equilibrio? 
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3. (a) 


4. (a) 


5. y = xe “*— y cosx 6. 


7. 2ye” y = 2x + 3x 


2. (a) Trace un campo direccional para la ecuación diferencial 


y” = x/y. Después empléelo para trazar las cuatro 


soluciones que satisfacen las condiciones iniciales 
y(0) = 1, y0) = —1,y2) =1 y y=2) =1. 
Compruebe su trabajo del inciso (a) resolviendo la 
ecuación diferencial en forma explícita. ¿Qué tipo de 


curva es cada curva solución? 


(b) 


Se muestra un campo direccional para la ecuación 
diferencial y' = x? — y’. Trace la solución del problema 
con valor inicial 


y=*-y y(0) =1 


Use su gráfica para estimar el valor de y(0.3). 
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(b) Use el método de Euler con tamaño de paso 0.1 para es- 
timar y(0.3), donde y(x) es la solución del problema con 
valor inicial del inciso (a). Compare con su estimación 
del inciso (a). 

(c) ¿Sobre qué líneas se localizan los centros de los segmen- 
tos de recta horizontales del campo direccional del inciso 
(a)? ¿Qué sucede cuando una curva solución cruza estas 
líneas? 


Use el método de Euler con tamaño de paso 0.2 para 
estimar y(0.4), donde y(x) es la solución del problema con 
valor inicial 

y’ =2xy y(0) = 1 
(b) Repita el inciso (a) con tamaño de paso 0.1. 
(c) Encuentre la solución exacta de la ecuación diferencial 
y compare el valor en 0.4 con las aproximaciones de los 
incisos (a) y (b). 


5-8 Resuelva la ecuación diferencial. 


dx 
—=1l1-1t+x-tx 
dt 


8. xy -y= 2x3 
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9-11 Resuelva el problema con valores iniciales. 


9. 


10. 


11. 


dr 
— +2tr =r, r(0)=5 
dt 


(1 + cosx)y' = (1 + e”)senx, y(0)=0 


y(1) = 2 


xy — y = xlnx, 


M 12. 


Resuelva el problema con valores iniciales y' = 3x e, 
y(0) = 1, y trace la gráfica de la solución. 


13-14 Encuentre las trayectorias ortogonales de la familia 


de curvas. 
13. y = kæ 14. y=e* 
15. (a) Escriba la solución del problema con valor inicial 


16. 


17. 


18. 


19. 


I-a) O= 


y utilícela para encontrar la población cuando t = 20 
¿Cuándo alcanza la población el valor 1200? 


(b) 


(a) La población del mundo era de 6.1 miles de millones 

en 2000 y 6.9 miles de millones en 2010. Encuentre un 
modelo exponencial para estos datos y utilícelo para 
predecir la población mundial del año 2020. 

De acuerdo con el modelo del inciso (a), ¿cuándo 
excederá la población mundial los 10000 millones? 

(c) Use los datos del inciso (a) para encontrar un modelo lo- 
gístico de la población. Suponga una capacidad de carga 
de 20 mil millones. Después use el modelo logístico para 
predecir la población en 2020. Compare con su predic- 
ción del modelo exponencial. 

De acuerdo con el modelo logístico, ¿cuándo excederá 
la población mundial los 10000 millones? Compare con 
su predicción del inciso (b). 


(b) 


(d) 


El modelo de crecimiento de von Bertalanffy se usa para 
predecir la longitud L(t) de un pez en un período. Si £.. es la 
mayor longitud para una especie, entonces la hipótesis es 
que la rapidez de crecimiento de longitud es proporcional a 
Le — L, la longitud por alcanzar. 

(a) Formule y resuelva una ecuación diferencial para encon- 
trar una expresión para L(t). 

(b) Para la merluza del mar del Norte se ha determinado que 
L» = 53 cm, L(0) = 10 cm, y la constante de proporcio- 
nalidad es 0.2. ¿En qué se convierte la expresión para L(t) 
con estos datos? 


Un tanque contiene 100 L de agua pura. Salmuera que 
contiene 0.1 kg de sal por litro entra al recipiente a razón de 
10 L/min. La solución se mantiene mezclada por completo y 
sale del tanque a la misma proporción. ¿Cuánta sal hay en el 
tanque después de 6 minutos? 


Un modelo para la dispersión de una epidemia es que la 
rapidez de dispersión es conjuntamente proporcional al 
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número de personas infectadas y al número de personas no 
infectadas. En un pueblo aislado con 5000 pobladores, 160 
personas tienen una enfermedad al comienzo de la semana 
y 1200 la tienen al final de la semana. ¿En cuánto tiempo se 
infecta 80% de la población? 


La ley de Brentano-Stevens en psicología modela la forma en 
que un sujeto reacciona a un estímulo. Esta expresa que, si R 
representa la reacción a una cantidad S de estímulo, entonces 
las cantidades relativas de incremento son proporcionales: 


1 dR _ k ds 


Rd S dt 


donde k es una constante positiva. Determine R como una 
función de S. 


El transporte de una sustancia por una pared capilar en 
fisiología pulmonar ha sido modelado mediante la ecuación 


diferencial 
dh R h 
dt V \k+h 


donde h es la concentración de hormonas en el torrente 
sanguíneo, í es el tiempo, R es la tasa de transporte máximo, 
V es el volumen del capilar y k es una constante positiva que 
mide la afinidad entre las hormonas y las enzimas que ayudan 
al proceso. Resuelva esta ecuación diferencial para encontrar 
una relación entre h y t. 


Las poblaciones de aves e insectos se modelan por medio de 
las ecuaciones 


dx 


— = 0.4x — 0.002xy 

dt 

dy 

mn = —0.2y + 0.000008xy 


(a) ¿Cuál de las variables, x o y, representa la población de 
aves y cuál representa la población de insectos? Explique. 

(b) Determine las soluciones de equilibrio y explique su 
importancia. 

(c) Encuentre una expresión para dy/dx. 

(d) Se muestra el campo direccional para la ecuación diferen- 
cial del inciso (c). Utilícelo para trazar la trayectoria de 
fase que corresponde a poblaciones iniciales de 100 aves 
y 40000 insectos. Después use la trayectoria de fase para 
describir cómo cambian ambas poblaciones. 
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(e) Use el inciso (d) para trazar gráficas aproximadas de las 
poblaciones de aves e insectos como funciones del tiem- 
po. ¿Cómo se relacionan entre sí estas gráficas? 


23. Suponga que el modelo del ejercicio 22 se reemplaza 


mediante las ecuaciones 


dx 

ER = 0.4x(1 — 0.000005x) — 0.002xy 
dy 

en = —0.2y + 0.000008xy 


(a) De acuerdo con estas ecuaciones, ¿qué sucede con la 
población de insectos en ausencia de aves? 

(b) Determine las soluciones de equilibrio y explique su 
significancia. 

(c) En la figura se muestra la trayectoria de fase que co- 
mienza con 100 aves y 40000 insectos. Describa lo que 
finalmente sucede con las poblaciones de aves e insectos. 
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(d) Trace las gráficas de las poblaciones de aves e insectos 
como funciones del tiempo. 


24. Bárbara pesa 60 kg y está a dieta de 1600 calorías por día, 


de las cuales 850 son empleadas de forma automática por 

el metabolismo basal. Ella gasta cerca de 15 cal/kg/día 
multiplicadas por su peso al hacer ejercicio. Si 1 kg de grasa 
contiene 10000 cal y se supone que el almacenaje de calorías 
en la forma de grasa es 100% eficiente, formule una ecuación 
diferencial y resuélvala para encontrar el peso de Bárbara 
como una función del tiempo. ¿En última instancia su peso se 
aproxima a un peso de equilibrio? 


Problemas 
adicionales 


0 L0 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 9 


> 
xX 


. Encuentre las funciones f tales que f’ es continua y 


[fœ]? = 100 + A LFO + [FO] }dt para toda x real 


. Un alumno olvidó la regla para la derivada del producto y cometió el error de pensar que 


fa) = f'g'. Sin embargo, tuvo suerte y obtuvo la respuesta correcta. La función f que usó 
fue f(x) = e” y el dominio de este problema fue el intervalo (4, 00). ¿Cuál fue la función g? 


. Sea funa función con la propiedad de que (0) = 1,f'(0) = 1 y fla + b) = f(a f(b) para los 


números reales a y b. Demuestre que f'(x) = f(x) para toda x y deduzca que f(x) = e. 


. Encuentre todas las funciones f que satisfacen la ecuación 


(rua) > 


. Encuentre la curva y = f(x) de tal manera que f(x) > 0, f(0) = 0, £(1) = 1, y el área bajo la 


gráfica de f de 0 a x es proporcional a la (n + 1)-ésima potencia de f(x). 


. Una subtangente es una porción del eje x que se encuentra directamente bajo el segmento 


de una recta tangente desde el punto de contacto hasta el eje x. Encuentre las curvas que 
pasan a través del punto (c, 1) y cuyas subtangentes todas tienen longitud c. 


. Se saca del horno un pastel de durazno a las 5:00 p.m. En ese momento está muy caliente: 


100 °C. A las 5:10 p.m., su temperatura es 80 °C; a las 5:20 p.m. está a 65 °C. ¿Cuál es la 
temperatura en la habitación? 


. Durante la mañana del 2 de febrero comenzó a caer nieve y continuó de forma ininterrum- 


pida hacia la tarde. A mediodía, una máquina comenzó a retirar la nieve de una carretera 
con rapidez constante. La máquina viajó 6 km desde el mediodía hasta la 1 p.m. pero solo 

3 km de la 1 p.m. a las 2 p.m. ¿Cuándo comenzó a caer la nieve? [Sugerencia: para comenzar, 
sea f el tiempo medido en horas después del mediodía; sea x(1) la distancia que recorre la 
máquina en el tiempo ż; luego la rapidez de la máquina es dx/dt. Sea b el número de horas 
antes del mediodía en que comenzó a nevar. Determine una expresión para la altura de la 
nieve en el tiempo t. Luego use la información dada de que la tasa de remoción R (en m*/h) 
es constante.] 


. Un perro ve un conejo que corre en línea recta en un campo abierto y lo persigue. En un 


sistema coordenado rectangular (como el que se muestra en la figura), suponga: 
Gi) El conejo está en el origen y el perro en el punto (L, 0) en el instante en que el 
perro ve por primera vez al conejo. 
(11) El conejo corre en la dirección positiva del eje y y el perro siempre corre directo 
hacia el conejo. 
(111) El perro corre con la misma rapidez que el conejo. 
(a) Demuestre que la trayectoria del perro es la gráfica de la función y = Ax), donde y satis- 
face la ecuación diferencial 


dy dy V 
x=53= 1 + - 
dx” dx 
(b) Determine la solución de la ecuación del inciso (a) que satisface las condiciones inicia- 
les y = y' = 0 cuando x = L. [Sugerencia: sea z = dy/dx en la ecuación diferencial y 
resuelva la ecuación de primer orden resultante para encontrar z; después integre z para 


encontrar y.] 
(c) ¿Alguna vez el perro alcanza al conejo? 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


(a) Suponga que el perro del problema 9 corre dos veces más rápido que el conejo. 
Encuentre la ecuación diferencial para la trayectoria del perro. Después resuélvala 
para encontrar el punto donde el perro alcanza al conejo. 

(b) Suponga que el perro corre a la mitad de la velocidad del conejo. ¿Qué tanto se acerca el 
perro al conejo? ¿Cuáles son sus posiciones cuando están más próximos? 


Un ingeniero de planificación para una nueva planta de alumbre debe presentar algunas 

estimaciones a su compañía considerando la capacidad de un silo diseñado para contener 

bauxita hasta que se procese en alumbre. El mineral se asemeja al talco rosa y se vacía de un 

transportador en la parte superior del silo. El silo es un cilindro de 30 m de alto con un radio 

de 60 m. El transportador lleva 150077 m*/h y el mineral mantiene una forma cónica cuyo 

radio es 1.5 veces su altura. 

(a) Si, en cierto tiempo t, la pila tiene 20 m de altura, ¿en cuánto tiempo la pila alcanza la 
parte superior del silo? 

(b) La administración quiere saber cuánto espacio quedará en el área de piso del silo cuando 
la pila sea de 20 m de altura. ¿Qué tan rápido crece el área de piso de la pila a esa altura? 

(c) Suponga que un cargador comienza a remover el mineral a razón de 50077 m*/h cuando 
la altura de la pila alcanza 27 m. Suponga que la pila continúa manteniendo su forma. 
¿En cuánto tiempo la pila alcanza la parte superior del silo en estas condiciones? 


Encuentre la curva que pasa por el punto (3, 2) y tiene la propiedad de que, si una recta tan- 
gente se dibuja en cualquier punto P de la curva, entonces la parte de la recta tangente que 
yace en el primer cuadrante se biseca en P. 


Recuerde que la recta normal a una curva en un punto P sobre la curva es la recta que pasa 
por P y es perpendicular a la recta tangente en P. Determine la curva que pasa por el punto 
(3, 2) y tiene la propiedad de que, si la recta normal se dibuja en cualquier punto sobre la 
curva, entonces la intersección y de la recta normal es siempre 6. 


Encuentre las curvas con la propiedad de que, si la recta normal se dibuja en cualquier punto P 
sobre la curva, entonces la parte de la recta normal entre P y el eje x es bisecada por el eje y. 


Encuentre todas las curvas con la propiedad de que, si una recta es trazada desde el origen 
a cualquier punto (x, y) sobre la curva, y después se traza la recta tangente a la curva en ese 
punto extendiéndola hasta cruzar el eje x, el resultado es un triángulo isósceles cuyos lados 
iguales se intersecan en (x, y). 


Ecuaciones paramétricas 
y coordenadas polares 


La fotografía muestra el 
cometa Halley cuando 
pasó por la Tierra en 1986. 
Regresará en 2061. Fue 
nombrado en honor 

de Edmond Halley 
(1656-1742), el científico 
inglés que primero 
reconoció su periodicidad. 
En la sección 10.6 verá 
cómo las coordenadas 
polares proporcionan 

una ecuación conveniente 
para la trayectoria elíptica 


de su órbita. 


O Stocktrek / Stockbyte / Getty Images 


HASTA AHORA SE HAN DESCRITO las curvas planas expresando a y como una función de 
x [y = fG0] o a x como una función de y [x = g(y)], o al dar una relación entre x y y que define 
a y implícitamente como una función de x [f(x, y) = 0]. En este capítulo se estudiarán dos 
métodos nuevos para describir curvas. 

Algunas curvas, como la cicloide, se manejan mejor cuando x y y están dadas en términos 
de una tercera variable f llamada un parámetro [x = f(®), y = g(t)]. Otras curvas, tales como 
la cardioide, tienen una descripción más conveniente cuando se usa un nuevo sistema de 
coordenadas, llamado sistema de coordenadas polares. 
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10.1 Curvas definidas por ecuaciones paramétricas 


YA c 


FIGURA 1 


Esta ecuación en x y y describe 
dónde ha estado la partícula, pero no 
dice cuándo ha estado la partícula 
en un punto particular. Las ecuacio- 
nes paramétricas tienen una ventaja, 
dicen cuándo estuvo la partícula 

en un punto y la dirección de su 
movimiento. 


Imagine que una partícula se mueve a lo largo de la curva C que se muestra en la figura 1. 
Es imposible describir a C con una ecuación de la forma y = f(x) porque C no pasa 
la prueba de la recta vertical. Pero las coordenadas x y y de la partícula son funciones 
del tiempo t y, por tanto, se puede escribir por medio de x = f(t) y y = g(t). Este par de 
ecuaciones suele ser una forma más conveniente de describir una curva y da lugar a la 
siguiente definición. 

Suponga que x y y se dan como funciones de una tercera variable t (llamada paráme- 
tro) mediante las ecuaciones 


x=f(0 y = gl) 


(llamadas ecuaciones paramétricas). Cada valor de £ determina un punto (x, y), que se 
puede representar en un plano coordenado. Cuando f varía, el punto (x, y) = (AD, g(6)) 
varía y traza una curva C, llamada curva paramétrica. El parámetro £ no necesaria- 
mente representa el tiempo y, de hecho, se podría usar una letra distinta a t£ para el 
parámetro. Pero en muchas aplicaciones de curvas paramétricas, t denota el tiempo y, 
por tanto, se puede interpretar a (x, y) = (f), g(£)) como la posición de una partícula en 
el tiempo t. 


EJEMPLO 1 Trace e identifique la curva definida por las ecuaciones paramétricas 


x=ť-— 21 y=1t+1 


SOLUCIÓN Cada valor de f da un punto sobre la curva, como se muestra en la tabla. 
Por ejemplo, si t = 0, entonces x = 0, y = 1 y el punto correspondiente es (0, 1). En la 
figura 2 se grafican los puntos (x, y) determinados por varios valores del parámetro y se 
unen para producir una curva. 


i E y e t=4 
-2 8 | -1 > 
-1 3 0 t=2|- 

0 0 1 

1 | -1 2 t=1 \ lia 

2 0 3 J= 8 

3 3 4 E 
4 8 5 t=-1 . 

t=-2 
FIGURA 2 


Una partícula cuya posición está dada por las ecuaciones paramétricas, se mueve a lo 
largo de la curva en la dirección de las flechas a medida que £ aumenta. Observe que 
los puntos consecutivos marcados en la curva aparecen en intervalos de tiempo iguales, 
pero no a distancias iguales. Esto es porque la partícula desacelera y después acelera 
cuando aumenta t. 

Parece, de la figura 2, que la curva trazada por la partícula es una parábola. Esto 
se puede confirmar al eliminar el parámetro £ como sigue. De la segunda ecuación se 
obtiene t = y — 1 y se sustituye en la primera ecuación. Esto da 


x=2-2=(y-12-2y-1)=yY-4y+3 


y por tanto la curva representada por las ecuaciones paramétricas dadas es la parábola 
x= y -— dy +3. a 


YA 
ə (8, 5) 
+ (0,1) 
> 
0 X 
FIGURA 3 
m YA 
t= >= 
2 
N 
p T, (cos f, sen £) 
\ 1f=0 
dei L y > 
0 po x 
t=2m 
E 
FIGURA 4 


FIGURA 5 
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En el ejemplo 1 no hay restricciones para el parámetro ż, así que suponga que t puede 
ser cualquier número real. Pero algunas veces se restringirá a £ a un intervalo finito. Por 
ejemplo, la curva paramétrica 


x=£-21 y=t+1 0=1=4 


que se ve en la figura 3 es la parte de la parábola del ejemplo 1 que empieza en el punto 
(0, 1) y termina en el punto (8, 5). La punta de la flecha indica la dirección en que se ha 
trazado la curva cuando f crece de 0 a 4. 

En general, la curva con ecuaciones paramétricas 


x= (0) y =glt) as=t<=b 
tiene un punto inicial (f(a), g(a)) y un punto terminal (f(b), g(b)). 
EJEMPLO 2 ¿Qué curva representan las siguientes ecuaciones paramétricas? 


x = cos t y = sent 0=<1=<271 


SOLUCIÓN Si se grafican algunos puntos, parece que la curva es una circunferencia, 
lo que se puede confirmar al eliminar t. Observe que 


X + y? = cost + sent = 1 


Por lo que el punto (x, y) se mueve sobre la circunferencia 1? + y? = 1. Observe que 

en este ejemplo, el parámetro t puede interpretarse como el ángulo (en radianes) 

que se ve en la figura 4. Cuando ż se incrementa de 0 a 27r, el punto (x, y) = (cos t, sen f) 
se mueve una vez alrededor de la circunferencia en dirección contraria a las manecillas 
del reloj a partir del punto (1, 0). E 


EJEMPLO 3 ¿Qué curva representan las ecuaciones paramétricas dadas? 


x = sen 2t y = cos 2t OStSs2T 


SOLUCIÓN Otra vez se tiene 
xX + y? = sen? 2t + cos? 2t = 1 


así que nuevamente las ecuaciones paramétricas representan la circunferencia unitaria 
xX + y? = 1. Pero cuando 1 se incrementa de O a 27r, el punto (x, y) = (sen 2t, cos 2£) 
empieza en (0, 1) y se mueve dos veces alrededor de la circunferencia en dirección 

de las manecillas del reloj, como se indica en la figura 5. El 


Los ejemplos 2 y 3 muestran que diferentes conjuntos de ecuaciones paramétricas 
pueden representar la misma curva. Por lo que se distingue entre una curva, como un 
conjunto de puntos, y una curva paramétrica, en la que los puntos están trazados de 
un modo particular. 


EJEMPLO 4 Encuentre las ecuaciones paramétricas de la circunferencia con centro 
en (h, k) y radio r. 


SOLUCIÓN Si se toman las ecuaciones de la circunferencia unitaria del ejemplo 2 y se 
multiplican las expresiones para x y y por r, se obtiene x = r cos t, y = r sen t. 

Es posible verificar que estas ecuaciones representan una circunferencia con radio r 

y centro en el origen trazado en dirección contraria a las manecillas del reloj. Ahora 
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FIGURA 6 
x=hw+rcost,y=k+rsent 


(1,1) y (1) 


FIGURA 7 


En Module 10.1A se presenta 
una animación de la relación entre 
el movimiento a lo largo de la curva 
paramétrica x = f(t), y = g(t) y el 
movimiento a lo largo de las gráficas 
de f y g como funciones de t. Al 
hacer clic en TRIG se presenta a la 
familia de curvas paramétricas 


x = a cos bt y = c sen dt 


Si elige a = b = c = d = 1 y hace 
clic en animate, verá cómo las 
gráficas de x = cos t y y = sen t se 
relacionan con la circunferencia en 
el ejemplo 2. Si eligea =b=c= 1, 
d = 2, verá gráficas como las de la 
figura 8. Al hacer clic en animate o 
moviendo a la derecha, podrá ver 
del código de color cómo se mueve 
con la trayectoria de x = cos t 

y y = sen 2t que corresponden al 
movimiento a lo largo de la curva 
paramétrica, llamada figura de 
Lissajous. 


desplace h unidades en la dirección x y k unidades en la dirección y, para obtener las 
ecuaciones paramétricas de la circunferencia (figura 6) con centro (h, k) y radio r: 


x=hw+rcost y=k+rsent 0=<=1t=271 


EJEMPLO 5 Trace la curva con ecuaciones paramétricas x = sen t, y = sen? t. 


SOLUCIÓN Observe que y = (sen £)? = x? y por tanto el punto (x, y) se mueve 

sobre la parábola y = x’. Pero también observe que, como —1 < sen f < 1, se 

tiene —1 < x < 1, por lo que las ecuaciones paramétricas representan solo 

la parte de la parábola para la cual —1 S x = 1. Como sen t es periódica, el punto 

(x, y) = (sen £, sen?f) se mueve infinitamente en vaivén a lo largo de la parábola 

de (—1, 1) a (1, 1). (Véase la figura 7.) El 


e 


¿A 


yA YA 


FIGURA 8 x=cost y=sen2t y=sen2t 


E Dispositivos de graficación 

La mayor parte de las calculadoras y los programas de graficación se pueden usar para 
trazar la gráfica de curvas descritas por ecuaciones paramétricas. De hecho, es instruc- 
tivo observar una curva paramétrica dibujada con una calculadora, porque los puntos se 
ubican en orden conforme se incrementan los valores del parámetro correspondiente. 


FIGURA 9 


13 


0 13 


FIGURA 10 
x= t+ sen 51 
y = t + sen 6t 


En Module 10.1B se muestra 
una animación de cómo se 

forma una cicloide a partir 

del movimiento de un círculo. 


FIGURA 13 
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EJEMPLO 6 Utilice un dispositivo de graficación para trazar la gráfica de la curva 
x= yt 3y. 


SOLUCIÓN Sea f = y el parámetro, entonces se tienen las ecuaciones 
x=8P*-3 y=t 


Usando estas ecuaciones paramétricas para trazar la gráfica de la curva, se obtiene la 
figura 9. Se podría resolver la ecuación dada (x = y* — 3y?) para y como cuatro 
funciones de x y graficarlas individualmente, pero las ecuaciones paramétricas 
proporcionan un método mucho más fácil. El 


En general, si se necesita trazar la gráfica de una ecuación de la forma x = g(y), se 
pueden usar las ecuaciones paramétricas 


x = g(t) y=t 


Observe también que las curvas con ecuaciones y = f(x) (aquellas con las que se está 
familiarizado; gráficas de funciones) también se pueden considerar como curvas con 
ecuaciones paramétricas 


s=t y =K0) 


Los dispositivos de graficación son particularmente útiles para trazar curvas compli- 
cadas. Por ejemplo, las curvas que se muestran en las figuras 10, 11 y 12 serían virtual- 
mente imposibles de hacer a mano. 


RSRS X 


FIGURA 11 FIGURA 12 
x = sen 91 x = 2.3 cos 101 + cos 23t 
y = sen 101 y = 2.3 sen 10f — sen 23t 


Uno de los más importantes usos de las curvas paramétricas es el diseño asistido por 
computadora (CAD). En el proyecto de laboratorio después de la sección 10.2 se investi- 
garán curvas paramétricas especiales, llamadas curvas de Bézier, que son ampliamente 
utilizadas en manufactura, especialmente en la industria automotriz. Estas curvas tam- 
bién se emplean en formas especiales de letras y otros símbolos de impresión en láser. 


E La cicloide 


EJEMPLO 7 La curva trazada por un punto P sobre la circunferencia de un círculo 
cuando este rueda a lo largo de una recta se llama cicloide (véase la figura 13). Si el 
círculo tiene radio r y rueda a lo largo del eje x, y si una posición de P está en el origen, 
determine las ecuaciones paramétricas para la cicloide. 


l a A A on pee 
\ y 4 y V \ / A / > 
P 
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YA 


«-—— r0 —=> 


FIGURA 14 


cicloide 


FIGURA 15 


FIGURA 16 


SOLUCIÓN Se elige como parámetro al ángulo de rotación 6 del círculo (9 = O cuando 
P está en el origen). Suponga que el círculo ha girado 0 radianes. Debido a que el 
círculo ha estado en contacto con la recta, se ve de la figura 14, que la distancia que ha 
rodado desde el origen es 


|OT| = arc PT = r0 


Por tanto, el centro del círculo es C(r6, r). Sean (x, y) las coordenadas de P. Entonces, 
de la figura 14 se ve que 


x=|OT|—|PQ| = r8 — r sen 0 = r(0 — sen 0) 


y =|TC| — |QC| =r — r cos = r(1 — cos8) 


Así que las ecuaciones paramétricas de la cicloide son 
(1) x = r(0 — sen 0) y = r(l — cos) BER 


Un arco de la cicloide viene de una rotación del círculo y, por tanto, se describe 
mediante 0 = 0 = 27. Aunque las ecuaciones 1 se obtuvieron de la figura 14, 
que ilustra el caso donde 0 < 0 < 7/2, se puede ver que son válidas para otros 
valores de 0 (véase el ejercicio 39). 

Aunque es posible eliminar el parámetro O de las ecuaciones 1, la ecuación carte- 
siana resultante en x y y es muy complicada y no es tan conveniente para trabajar 
como con las ecuaciones paramétricas. E 


Una de las primeras personas en estudiar la cicloide fue Galileo, quien propuso que 
los puentes se construyeran en forma de cicloides, y quien trató de encontrar el área bajo 
un arco de una cicloide. Después esta curva surgió en conexión con el problema de la 
braquistócrona: encuentre la curva a lo largo de la cual se desliza una partícula en el 
tiempo más corto (bajo la influencia de la gravedad) de un punto A a un punto B más bajo 
pero no directamente debajo de A. El matemático suizo John Bernoulli, quien planteó 
este problema en 1696, demostró que entre las curvas posibles que unen A con B, como en 
la figura 15, la partícula tomará el menor tiempo de deslizamiento de A a B si la curva es 
parte de un arco invertido de una cicloide. 

El físico holandés Huygens demostró que la cicloide es también la solución al pro- 
blema de la tautócrona; es decir, sin importar dónde se coloque una partícula P en una 
cicloide invertida, le toma el mismo tiempo deslizarse hasta el fondo (véase la figura 16). 
Huygens propuso que los relojes de péndulo (que él inventó) oscilaran en arcos cicloida- 
les, porque en tal caso el péndulo tarda el mismo tiempo en completar una oscilación si 
oscila por un arco amplio o pequeño. 


E Familias de curvas paramétricas 

EJEMPLO 8 Investigue la familia de curvas con ecuaciones paramétricas 
x=a+ cost y = atan í + sent 

¿Qué tienen estas curvas en común? ¿Cómo cambia su forma cuando a crece? 


SOLUCIÓN Se emplea un dispositivo de graficación para producir las gráficas para los 
casos a = —2, —1, —0.5, —0.2, 0, 0.5, 1 y 2 que se muestran en la figura 17. Observe 
que todas estas curvas (excepto el caso a = 0) tienen dos ramas, y ambas se aproximan 
a la asíntota vertical x = a cuando x se aproxima a a por la izquierda o por la derecha. 
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FIGURA 17 Cuando a < —1, ambas ramas son suaves, pero cuando a llega a — 1, la rama 


Miembros de la familia x = a + cos t, 
y = atant + sen £, todas graficadas 
en el rectángulo de vista [—4, 4] por 
[-4, 4] 


10.1 EJERCICIOS 


derecha adquiere un punto agudo llamado cúspide. Para a entre —1 y 0 la cúspide se 
convierte en un lazo, que se vuelve más grande conforme a se aproxima a 0. Cuando 
a = 0, ambas ramas se juntan y forman una circunferencia (véase el ejemplo 2). 
Para a entre 0 y 1, la rama izquierda tiene un lazo, que se contrae para volverse una 
cúspide cuando a = 1. Para a > 1, las ramas se suavizan de nuevo y cuando a crece 
más, se curvan menos. Observe que las curvas con a positiva son reflexiones respecto 
al eje y de las curvas correspondientes con a negativa. 

Estas curvas se llaman concoides de Nicomedes en honor del erudito de la antigua 
Grecia, Nicomedes. Las llamó concoides porque la forma de sus ramas externas se 
asemeja a la concha de un caracol o de un mejillón. a 


1-4 Trace la curva utilizando las ecuaciones paramétricas para i=l=t% y=t=2, 2=1<2 


ubicar distintos puntos de esta. Indique con una flecha la dirección 
en que se traza la curva cuando f crece. 


10. x=t-1, y=ť +1, 2=1=2 


lLi=l-é, y>=2-=é, l=1=2 
; 3 11-18 
2 x= +t, y=1+2, 2=1=<2 mae P EE 5 : 
5 (a) Elimine el parámetro para encontrar una ecuación cartesiana 
3. x= t+ sent, y=cost, -TSIS T de la curva. 
(b) Trace la curva e indique con una flecha la dirección en que se 
4. x=2cost, y=t— cost 0=t< 27 


traza la curva cuando crece el parámetro. 


5-10 


(a) Trace la curva usando las ecuaciones paramétricas para ubicar 


1 1 
11. x = sen 50, y=c0830, -mSOST 


12. x = $ cos0, y=2sen0, O=<0=<T 


puntos. Indique con una flecha la dirección en la cual se traza 13. x= sent, y=csct, 0<t<mr/2 


la curva cuando f aumenta. 


1M.x=e, y=e * 


(b) Elimine el parámetro para encontrar la ecuación cartesiana de 


la curva. 
5. x=2t-1, y=j1+1 
6 x=3t+2, y=2t+3 
hat- y=er+2, 3=1=3 
8. x= sent, y=1-— cost, 0< 


B.x=8P y=lnt 

16.x=y1+1 y=yt-=1 

l.x=e"% y=1t+1 

18. x=tand0, y= sec, —1/2<0< 7/2 
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19-22 Describa el movimiento de una partícula con posición 
(x, y) cuando ż varía en el intervalo dado. 


19. x=5>+2c0871t, y=3+2sen 7Ttt, 1=1=2 


20. x=2 + sent, y=1+3c0st, 1m/2=<1t<21 
21. x=5senft, y=2c0ost, -m StS 5r 


22. x=2sent, y=4 + cost, 0< t< 3r/2 


23. Suponga que una curva está dada por las ecuaciones 
paramétricas x = f(t), y = g(t), donde el rango de fes [1, 4] 
y el rango de g es [2, 3]. ¿Qué se puede decir acerca de la 
curva? 


24. Relacione las gráficas de las ecuaciones paramétricas x = f(t) 
y y = g(t) en (a)—(d) con las curvas paramétricas etiquetadas 
I-IV. Argumente sus elecciones. 


II 


25-27 Use las gráficas de x = f(t) y y = g(t) para trazar la curva 
paramétrica x = f(t), y = g(t). Indique con flechas la dirección en 
que se traza la curva cuando 1 crece. 


25. XA YA 
14 

1 t 1 t 
26. XA YA 
PALA | 

—1 1 t 1 t 


28. Relacione las curvas paramétricas con las curvas etiquetadas 
I-VI. Dé razones para sus elecciones. (No utilice dispositivos 


de graficación.) 
4 


(a) x=t 
b) x=- 2t, y= yt 


(c) x= sen 2t, y= sen(t + sen 21) 


+1 y=?P 


(d) x = cos 5t, y = sen 2t 
(e) x=t+ sen 4t, y =1? + cos3t 


sen 2t cos 2t 
a 
4e? 4+p 


(5 


FS 29. Trace la gráfica de la curva x = y — 2 sen my. 


FF 30. Trace la gráfica de las curvas y = X? — 4x y x = y — 4y, y 
encuentre sus puntos de intersección con una aproximación 
de un decimal. 


31. (a) Demuestre que las ecuaciones paramétricas 


x=x1 + (x2 — xilt y =y + (y2 — y)t 


donde 0 = 1 < 1, describen el segmento de recta que une 
los puntos P(x, y1) y P2(%, ya). 

(b) Encuentre las ecuaciones paramétricas para representar el 
segmento de recta de (—2, 7) a (3, — 1). 


FS 32. Utilice un dispositivo de graficación y el resultado del 
ejercicio 31(a) para dibujar el triángulo con vértices A(1, 1), 
B(4, 2) y C(1, 5). 


33. Encuentre ecuaciones paramétricas para la trayectoria de una 

partícula que se mueve a lo largo de la circunferencia 

xX + (y — 1) = 4 de la manera descrita. 

(a) Una vuelta en dirección de las manecillas del reloj, 
empezando en (2, 1). 

(b) Tres vueltas en dirección contraria a las manecillas 
del reloj, empezando en (2, 1). 

(c) Media vuelta en dirección contraria a las manecillas 
del reloj, empezando en (0, 3). 


9 34. (a) Encuentre ecuaciones paramétricas para la elipse 
x*/a + y?/b? = 1. [Sugerencia: modifique las ecuaciones 
de la circunferencia del ejemplo 2.] 

(b) Utilice estas ecuaciones paramétricas para trazar la grá- 
fica en la elipse cuando a = 3 y b = 1,2, 4 y 8. 

(c) ¿Cómo cambia la forma de la elipse cuando b varía? 


FS 35-36 Utilice una calculadora graficadora o computadora para 
reproducir el dibujo. 


36. y 
4 e 
| 
Ll == 
—— — > 
0 3 8 xX 
37-38 Compare las curvas representadas por las ecuaciones 
paramétricas. ¿Cómo difieren? 
37. a x=8fP, y= P b r=, ysi 
Garsen yag 
38. (a) x=t, y=1t? (b) x = cost, y= sec*t 
()x=e, y=e" 


39 
40 


Deduzca las ecuaciones 1 para el caso 1/2 < 0 < T. 


Sea P un punto a una distancia d del centro de una circun- 
ferencia de radio r. La curva trazada por P cuando el 
círculo rueda a lo largo de una línea recta se llama trocoide. 
(Piense en el movimiento de un punto sobre el rayo de 

una rueda de bicicleta.) La cicloide es el caso especial 

de una trocoide con d = r. Utilizando el mismo parámetro 0 
como para la cicloide y, suponiendo que la recta es el eje de 


SECCIÓN 10.1 


41. 


42 


43 
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las x y 9 = O cuando P es uno de sus puntos mínimos, 
demuestre que las ecuaciones paramétricas de la trocoide son 


x= rð — dsen0 y=r— dcos 


Trace la trocoide para los casos d < r y d > r. 


Si a y b son números fijos, encuentre las ecuaciones 
paramétricas para la curva que consiste de todas las posibles 
posiciones del punto P en la figura, utilizando el ángulo 0 
como parámetro. Después elimine el parámetro e identifique 
la curva. 


YA 


Si a y b son números fijos, encuentre las ecuaciones 
paramétricas de la curva que consiste de todas las posiciones 
posibles del punto P en la figura, usando el ángulo 0 

como parámetro. El segmento de recta AB es tangente a la 
circunferencia más grande. 


YA 


Una curva, llamada bruja de María Agnesi, consiste 

de todas las posibles posiciones del punto P en la figura. 

Demuestre que las ecuaciones paramétricas para esta curva 

pueden expresarse como 
x = 2a cot0 y = 2a seno 

Trace la curva. 


YA 
y=2a C 
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44. (a) Encuentre las ecuaciones paramétricas para el conjunto entonces su posición después de £ segundos está dada por las 
de todos los puntos P como los que se muestran en la ecuaciones paramétricas 
figura, tales que | OP | = | AB |. (Esta curva se llama x = (vo cos a)t y = (vo sena)t — ¿gr? 
cisoide de Diocles en honor del sabio griego Diocles, i f 
quien introdujo la cisoide como un método gráfico para donde g es la aceleración debida a la gravedad (9.8 m/s”). 
construir el lado de un cubo cuyo volumen es dos veces (a) Si un arma es disparada con a = 30? y vo = 500 m/s, 
el de un cubo dado.) ¿cuándo caerá la bala al suelo? ¿A qué distancia del arma 
(b) Utilice la descripción geométrica para dibujar a mano llegará al suelo? ¿Cuál es la altura máxima que alcanzará 
un trazo de la curva. Verifique su trabajo utilizando las la bala? 
ecuaciones paramétricas para trazar la gráfica de la curva. m (b) Utilice un dispositivo de graficación para verificar sus 
respuestas al inciso (a). Después trace la gráfica de la 
YA | trayectoria del proyectil para otros valores del ángulo æ 


para ver dónde pegará en el suelo. Resuma sus hallazgos. 
(c) Demuestre que la trayectoria es parabólica al eliminar el 
parámetro. 


FS 47. Investigue la familia de curvas definidas por las ecuaciones 
paramétricas x = P, y = P — ct. ¿Cómo cambia la forma de 
la curva cuando c crece? Ilustre graficando varios miembros 
de la familia. 


FS 48. Las curvas catastróficas cola de golondrina están definidas 
por las ecuaciones paramétricas x = 2ct — 41%, y = —cP? + 31%, 
FF 45. Suponga que la posición de una partícula en el tiempo + está Trace la gráfica de varias de estas curvas. ¿Qué características 
dada por tienen en común las curvas? ¿Cómo cambian cuando c crece? 
xı = 3 sent yı = 2 cost 0=1=<27 9 49. Trace la gráfica de varios miembros de la familia de curvas 
y la posición de una segunda partícula está dada por con ecuaciones paramétricas x = 1 + a cos t, y = t + a sen t, 
donde a > 0. ¿Cómo cambia la forma de la curva cuando a 
x2 = —=3 + cost — y=l+sent 0<t<27 crece? ¿Para cuáles valores de a la curva tiene un lazo? 
(a) Trace la gráfica de lax trayectorias de ambas partículas. FE 50. Trace la gráfica de varios miembros de la familia de curvas 
¿Cuántos puntos de intersección hay? x = sen t + sen nt, y = cos t + cos nt donde n es un entero 
(b) ¿Algunos de estos puntos de intersección son puntos de positivo. ¿Qué características tienen en común las curvas? 
colisión? En otras palabras ¿las partículas están en el ¿Qué pasa cuando n crece? 
mismo lugar al mismo tiempo? Si es así, encuentre los 
puntos de colisión. FS 51. Las curvas con ecuaciones x = a sen nt, y = b cos t se llaman 
(c) Describa qué pasa si la trayectoria de la segunda partícula figuras de Lissajous. Investigue cómo varían estas curvas 
está dada por cuando varían a, b y n. (Tome n como un entero positivo.) 
x2 = 3 + cost y2 = l1 + sent 0=1=2r FF 52. Investigue la familia de curvas definidas por las ecuaciones 
paramétricas x = cos t, y = sen £ — sen ct, donde c > 0. 
46. Si un proyectil es disparado con una velocidad inicial de vo Empiece por hacer c entero positivo y vea qué pasa con 
metros por segundo a un ángulo «a por encima de la horizontal la forma cuando c crece. Después explore algunas de las 
y se supone que la resistencia del aire es insignifcante, posibilidades que ocurren cuando c es una fracción. 


PROYECTO DE LABORATORIO [4 CIRCUNFERENCIAS QUE CORREN ALREDEDOR 
DE CIRCUNFERENCIAS 


YA En este proyecto se investigan familias de curvas, llamadas hipocicloides y epicicloides, que son 
generadas por el movimiento de un punto sobre una circunferencia que rueda dentro o fuera de 
otra circunferencia. 


1. Una hipocicloide es una curva trazada por un punto fijo P sobre la circunferencia C de radio 
b cuando C rueda sobre el interior de la circunferencia con centro en O y radio a. Demuestre 
que si la posición inicial de P es (a, 0) y el parámetro 0 se elige como en la figura, entonces 
las ecuaciones paramétricas de la hipocicloide son 


gi = ia a=b 
x= (a=—b)cos 0 + beos A 0 y = (a — b) sen 0 — b sen 7 0 
b 


Recurra a Module 10.1B para 
ver cómo se forman las hipocicloides 
y epicicloides por el movimiento de 
círculos rodando. 


SECCIÓN 10.2 Cálculo con curvas paramétricas 649 


2. Utilice un dispositivo de graficación (o el graficador interactivo en TEC Module 10.1B) 
para trazar las gráficas de hipocicloides con a entero positivo y b = 1. ¿Cómo afecta el 
valor de a a la gráfica? Demuestre que si se toma a = 4, entonces las ecuaciones 
paramétricas de la hipocicloide se reducen a 


x=4cos%9 y= 4senó0 


Esta curva se llama hipocicloide de cuatro cúspides, o un astroide. 


3. Ahora intente b = 1 y a = n/d, una fracción donde n y d no tienen factores comunes. 
Primero haga n = 1 e intente determinar gráficamente el efecto del denominador d sobre la 
forma de la gráfica. Después haga que n varíe mientras d permanece constante. ¿Qué pasa 
cuando n = d + 1? 


4. ¿Qué pasa si b = 1 y a es irracional? Experimente con un número irracional como ya 
o e — 2. Tome valores cada vez más grandes para 0 y especule sobre qué pasaría si se 
graficara la hipocicloide para todos los valores reales de 0. 


5. Si el círculo C rueda sobre el exterior de la circunferencia fija, la curva trazada por P se 
llama epicicloide. Encuentre las ecuaciones paramétricas para la epicicloide. 


6. Investigue las posibles formas para las epicicloides. Use métodos semejantes a los 
problemas 2-4. 


10.2 Cálculo con curvas paramétricas 


Si se piensa la curva como trazada 
por el movimiento de una partícula, 
entonces dy/dt y dx/dt son las velo- 
cidades verticales y horizontales 

de la partícula y la fórmula 1 dice 
que la pendiente de la recta tangente 
es el cociente de estas velocidades. 


Ø Note que ay + 
dx” 


Una vez que se ha visto cómo representar ecuaciones paramétricas, se aplicarán los 
métodos de cálculo a las curvas paramétricas. En particular, se resolverán problemas que 
implican tangentes, áreas, longitudes de arco y áreas de superficies. 


E Tangentes 


Suponga que f y g son funciones derivables y se quiere encontrar la recta tangente en 
un punto sobre la curva paramétrica x = f(t), y = g(t), donde y es también una función 
derivable de x. Entonces la regla de la cadena da 

dy dy dx 

dt dx dt 
Si dx/dt % 0, se puede resolver para dy/dx: 


dy 
dy dt dx 
(1) —— = — si — #0 
dx dx dt 
dt 


La ecuación 1 (que puede usted pensar como si se eliminaran las dt) le posibilita para 
encontrar la pendiente dy/dx de la recta tangente a una curva paramétrica, sin tener que 
eliminar el parámetro t. En (1) se ve que la curva tiene una tangente horizontal cuando 
dy/dt = 0 (siempre que dx/dt # 0) y tiene una recta tangente vertical cuando dx/dt = 0 
(siempre que dy/dt # 0). Esta información es útil para trazar curvas paramétricas. 

Como se sabe del capítulo 4, también es útil considerar d?y/dx?. Esto se puede encon- 
trar reemplazando y por dy/dx en la ecuación 1: 


d (2) 
dy _d (2) - dt \ dx 
dx? dx X dx dx 
de 
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y=3(x— 3) 


FIGURA 1 


EJEMPLO 1 Una curva C está definida por las ecuaciones paramétricas x = 1?, y = £? — 3t. 
(a) Demuestre que C tiene dos rectas tangentes en el punto (3, 0) y encuentre sus 
ecuaciones. 

(b) Encuentre el punto sobre C donde la recta tangente es horizontal o vertical. 

(c) Determine dónde la curva es cóncava hacia arriba o hacia abajo. 

(d) Trace la curva. 


SOLUCIÓN 

(a) Observe que y = t? — 31 = 1(1? — 3) = 0 cuando + = 0 o t = +y3. Por tanto, el 
punto (3, 0) sobre la curva C viene de dos valores del parámetro, t = 43 yt= =f 3, 
Esto indica que C se cruza a sí misma en (3, 0). Puesto que 


dy  dy/d 3-3 3 , 1 
dx  dx/dt 2t 2 t 


la pendiente de la recta tangente cuando t = +3 es dy/dx = +6/(24/3) Ea, por 
lo que las ecuaciones de las rectas tangentes en (3, 0) son 


y = 13 (x — 3) y y = -v3 (x — 3) 


(b) C tiene una recta tangente horizontal cuando dy/dx = 0; esto es, cuando dy/dt = 0 
y dx/dt # 0. Puesto que dy/dt = 31? — 3, esto sucede cuando 1? = 1, es decir, t = +1. 
Los puntos correspondientes sobre C son (1,—2) y (1, 2). C tiene una recta tangente 
vertical cuando dx/dt = 2t = 0, es decir, t = 0. (Observe que ahí dy/dí # 0.) El punto 
correspondiente sobre C es (0, 0). 


(c) Para determinar concavidades se calculan segundas derivadas: 


d | dy 3 1 
Y) - 1 Eg A) 
dy  dtXdx) 2 EJ. 30 +1) 


dx? dx 2t Af 


Por lo que la curva es cóncava hacia arriba cuando £ > 0 y cóncava hacia abajo cuando 
t<0. 


(d) Utilizando la información de los incisos (b) y (c), trace C en la figura 1. E 


EJEMPLO 2 

(a) Encuentre la recta tangente a la cicloide x = r(0 — sen 0), y = r(1 — cos 0) 
en el punto donde 0 = 7/3. (Véase el ejemplo 10.1.7.) 

(b) ¿En qué puntos la recta tangente es horizontal? ¿Cuándo es vertical? 


SOLUCIÓN 

(a) La pendiente de la recta tangente es 
dy  dy/dð® _ rsn9 sen0 
dx  dx/d0  r(l—cos0) 1 — cos 0 


Cuando 0 = 7/3, se tiene 


dy sen(m/3) 3/2 B 
y ara AER 


FIGURA 2 


Los límites de integración para t se 
encuentran como de costumbre con 
la regla de sustitución. Cuando 

x = a, t es æ o B. Cuando x = b, 

t es el valor restante. 


FIGURA 3 


El resultado del ejemplo 3 dice que 
el área bajo un arco de la cicloide 
es tres veces el área del círculo que 
al rodar genera la cicloide (ejem- 
plo 10.1.7). Galileo intuyó este 
resultado pero fue demostrado por 
el matemático francés Roberval y el 
matemático italiano Torricelli. 
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Por tanto, la pendiente de la recta tangente es V3 y su ecuación es 


r rT r43 T 
br Es A) o Arde 2) 


La recta tangente se traza en la figura 2. 


=y 


| 0 27r 4rr 


(b) La recta tangente es horizontal cuando dy/dx = 0, lo cual ocurre cuando sen 0 = 0 
y 1 — cos 0 # 0, es decir, 9 = (2n — 1)7r, con n un entero. El punto correspondiente 
sobre la cicloide es ((2n — 1)rrr, 2r). 

Cuando 0 = 2nrr, tanto dx/d0 como dy/d6 son cero. De la gráfica, parece que hay 
rectas tangentes verticales en esos puntos. Esto es verificable por medio de la regla de 
L Hôpital como sigue: 


, , sen 0 , cos 0 
= 0 


ím —= lím ————— = lím 
0—>2nr* dx 0>2nr* | — cos 0 0>2n7* sen 


Un cálculo semejante muestra que dy/dx —> —% cuando O —> 2n77, así que finalmente 
existen rectas tangentes verticales cuando 0 = 2n7r, esto es, cuando x = 2n7rr. E 


E Áreas 


Se sabe que el área bajo una curva y = F(x) de a a b es A = f? F(x) dx, donde 
F(x) > 0. Si la curva se traza por medio de las ecuaciones paramétricas x = f(t) y y = g(t), 
a. < t <S B, entonces se puede calcular una fórmula para el área utilizando la regla de la 
sustitución para integrales definidas como sigue: 


A= [ya a 4 IAF) dt E i ONKO) a| 


EJEMPLO 3 Encuentre el área bajo uno de los arcos de la cicloide 
x = r(0 — sen 0) y = r(l — cos 0) 
(Véase la figura 3.) 


SOLUCIÓN Un arco de la cicloide está dado por 0 < 0 < 27r. Utilizando la regla 
de sustitución con y = r(1 — cos 0) y dx = r(1 — cos 0) d0, se tiene 


A= (7 y dx = pe r(l — cos 0) r(1 — cos 6) d0 


YO 


co [7 (1 — cos 0} de = r? [7 (1 — 2 cos 0 + cos*0) de 


0 Y 
= y? ME — 2c0s8 + za + cos 29)] d0 


= r[30 — 2sen O + }sen 20| 


= rs -211) = 3rrr? E 
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EŒ Longitud de arco 


Ya se sabe cómo encontrar la longitud L de una curva C dada en la forma y = F(x), 
a S x < b. La fórmula 8.1.3 dice que, si F’ es continua, entonces 


b dy X 
A r= fi (2) dx 
P dx 
Suponga que C también se puede describir mediante las ecuaciones paramétricas x = f(t) 
y y = g(t), æ 5 t < B, donde dx/dt = f' (t) > 0. Esto significa que C es recorrida una vez, 


de izquierda a derecha, cuando 1 se incrementa de a a B y (a) = a, F(B) = b. Al sustituir 
la fórmula 1 en la fórmula 2 con la regla de sustitución, se obtiene 


b 2 B 2 jo 
L=] (+ ay ax=| 1 + (DIU) dx q, 
a dx q dx/dt dt 
Como dx/dt > 0, se tiene 
El L= i n i + A i dt 
i dt dt 


Incluso si C no se puede expresar en la forma y = F(x), la fórmula aún es válida pero 
se obtiene por aproximaciones poligonales. Se divide el intervalo de parámetro [a, 6] 


en n subintervalos de igual ancho Aft. Si to, fi, b, . . . , t son los puntos finales de estos 
subintervalos, entonces x; = fti) y y, = g(t;) son las coordenadas de los puntos P(x; y) 
que están sobre C y el polígono con vértices Po, Pi, . . . , Pase aproxima a C. (Véase la 
figura 4.) 


Como en la sección 8.1, se define la longitud L de C como el límite de las longitudes de 
estos polígonos de aproximación cuando n — oo: 


L = lím y | P P; | 
i=1 


n> 


Cuando se aplica el teorema del valor medio a f sobre el intervalo [ti-1, t,], da un número 
t,* en (ti-1, ti) tal que 


FU) — lti) = FU tia) 
Si se hace Ax; = x; — X;-1 y Åy; = y; — Yi-ı, esta ecuación se convierte en 
Ax; = f'(t¥) At 


Del mismo modo, cuando se aplica a g, el teorema del valor medio da un número 1,** en 
(ti-1, ti) tal que 


Ay; = g(4F*) Ar 


Por tanto 


[Pia Pi] = (Ax? + (Ay? = [FA AP + [9% Ary 
= AF EP + EP Ar 


y así 


a] n= 2 VrO +P Ar 
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La suma en (4) se parece a una suma de Riemann para la función Y[£ (01? + [9(0) 7? 
pero no es exactamente una suma de Riemann porque, en general, t;* 4 t;**. Sin embargo, 
si f’ y g' son continuas, se puede demostrar que el límite en (4) es el mismo como si t;* 
y £¡** fueran iguales, es decir 


L= f SFO + OT at 


Por lo que con la notación de Leibniz, se tiene el siguiente resultado, el cual tiene la 
misma forma que la fórmula 3. 


(5) Teorema Si una curva C se describe mediante las ecuaciones paramétricas 
x = AÀ, y = gÀ, a <1= B, donde f’ y g' son continuas sobre [a, B] y C es reco- 
rrida una sola vez cuando f aumenta de o a 6, entonces la longitud de C es 


"B 2 2 
E CEA 
a dt dt 


Observe que la fórmula del teorema 5 es consistente con las fórmulas generales 
L = Í ds y (ds) = (dx) + (dyY de la sección 8.1. 


L= 


y 


EJEMPLO 4 Si se usa la representación de la circunferencia unitaria dada en el 
ejemplo 10.1.2, 


x = cos t y = sen t OStSs2T 


entonces dx/dt = —sen t y dy/dt = cos t, de modo que el teorema 5 da 


27 dx Ý dy V 2 SS por 
L= | Y) + (2) dt = | sen? + cost dt = ? dt = 271 
0 dt dt JO JO 


como se esperaba. Si, por otro lado, se usa la representación dada en el ejemplo 10.1.3, 


x = sen 2t y = cos 2t 0=1< 2 


entonces dx/dt = 2 cos 2t, dy/dt = —2 sen 2t, y la integral del teorema 5 da 


271 dx > 2 (2 27 
| SS + (2) dt = |” JAco?U + 4 sen? 2 dt = [72 ar = 4r 
0 dt dt Jo Jo 


Observe que la integral da dos veces la longitud de arco de la circunferencia porque 
cuando f crece de 0 a 27, el punto (sen 2t, cos 2t) recorre la circunferencia dos veces. 
En general, cuando se encuentra la longitud de una curva C a partir de una representa- 
ción paramétrica, se debe asegurar que C sea recorrida una sola vez cuando f crece 

de a ab. E 


EJEMPLO 5 Encuentre la longitud de un arco de la cicloide x = r(0 — sen 0), 
y = r(l — cos 6). 


SOLUCIÓN Del ejemplo 3, se ve que un arco se describe por el intervalo del parámetro 
0=0=<27. Como 


d: 
Ss = r(1l— cos) y Y = seno 
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El resultado del ejemplo 5 dice 
que la longitud de un arco de 

una cicloide es ocho veces el radio 
del círculo generador (véase la 
figura 5). El primero en demostrar 
esto fue Sir Christopher Wren, 

en 1658, quien posteriormente 

fue el arquitecto de la catedral 

de Saint Paul, en Londres. 


7 o L= 87 
gl Irr 
FIGURA 5 


se tiene 


= [7 VrY(1 — cos 0) + r?sen?ð de 


z JVr(1 — 2 cos0 + cos?0 + sen?0) de 


y 


r [7 v2(1 — cos 0) d0 


Para evaluar esta integral se utiliza la identidad sen?x = 4 (1 — cos 2x) con 0 = 2x, la 
cual da 1 — cos O = 2 sen?(0/2). Como 0 < 0 < 27, se tiene O < 0/2 < r y entonces 
sen(9/2) > 0. Por tanto 


V2(1 — cos0) = y4 sen?(0/2) = 2| sen(0/2)| = 2 sen(0/2) 


2r 
0 


y así L=2r [7 sen(9/2) de = 2r[ -2 cos(9/2)] 
= 2r[2 + 2] = 8r a 


E Área de una superficie 


En la misma forma que para la longitud de arco, se puede adaptar la fórmula 8.2.5 para 
obtener una fórmula para el área de una superficie. Suponga que la curva dada por las ecua- 
ciones paramétricas x = f(t), y = g(t), æ S t < B, donde f”, g' son continuas y g(t) > O, se 
hace rotar en torno al eje x. Si C se recorre exactamente una vez cuando f se incrementa 
de a a B, entonces el área de la superficie resultante está dada por 


rB dx\ dy V 
= == + | 
[6] 8 Ja m (E) (=) j 


Las fórmulas simbólicas generales S = Í 2y ds y S = | 27x ds (fórmulas 8.2.7 y 8.2.8) 
aún son válidas, pero para curvas paramétricas se usa 


EJEMPLO 6 Demuestre que el área de la superficie de una esfera de radio r es 41rr?. 


SOLUCIÓN La esfera es obtenida al rotar el semicírculo 
x=rcost y=rsent 0O=<=t<T 


en torno al eje x. Por tanto, de la fórmula 6, se obtiene 


S 


[7 21rr sen t y(—r sen 1)? + (r cos 1)? dt 


27 | 7 rsen t y/r?(sen?t + cos?) dt = 2r | "sent: rdt 
Jo Jo 


= 2rrr? Ñ sen 1 dt = 2rrr4(—cos IA = 4rr’ E 


y 
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10.2 EJERCICIOS 


1-2 Encuentre dy/dx. FS 23-24 Trace la gráfica de la curva en un rectángulo de vista que 
t muestre los aspectos más importantes de la curva. 
x= > y=Y41+t a 
++ 23. 1='=2P=2%, y='"=t 


2. x= te, y=t+ sent A 
i 24. x = tt + 4P — 8P, y=2t -t 


3-6 Encuentre la ecuación de la recta tangente a la curva 


en el punto correspondiente al valor del parámetro dado. 25. Demuestre que la curva x = cos f, y = sen ¢ cos f tiene 
dos rectas tangentes en (0, 0) y encuentre sus ecuaciones. 


Trace la curva. 


3t ti, yat tt t=] 
4x=yt, y=2-2t 1=4 


FF 26. Trace la gráfica de la curva x = —2 cos t, y = sen 1 + sen 21 
5x='+1 y=4+é 1=-1 para descubrir dónde se intercepta consigo misma. Después 
brze enrik y= 0% 130 encuentre ecuaciones para ambas rectas tangentes en ese 

punto. 


27. (a) Encuentre la pendiente de la recta tangente a la trocoide 
x = r -d sen 0, y = r — d cos 0 en términos de 0. 
(Véase el ejercicio 10.1.40.) 
(b) Demuestre que si d < r, entonces el trocoide no tiene una 
T7.x=1+It y= t +2; (1,3) recta tangente vertical. 


7-8 Encuentre la ecuación de la recta tangente a la curva en el 
punto dado por dos métodos: (a) sin eliminar el parámetro y (b) 
eliminando primero el parámetro. 


8.x=1+yt, y=e È (2e) 28. (a) Encuentre la pendiente de la recta tangente al astroide 
x = a cos? 9, y = a sen? 0 en términos de 6. (Los astroides 
se exploran en el proyecto de laboratorio de la página 649.) 
(b) ¿En qué puntos la recta tangente es horizontal 
o vertical? 
(c) ¿En qué puntos la recta tangente tiene pendiente 1 o —1? 


9 9-10 Encuentre la ecuación de la recta tangente a la curva 
en el punto dado. Después trace la gráfica de la curva y la 
recta tangente. 


g s= =t y=P2+t+1; (0,3) 


, 29. ¿En qué puntos sobre la curva x = 312 + 1, y = 1 — 1 la 
10. x= sen mt, y=t +t, (0,2) recta tangente tiene pendiente 3? 


30. Encuentre ecuaciones de las rectas tangentes a la curva 
11-16 Encuentre dy/dx y dy/dx’. ¿Para cuáles valores de £ la x = 31? + 1, y = 2t? + 1 que pasen por el punto (4, 3). 
curva es cóncava hacia arriba? 


31. Use las ecuaciones paramétricas de una elipse x = a cos 0, 


M1Mx=P+1, y=P+t 122x='-12, y=P-1 y = b sen 0, 0 < 0 < 27 para encontrar el área que encierra. 

13. x=2sent, y=3c08t, 0<1<2m 32. Encuentre el área encerrada por la curva x = 1? — 2t, y = yt 
14. x=c082f, y=c0sft, 0<1t<T y el eje y. 

15. x=f-It y=1+Int 33. Encuentre el área encerrada por el eje x y la curva x = 1? + 1, 


= ==: p2 
16. x = cost, y= sen2t, O<t< r POR 


34. Encuentre el área de la región encerrada por el astroide 
x = a cos? 6, y = a sen? 0. (Los astroides son explorados 


en el proyecto de laboratorio de la página 649.) 


17-20 Encuentre los puntos sobre la curva donde la recta 
tangente es horizontal o vertical. Si dispone de un dispositivo de 
graficación, trace la gráfica de la curva para verificar su trabajo. YA 


17 r= = yea a 
18. x= -3t y= -3r 


19. x=c080, y= cos30  20.x=e""% y= e 


FS 21. Utilice una gráfica para estimar las coordenadas del punto 
extremo derecho sobre la curva x = £ — t6, y = e'. Después 
utilice cálculo para encontrar las coordenadas exactas. 


FS 22. Use una gráfica para estimar las coordenadas del punto más 
bajo y el de la extrema izquierda sobre la curva x = tt — 2t, 35. Encuentre el área bajo un arco del trocoide del ejercicio 
y = t + t*. Después encuentre las coordenadas exactas. 10.1.40 para el caso d < r. 
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36. Sea R la región encerrada por el lazo de la curva en el 
ejemplo 1. 
(a) Encuentre el área de R. 
(b) Si R gira en torno al eje x, encuentre el volumen del 
sólido resultante. 
(c) Encuentre el centroide de R. 


37-40 Plantee una integral que represente la longitud de la curva. 


Luego utilice su calculadora para encontrar la longitud con una 
aproximación de cuatro decimales. 


37. x=1t+e" y=t-=e" 0=<=1=<2 
B.x=P-=t y=f” 1l=<1<4 


39. x=1-—2senf y=1-—2cost, 0Sts 4r 


40. x=t+ t, y=t- vt, 0=<t<1 


41-44 Encuentre la longitud exacta de la curva. 


4l. x=1 +3, y=4+ 2, 0O<tf<1 


43. x= tsent, y=tcost, O=<=t=<1 


4M.x=e+e y=5-2t, 0=<1=<3 


45-46 Trace la gráfica de la curva y encuentre su longitud exacta. 


45. x=e'cost, y=e'sent, OSST 


46. x 


cos t + In(tan 17, y=sen t, m/4 <t 37/4 


47. Trace la gráfica de la curva x = sen £ + sen 1.5f, y = cos t y 
encuentre su longitud redondeada a cuatro decimales. 


48. Encuentre la longitud del lazo de la curva x = 3t — £?, y = 3£?. 


49. Use la regla de Simpson con n = 6 para estimar la longitud 
delacurvax=1t—e',y=1t+e'-6=1=<6. 


50. En el ejercicio 10.1.43 se le pidió deducir las ecuaciones 
paramétricas x = 2a cot 0, y = 2a sen? O de la curva llamada 
bruja de María Agnesi. Use la regla de Simpson con n = 4 
para estimar la longitud del arco de esta curva dada por 
1/4 50 < 1/2. 


51-52 Encuentre la distancia recorrida por la partícula con 
posición (x, y) cuando £ varía en el intervalo dado. Compárela 
con la longitud de la curva. 


51. x = sent, y= cost, 0=<t<3r 


52. x = cos’, y=c0st, 0=<1=<471 


53. Demuestre que la longitud total de la elipse x = a sen 0, 
y = b cos 0, a > b > 0, es 


L = 4a [e — e?*sen?0 de 


YO 


donde e es la excentricidad de la elipse (e = c/a, donde 
c= ya? — p?). 

54. Encuentre la longitud total del astroide x = a cos? 0, 
y = a sen*0, donde a > 0. 


EN 55. (a) Trace la gráfica de la epitrocoide con ecuaciones 


x = 11 cost — 4 cos(111/2) 
y = 11 sent — 4 sen(11t/2) 
¿Qué intervalo del parámetro da la curva completa? 


(b) Use su sac para encontrar la longitud aproximada de esta 
curva. 


EN 56. Una curva llamada espiral de Cornu se define por las 


ecuaciones paramétricas 


x= C(t) = N cos(mu?/2) du 
y =S(t) = k sen(mu’/2) du 


donde C y S son las ecuaciones de Fresnel que se introduje- 

ron en el capítulo 5. 

(a) Trace la gráfica de esta curva. ¿Qué pasa cuando t — % y 
cuando t —> —00? 

(b) Encuentre la longitud de la espiral de Cornu desde el 
origen al punto con valor de parámetro t. 


57-60 Plantee una integral que represente el área de la superficie 
obtenida al rotar la curva dada en torno al eje x. Después utilice 
su calculadora para encontrar el área de la superficie redondeada 
a cuatro decimales. 


57. x= tsent, y=1tcost, 0O=<1t=< 1/2 
58. x=senf, y=sen2ft, 0=1=< 7/2 


59. x=t+eé, y=e' O=1t=1 


60.x=1+te, y=(*+l)e”, 0O<t<1 


61-63 Encuentre el área exacta de la superficie obtenida al rotar 
la curva dada en torno al eje x. 


61. x=3t-ť, y=3P? 0O<t<l 
22 +1/1 y=8yt, 1<1=<3 


63. x=acos 0, y=asen0, 0=<0=< 7/2 


o] 

N 

x 
Il 


64. Trace la gráfica de la curva 


x = 2 cos — cos 20 y = 2 sen — sen 20 


Si esta curva rota en torno al eje x, encuentre el área de la su- 
perficie resultante. (Use la gráfica para ayudarse a encontrar 
el intervalo correcto para el parámetro.) 


65-66 Encuentre el área de la superficie generada al rotar la curva 
dada en torno al eje y. 


65. x = 3f’, y =2f, 0O=1=5 


66. 


67. 


68. 


69. 


PROYECTO DE LABORATORIO [4 CURVAS DE BÉZIER 


x=e t, y=4eP, 0O=<1f=<1 


Si f” es continua y f'(1) 4 0 para a <S t <= b, demuestre que 
la curva paramétrica x = f(t), y = g(t), a S t S b, puede 
expresarse en la forma y = F(x). [Sugerencia: demuestre 
que f~! existe.] 


Use la fórmula 1 para deducir la fórmula 6 de la fórmula 
8.2.5 para el caso en el que la curva puede representarse en la 
forma y = F(x) a S x Sb. 


La curvatura en un punto P de una curva está definida como 


dy 


ds 


donde « es el ángulo de inclinación de la recta tangente 
en P, como se ve en la figura. Por lo que la curvatura es el 
valor absoluto de la razón de cambio de q con respecto a la 
longitud de arco. Esto puede considerarse como una medida 
de la rapidez de cambio de la dirección de la curva en P y se 
estudiará con mucho detalle en el capítulo 13. 
(a) Para una curva paramétrica x = x(t), y = y(t), deduzca la 
fórmula 
ES] 
KT [2 + y? ya 


donde los puntos indican derivadas con respecto a t, de 

manera que x = (dx/dt). [Sugerencia: use d = tan” (dy/dx) y 

la fórmula 2 para encontrar de /dt. Después use la regla de la 

cadena para encontrar dh /ds.] 

(b) Considerando la curva y = f(x) como la curva paramé- 
trica x = x, y = f(x), con parámetro x, demuestre que la 
fórmula del inciso (a) resulta 


E |d°y/dx?°| 
[1 + (dy/dx} P” 


YA 


=y 


70. 


71. 


72. 


73. 


74. 
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(a) Use la fórmula del ejercicio 69(b) para encontrar la 
curvatura de la parábola y = x°en el punto (1, 1). 
(b) ¿En qué punto esta parábola tiene curvatura máxima? 


Use la fórmula del ejercicio 69(a) para encontrar la curvatura 
de la cicloide x = 0 — sen 0, y = 1 — cos 0 en la parte 
superior de uno de los arcos. 


(a) Demuestre que la curvatura de cada punto de la línea 
recta es K = 0. 

(b) Demuestre que la curvatura en cada punto de una circun- 
ferencia de radio res k = 1/r. 


Una cuerda se enrolla alrededor de un círculo y después 

se desenrolla manteniéndose tensa. La curva trazada por el 
punto P en el extremo de la cuerda se llama involuta 

del círculo. Si el círculo tiene radio r y centro O y la posición 
inicial de P es (r, 0), y si el parámetro 0 se elige como en 

la figura, demuestre que las ecuaciones paramétricas de la 
involuta son 


x = r(cos0 + 0 sen 0) y = r(sen9 — 6 cos 0) 


Una vaca está atada a un silo con radio r por una cuerda 
lo suficientemente larga para alcanzar el lado opuesto del 
silo. Encuentre el área disponible para el apacentamiento 
de la vaca. 


Las curvas de Bézier se emplean en el diseño auxiliado por computadora y se nombran así 
en honor del matemático francés Pierre Bézier (1910-1999), quien trabajó en la industria auto- 
motriz. Una curva cúbica de Bézier está determinada mediante cuatro puntos de control, 

Polxo, Yo), Pr(%1, y1), Polo, ya) y P3(%, y3), y se define mediante las ecuaciones paramétricas 


ze = ll 


t + 3xt(1 


DY + 3x1 (1 — À + xt 


y=y( 


DS 


DY + ya (1 — 1) + ya? 
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donde 0 = 1 < 1. Observe que cuando 1 = O, se tiene (x, y) = (Xo, Yo) y cuando £ = 1 se tiene 
(x, y) = (%3, y3), así que la curva empieza en Po y termina en P3. 


1. Trace la gráfica de la curva de Bézier con puntos de control Po(4, 1), P,(28, 48), P(50, 42) y 
Px(40, 5). Enseguida, en la misma pantalla, trace la gráfica de segmentos de recta P¿P,, PP, 
y P,P3. (El ejercicio 10.1.31 muestra cómo hacer esto.) Observe que los puntos de control 
medios P, y P,no están sobre la curva; la curva empieza en Po, se dirige hacia P, y P, sin 
alcanzarlos y termina en P.. 


2. En la gráfica del problema 1 parece que la recta tangente en Py pasa por P, y la recta tangente 
en P; pasa por P}. Demuéstrelo. 


3. Intente producir una curva de Bézier con un lazo cambiando el segundo punto de control en el 
problema 1. 


4. Algunas impresoras láser usan las curvas de Bézier para representar letras y otros símbolos. 
Experimente con puntos de control hasta que encuentre una curva de Bézier que dé una repre- 
sentación razonable de la letra C. 


5. Se pueden representar formas más complicadas juntando dos o más curvas de Bézier. 
Suponga que la primera curva de Bézier tiene puntos de control Po, P,, P2, P3 y la segunda 
tiene puntos de control P3, P4, Ps, Ps. Si se desea unir estos dos trozos de manera suave, 
entonces las rectas tangentes en Pz deben corresponderse y, por tanto, los puntos P», P3 y P4 
tienen que estar sobre esta recta tangente común. Con este principio, determine los puntos de 
control para un par de curvas de Bézier que representen la letra S. 


10.3 Coordenadas polares 


P(r,0) 
r 
0 
O > 
eje polar X 
FIGURA 1 
(1,0) 
OHT 
0 
“ o 
Pai 
z” 
A 
r 
(Er, 0) 
FIGURA 2 


Un sistema coordenado representa un punto en el plano mediante un par ordenado de 
números llamados coordenadas. Por lo general se usan coordenadas cartesianas, que 
son las distancias dirigidas desde dos ejes perpendiculares. Aquí se describe un sistema 
coordenado introducido por Newton, llamado sistema coordenado polar, que es más 
conveniente para muchos propósitos. 

Se elige un punto en el plano que se llama polo (u origen) y se identifica con O. Luego 
se dibuja un rayo (semirrecta) que empieza en O llamado eje polar. Usualmente, este 
eje se traza horizontalmente a la derecha, y corresponde al eje x positivo en coordenadas 
cartesianas. 

Si P es cualquier otro punto en el plano, sea r la distancia de O a P y sea 0 el ángulo 
(usualmente medido en radianes) entre el eje polar y la recta OP como en la figura 1. Enton- 
ces el punto P se representa mediante el par ordenado (r, 0) y r, O se llaman coordenadas 
polares de P. Se usa la convención de que un ángulo es positivo si se mide en el sentido 
contrario a las manecillas del reloj desde el eje polar, y negativo si se mide en el sentido de 
las manecillas del reloj. Si P = 0, entonces r = O y se está de acuerdo en que (0, 0) repre- 
senta el polo para cualquier valor de 6. 

Se extiende el significado de las coordenadas polares (r, 0) al caso en que r es negativa 
estando de acuerdo en que, como en la figura 2, los puntos (—r, 0) y (r, 0) están sobre 
la misma recta que pasa por O y a la misma distancia | r | desde O, pero en lados opues- 
tos de O. Si r > 0, el punto (r, 0) está en el mismo cuadrante que 6; si r < 0, está en el 
cuadrante sobre el lado opuesto del polo. Observe que (—r, 0) representa el mismo punto 
que (r, 0 + 7). 


EJEMPLO 1 Trace la gráfica de los puntos cuyas coordenadas polares están dadas. 
(a) (1, 57/4) (b) (2, 37) (c) (2, —27/3) (d) (—3, 37/4) 


FIGURA 3 


(17) 


FIGURA 4 


YA 


O X 


FIGURA 5 


P(r, 0) = P(x,y) 
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SOLUCIÓN Los puntos se grafican en la figura 3. En el inciso (d) el punto (—3, 37/4) 
se localiza a tres unidades del polo en el cuarto cuadrante porque el ángulo 37/4 está 


en el segundo cuadrante y r = —3 es negativa. 
37 
3m 4 
Í (0) 
e + e > 0 
P 
Cra 0 2 SS 
3 k 
> 
e-a) t 
2, —27 Nx 
im TE 
C337) > m 


En el sistema coordenado cartesiano cada punto tiene una sola representación, pero 
en el sistema polar cartesiano todo punto tiene muchas representaciones. Por ejemplo, el 
punto (1, 57/4) en el ejemplo 1(a) se podría escribir como (1, —37/4) o (1, 137/4) o 
(=1, 7/4). (Véase la figura 4.) 


sia 


O 137 


4 
-3m o. 0 
4 Y 


De hecho, puesto que una vuelta completa en sentido contrario a las manecillas del 
reloj está dada por un ángulo 27r, el punto representado por coordenadas polares (r, 0) se 
representa también por 


(r, 0 + 2n71) y (—r,0 + (2n + 1)7) 
donde n es cualquier entero. 

La conexión entre coordenadas polares y cartesianas se puede ver en la figura 5, en la 
cual el polo corresponde al origen y el eje polar coincide con el eje x positivo. Si el punto P 
tiene coordenadas cartesianas (x, y) y coordenadas polares (r, 0), entonces, de la figura, 


se tiene 
y 
cos 0 = — sen 0 = = 
r r 
y por tanto 
(1) x=rcos6 y = rsend 


Aunque las ecuaciones 1 se dedujeron de la figura 5, que ilustra el caso donde r > 0 
y 0 < 0 < 7/2, estas ecuaciones son válidas para todos los valores de r y 0. (Véase la 
definición general de sen 0 y cos 0 en el apéndice D.) 

Las ecuaciones 1 permiten determinar las coordenadas cartesianas de un punto cuando 
se conocen las coordenadas polares. Para determinar r y 0 cuando se conocen x y y, se 
usan las ecuaciones 
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FIGURA 6 
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2 2 y 
(2) r2=x2 +4 y? tanĝ = >= 


que pueden deducirse de las ecuaciones 1 o simplemente leyendo la figura 5. 


EJEMPLO 2 Convierta el punto (2, 7/3) de coordenadas polares a cartesianas. 


SOLUCIÓN Comor = 2 y 0 = 11/3, las ecuaciones 1 dan 


T 
ESP O =a =1 


T 
y = rsen = 2 sen 3 =2+ 


Por tanto, el punto en coordenadas cartesianas es (1, WEJ ). B 


EJEMPLO 3 Represente el punto con coordenadas cartesianas (1, — 1) en términos de 
coordenadas polares. 


SOLUCIÓN Si se elige r como positiva, entonces la ecuación 2 da 


r= +y =/P FCI =V 


tan ð = == -1 
x 
Como el punto (1, — 1) está en el cuarto cuadrante, se puede elegir 0 = — 7/4 
o 0 = 77/4. Por lo que una de las posibles respuestas es (V2, —7/4); otra 
es (V2, 77/4). a 


NOTA Las ecuaciones 2 no determinan de manera única a 0 cuando se dan x y y, 
porque cuando 0 crece en el intervalo 0 = 0 < 277 cada valor de tan 0 ocurre dos veces. 
Por tanto, al convertir de coordenadas cartesianas a polares, no es suficiente encontrar r 
y 0 para satisfacer las ecuaciones 2. Como en el ejemplo 3, se debe elegir 0 de modo que 
el punto (r, 0) esté en el cuadrante correcto. 


E Curvas polares 


La gráfica de una ecuación polar r = (0), o de manera más general F(r, 0) = 0, con- 
siste de todos los puntos P que tienen al menos una representación polar (r, 0) cuyas 
coordenadas satisfacen la ecuación. 


EJEMPLO 4 ¿Qué curva está representada por la ecuación polar r = 2? 


SOLUCIÓN La curva consiste de todos los puntos (r, 6) con r = 2. Puesto que r repre- 
senta la distancia del punto al polo, la curva r = 2 representa la circunferencia con 
centro O y radio 2. En general, la ecuación r = a representa una circunferencia 

con centro O y radio | a |. (Véase la figura 6.) E 


/ (2,1) 


FIGURA 7 


FIGURA 8 
Tabla de valores y 
gráfica de r = 2 cos 0 


En la figura 9 se muestra una 
ilustración geométrica de que la 
circunferencia del ejemplo 6 tiene 
la ecuación r = 2 cos 0. El ángulo 
OPQ es un ángulo recto (¿por qué?), 
así que r/2 = cos 6. 


FIGURA 9 
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EJEMPLO 5 Trace la curva polar 0 = 1. 


SOLUCIÓN Esta curva consiste de todos los puntos (r, 0) tales que el ángulo polar 9 

es de 1 radián. Corresponde a la recta que pasa por O y forma un ángulo de 1 radián 
con el eje polar (véase la figura 7). Observe que los puntos (r, 1) sobre la recta con 

r > 0 están en el primer cuadrante, mientras aquellos con r < 0 están en el tercer 
cuadrante. a 


EJEMPLO 6 
(a) Trace la curva con ecuación polar r = 2 cos 0. 
(b) Encuentre una ecuación cartesiana para esta curva. 


SOLUCIÓN 

(a) En la figura 8 se encuentran los valores de r para algunos valores convenientes de 
0 y se grafican los puntos correspondientes (r, 0). Después se unen estos puntos para 
trazar la curva, que parece ser una circunferencia. Se han usado solo valores de 0 entre 
0 y 7, porque si se hace que 0 se incremente más allá de 7, se obtiene de nuevo los 
mismos puntos. 


0 A 2 coso. (a, T 

0 2 (13) o o (v5.3) 
P y > 

m/6 B l A 
7/4 J2 Xi / ES 
1/3 1 K KON 
m2 0 VENNA 
27/3 -1 as 
3711/4 =J o S l 
57/6 S43 (a Ly ps (- v3, 57) 


(b) Para convertir la ecuación dada en una ecuación cartesiana se usan las ecuaciones 
1 y 2. De x = r cos 9 se tiene cos O = x/r, de modo que la ecuación r = 2 cos 0 
se convierte en r = 2x/r, lo cual da 
li =r = Fy o x2+y-2x=0 
Completando el cuadrado se obtiene 


(x- 1 + y?=1 


que es la ecuación de una circunferencia con centro en (1, 0) y radio 1. E 
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r EJEMPLO 7 Trace la curva r = 1 + sen 0. 


a SOLUCIÓN En lugar de trazar puntos como en el ejemplo 6, primero haga el boceto de 
1 la gráfica de r = 1 + sen 0 en coordenadas cartesianas en la figura 10, desplazando la 
curva seno hacia arriba una unidad. Esto permite leer de un vistazo los valores de r que 
corresponden a valores crecientes de 0. Por ejemplo, se ve que cuando 0 se incrementa 
2 de 0 a 7/2, r (la distancia desde O) se incrementa de 1 a 2, de modo que se traza la 
parte correspondiente de la curva polar de la figura 11(a). Cuando 0 se incrementa de 
FIGURA 10 1/2 a m, la figura 10 muestra que r decrece de 2 a 1, así que se traza la parte siguiente 
r= 1 + sen 6 en coordenadas de la curva como en la figura 11(b). Cuando 0 se incrementa de m a 37/2, r decrece de 
cartesianas, 0 = 0 < 27 1 a 0, como se muestra en el inciso (c). Por último, cuando 0 se incrementa de 37/2 a 
27r, r se incrementa de O a 1 como se muestra en el inciso (d). Si hace que 0 se incre- 
mente más allá de 27r o decrezca más allá de 0, se podría simplemente volver a trazar 
la trayectoria. Uniendo las partes de la curva de la figura 11(a)-(d), se traza la curva 
completa del inciso (e). Esta curva se llama cardioide porque tiene forma de corazón. 


via + 


> | > 


li ezo 0=r ol =r 


(a) (b) (c) 


FIGURA 11 Etapas del trazo de la cardioide r = 1 + sen 0 E 


EJEMPLO 8 Trace la curva r = cos 20. 


SOLUCIÓN Como en el ejemplo 7, primero se traza r = cos 20, 0 = O < 27), en coor- 
denadas cartesianas en la figura 12. Cuando 0 se incrementa de O a 7/4, se observa en 
Module 10.3 ayuda a ver la figura 12 que r decrece de 1 a 0 y, de este modo, se dibuja la parte correspondiente 
cómo se trazan las curvas polares a la curva polar de la figura 13 (indicada por O. Cuando 6 se incrementa de 7/4 a 1/2, 
por medio de animaciones simila- r va de O a — 1. Esto significa que la distancia desde O se incrementa de 0 a 1, pero en 
res a las figuras 10-13. lugar de estar en el primer cuadrante esta parte de la curva polar (indicada por (2) se 
ubica en el lado opuesto del polo en el tercer cuadrante. El resto de la curva se traza en 
forma similar, con flechas y números indicando el orden en el cual se trazan las porcio- 
nes. La curva resultante tiene cuatro rizos y se llama rosa de cuatro hojas. 


FIGURA 12 


r = cos 20 en coordenadas cartesianas 


FIGURA 13 


Rosa de cuatro hojas r = cos 20 E 
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@ Simetría 


Cuando se trazan curvas polares, a veces es útil aprovechar la simetría. Las tres reglas 
siguientes se explican mediante la figura 14. 


(a) Si una ecuación polar permanece sin cambio cuando 0 se reemplaza por —6, la curva 
es simétrica respecto al eje polar. 


(b) Si la ecuación no cambia cuando r se reemplaza por —r, o cuando 0 se sustituye por 
0 + 7 la curva es simétrica respecto al polo. (Esto significa que la curva permanece sin 
cambio si se rota 180° respecto al origen.) 


(c) Si la ecuación no cambia cuando 0 se reemplaza por m — 6, la curva es simétrica 
respecto a la recta vertical 0 = 7/2. 


(a) (b) (O) 


FIGURA 14 


Las curvas trazadas en los ejemplos 6 y 8 son simétricas respecto al eje polar, porque 
cos(—0) = cos 0. Las curvas de los ejemplos 7 y 8 son simétricas respecto a 0 = 7/2 
porque sen(m — 0) = sen 0 y cos 2(17 — 0) = cos 20. La rosa de cuatro hojas también 
es simétrica respecto al polo. Estas propiedades de simetría se podrían haber usado para 
trazar las curvas. En el caso del ejemplo 6, solo se requiere hacer la gráfica de los puntos 
para 0 < 0 < 7/2 y después reflejar a través del eje polar para obtener la circunferencia 
completa. 


@ Tangentes a curvas polares 


Para encontrar una recta tangente a una curva polar r = f(0), se considera 0 como un 
parámetro y se escriben sus ecuaciones paramétricas como 


x = r cos = f(0) cos0 y = r sen = f(0) sen 0 


Después, con el método para encontrar pendientes de curvas paramétricas (ecuación 
10.2.1) y la regla del producto, se tiene 


dy dr 
— — sen + rcos6 
dy d0 dð 
B) dx dx dr 9 , 6 
do P7 cos r sen 


Las rectas tangentes horizontales se localizan al determinar los puntos donde dy/d0 = 0 
(siempre que dx/d60 4 0). Del mismo modo, se localizan rectas tangentes verticales en 
los puntos donde dx/d6 = O (siempre que dy/d6 4 0). 

Observe que si se están buscando rectas tangentes en el polo, entonces r = 0 y la 
ecuación 3 se simplifica a 
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FIGURA 15 


Rectas tangentes para r = 1 + sen 0 


En el ejemplo 8 se encuentra que r = cos 20 = O cuando 0 = 77/4 o 317/4. Esto significa 
que las rectas 0 = 711/4 y 0 = 37/4 (0 y = xy y = —x) son rectas tangentes a r = cos 20 
en el origen. 


EJEMPLO 9 


(a) Para la cardioide r = 1 + sen 0 del ejemplo 7, encuentre la pendiente de la recta 


tangente cuando 0 = 7/3. 
(b) Encuentre los puntos sobre la cardioide donde la recta tangente es horizontal o vertical. 


SOLUCIÓN Al utilizar la ecuación 3 con r = 1 + sen 0, se tiene 


dr 
— sen 0 + r cos 


dy dð _ cos0 sen + (1 + sen 0) cos O 
dx dr cos cos — (1 + sen 0) sen 0 
— cos — r sen 0 
de 
_ cosg(1+2sen0) cos0(1 +2senO) 


1 — 2sen?%9 — seno (1 + senð)(1 — 2 sen) 


(a) La pendiente de la recta tangente en el punto donde 0 = 11/3 es 


dy cos(71/3)1(1 + 2 sen(71/3)) 11 + B) 


dx |o=7/3 (1+ sen(m/3))\(1 — 2 sen(7/3)) E (1 + vV3/2)(1 — 43) 


1 +43 1 +43 


_ E zj 
E E 
(b) Observe que 
d 37 7 11 
So = cos@ (1 + 2sen0) =0 cuando 0 = T = a < 
d: 3 5 
z = (1 + senð)(1 — 2 sen) = 0 cuando O = e a 


Debido a que, hay rectas tangentes horizontales en los puntos (2, 71/2), (4, 77/ 6), 

(4, 11 7/6) y las rectas tangentes verticales en G, 1/6) y È, 57/6). Cuando 0 = 3 77/2, 
tanto dy/d0 como dx/d8 son 0, por lo que se debe tener cuidado. Usando la regla de 

L’ Hôpital, se tiene 


Y dy 7 1 +2 seno a cos 0 
lím —= lím A AE lím HA 
0>(37/2)7— dx 0>(3m/2)- 1 — 2 sen 8 /10>(7/2— 1 + sen 0 


1 ' cos0 1 a —sen 0 
=== lm -_—_—_—_—==>=— lím a 
3 0>67/2- 1 + sen 3 0=>87/27 cos 
POMI e D 
Por simetría, lím = —0 
0>(m/2)+ dx 
Por lo que hay una recta tangente vertical en el polo (véase la figura 15). a 


FIGURA 16 
r = sen(2.50) + cos? (2.50) 


FIGURA 17 
r=2+ sen 2.40) 


FIGURA 18 
r = sen(80/5) 
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NOTA En lugar de tener que recordar la ecuación 3, se podría usar el método 
empleado para deducirla. En el caso del ejemplo 9 se puede escribir 
x = rcosð = (1 + senð)cosð = cos0 + $ sen 20 
y = rsen0 = (1 + sen ð) sen = sen + sen?9 
Entonces se tiene 


dy _ dy/dð0 _ cosð + 2senð cosð — cosð + sen 20 
dx dx/dð —sen 0 + cos 20 —sen O + cos 20 


que es equivalente a nuestra expresión previa. 


Œ Trazo de gráficas de curvas polares con dispositivos de graficación 
Aunque es útil poder trazar a mano curvas polares simples, se necesita usar una calcu- 
ladora o computadora cuando hay ante usted una curva tan complicada como las que se 
muestran en las figuras 16 y 17. 

Algunos dispositivos de graficación tienen comandos que permiten trazar la gráfica de 
curvas polares directamente. Con otras máquinas se requiere convertir primero a ecuacio- 
nes paramétricas. En este caso se toma la ecuación polar r = (0) y se escriben sus ecua- 
ciones paramétricas como 


x = r cos = f(0) cos0 y = r sen ð = f(0) sen 0 


Algunas máquinas requieren que el parámetro se llame żź en vez de 0. 


EJEMPLO 10 Trace la gráfica de la curva r = sen(80/5). 


SOLUCIÓN Suponga que el dispositivo de graficación no tiene una instrucción de 
graficación polar integrado. En este caso se necesita trabajar con las correspondientes 
ecuaciones paramétricas 


x = r cos 0 = sen(89/5) cos 0 y = r sen ð = sen(80/5) sen 0 


En cualquier caso, se necesita determinar el dominio para 0, así que se hace la 
pregunta: ¿cuántas rotaciones completas se requieren hasta que la curva comience 
a repetirse por sí misma? Si la respuesta es n, entonces 


8(9 + 2nm) E sez) 80 
sen = + = sen 


5 5 5 5 


y, por tanto, se requiere que 16n7/5 sea un múltiplo par de 7. Esto ocurrirá primero 
cuando n = 5. Por tanto, grafique la curva completa si se especifica que 0 = 0 < 107. 
Al cambiar de 0 a t, se tienen las ecuaciones 


x = sen(81/5) cos t y = sen(8t/5) sen t 0st 107 


cuya curva resultante se muestra en la figura 18. Observe que esta rosa tiene 16 lazos. M 


EJEMPLO 11 Investigue la familia de curvas polares dada por r = 1 + c sen 6. ¿Cómo 
cambia la forma cuando c cambia? (Estas curvas se llaman limacones, palabra francesa 
para los caracoles, debido a la forma de las curvas para ciertos valores de c.) 


SOLUCIÓN En la figura 19 en la página 666 se muestran gráficas dibujadas por compu- 
tadora para diferentes valores de c. Para c > 1 hay un lazo que decrece en tamaño cuan- 
do c decrece. Cuando c = 1 el lazo desaparece y la curva se convierte en la cardioide 
que se trazó en el ejemplo 7. Para c entre 1 y } la cúspide de la cardioide desaparece 

y se convierte en un “hoyuelo”. Cuando c decrece de ] a 0, la limaçon tiene forma 
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En el ejercicio 53, se le pide demos- 
trar en forma analítica lo que se ha 
descubierto a partir de las gráficas 
de la figura 19. 


de óvalo. Este óvalo se vuelve más circular cuando c —> 0, y cuando c = 0 la curva es 
justo la circunferencia con r = 1. 


SS > 
g i c=1.7 c=1 c=0.7 | ce=0.5 c=0.2 
Z E \ Pa Sg Z j N AT 
| c=2.5 | / Ý A NS ( f N 
AN | \ \ N A | 
A ) | / \ / Y la ik P 
E r 3 / z Y / = = N q 
eS A i | | ] l / ( \ 
/ Y ] F Á J V | | 
iN J \ j ~ NS J Ñ \ c=-2 ] 
j No / > \ / 
Š MIES N y 
c=0 c=-=0.2 c==0.3 c==0.8 c==1 Sa 
y 
FIGURA 19 


Las partes restantes de la figura 19 muestran que cuando c se vuelve negativa, las 
formas cambian en orden inverso. De hecho, estas curvas son reflexiones respecto 
al eje horizontal de las curvas correspondientes con c positiva. a 


Miembros de la familia de limaçons 
r=1+csen0 


Las limaçons son muy útiles en el estudio del movimiento planetario. En particular, la 
trayectoria de Marte vista desde el planeta Tierra ha sido modelada con una limaçon de 
un lazo, como en los incisos de la figura 19 con | c | >1. 


10.3 EJERCICIOS 


1-2 Trace la gráfica de los puntos cuyas coordenadas polares 
están dadas. Después encuentre otros dos pares de coordenadas 
polares de este punto, uno con r > 0 y otro con r < 0. 


1. (a) (1, 7/4) (b) (22, 37/2) (c) (3, =7/3) 


2. (a) (2, 57/6) b) (1, -27/3) (c) (=1,57/4) 


3-4 Trace la gráfica del punto cuyas coordenadas polares están 
dadas. Luego, determine las coordenadas cartesianas del punto. 


(b) (V2, 7/4) (c) (1, —7/6) 
(b) (=2,37/4) (e) (=3,—m/3) 


3. (a) (2, 37/2) 
4. (a) (4, 47/3) 


5-6 Se dan las coordenadas cartesianas de un punto. 

(1) Encuentre las coordenadas polares (r, 0) del punto, 
donder>0y0=<0<2r. 

(11) Determine las coordenadas polares (r, 0) del punto, 
donder < 0y 0 <69 < 27. 


5. (a) (—4, 4) 


6. (a) (v3, —1) 


(b) (3,3/3) 


(b) (=6, 0) 


7-12 Trace la región en el plano que consiste de todos los puntos 
cuyas coordenadas polares satisfacen las condiciones dadas. 


8.0=<r<2, m8 < 3r/2 
91l=r=x2 

10. 1=r=<3, T/6<0<57/6 
11.2<r<3, 51/3=<0=<771/3 
12. r>1]1, mSOST 


13. Encuentre la distancia entre los puntos con coordenadas 
polares (4, 47/3) y (6, 57/3). 


14. Encuentre una fórmula para la distancia entre los puntos con 
coordenadas polares (r1, 01) y (r2, 02). 


15-20 Identifique la curva encontrando una ecuación cartesiana 
para la curva. 


15.r=2 16. rcosð = 1 
17. r = 5 cos 18. r = tan O sec O 
19. r = 2 cos 0 20. r°sen20 = 1 


21-26 Encuentre una ecuación polar para la curva representada 
por las ecuaciones cartesianas dadas. 


21. y=2 22. y=x 
23. y =1+3x 24. xy=4 
25. x? + y’ = 2cx 26. x? — y? =4 


27-28 Para cada una de las curvas descritas, decida con qué 
ecuación se expresaría más fácilmente, con una polar o una 
cartesiana. Después escriba una ecuación para la curva. 


27. (a) Una recta que pasa por el origen que forma un ángulo 
de 7/6 con el eje x positivo. 
(b) Una recta vertical que pasa por el punto (3, 3). 


28. (a) Una circunferencia con radio 5 y centro (2, 3). 
(b) Una circunferencia centrada en el origen con radio 4. 


29-46 Trace la curva con la ecuación polar dada, al trazar 
primero la gráfica de r como una función de 0 en coordenadas 
cartesianas. 


29. r = —2 sen 0 30. r= 1 — cos0 
31. r = 2(1 + cos8) 32. In0, 0>1 
33. r = 4 sen 30 


34. r=0, 27<0<27 


~ 


35. r = 3 cos 30 36. r= —sen 50 
37. r = cos 50 38. r = 2 sen 60 
39. r= 1 + 3 cos 0 40. r= 1 + 5sen 0 
41. r=1-— 2sen 0 42. r? = cos 40 
43. r = 2 + sen 30 44. r= 3 + 4cos0 
45. r = sen (0/2) 46. r = cos(0/3) 


47-48 La figura muestra una gráfica de r como una función 
de 0 en coordenadas cartesianas. Utilícela para trazar la 
correspondiente curva polar. 


47. ra 
2+ 
DAA 


of > mw 270 


48. ra 
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49. Demuestre que la curva polar r = 4 + 2 sec 0 (llamada 
una concoide) tiene la recta x = 2 como asíntota vertical 
demostrando que lím, =+» x = 2. Utilice este hecho para 
ayudarse a trazar la concoide. 


50. Demuestre que la curva r = 2 — csc 0 (también una 
concoide) tiene la recta y = —1 como una asíntota horizontal 
demostrando que lím, =+» y = —1. Utilice este hecho para 
ayudarse a trazar la concoide. 


51. Demuestre que la curva r = sen 0 tan 0 (llamada cisoide 
de Diocles) tiene la recta x = 1 como una asíntota vertical. 
Demuestre también que toda la curva está dentro de la banda 
vertical 0 S x < 1. Utilice estos hechos para ayudarse a trazar 
la cisoide. 


52. Trace la curva (1? + y? = 4%, 


53. (a) En el ejemplo 11, la gráfica sugiere que la limacon 
r= 1 + c sen 9 tiene un lazo interior cuando | c | > 1. 
Demuestre que esto es cierto y encuentre los valores 
de 0 que corresponden a este lazo interior. 
(b) En la figura 19 parece que la limaçon pierde su hoyuelo 
cuando c = L. Demuéstrelo. 


54. Relacione las ecuaciones polares con las gráficas I-VI. Dé 
razones para sus elecciones. (No utilice dispositivos de 
graficación.) 


(a) r=In0, 1=0=<671 (b) r=0% 0=<=0=< 87 


(c) r = cos 30 (d) r = 2 + cos 30 
(e) r = cos(0/2) @ r= 2 + cos(30/2) 
I Uo wN 
-T A 
[ N ) k EN \ a, \ 
> A = - > > 
| q y Fa | Ba d 
IV V VI 
N AN TIN 
i E (CIN NN 
N N | ` < l > > 
> å 7 ý ) J \ 
DIS 


55-60 Encuentre la pendiente de la recta tangente para la curva 
polar dada en el punto especificado por el valor de 6. 


55. r = 2cosð, 0= 1/3 56. r = 2 + sen 30, 0= 7/4 
57. r= 1/0, 0=7 58. r = cos(0/3), 0 = 77 
59. r = cos 20, 0 = m/4 60. r= 1+2cosð, 0 = 7/3 


61-64 Encuentre los puntos sobre la curva dada donde la recta 
tangente es horizontal o vertical. 


61. r = 3cos0 62. r= l] — sen 0 
63. r = 1 + cos 64. r=e! 
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65. Demuestre que la ecuación polar r = a sen 0 + b cos 90, donde n es un entero positivo. ¿Cómo cambia la forma de la 


66. 


donde ab 4 0, representa una circunferencia y encuentre su 
centro y radio. 


Demuestre que las curvas r = a sen 0 y r = a cos 0 se cortan 
en ángulos rectos. 


FS 67-72 Utilice un dispositivo de graficación para trazar la curva 


polar. Elija el intervalo para el parámetro para asegurarse que se 
trace toda la curva. 


77. 


curva cuando n crece? ¿Qué pasa cuando n es muy grande? 
Explique la forma para n muy grande considerando la gráfica 
de r como una función de 0 en coordenadas cartesianas. 


Sea P un número cualquiera (excepto el origen) sobre la 
curva r = f(0). Si y es el ángulo entre la recta tangente 
en P y la recta radial OP, demuestre que 


r 


67. r= 1 + 2sen(0/2) (nefroide de Freeth) tan y = dr/d0 
68. 7 =/1—0.8sen?8  (hipopede) 
69. +=e*20— 2 cos(40) (curva mariposa) [Sugerencia: observe que y = $ — 0 en la figura.] 
70. r=|tanó letel (curva valentina) 
71. r=1++c08s8 (curva Pac-Man) 
72. r = 2 + cos(90/4) 
FE 73. ¿Cómo se relacionan las gráficas de r = 1 + sen(9 — 7/6) 


yr= 1 + sen(0 — 7/3) con la gráfica de r = 1 + sen 0? 
En general, ¿cómo se relaciona la gráfica de r = f(0 — œ) con 
la gráfica de r = (0)? 


. Utilice una gráfica para estimar la coordenada y de los puntos 


superiores sobre la curva r = sen 26. Después utilice su 
calculadora para encontrar el valor exacto. 


. Investigue la familia de curvas con ecuaciones polares 


r= 1 + c cos 0, donde c es un número real. ¿Cómo cambia 
la forma de la curva cuando c cambia? 


. Investigue la familia de curvas polares 


r= 1 + cos 0 


M 


78. 


(a) Utilice el ejercicio 77 para demostrar que el ángulo entre 
la recta tangente y la recta radial es yy = 7/4 en todo 
punto sobre la curva r = e?. 

(b) Ilustre el inciso (a) al trazar la gráfica de la curva y 
la recta tangente en los puntos donde 9 = 0 y 7/2. 

(c) Demuestre que cualquier curva polar r = f(0), con la 
propiedad de que el ángulo y entre la recta radial y 
la recta tangente es una constante, debe tener la forma 
r = Ce”, donde C y k son constantes. 


PROYECTO DE LABORATORIO /Ħ FAMILIAS DE CURVAS POLARES 


En este proyecto descubrirá lo interesante y bello que pueden ser las formas de las familias de 
curvas polares. También verá cómo cambia la forma de las curvas cuando varían las constantes. 


1. (a) Investigue la familia de curvas definida por las ecuaciones polares r = sen n0, donde n es 
un entero positivo. ¿Cómo se relaciona n con el número de lazos? 
(b) ¿Qué pasa si la ecuación del inciso (a) se reemplaza por r = | sen n0 E 


2. Una familia de curvas está dada por las ecuaciones r = 1 + c sen n0, donde c es un número 
real y n es un entero positivo. ¿Cómo cambia la forma de la gráfica cuando n crece? ¿Cómo 
cambia cuando c cambia? Ilustre graficando suficientes miembros de la familia para apoyar 


sus conclusiones. 


3. Una familia de curvas tiene las ecuaciones polares 


1l—acosóO 
1 + acoso 


r= 
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Investigue cómo cambian las gráficas cuando el número a cambia. En particular, debe 
identificar la transición de los valores de a para los cuales la forma básica de la 
curva cambia. 


4. El astrónomo Giovanni Cassini (1625-1712) estudió la familia de curvas con ecuaciones 
polares 


r?*=2cr?cos20+c*-at=0 


donde a y c son números reales positivos. Estas curvas se llaman óvalos de Cassini 
aunque tienen la forma de óvalo solo para ciertos valores de a y c. (Cassini pensó que estas 
curvas podían representar órbitas planetarias mejor que las elipses de Kepler.) Investigue la 
variedad de formas que estas curvas pueden tener. En particular, ¿cómo se relacionan a y c 
entre sí cuando la curva se divide en dos partes? 
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a 


FIGURA 1 


FIGURA 2 


FIGURA 3 


En esta sección se desarrolla la fórmula para el área de una región cuya frontera está 
dada por una ecuación polar. Se necesita utilizar la fórmula para el área de un sector de 
un círculo: 


(1) A= 50 


donde, como se ve en la figura 1, r es el radio y 0 es la medida en radianes del ángulo 
central. La fórmula 1 se sigue del hecho de que el área de un sector es proporcional a su 
ángulo central: A = (0/21)? = 70. (Véase también el ejercicio 7.3.35.) 

Sea R la región, ilustrada en la figura 2, acotada por la curva polar r = (0) y por los 
rayos 0 = a y 0 = b, donde f es una función positiva continua y donde 0 < b — a S 2%. 
Se divide el intervalo [a, b] en subintervalos con puntos extremos 6o, 0i, O», ..., 0, € 
igual ancho A9. Entonces los rayos 0 = 6,dividen a £R en n pequeñas regiones con ángulo 
central A0 = 0; — 0,_,. Si se elige 0;* en el i-ésimo subintervalo [6,_,, 0;], entonces el área 
AA, de la ¡-ésima región está aproximada por el área del sector de un círculo con ángulo 
central A0 y radio f(0;*). (Véase la figura 3.) 

Por lo que de la fórmula 1 se tiene 


AA; = ¿[/(07)] A0 


y así una aproximación al área total A de R es 


En la figura 3 parece que la aproximación en (2) mejora cuando n — %. Pero las sumas en 
(2) son sumas de Riemann para la función g(0) = MOP, por tanto 


lim 2 aLf(07)1 A9 = i 11 f(0)]? do 
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Por eso parece razonable (y de hecho puede demostrarse) que la fórmula para el área A 
de la región polar R sea 


E A= 


MEROKO 


Usualmente, la fórmula 3 se escribe como 


m A=['Lr? do 


con el entendido de que r = (0). Observe la semejanza entre las fórmulas 1 y 4. 
Cuando se aplica la fórmula 3 o 4 es útil pensar que el área es barrida por un rayo que 
gira alrededor de O empezando con un ángulo a y terminando en un ángulo b. 


EJEMPLO 1 Encuentre el área encerrada por un lazo de cuatro pétalos r = cos 26. 


SOLUCIÓN La curva r = cos 20 se trazó en el ejemplo 10.3.8. Observe de la figura 4 
que la región encerrada por el lazo de la derecha es barrida por un rayo que gira de 
0 = —711/4a 0 = 1/4. Por tanto, la fórmula 4 da 


FIGURA 4 


ja ie L,2dp =1 a cos? 20 de = pre cos? 20 d0 
J=m/4 ? om = 
= Pai + cos 40) de = lo + ¿sen 40)" = = 5 


EJEMPLO 2 Encuentre el área de la región que está dentro de la circunferencia 
r = 3 sen 0 y fuera del cardioide r = 1 + sen 0. 


SOLUCIÓN El cardioide (véase ejemplo 10.3.7) y la circunferencia están trazadas en 
la figura 5 y la región deseada está sombreada. Los valores de a y b en la fórmula 4 se 
determinan encontrando los puntos de intersección de las dos curvas. La intersección 
de estas se da cuando 3 sen 0 = 1 + sen 0, lo que da sen 0 = L por lo que 6 = 7/6, 
57/6. El área deseada puede encontrarse restando el área dentro del cardioide entre 

0 = 1/6 y 0 = 57/6 del área dentro de la circunferencia de 1/6 a 57/6. Así 


FIGURA 5 


A=} 


y 


(571/6 n 57/6 A 
(3 sen 0)? de — 5 (1 + sen 0) d0 
7/6 7/6 
Como la región es simétrica respecto al eje vertical 9 = 7/2, se puede escribir 


A= |; va 9 sen? de — 5 La 


T, 


(1 + 2sen 0 + sen?) ao | 


H (8 sen?9 — 1 — 2 sen 0) de 


"7/2 


(3 — 4c0s 29 — 2sen0)d0 — [yaqueseno =4(1 — cos 28)] 


7/6 


7r/2 a 
30 — 2 sen 20 + 2 cos 0], = mT 


FIGURA 6 


FIGURA 7 


r= cos 20 
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En el ejemplo 2 se ilustra el procedimiento para encontrar el área de la región acotada 
por dos curvas polares. En general, dada R una región, como la que se ilustra en la figura 
6, que está acotada por curvas con ecuaciones polares r = (0), r = g(0),0 =ay0= b, 
donde (0) > g(0) => 0y 0 < b — a < 2r. El área A de R se encuentra restando el área 
bajo r = g(0) del área bajo r = (0), de modo que al utilizar la fórmula 3 se tiene 


> 
II 


[Pro Pao — f’ 31O do 


n 
Ja 


| (LOF = L0) ao 


| 
bi 


PRECAUCIÓN El hecho de que un solo punto tenga muchas representaciones en 
coordenadas polares, dificulta a veces encontrar todos los puntos de intersección de dos 
curvas polares. Por ejemplo, es obvio de la figura 5 que la circunferencia y la cardioide 
tienen tres puntos de intersección; sin embargo, en el ejemplo 2 se resolvieron las ecua- 
ciones r = 3 sen 0 y r = 1 + sen 0 y se encontraron solo dos puntos ES 1/6) y E, 57/6). 
El origen también es un punto de intersección, pero no se puede determinar resolviendo 
las ecuaciones de las curvas porque el origen no tiene representación única en coorde- 
nadas polares que satisfaga ambas ecuaciones. Observe que, cuando se representa como 
(0, 0) o (0, 7), el origen satisface r = 3 sen 0 y, por tanto, está dentro de la circunferencia; 
cuando se representa como (0, 377/2), satisface r = 1 + sen 0 y, por lo tanto, está sobre 
la cardioide. Considere dos puntos que se mueven a lo largo de las curvas cuando el valor 
de parámetro 0 se incrementa de O a 27. Sobre una curva se alcanza el origen en 9 = 0 
y 0 = rr; sobre la otra curva se alcanza en 0 = 37/2. Los puntos no chocan en el origen 
porque llegan en diferentes tiempos, no obstante, allí se cortan las curvas. 

Por lo que, para encontrar todos los puntos de intersección de dos curvas polares, se 
recomienda dibujar las gráficas de ambas curvas. Es especialmente conveniente usar una 
calculadora graficadora o computadora como medio auxiliar para esta tarea. 


EJEMPLO 3 Encuentre los puntos de intersección de las curvas r = cos 20 y r = 4. 


SOLUCIÓN Si se resuelven las ecuaciones r = cos 20 y r = T se obtiene cos 20 = 3y, 
por tanto, 20 = 11/3, 5m/3, 77/3, 117/3. Por lo que los valores de O entre O y 27 que 
satisfacen ambas ecuaciones son O = 7/6, 51/6, 77/6, 117/6. Se encontraron cuatro 
puntos de intersección: (3, 1/6), (3, 57/6), (2, 77/6) y (3, 117/6). 

Sin embargo, se puede ver de la figura 7 que las curvas tienen otros cuatro puntos de 
intersección, a saber, (3, 1/3), (5, 27/3), (>, 47/3) y (2, 57/3). Estos puntos se pueden 
encontrar utilizando la simetría o advirtiendo que la otra ecuación de la circunferencia 
esr= =) y después resolviendo las ecuaciones r = cos 20 y r = 3. E 


E Longitud de arco 


Para determinar la longitud de una curva polar r = f0), a = O <= b, se considera O como 
un parámetro y se escriben las ecuaciones paramétricas de la curva como 


x = r cos = f(0) cos0 y = r sen = f(0) send 
Usando la regla del producto y derivando con respecto a 0 se obtiene 


dx dr 0 0 dy dr ja 0 
= COS " sen -m e r COS 
de de j de de ! 
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por lo que utilizando cos?0 + sen?0 = 1, se tiene 


dx Y? dy Y? dr NW? d 
El 181 <= (Ll costo - 2 cost seno + 12 9en?0 
d0 d0 d0 d0 


drY o, dr SPE 
+ | — | sen“0 + 2r — sen cos + r^ cos*0 
d d0 


== +57 
d0 


Suponiendo que f’ es continua, se puede utilizar el teorema 10.2.5 para expresar la lon- 


gitud de arco como 
b 2 2 
(Ey + (2) ao 
a dð dð 


Por tanto, la longitud de una curva con ecuación polar r = (0), a S 0 <= b, es 


b 2 
(5) L= | NE + (4) d0 
a de 


EJEMPLO 4 Encuentre la longitud de la cardioide r = 1 + sen 6. 


SOLUCIÓN La cardioide se muestra en la figura 8. (Trazada en el ejemplo 10.3.7.) 
RR Su longitud total está dada por el intervalo del parámetro 0 = 0 < 277), por lo que la 
ps fórmula 5 da 


| ) TE eN Ls 
\ ) L= | y- + (2) dð = 3 V(1 + sen 0)? + cos?0 de = N v2 + 2sen0 de 
\ / ( J : 


o a ) 

Se podría haber evaluado esta integral multiplicando y dividiendo el integrando por 
FIGURA 8 y2 — 2 sen6, o se podría utilizar la computadora. En cualquier caso, se ve que la 
r=1+senó longitud de la cardioide es L = 8. El 


10.4 EJERCICIOS 


1-4 Encuentre el área de la región acotada por las curvas dadas y 5-8 Encuentre el área de la región sombreada. 
que están en el sector especificado. 


1r=0 0=0=<7x/4 


5. 6. 


w 


-= sen + cosð, 0 <0=<T 


> 


-= 1/0, 1/2<0<27 


to 


r?= sen 20 r=2+c0s0 


r=v0 r=yIn0, 1=0=<27 


9-12 Trace la curva y encuentre el área que encierra. 


9. r = 2 sen 10. r= 4 + 3 sen 


11. r = 3 + 2 cos 12. r = 2 — cos0 


13-16 Trace la gráfica de la curva y encuentre el área que 
encierra. 


13. r = 2 + sen40 
15. r = 1 + cos?(50) 


14. r = 3 — 2 cos 40 
16. r= 1 + 5 sen 60 


17-21 Encuentre el área de la región encerrada por uno de los 
lazos de la curva. 


17. r = 4 cos 30 18. r?° = 4 cos 20 
19. r = sen 40 20. r? = sen 20 


21. r= 1 + 2sen0 (lazo interno) 


22. Encuentre el área encerrada por el lazo de la estrofoide 
r = 2 cos O — sec 6. 


23-28 Encuentre el área de la región que está dentro de la 
primera curva y fuera de la segunda curva. 


23. r= 4senĝ, r=2 
24. r= l — senð, r=1 
25. r=2cosĝð, r=1 


26. r= 1 + cos, r= 2 — cos0 
27. r=3c0s0, 


28. r= 2 + senó, 


r=] + cos 


r = 3 sen 


29-34 Encuentre el área de la región que está dentro de ambas 
curvas. 


29. r = 3 sen, r=3c0s0 
30. r= 1 + cos, r= 1 — cos0 
31. r = sen 290, 
32. r = 3 + 2 cos9@, 


33. r° = 2 sen 290, 


r = cos 20 


r=3 + 2 sen 
r=1 
r=bcos0, 


34. r = asenó, a>0,b>0 
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35. 


36. 
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Encuentre el área dentro del lazo más grande y fuera del lazo 
más pequeño de la limaçon r = > + cos 0. 


Encuentre el área entre el lazo más grande y el lazo pequeño 
encerrado dentro de la curva r = 1 + 2 cos 30. 


37-42 Encuentre todos los puntos de intersección de las curvas 


dadas. 
37. r=sen0, r= 1 — sen 
38. r= 1 + cosð, r= 1 — sen 
39. r= l] + sen, r = 3 sen 
40. r= cos 30, r= sen30 
41. r = sen, r= sen20 
42. r? = sen20, r°? = cos20 
9 43. Los puntos de intersección de la cardioide r = 1 + sen 0 y 


44. 


el lazo en espiral r = 20, —1r/2 <= 0 < 11/2, no se pueden 
encontrar exactamente. Utilice un dispositivo de graficación 
para aproximar los valores de 6 en los que se intersecan. 
Después use estos valores para estimar el área que está dentro 
de ambas curvas. 


Cuando se graban programas en vivo, es frecuente que los 
ingenieros de sonido utilicen un micrófono con un fonocaptor 
en forma de cardioide porque suprime el ruido de la audiencia. 
Suponga que el micrófono se coloca a 4 m del frente del 
escenario (como en la figura) y la frontera de la región de 
captación óptima está dada por la cardioide r = 8 + 8 sen0, 
donde r se mide en metros y el micrófono está en el polo. Los 
músicos quieren conocer el área que tendrán en el escenario 
dentro del campo óptimo de captación del micrófono. 
Conteste esta pregunta. 


escenario 


micrófono 
audiencia 


45-48 Encuentre la longitud exacta de la curva polar. 


45. 
46. 
47. 
48. 


r=2c0s0, OSAST 
r=5, 0<0<2r 
r=0°, 0<0=<27 


r= 2(1 + cos8) 


FS 49-50 Encuentre la longitud exacta de la curva. Utilice una 


gráfica para determinar el intervalo del parámetro. 


49. 


r = cos*(0/4) 50. r = cos?’(0/2) 
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51-54 Utilice una calculadora para encontrar la longitud 


(donde f’ es continua y 0 <= a < b < rr) en torno al eje 


de la curva redondeada a cuatro decimales. Si es necesario, trace polar es 


la gráfica de la curva para determinar el intervalo del parámetro. 


51. Un lazo de la curva r = cos 20 


1/6 S0 < 1/3 


52. r = tanóO, 


53. r = sen(6 sen0) 


S= Ml 2rr sen 0 NE + (E) a 


(b) Utilice la fórmula del inciso (a) para encontrar el área de 
la superficie generada al girar la lemniscata 7? = cos 20 
en torno al eje polar. 


54. r = sen(0/4) 
56. (a) Encuentre una fórmula para el área de la superficie 
generada al rotar la curva polar r = f0), a S 0 =S b 
55. (a) Utilice la fórmula 10.2.6 para demostrar que el área de la (donde f' es continua y 0 < a < b = 7), en torno a la 
superficie generada al rotar la curva polar recta 0 = 7/2. 
(b) Encuentre el área de la superficie generada al hacer rotar 
r = f(0) a<s0<b la lemniscata 7? = cos 20 en torno a la recta 0 = 7/2. 


10.5 Secciones cónicas 


FIGURA 1 
Cónicas 


parábola 


vértice 


FIGURA 2 


N 


directriz 


En esta sección se darán definiciones geométricas de las parábolas, elipses e hipérbolas, 
y se deducirán sus ecuaciones estándar. Se llaman secciones cónicas, o cónicas, porque 
resultan de cortar un cono con un plano, como se muestra en la figura 1. 


elipse parábola hipérbola 


Ml Parábolas 


Una parábola es el conjunto de puntos en el plano que equidistan de un punto fijo F 
(llamado foco) y una recta fija (llamada directriz). Esta definición se ilustra en la figura 2. 
Observe que el punto a la mitad entre el foco y la directriz está sobre la parábola y se 
llama vértice. La recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco se llama eje 
de la parábola. 

En el siglo xvI Galileo demostró que la trayectoria de un proyectil disparado al aire 
con un ángulo respecto al suelo, es una parábola. Desde entonces, las formas parabólicas se 
han usado en el diseño de los faros de automóviles, telescopios reflectores y puentes 
suspendidos. (Véase en el problema 22 de la página 273 para la propiedad de reflexión 
de parábolas que las hace tan útiles.) 

Se obtiene una ecuación particularmente simple para una parábola si se coloca su 
vértice en el origen O y su directriz paralela al eje x como en la figura 3. Si el foco está 


Ñ YA i 
N P(x, y) A 
$ A 
N FO p7 ) 21 
NS á | 
0) | x 
y=-Pp 
FIGURA 3 
YA 
A +0 p) 
— > 
0 Xx 
y TP 


(a) x?=4py,p>0 


FIGURA 4 


YA 
y?+10x=0 


FIGURA 5 
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en el punto (0, p), entonces la directriz tiene la ecuación y =—p. Si P(x, y) es cualquier 
punto sobre la parábola, entonces la distancia de P al foco es 


|PF| = vx? + (y = pY 


y la distancia de P a la directriz es | y+p l. (La figura 3 ilustra el caso donde p > 0.) La 
propiedad que define a una parábola es que estas distancias son iguales: 


y +0-p =|y+p] 
Una ecuación equivalente se obtiene elevando al cuadrado y simplificando: 
x? + (y -pë =|y+p? = (y+ p? 
xX +y? — 2py + p? = y? + 2py + p’ 


x? = 4py 


11) La ecuación de la parábola con foco (0, p) y directriz y = —p es 


xX = 4py 


Si se escribe a = 1/(4p), entonces la ecuación estándar de una parábola (1) se con- 
vierte en y = ax?. Abre hacia arriba si p > 0 y hacia abajo si p < O [véase la figura 4, 
incisos (a) y (b)]. La gráfica es simétrica con respecto al eje y porque (1) permanece sin 
cambio cuando x se sustituye por —x. 


“Y 
(3 
=y 
+ 
y 


x=-p x=-p 


(b) x? = 4py, p<0 (c) y? = 4px,p> 0 (d) y= 4px, p <0 


Si se intercambian x y y en (1), se obtiene 


[2] y? = 4px 


que es una ecuación de la parábola con foco en (p, 0) y directriz x = —p. (Intercambiar 
x y y equivale a reflejar a través de la recta y = x.) La parábola abre hacia la derecha si 
p > 0y hacia la izquierda si p < O [véase la figura 4, incisos (c) y (d)]. En ambos casos, 
la gráfica es simétrica respecto al eje x, que es el eje de la parábola. 


EJEMPLO 1 Encuentre el foco y la directriz de la parábola y? + 10x = 0 y trace la 
gráfica. 


SOLUCIÓN Si se escribe la ecuación como y? = — 10x y se compara con la ecuación 2, 
se ve que 4p = —10, de modo que p = =>. Por lo que el foco es (p, 0) = (5 0) y la 
directriz es x = 3, El trazo se muestra en la figura 5. E 
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E Elipses 


Una elipse es el conjunto de puntos en un plano cuya suma de sus distancias a dos puntos 
fijos F, y F, es una constante (véase la figura 6). Estos dos puntos fijos se llaman focos (plu- 
ral del lugar geométrico foco). Una de las leyes de Kepler es que las órbitas de los planetas 
en el sistema solar son elipses con el Sol en un foco. 


=y 


FIGURA 6 FIGURA 7 


Con el fin de obtener la ecuación más simple para una elipse, se coloca los focos en 
el eje x en los puntos (—c, 0) y (c, 0) como en la figura 7, de modo que el origen esté a la 
mitad entre los focos. Sea 2a > O la suma de las distancias de un punto de la elipse a los 
focos. Entonces P(x, y) es un punto sobre la elipse cuando 


|PF,| + |PF,| = 2a 


es decir, axt e} y +(x e y =2a 


0 y(x — c} + y? = 2a — y(x + c} + y? 


Al elevar al cuadrado ambos lados, se tiene 


x? — Lex + c° + y? = 4a? — 4ay (x + c} + y? +x? +2exte+Hy? 


que se puede simplificar como ay(x + c} + y? = a? + cx 


Elevando al cuadrado otra vez: 


pe 


ax? + 2cx + c? + y?) = at + 2a?cx + cx? 


lo que resulta (a? = cx? + a?y? = ala? — c?) 


Del triángulo F,F,P de la figura 7 se ve que 2c < 2a, por lo que c < a, y por tanto, 
a? — œ > 0. Por conveniencia, sea b? = a? — c. Entonces la ecuación de la elipse se 
convierte en b?x? + a?y? = a?b? o, si ambos lados se dividen entre a?b?, 


2 2 


yA [B] e 


a? 


Puesto que b? = a? — c? < a?, se deduce que b < a. Las intersecciones con el eje x se 
encuentran al hacer y = 0. Entonces x?/a? = 1, o bien x? = a?, de modo que x= +a. Los 
puntos correspondientes (a, 0) y (—a, 0) se llaman vértices de la elipse y el segmento 
de recta que une los vértices se llama eje mayor. Para encontrar las intersecciones con 
TO, -b) el eje y se hace x= 0 y se obtiene y? = b?, por lo que y = +b. El segmento de recta que 
une (0, b) y (0, —b) es el eje menor. La ecuación 3 no cambia si x se sustituye por —x o 
y se reemplaza por — y, por lo que la elipse es simétrica respecto a ambos ejes. Observe 
FIGURA 8 que si los focos coinciden, entonces c = 0, de modo que a = b y la elipse se convierte en 
E e una circunferencia con radio r = a = b. 

ap? Se resume esta discusión como se muestra enseguida (véase la figura 8). 


YA 
1 (0, a) 
K o (0, c) 
b, 0) | (b, 0) 
1 0 a 
(0, =c) 
T0, —a) 
FIGURA 9 
a 2 =1,a>b 
p“ a” 
YA 
(0, 3) 
(4, 0) 
y (4,0) 
— e o > 
cEJZO %. W70) di 
(0,3) 
FIGURA 10 
9x? + 16y? = 144 
YA 
AR P(x, y) 
al l > 
F,(—c, 0) 0 Fs(c,0) * 
FIGURA 11 


P está sobre la hipérbola cuando 
|PF,| — |PF,|= +2a. 
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(4) La elipse 


=1 a=b>0 


tiene focos (+c, 0), donde ° = a? — b? y vértices (+a, 0). 


Si los focos de una elipse se localizan en el eje y en (0, +c), entonces se puede encon- 
trar su ecuación al intercambiar x y y en (4). (Véase la figura 9.) 


(5) La elipse 


=Z+t=l a=b>0 


tiene focos (0, +c), donde c? = a? — b? y vértices (0, +a). 


EJEMPLO 2 Trace la gráfica de 9x? + 16y? = 144 y localice los focos. 


SOLUCIÓN Se dividen ambos lados de la ecuación entre 144: 


2 2 


La ecuación está ahora en la forma estándar para una elipse, así que se tiene a? = 16, 
b?=9,a=4yb=3. Las intersecciones con el eje x son +4 y las intersecciones con el 
eje y son +3. También, c? = a? — b? = 7, por lo que c = yI y los focos son (ET, 0). 
La gráfica se traza en la figura 10. = 


EJEMPLO 3 Obtenga la ecuación de la elipse con focos (0, +2) y vértices (0, +3). 


SOLUCIÓN Al usar la notación de (5), se tiene c = 2 y a = 3. Entonces se obtiene 
P = œ — e = 9 — 4 = 5, por lo que la ecuación de la elipse es 


2 2 
ES + yo =] 
3 9 
Otra forma de escribir la ecuación es 9x? + 5y? = 45. A 


Al igual que las parábolas, las elipses tienen una propiedad de reflexión interesante que 
tiene consecuencias prácticas. Si se coloca una fuente de luz o sonido en un foco con sec- 
ciones transversales elípticas, entonces toda la luz o sonido se refleja de la superficie al 
otro foco (véase el ejercicio 65). Este principio se usa en litotripsia, un tratamiento para 
cálculos renales. Un reflector con sección transversal elíptica se coloca de tal manera que 
el cálculo está en un foco. Ondas sonoras de alta intensidad generadas en el otro foco, 
se reflejan hacia el cálculo y lo destruyen sin dañar el tejido circundante. Se ahorra al 
paciente el traumatismo de la cirugía y se recupera en pocos días. 


El Hipérbolas 


Una hipérbola es el conjunto de todos los puntos en un plano cuya diferencia de sus 
distancias a dos puntos fijos F, y F, (los focos) es una constante. Esta definición se ilustra 
en la figura 11. 

Las hipérbolas aparecen con frecuencia como gráficas de ecuaciones en química, 
física, biología y economía (ley de Boyle, ley de Ohm, curvas de oferta y demanda). Una 
aplicación particularmente importante de las hipérbolas se encuentra en los sistemas de 
navegación desarrollados en la I y la I guerras mundiales (véase el ejercicio 51). 
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FIGURA 12 
E 


- 
a? b* 


FIGURA 13 


y? y? 


>) 2 
a? b* 


Observe que la definición de una hipérbola es similar a la de una elipse; el único 
cambio es que la suma de las distancias se convirtió en una diferencia de distancias. De 
hecho, la deducción de la ecuación de una hipérbola es también similar a la que se dio 
antes para una elipse. Se deja demostrar en el ejercicio 52 que cuando los focos están 
sobre el eje x en (+c, 0) y la diferencia de distancias es (PF, | = | PF, | = +2a, entonces 
la ecuación de la hipérbola es 


a -Bni 


donde c?= a? + b’. Observe que las intersecciones con el eje x son de nuevo +a y los 
puntos (a, 0) y (—a, 0) son los vértices de la hipérbola. Pero si se hace x = 0 en la ecua- 
ción 6 se obtiene y? = —b?, que es imposible, así que no hay intersección con el eje y. La 
hipérbola es simétrica respecto a ambos ejes. 

Para analizar más la hipérbola, de la ecuación 6 se obtiene 


Esto demuestra que x? = a?, de modo que [xl = yx? > a. Por consiguiente, se tiene que 
x=a0x=< —a. Esto significa que la hipérbola consta de dos partes, llamadas ramas. 

Cuando se dibuja una hipérbola, es útil dibujar primero sus asíntotas, que son las rec- 
tas discontinuas y = (b/a)x y y = —(b/a)x que se muestran en la figura 12. Ambas ramas 
de la hipérbola se aproximan a las asíntotas; es decir, se acercan de manera arbitraria a 
las asíntotas. (Véase el ejercicio 4.5.73, donde estas rectas se muestran como asíntotas 
inclinadas.) 


La hipérbola 


tiene focos (+c, 0), donde c? = a? + b?, vértices (+a, 0) y asíntotas y = +(b/a)x. 


Si los focos de una hipérbola están en el eje y, entonces al invertir los roles de x y y se 
obtiene la siguiente información, que se ilustra en la figura 13. 


La hipérbola 


tiene focos (0, +c), donde c? = a? + b?, vértices (0, +a) y asíntotas y = +(a/b)x. 


EJEMPLO 4 Encuentre los focos y las asíntotas de la hipérbola 9x? — 16y? = 144 
y trace su gráfica. 


FIGURA 14 
9? — 16y? = 144 


1% 


/ 
y 
Á 
y 


FIGURA 15 


/ | 
7) 


-1=3(1-4) 


=y 


9 — 4y? —72x + 


8y 


176=0 
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SOLUCIÓN Si se dividen ambos lados de la ecuación entre 144, resulta 


UE a 

16 9 
lo cual es de la forma dada en (7) con a = 4 y b = 3. Como œ = 16 + 9 = 25, los 
focos son (+5, 0). Las asíntotas son las rectas y = ix yy= zx. La gráfica se muestra 
en la figura 14. E 


EJEMPLO 5 Encuentre los focos y la ecuación de la hipérbola con vértices (0, +1) y 
asíntota y = 2x. 


SOLUCIÓN De (8) y la información dada, se ve que a = 1 y a/b = 2. Por lo que 


b=a/2 = ly d=g+b= 3, Los focos son (0, +,/5 /2) y la ecuación de la 
hipérbola es 


y-4=1 E 


@ Cónicas desplazadas 


Como se discute en el apéndice C, las cónicas se desplazan tomando las ecuaciones 
estándar (1), (2), (4), (5), (7) y (8) y se reemplazan x y y por x — h y y — k. 


EJEMPLO 6 Encuentre una ecuación de la elipse con focos (2, —2), (4, —2) y vértices 
(1, -2), (5, —2). 


SOLUCIÓN El eje mayor es el segmento de recta que une los vértices (1, —2), (5, —2) 
y tiene longitud 4, de manera que a = 2. La distancia entre los focos es 2, así que 

c = 1. Por lo que b? = a? — c? = 3. Como el centro de la elipse es (3, —2), 

se reemplazan x y y en (4) por x — 3 y y + 2 para obtener 


=3., (p+2- _ 
4 3 


como la ecuación de la elipse. B 


EJEMPLO 7 Trace la cónica 9x? — 4y? — 72x + 8y + 176 = 0 y encuentre sus focos. 


SOLUCIÓN Complete los cuadrados como sigue: 


4(y? — 2y) — Ax? — 8x) = 176 


Ay? — 2y + 1) — I(x? — 8x + 16) = 176 + 4 — 144 


4(y — 1) 


-1P -49 
9 4 


9(x — 4) = 36 


Esta es de la forma (8) excepto que x y y son reemplazadas por x — 4 y y — 1. Por lo 
que a? = 9, b? = 4 y c? = 13. La hipérbola es desplazada cuatro unidades a la derecha 
y una unidad hacia arriba. Los focos son (4, 1 + ,/13) y (4, 1 — 4/13) y los vértices 
son (4, 4) y (4, —2). Las asíntotas son y — 1 = +5(x — 4). El trazo de la hipérbola se 
da en la figura 15. E 
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10.5 EJERCICIOS 


1-8 Encuentre el vértice, focos y directriz de la parábola y trace 21. 4x? — y? — 24x — 4y+28=0 
su gráfica. 


22. y? — 4x’ — 2y + 16x = 31 
1. x? = 6y 2. 2y? = 5x 

23. x= y + 2y=2 
. 2x = —y’ 4 x=1= (y +57 l i 


24. 9y? — 4x? — 36y — 8x = 4 
. (x+ 2) = 8(y — 3) i í l ü 


. y +6y+2x+1=0 25-30 Identifique el tipo de sección cónica cuya ecuación 


3 
5 
6. (y— 2} =2x+1 
7 
8 se da y determine los vértices y focos. 


. 2x? — 16x — 3y + 38 = 0 


25. 4x? =y? +4 26. 4x? =y +4 


9-10 Encuentre la ecuación de la parábola. Después determine el 27. x? = 4y — 2y? 28. y? -2 = x? — 2x 


foco y la directriz. 
29. 3x? — 6x — 2y = 1 


9. ii T yA 10. | yA 
A la \ / 30. x? - 2x + 2y?-8y+7=0 
| 3 P > Ni 1 j 
| PA o| N 2 A x 31-48 Determine una ecuación para la cónica que satisface 
a x las condiciones dadas. 
saul 


31. Parábola, vértice (0, 0), foco (1, 0) 


; E 32. Parábola, f 0, 0), directriz y = 6 
11-16 Encuentre los vértices y focos de la elipse y trace id e ad 


su gráfica. 33. Parábola, foco (—4, 0), directriz x = 2 
mr TEEPE AP 34. Parábola, foco (2, —1), vértice (2, 3) 
2 4 36 8 
5 5 35. Parábola, vértice (3, — 1), eje horizontal que pasa por 
13. x° + 9y = (=15, 2) 
14. 1001? + 36y? = 225 36. Parábola, eje vertical, que pasa por (0, 4), (1, 3) y (2, -6) 
15. 9x? — 18x + 4y? = 27 37. Elipse, focos (+2, 0), vértices (+5, 0) 
16. x? + 3y? + 2x — 12y + 10=0 38. Elipse, focos (0, +/2), vértices (0, +2) 


39. Elipse, focos (0, 2), (0, 6), vértices (0, 0), (0, 8) 
17-18 Determine una ecuación de la elipse. Luego encuentre 
sus focos. 40. Elipse, focos (0, +5), vértice (0, +13) 


17. yA 18. YA 41. Elipse, centro (—1, 4), vértice (— 1, 0), foco (— 1, 6) 


42. Elipse, focos (+4, 0), que pasa por (—4, 1.8) 


f 1 | 1 43. Hipérbola, vértices (+3, 0), focos (+5, 0) 


=Y 


o ES Y? 14 44. Hipérbola, vértices (0, +2), focos (0, +5) 


Ñ J 45. Hipérbola, vértices (—3, -4), (—3, 6), focos (—3, —7), 
(=3, 9) 


46. Hipérbola, vértices (— 1, 2), (7, 2), focos (—2, 2), (8, 2) 


19-24 Encuentre los vértices, focos y asíntotas de la hipérbola 47. Hipérbola, vértices (+3, 0), asíntotas y = +2x 


tr áfica. 
A 48. Hipérbola, focos (2, 0), (2, 8), asíntotas y = 3 + He y 


y y=5-h 


2 


y x? ed 
19. —- > =1 20. — -> =1 
25 9 


49. 


50. 


51. 


52. 


El punto en una órbita lunar próxima a la superficie de 

la Luna se llama perilunio, y el punto más alejado de la 
superficie se llama apolunio. La nave espacial Apolo 11 se 
colocó en una órbita lunar elíptica con altitud de perilunio de 
110 km y altitud de apolunio de 314 km (arriba de la Luna). 
Encuentre una ecuación para esta elipse si el radio de la Luna 
es de 1728 km y su centro está en uno de los focos. 


En la figura se muestra una sección transversal de un reflector 

parabólico. El bulbo se localiza en el foco y la abertura en el 

foco es de 10 cm. 

(a) Encuentre una ecuación de la parábola. 

(b) Determine el diámetro de la abertura | CD 
del vértice. 


„a l1 cm 


El sistema de navegación por radio loran (LOng RAnge 
Navigation) era ampliamente utilizado hasta la década de 
1990 cuando fue reemplazado por el sistema GPs. En el 
sistema loran, dos estaciones de radio, localizadas en A y 

B, transmiten en forma simultánea señales a un barco o un 

avión localizado en P. La computadora de a bordo convierte 

la diferencia de tiempo de recibir estas señales en una 
diferencia de distancia | PA | — | PB |, y esto, de acuerdo con 
la definición de una hipérbola, localice al barco o avión en 
una rama de una hipérbola (véase la figura). Suponga que 

la estación B se localiza a 400 millas al este de la estación 

A sobre la costa. Un barco recibe la señal de B 1200 

microsegundos (ps) antes de recibir la señal de A. 

(a) Si se supone que la señal de radio viaja a una rapidez de 
980 pies/us, encuentre la ecuación de la hipérbola sobre 
la que se localiza el barco. 

(b) Si el barco se dirige al norte de B, ¿qué tan lejos 
de la costa está el barco? 


costa 


400 millas 


estaciones de radio 


Use la definición de hipérbola para deducir la ecuación 6 
para una hipérbola con focos (+c, 0) y vértices (+a, 0). 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 
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Demuestre que la función definida por la rama superior de 
la hipérbola y?/a?— x?/b? = 1 es cóncava hacia arriba. 


Encuentre la ecuación para la elipse con focos (1, 1) 
y (—1, —1) y eje principal de longitud 4. 


Determine el tipo de curva representada por la ecuación 


x? 
— + ——=1 
k 


en cada uno de los siguientes casos: 

(a) k>16 (b) 0<k<16 (c) k<0 

(d) Demuestre que todas las curvas en los incisos (a) y (b) 
tienen los mismos focos, sin importar el valor de k. 


(a) Demuestre que la ecuación de la recta tangente a la 
parábola y? = 4px en el punto (xo, yo) se puede expresar 
como 


Yoy = 2p(x + xo) 


(b) ¿Cuál es la intersección de esta recta tangente con el 
eje x? Use este hecho para dibujar la recta tangente. 


Demuestre que las rectas tangentes a la parábola 
x° = 4py trazadas desde cualquier punto sobre la 
directriz son perpendiculares. 


Demuestre que, si una elipse y una hipérbola tienen los 
mismos focos, entonces sus rectas tangentes en cada punto 
de intersección son perpendiculares. 


Use ecuaciones paramétricas y la regla de Simpson con n = 8 
para estimar la circunferencia de la elipse 9x? + 4y? = 36. 


El planeta enano Plutón viaja en una órbita elíptica alrededor 
del Sol (en un foco). La longitud del eje mayor es 1.18 X 

101% km y la longitud del eje menor es 1.14 X 10!° km. Use 

la regla de Simpson con n = 10 para estimar la distancia que 
viaja el planeta durante una órbita completa alrededor del Sol. 


Encuentre el área de la región encerrada por la hipérbola 
/a — y?/b? = 1 y la recta vertical que pasa por un foco. 


(a) Si una elipse gira alrededor de su eje mayor, encuentre 
el volumen del sólido resultante. 

(b) Si gira alrededor de su eje menor, encuentre el volumen 
resultante. 


Encuentre el centroide de la región encerrada por el eje x y la 
mitad superior de la elipse 9x? + 4y? = 36. 


(a) Calcule el área de la superficie del elipsoide generado 
al girar una elipse en torno a su eje mayor. 

(b) ¿Cuál es el área de la superficie si la elipse gira en torno 
de su eje menor? 


Sea P(x,, yı) un punto sobre la elipse 1?/a? + y?/b? = 1 con 
focos F, y F, y sean a y B los ángulos entre las rectas PF, 
PF, y la elipse como se muestra en la figura. Demuestre que 
a. = B. Esto explica cómo funcionan las cúpulas susurrantes y 
la litotripsia. El sonido que viene de un foco se refleja y pasa 


682 CAPÍTULO 10 Ecuaciones paramétricas y coordenadas polares 


por el otro foco. [Sugerencia: use la fórmula del problema 21 la hipérbola. Demuestra que la luz dirigida a un foco F, de un 
de la página 273 para demostrar que tan a = tan fB.] espejo hiperbólico, se refleja hacia el otro foco F.) 
YA 
YA 3 P 
zo B 
Š P(x, yı) 
Q À > 
CA è Hi i Pot 
NE 0 E) x 
x? y ne 
Z +h a 
$ 
S 
X 
N 
\ 
A 
66. Sea P(x,, yı) un punto sobre la hipérbola 12/a? — y?/b? = 1 F, h 
con focos F; y F, y sean a y $ los ángulos entre las rectas x 
PF,, PF, y la hipérbola como se muestra en la figura. / 
Demuestre que œ = ß. (Esta es la propiedad de reflexión de eS y 


10.6 Secciones cónicas en coordenadas polares 


En la sección precedente se definió la parábola en términos de un foco y una directriz, 
pero se definieron la elipse y la hipérbola en términos de dos focos. En esta sección se 
da un tratamiento más unificado de los tres tipos de secciones cónicas en términos de un 
foco y la directriz. Además, si se coloca el foco en el origen, entonces una sección cónica 
tiene una ecuación polar simple, la cual es una descripción cómoda del movimiento de 
planetas, satélites y cometas. 


(1) Teorema Sea F un punto fijo (llamado foco) y | una recta fija (llamada 
directriz) en un plano. Sea e un número positivo fijo (llamado excentricidad). 
El conjunto de todos los puntos P en el plano, tales que 


| PF] 
AA E 
| PI! 
(esto es, el cociente de la distancia desde F entre la distancia desde / es la constante 


e) es una sección cónica. La cónica es 


(a) una elipse sie < 1 
(b) una parábola sie = 1 
(c) una hipérbola sie > 1 


COMPROBACIÓN Observe que si la excentricidad es e = 1, entonces | PF | = | PL |, por lo 
cual la condición dada simplemente se convierte en la definición de una parábola como 
se da en la sección 10.5. 

Se coloca el foco F en el origen y la directriz paralela al eje y y d unidades a la dere- 
cha. Por lo que la directriz tiene ecuación x = d y es perpendicular al eje polar. Si el 


FIGURA 1 


Ad 
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punto P tiene coordenadas polares (r, 0), se ve de la figura 1 que 
|PF|=r | PI| = d — r cos 0 


Por lo que la condición | PF | / | PI | =e o| PF | =e|Pl 


, resulta 


(2) r = e(d — r cos 0) 


Si se elevan al cuadrado ambas partes de esta ecuación polar y se convierten a coordena- 
das rectangulares, se obtiene 


x +y ed — x? = ed? — 2dx + x?) 
o (1 — ex? + 2de?x + y? = e’d? 


Después de completar los cuadrados, se tiene 


ed 2 y? e? ? 
El x+ 3) + 22 21 
hime * {i= e 


Si e < 1, se reconoce a la ecuación 3 como la ecuación de una elipse. De hecho, es de 
la forma 


— hy? ? 
(x l Ea Yi 
a? b* 
donde 
ed o ed? j ed? 
(4) h AA e a” == UNE b = ” 
1 — e? (1 = er 1 — e? 


En la sección 10.5 se ve que los focos de una elipse están a una distancia c del centro, 
donde 


2—2 2_ 
(5) C a b (l — e} 


Esto demuestra que c= z= =h 


y confirma que el foco como se definió en el teorema 1 significa lo mismo que el foco 
definido en la sección 10.5. Se deduce también de las ecuaciones 4 y 5 que la excentri- 
cidad está dada por 


C 
E 
a 


Si e > 1, entonces 1 — e? < 0 y se tiene que la ecuación 3 representa una hipérbola. Tal 
y como se hizo antes, se podría reescribir la ecuación 3 en la forma 


TN y i 
a b? 
y se ve que 
e== donde c? = a? + b? a 
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Al resolver la ecuación 2 para r, se ve que la ecuación polar de la cónica que se mues- 


tra en la figura 1 se puede expresar como 


ed 
r= ——=—— 
1 + e cos0 
Si se elige que la directriz esté a la izquierda del foco como x = —d, o si se elige la 


directriz paralela al eje polar como y = +d, entonces la ecuación polar de la cónica está 
dada por el siguiente teorema, que se ilustra mediante la figura 2. (Véanse los ejercicios 


21-23.) 
YA YA 
YA YA 
x=d x=-d O y=d directriz | 
directriz directriz N \ / 
\ f A + > 
F $- ) > - F 4 > N F A 
j x A x $- LL 
/ \ / F N 7 Tí 
/ AN 
e y=-d directriz 
ed ed ed ed 
r= ecos h id are O r= ano A esn 
FIGURA 2 
Ecuación polar de la cónica 
[6] Teorema Una ecuación polar de la forma 
ed ed 
r= —— — = — 
1 + e cos 1 = e sen 
representa una sección cónica con excentricidad e. La cónica es una elipse sie < 1, 
una parábola si e = 1, o una hipérbola si e > 1. 
EJEMPLO 1 Encuentre la ecuación polar para una parábola que tiene su foco en el 
origen y cuya directriz es la recta y = —6. 
SOLUCIÓN Al usar el teorema 6 con e = 1 y d = 6, y emplear el inciso (d) de la 
figura 2, se ve que la ecuación de la parábola es 
6 
Y === Ml 
1 — sen 


EJEMPLO 2 Una cónica está dada por la ecuación polar 


10 


r= — 
3 — 2 cos 0 


Encuentre la excentricidad, identifique la cónica, localice la directriz y trace la cónica. 


SOLUCIÓN Al dividir numerador y denominador entre 3, se escribe la ecuación como 


10 
r= —3— 
— $ cos0 


YA 
2 0 
x=-=5 Y=3>—2c0s 6 
(directriz) / 
/ jae o 
N (10,07 * 
Q,) | < 
FIGURA 3 
FIGURA 4 
o 12 
2 + 4 send 


11 


pa 
3 -2 cos(0— 7/4) 


FIGURA 5 
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bb % 2 

Del teorema 6 se ve que esta ecuación representa una elipse con e = 3. Puesto que 
10 : f 

ed = 3, se tiene 


por lo que la directriz tiene la ecuación cartesiana x = —5. Cuando 0 = 0, r = 10; 
cuando 0 = m, r = 2. Por lo que los vértices tienen coordenadas polares (10, 0) y 
(2, T). La elipse se traza en la figura 3. El 


12 


EJEMPLO 3 Trace la cónica r = =————. 
2 + 4 sen 


SOLUCIÓN Al escribir la ecuación en la forma 


mu 
1 + 2 send 


se ve que la excentricidad es e = 2 y, por tanto, la ecuación representa una hipérbola. 
Puesto que ed = 6, d = 3 y la directriz tiene ecuación y = 3. Los vértices ocurren 
cuando 0 = 1/2 y 311/2, por lo que son (2, 11/2) y (—6, 37/2) = (6, 11/2). También es 
útil trazar la gráfica de las intersecciones con el eje x. Estas ocurren cuando 0 = 0, 7r; 
en ambos casos r = 6. Para más exactitud, se podrían dibujar las asíntotas. Observe que 
r => +œ cuando 1 + 2 sen 0 —> 0*0 07 y 1 + 2 sen 0 = 0 cuando sen O = =>. Por lo 
que las asíntotas son paralelas a los rayos 0 = 77/6 y 0 = 117/6. La hipérbola se traza 
en la figura 4. 


N Y 


na 
(2,3) E T 
»2 SE y = 3 (directriz) 
O, 
A + ha 
ar S 
Z 9- ea 


< De > 
7 6, m) O EN (6,0) y A 


SS SS 


foco E 


Al hacer girar secciones cónicas, es mucho más conveniente usar ecuaciones polares que 
cartesianas. Se usa el hecho (véase el ejercicio 10.3.73) de que la gráfica de r = f0 — a) 
es la gráfica de r = (0) girada en sentido contrario a las manecillas del reloj en torno al 
origen por un ángulo a. 


EJEMPLO 4 Si la elipse del ejemplo 2 se hace girar por un ángulo 7/4 en torno al 
origen, determine una ecuación polar y trace la gráfica de la elipse resultante. 
SOLUCIÓN La ecuación de la elipse rotada se obtiene reemplazando 0 con 0 — 7r/4 en 


la ecuación dada en el ejemplo 2. Por lo que la nueva ecuación es 


Ñ 10 
3 — 2cos(9 — 71/4) 


r 


Se usa esta ecuación para trazar la gráfica de la elipse girada en la figura 5. 
Observe que la elipse ha sido girada en torno a su foco izquierdo. E 
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En la figura 6 se utiliza una computadora para trazar varias cónicas para mostrar el 
efecto de variar la excentricidad e. Observe que cuando e es cercana a O la elipse es 
casi circular, mientras que se vuelve más alargada cuando e —> 1”. Cuando e = 1, por 
supuesto, la cónica es una parábola. 


e=0.1 e=0.5 e=0.68 e=0.86 e=0.96 


e=1 f e=1.1 e=1.4 e=4 


FIGURA 6 


Ml Leyes de Kepler 


En 1609 el matemático y astrónomo alemán Johannes Kepler, con base en enormes canti- 
dades de datos astronómicos, publicó las tres leyes del movimiento planetario siguientes. 


Leyes de Kepler 


1. Un planeta gira alrededor del Sol en órbita elíptica con el Sol en uno de los focos. 

2. La recta que une el Sol con un planeta barre áreas iguales en tiempos iguales. 

3. El cuadrado del período de revolución de un planeta es proporcional al cubo de la 
longitud del eje mayor de su órbita. 


Aun cuando Kepler formuló sus leyes en términos del movimiento de planetas alrede- 
dor del Sol, se aplican igualmente bien al movimiento de lunas, cometas, satélites y otros 
cuerpos que giran sujetos a una sola fuerza gravitacional. En la sección 13.4 se demues- 
tra cómo deducir las leyes de Kepler a partir de las leyes de Newton. Aquí se emplea la 
primera ley de Kepler, junto con la ecuación polar de una elipse, para calcular cantidades 
de interés en astronomía. 

Para fines de cálculos astronómicos, es útil expresar la ecuación de una elipse en tér- 
minos de su excentricidad e y su semieje mayor a. Se puede expresar la distancia d del 
foco a la directriz en términos de a si se usa (4): 

, ed’ a’ (1 — ey _ a(l- e’) 


a E 212 > d? = pA => d 
(1 —= e?y e? e 


Entonces ed = a(1 — e?). Si la directriz es x= d, entonces la ecuación polar es 


ed _ a(l—e?) 
1 + ecosó 1 + e cos 


r= 


planeta 


afelio 


FIGURA 7 


Sol 
perihelio 
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La ecuación polar de una elipse con foco en el origen, semieje mayor a, excentrl- 
cidad e y directriz x = d se puede expresar en la forma 


a(l — e?) 
1 + e cos 


p= 


Las posiciones de un planeta que sean más cercanas al Sol, y más lejanas a este, 
se denominan perihelio y afelio, respectivamente, y corresponden a los vértices de la 
elipse (véase la figura 7). Las distancias del Sol al perihelio y afelio reciben el nombre 
de distancia al perihelio y distancia al afelio, respectivamente. En la figura 1 de la página 
683 el Sol está en el foco F, por lo que en el perihelio se tiene O = 0 y, de la ecuación 7, 


a(l — e?) a(l — e)\(1 + e) 
r= = = all — e) 
1 + ecos0 l+e 


Del mismo modo, en el afelio 0 = m y r = a(l + e). 


La distancia al perihelio de un planeta al Sol es a(1 — e) y la distancia al afelio 
es a(l + e). 


EJEMPLO 5 

(a) Encuentre una ecuación polar aproximada para la órbita elíptica de la Tierra alrede- 
dor del Sol (en un foco), dado que la excentricidad es alrededor de 0.017 y la longitud 
del eje mayor es aproximadamente 2.99 X 10° km. 

(b) Encuentre la distancia de la Tierra al Sol en el perihelio y el afelio. 


SOLUCIÓN 

(a) La longitud del eje mayor es 2a = 2.99 X 10%, por lo que a = 1.495 X 10°. Un dato 
es que e = 0.017 y, por tanto, de la ecuación 7, una ecuación de la órbita de la Tierra 
alrededor del Sol es 


a a(l — e?) E (1.495 x 10% [1 — (0.017)?] 
1 + e cos 1 + 0.017 cos 


o, aproximadamente, 


1.49 X 10% 
1 + 0.017 cos 0 


(b) De (8), la distancia al perihelio de la Tierra al Sol es 
a(l — e) = (1.495 X 10)(1 — 0.017) = 1.47 X 10% km 
y la distancia al afelio es 


a(l + e) = (1.495 X 105)(1 + 0.017) = 1.52 X 10% km g 
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10.6 EJERCICIOS 


1-8 Escriba una ecuación polar de una cónica con el foco en el 
origen y los datos dados. 


1. 


0 N QAU Aà WN 


Elipse, excentricidad » directriz x = 4 


. Parábola, directriz x = —3 

. Hipérbola, excentricidad 1.5, directriz y = 2 

. Elipse, excentricidad 0.8, vértice (1, 77/2) 

. Elipse, excentricidad a vértice (2, m) 

. Elipse, excentricidad 0.6, directriz r = 4 csc 0 
. Parábola, vértice (3, 7/2) 


. Hipérbola, excentricidad 2, directriz r = —2 sec 0 


9-16 (a) Encuentre la excentricidad, (b) identifique la cónica, 


(c) 


11. 


13. 


15. 


21. 


dé una ecuación de la directriz y (d) trace la cónica. 


12 1 
Or ERRE ERA 10. r = == 
3 — 10cos0 2 + senó 
1 5 
r= ——— 12. r= == — 
1 + senó 2 — 4 cos0 
9 1 
r= ——— 14. r = ——— 
6 + 2 cos 3 — 3 send 
10 4 
r=- 16. r= == 
5 — 6 send 2 + 3 cos0 


. (a) Encuentre la excentricidad y la directriz de la cónica 


r= 1/(1 — 2 sen 0) y trace la gráfica de la cónica 
y su directriz. 

(b) Si esta cónica se hace girar en sentido contrario a las 
manecillas del reloj en torno al origen con un ángulo 
37/4, escriba la ecuación resultante y trace la gráfica 
de su curva. 


. Trace la gráfica de la cónica r = 4/(5 + 6 cos 0) y su 


directriz. También grafique la cónica obtenida al girar esta 
curva en torno al origen con un ángulo 7/3. 


. Trace la gráfica de las cónicas r = e/(1 — e cos 0) con 


e = 0.4, 0.6, 0.8 y 1.0 en una pantalla común. ¿Cómo 
afecta el valor de e la forma de la curva? 


. (a) Trace la gráfica de las cónicas r = ed/(1 + e sen 0) para 


e = 1 y varios valores de d. ¿Cómo afecta el valor de d la 
forma de la cónica? 

(b) Trace la gráfica de estas cónicas para d = 1 y varios 
valores de e. ¿Cómo afecta el valor de e la forma de la 
cónica? 


Demuestre que una cónica con foco en el origen, 
excentricidad e y directriz x = —d tiene la ecuación polar 
ed 


pano 
1 — e cos 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


Demuestre que una cónica con foco en el origen, 
excentricidad e y directriz y = d tiene la ecuación polar 


ed 
r= — 
1 + e send 
Demuestre que una cónica con foco en el origen, 
excentricidad e y directriz y = —d tiene la ecuación polar 


ed 


j= nm 
1 — e sen 


Demuestre que las parábolas r = c/(1 + cos 0) y 
r = d/(1 — cos 0) se cortan en ángulos rectos. 


La órbita de Marte alrededor del Sol es una elipse con 
excentricidad 0.093 y semieje mayor de 2.28 X 10%km. 
Encuentre una ecuación polar para la órbita. 


La órbita de Júpiter tiene excentricidad de 0.048 y la longitud 
del eje mayor es 1.56 X 10°km. Encuentre una ecuación 
polar para la órbita. 


La órbita del cometa Halley, visto por última vez en 1986 

y que debe volver en 2061, es una elipse con excentricidad 
0.97 y un foco en el Sol. La longitud de su eje principal es 
36.18 UA. [Una unidad astronómica (UA) es la distancia 
media entre la Tierra y el Sol, aproximadamente 150 millones 
de kilómetros.] Encuentre una ecuación polar para la órbita 
del cometa Halley. ¿Cuál es la distancia máxima desde el 
cometa al Sol? 


El cometa Hale-Bopp, descubierto en 1995, tiene una órbita 

elíptica con excentricidad 0.9951 y la longitud del eje mayor 
es 356.5 UA. Encuentre una ecuación polar para la órbita de 
este cometa. ¿Qué tan cerca del Sol llega? 


© Dean Ketelsen 


El planeta Mercurio viaja en una órbita elíptica con 
excentricidad 0.206. Su distancia mínima del Sol es 
4.6 X 10km. Determine su distancia máxima del Sol. 


La distancia desde el planeta enano Plutón al Sol es de 
4.43 X 10 km en el perihelio y 7.37 X 10*km en el afelio. 
Determine la excentricidad de la órbita de Plutón. 


Con los datos del ejercicio 29, calcule la distancia que recorre 
el planeta Mercurio durante una órbita completa alrededor del 
Sol. (Si su calculadora o sistema algebraico computacional 
evalúa integrales definidas, utilícelo. De lo contrario, use la 
regla de Simpson.) 


A] repaso 
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VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS Las respuestas a la verificación de conceptos se encuentran en las páginas finales del libro. 


1. (a) ¿Qué es una curva paramétrica? 
(b) ¿Cómo se traza una curva paramétrica? 


2. (a) ¿Cómo se encuentra la pendiente de una recta tangente 
a una curva paramétrica? 
(b) Determine el área debajo de una curva paramétrica. 


3. Escriba una expresión para cada una de las siguientes 
descripciones: 
(a) La longitud de una curva paramétrica. 
(b) El área de la superficie obtenida al hacer girar una curva 
paramétrica en torno al eje x. 


4. (a) Use un diagrama para explicar el significado de las 
coordenadas polares (r, 0) de un punto. 

(b) Escriba ecuaciones que expresen las coordenadas 
cartesianas (x, y) de un punto en términos de las 
coordenadas polares. 

(c) ¿Qué ecuaciones usaría para obtener las coordenadas po- 
lares de un punto si conociera las coordenadas cartesianas? 


5. (a) ¿Cómo se determina la pendiente de una recta tangente 
a una curva polar? 
(b) ¿Cómo se calcula el área de una región acotada 
por una curva polar? 
(c) ¿Cómo se determina la longitud de una curva polar? 


EXAMEN VERDADERO-FALSO 


. (a) Dé una definición geométrica de una parábola. 


(b) Escriba una ecuación de una parábola con foco (0, p) 
y directriz y = —p. ¿Qué pasa si el foco es (p, 0) y la 
directriz es x = —p? 


. (a) Dé una definición de una elipse en términos de los focos. 


(b) Escriba una ecuación para la elipse con focos (+c, 0) y 
vértices (+a, 0). 


. (a) Dé una definición de una hipérbola en términos de los 


focos. 

(b) Escriba una ecuación para la hipérbola con focos (+c, 0) 
y vértices (+a, 0). 

(c) Escriba ecuaciones para las asíntotas de la hipérbola 
del inciso (b). 


. (a) ¿Cuál es la excentricidad de una sección cónica? 


(b) ¿Qué se puede decir acerca de la excentricidad 
si la sección cónica es una elipse? ¿Una hipérbola? 
¿Una parábola? 

(c) Escriba una ecuación polar para una sección cónica con 
excentricidad e y directriz x = d. ¿Qué pasa si la directriz 
es x d? iy =d? iy d? 


Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero, 
explique por qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo 
que refute el enunciado. 
1. Si la curva paramétrica x = f(t), y = g(t) satisface g'(1) = 0, 
entonces tiene una recta tangente horizontal cuando £ = 1. 


2. Six = f(t) y y = g(t) son derivables dos veces, entonces 


dx?  dx/dt 


dy  d?*y/dé 


3. La longitud de la curva x = f(t), y = g(t), a S t S b, es 
REPOTI + Ig (oP a. 
4. Si un punto se representa por (x, y) en coordenadas 


cartesianas (donde x # 0) y (r, 0) en coordenadas polares, 
entonces 0 = tan” (y/x). 


10. 


. Las curvas polares 


r= ] — sen20 r= sen20 — 1 


tienen la misma gráfica. 


. Las ecuaciones r = 2, xX + y? = 4y x = 2 sen 3t, 


y = 2 cos 31 (0 = 1 < 27) tienen la misma gráfica. 


. Las ecuaciones paramétricas x = 1?, y = f tienen la misma 


gráfica que x =P, y = £. 


. La gráfica de y? = 2y + 3x es una parábola. 


. Una recta tangente a una parábola corta la parábola 


solo una vez. 


Una hipérbola nunca corta su directriz. 
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EJERCICIOS 


1-4 Trace la curva paramétrica y elimine el parámetro para 
encontrar la ecuación cartesiana de la curva. 


tarti y=2-t, Asti 


2xi=1+et y=e 
3. x=c0s0, y= sec, 0O=<0< 7/2 


4. x=2c08s0, y=1 + sen 


5. Escriba tres diferentes conjuntos de ecuaciones paramétricas 
para la curva y = Vx. 


6. Use las gráficas de x = f(t) y y = g(t) para trazar la curva 
paramétrica x = f(t), y = g(t). Indique con flechas la dirección 
en la que se traza la curva cuando se t crece. 


7. (a) Ubique el punto con coordenadas polares (4, 27/3). 
A continuación, encuentre sus coordenadas cartesianas. 
(b) Las coordenadas cartesianas de un punto son (—3, 3). 
Encuentre dos conjuntos de coordenadas polares para 
el punto. 


8. Trace la región formada de puntos cuyas coordenadas polares 
satisfacen 1 S r < 2 y m/6 <0 < 57/6. 


9-16 Trace la curva polar. 


9. r= 1 + senð 10. r= 1 — cos 0 
11. r = cos 30 12. r = 3 + cos 30 
13. r = 1 + cos 20 14. r = 2 cos(0/2) 

3 
15. r= ———— ~~ 16. po oo 
1 + 2 sen 2 — 2 cos0 


17-18 Encuentre la ecuación polar para la curva representada por 
la ecuación cartesiana dada. 


17. x+y=2 18. x? + y? = 


FA 19. La curva con ecuación polar r = (sen 0)/0 se llama 
cocleoide. Use una gráfica de r como una función de 0 en 
coordenadas cartesianas para trazar la cocleoide a mano. 
Después trace la gráfica con una máquina para comprobar 
su trazo. 


FS 20. Trace la gráfica de la elipse r = 2/(4 — 3 cos 0) y su 
directriz. Trace la gráfica también de la elipse obtenida por 
rotación en torno al origen por un ángulo de 27/3. 


21-24 Encuentre la pendiente de la recta tangente a la curva dada 
en el punto correspondiente al valor especificado del parámetro. 


21. x=lnf y=1+r; t=1 
22.x=P+6t+1, y=2t-8P; t=-1 
23.r=e*; =r 

24. r=3+c0830; 0= 1/2 


25-26 Encuentre dy/dx y dy/dx. 


25. x=t+ sent, y=1f-— cost 


3 


26. x=1 +4 y=t-t 


27. Use una gráfica para estimar las coordenadas del punto 
mínimo sobre la curva x = Ë — 3t, y = Ê + t + 1. Después 
use el cálculo para determinar las coordenadas exactas. 


28. Encuentre el área encerrada por el lazo de la curva del 
ejercicio 27. 


29. ¿En qué puntos la curva 
x = 2a cos t — a cos 2t y = 2a sent — a sen 2t 


tiene rectas tangentes verticales u horizontales? Use esta 
información para ayudarse a trazar la curva. 


30. Determine el área encerrada por la curva del ejercicio 29. 
31. Obtenga el área encerrada por la curva 7? = 9 cos 50. 


32. Encuentre el área encerrada por el lazo interior de la curva 
r=1-—3sen0. 


33. Encuentre los puntos de intersección de las curvas r = 2 
yr=4c0s0. 


34. Obtenga los puntos de intersección de las curvas r = cot 0 
yr=2c0s0. 


35. Determine el área de la región que está dentro de ambas 
circunferencias r = 2 sen 0 y r = sen 0 + cos 0. 


36. Encuentre el área de la región que está dentro de la curva 
r = 2 + cos 20 pero fuera de la curva r = 2 + sen 0. 


37-40 Encuentre la longitud de la curva. 


37. x= 3f, y =2f?, 0O=1=2 
38. x=2+3f, y=cosh3f, O=1f=1 
39. r= 1/0, mSOST 


40. r = sen?(0/3), 0S0 < r 


41-42 Calcule el área de la superficie obtenida al hacer girar la 
curva dada en torno al eje x. 


41. 


42. 


yadi, y 
ESA 323 +3 


x=2+3f, y=cosh3f, O=1=1 


H 43 


FS 44. 


Las curvas definidas por las ecuaciones paramétricas 


i 


Po 
?+1 


dec) 
t +1 


se llaman estrofoides (de una palabra griega que significa 
“voltear o torcer”). Investigue cómo varían estas curvas 
cuando varía c. 


Una familia de curvas tiene ecuaciones polares 
r = | sen 20 | donde a es un número positivo. 
Investigue cómo cambian estas curvas cuando cambia a. 


45-48 Encuentre los focos y vértices, trace la gráfica. 


45. 


47. 


48. 


Ygl 
9 8 


46. 4x? — y? = 16 


6y? + x — 36y + 55=0 


4y? + 50x — 16y = 59 


49 


50 


51 


52 


53 


54 


Encuentre una ecuación de la elipse con focos (+4, 0) y 
vértices (+5, 0). 


Encuentre una ecuación de la parábola con focos (2, 1) y 
directriz x = —4. 


Encuentre una ecuación de la hipérbola con focos (0, +4) y 
asíntotas y = +3x. 


Encuentre una ecuación de la elipse con focos (3, +2) y un 
eje con longitud 8. 


Obtenga una ecuación para la elipse que comparte un vértice 
y un foco con la parábola x? + y = 100 y que tiene su otro 
foco en el origen. 


Demuestre que si m es cualquier número real, entonces hay 
exactamente dos rectas de pendiente m que son tangentes a la 
elipse 12/a? + y?/b? = 1 y sus ecuaciones son 


y = mx + yaim? + b? 
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55. Encuentre una ecuación polar para la elipse con foco en el 
origen, excentricidad ly directriz con ecuación r = 4 sec 0. 


56. 


57. 


58 


Demuestre que los ángulos entre el eje polar y las asíntotas 
de la hipérbola r = ed/(1 — e cos 0), e > 1, están dados por 
cos™!(+1/e). 


En la figura el círculo de radio está fijo y para toda 0, el punto 
P es el punto medio del segmento QR. La curva trazada que 
pasa por P para 0 < 0 < 7, la curva se llama curva de arco 
largo. Encuentre las ecuaciones paramétricas de esta curva. 


La curva llamada folium de Descartes está definida por las 
ecuaciones paramétricas 


(a) 


(b) 
(c) 


(d) 
(e) 


(£) 


(2) 
(h) 


3t 31? 
1+P 1+P 


Xx 


Demuestre que si (a, b) está sobre la curva, entonces 
(b, a) también lo está; es decir, la curva es simétrica 
respecto a la recta y = x. ¿En dónde se interseca la 
curva con esta recta? 
Encuentre los puntos sobre la curva donde las rectas 
tangentes son horizontales o verticales. 
Demuestre que la recta y = —x — 1 es una asíntota 
oblicua. 
Trace la curva. 
Demuestre que una ecuación cartesiana de esta curva 
es xX? + y? = 3xy. 
Demuestre que la ecuación polar puede expresarse 
en la forma 
_ 3secó tanó 

1 + tanó9 


Encuentre el área encerrada por el lazo de esta curva. 
Demuestre que el área del lazo es la misma que el área 
que está entre la asíntota y las ramas infinitas de la curva. 
(Utilice un sistema algebraico computacional para evaluar 
la integral.) 


Prob Í ema S 1. El círculo exterior en la figura tiene radio 1 y los centros de los arcos circulares interiores 
d avi l se encuentren en el círculo externo. Encuentre el área de la región sombreada. 


2. (a) Encuentre los puntos máximo y mínimo de la curva x* + yt = xX? + y’. 
(b) Trace la curva. (Observe que es simétrica con respecto a ambos ejes y a ambas rectas 
y = +x, de modo que es suficiente considerar inicialmente y > x => 0.) 
SAC (c) Utilice coordenadas polares y un sistema algebraico computacional para encontrar el 
área encerrada por la curva. 


FS 3. ¿Cuál es el rectángulo de vista más pequeño que contiene a cada miembro de la familia 
de curvas polares r = 1 + c sen 0, donde 0 = c < 1? Ilustre su respuesta trazando varios 
miembros de la familia en este rectángulo de vista. 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 1 
4. Se colocan cuatro insectos en cuatro esquinas de un cuadrado con longitud a. Los insectos 


a avanzan en sentido contrario a las manecillas del reloj a la misma rapidez, y cada uno avanza 
directamente hacia el siguiente insecto todo el tiempo. Se aproximan al centro del cuadrado 
a lo largo de trayectorias espirales. 

(a) Obtenga la ecuación polar de la trayectoria de un insecto al suponer que el polo está 

Me E en el centro del cuadrado. (Use el hecho de que la recta que une a un insecto con el 

A , y siguiente es tangente a la trayectoria del insecto.) 

a NS a (b) Encuentre la distancia recorrida por un insecto hasta el momento que se encuentra con 
— |] Xe, los otros insectos en el centro. 


5. Demuestre que cualquier recta tangente a una hipérbola toca la hipérbola a la mitad del 
sel | camino entre los puntos de intersección de la recta tangente y las asíntotas. 


a 6. Una circunferencia C de radio 2r tiene su centro en el origen. Un círculo de radio r rueda 

sin resbalar en dirección contraria al sentido de las manecillas del reloj alrededor de C. 
FIGURA PARA EL PROBLEMA 4 Un punto P está situado en un radio fijo del círculo giratorio a una distancia b de su centro, 

0 < b <r. [Véase las partes (1) e (ii) de la figura.] Sea L la recta desde el centro de C al 
centro del círculo que rueda y sea 0 el ángulo que L forma con el eje x positivo. 

(a) Usando 0 como un parámetro, demuestre que las ecuaciones paramétricas de la trayecto- 


ria trazada que pasa por P son 


x = b cos 30 + 3r cos 0 y = b sen 30 + 3r sen 


Nota: si b = 0, la trayectoria es una circunferencia de radio 3r; si b = r, la trayectoria es 
una epicicloide. La trayectoria trazada por P para 0 < b < r se llama epitrocoide. 

(b) Trace la gráfica de la curva para varios valores de b entre 0 y r. 

(c) Demuestre que un triángulo equilátero puede inscribirse en el epitrocoide y que su cen- 
troide está sobre la circunferencia de radio b con centro en el origen. 

Nota: este es el principio del motor rotatorio Wankel. Cuando el triángulo equilátero gira 
con sus vértices en el epitrocoide, su centroide recorre una circunferencia cuyo centro 
está en el centro de la curva. 

(d) En casi todos los motores rotatorios, los lados de los triángulos equiláteros son sustitui- 
dos por arcos de circunferencia con centro en los vértices opuestos como en el inciso 
(iii) de la figura. (Entonces el diámetro del rotor es constante.) Demuestre que el rotor se 
ajusta en el epitrocoide si b = 30 = BNr. 


=y 
=Y 


G) (11) Gi) 


692 


11 


Betelgeuse es una estrella 
supergigante roja, una de las 
más grande y más brillante de 
las estrellas observables. En el 
proyecto de la página 783 

le piden comparar la radiación 
emitida por Betelgeuse con la 
de otras estrellas. 


Sucesiones y series infinitas 


© STScI / NASA / ESA / Galaxy / Galaxy Picture Library / Alamy 


LAS SUCESIONES Y SERIES INFINITAS se introdujeron brevemente en Un adelanto del cálculo, 
en relación con las paradojas de Zenón y la representación decimal de números. Su importancia en el 
cálculo proviene de la idea de Newton de representar funciones como sumas de sucesiones 
infinitas. Por ejemplo, para encontrar áreas, con frecuencia integraba una función expresándola 
primero como una serie y después integrando cada uno de sus términos. En la sección 11.10 se 
tratará de seguir esta idea para integrar funciones como e””. (Hay que recordar que antes no era 
posible enfrentar esto.) Muchas de las funciones que aparecen en física matemática y química, 
como las funciones de Bessel, están definidas como sumas de series, así que es muy importante 
familiarizarse con los conceptos básicos de convergencia de sucesiones y series infinitas. 

Los físicos también usan las series en otro modo, tal como se verá en la sección 11.11. 
En el estudio de fenómenos tan diversos como la óptica, la relatividad especial y el electromagne- 
tismo, los físicos analizan los fenómenos reemplazándolos primero por unos cuantos términos 
de las series que los representan. 
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11.1 


CAPÍTULO 11 Sucesiones y series infinitas 


Sucesiones 


Una sucesión se puede pensar como una lista de números escritos en un orden definido: 
41, 02, A3, A4, ..., Qn... 


El número a, recibe el nombre de primer término, a, es el segundo término y, en general, 
a, es el n-ésimo término. Aquí se tratará exclusivamente con sucesiones infinitas, por lo 
que cada término a, tiene un Sucesor a,+;. 

Observe que para todo entero positivo n hay un número correspondiente a,,, por lo que 
una sucesión se puede definir como una función cuyo dominio es el conjunto de los 
enteros positivos. Pero es usual escribir a, en lugar de la notación de función fín) para el 
valor de la función en el número n. 


NOTACIÓN La sucesión {a;, a», as,...) también se denota mediante 


{an} o {an}n=1 


EJEMPLO 1 Algunas sucesiones se pueden definir dando una fórmula para el n-ésimo 
término. En los ejemplos siguientes se ofrecen tres descripciones de la sucesión: una en 
la que se aplica la notación anterior, en otra en la que se usa una fórmula definida y una 
tercera en la que se escriben los términos de la sucesión. Observe que n no tiene que 
empezar en 1. 


n a n 1234 n 
(a) an = EN ein: 
n+1) E n+l 2 345 n+1 


i [reto] paieti l 


(c) Lun =3 ls 


n 


4 5 Dn + 1) 
aea y 


3" 


S 

Il 

| 
w 
V 
W 
-n 
2 
<< 
N 
E 
Uy 
e 

| 
[05] 
E 


E 3 1 
(d) fetz aeos n=0 cto... C] 


n=0 


EJEMPLO 2 Encuentre una fórmula para el término general a, de la sucesión 


3 4 5 6 7 
5° 25.125” 625° 3105 


y suponga que el patrón de los primeros términos continúa. 


SOLUCIÓN Se sabe que 


3 4 5 6 7 
a = a2 43 = da as 


5 9 125 625 3125 


Observe que los numeradores de estas fracciones empiezan con 3 y aumentan una 

unidad al pasar al término siguiente. El segundo término tiene numerador 4, el numerador 
siguiente es 5; en general, el n-ésimo término tendrá como numerador n + 2. Los deno- 
minadores son las potencias de 5, por lo que a, tiene por denominador 5”. Los signos de 


44 
a 4,43] 
0 1 1 
2 
FIGURA 1 
anA 
14 
=T 
a $ 
011234567 n 


FIGURA 2 
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los términos son alternadamente positivo y negativo, por lo que es necesario multiplicar 
por una potencia de — 1. En el ejemplo 1(b) el factor (— 1)” significa que empieza con 
un término negativo. Como aquí se busca iniciar con un término positivo, se usa 
(=1)7! o (—1)"*!. Por tanto 


+2 
An = ( qye T =) 


EJEMPLO 3 En este caso hay algunas sucesiones que no tienen una ecuación que las 
defina en forma sencilla. 

(a) La sucesión [p,, donde p, es la población mundial el 1 de enero del año n. 

(b) Sea a, el n-ésimo dígito en el desarrollo decimal del número e, entonces (a, es una 
sucesión bien definida cuyos primeros términos son 


(7, 1,8,2,8,1,8,2,8,4,5,...) 
(c) Las condiciones siguientes definen en forma recursiva la sucesión de Fibonacci {f} 
=A f}=1 Ja = fur + faz n=3 
Cada uno de los términos es la suma de los dos anteriores. Los primeros términos son 


{1, 1,2,3, 5,8, 13,21, ...} 


Esta sucesión surgió cuando el matemático italiano del siglo xm, a quien se conoce 
como Fibonacci, resolvió un problema que se relacionaba con la cría de conejos (véase 
ejercicio 83). a 


Una sucesión como la del ejemplo 1(a), a, = n/(n + 1) se puede representar trazando 
sus términos en una recta numérica como en la figura 1, o trazando la gráfica como en la 
figura 2. Observe que, como una sucesión es una función cuyo dominio es el conjunto 
de los enteros positivos, su gráfica consta de puntos aislados con coordenadas 


(1, ar) (2, a2) (3, az) PEN (n, an) 


En las figuras 1 o 2 parece que los términos de la sucesión a, = n/(n + 1) se aproxi- 
man a 1 cuando n es suficientemente grande. De hecho, la diferencia 


n 1 
n+l n+l 


se puede hacer tan pequeña como se quiera al hacer a n lo suficientemente grande. Lo 
anterior se indica al escribir 


En general, la notación 


lím a, = L 


n—>o 


significa que los términos de la sucesión {a,„} se aproximan a L cuando se hace n suficien- 
temente grande. Observe que la definición siguiente del límite de una sucesión es muy 
parecida a la definición de límite de una función en el infinito dada en la sección 2.6. 


696 CAPÍTULO 11 Sucesiones y series infinitas 


[1] Definición Una sucesión {a,} tiene el límite L y se escribe como 


lím a, = L o an => L cuando n > œ 


n—>o 


si se hace que los términos a, se aproximen a L tanto como se quiera tomando n lo 
suficientemente grande. Si lím,,.. a, existe, se dice que la sucesión converge (o que 
es convergente). De lo contrario, se dice que la sucesión diverge (o es divergente). 


En la figura 3 se ilustra la definición 1 mostrando las gráficas de dos sucesiones que 
tienen como límite L. 


an A anA 
FIGURA 3 E L 
Gráficas de dos 
sucesiones con 
> <> 
lím a, = L 0 n 0 n 


n—o 


Compare esta definición con la 
definición 2.6.7. 


FIGURA 4 


FIGURA 5 


Una versión más precisa de la definición 1 es como sigue. 


(2] Definición Una sucesión {a,} tiene el límite L y se escribe como 


lím a, = L o a, => L cuando n => 0 


n—>o 


si para todo e > 0 hay un correspondiente entero N tal que 


si n>N entonces la, — L|<e 


La definición 2 se ilustra en la figura 4, en la cual los términos a,, a», az,... se trazan 
sobre una recta numérica. No importa qué tan pequeño se elija un intervalo (L — e, L + e) 
existe una N tal que todos los términos de la sucesión desde ay, en adelante deben estar en 
ese intervalo. 


a; d3 dz dg An+1 Un+2 dy de A; d4 a; 
+ . e. . . E e + e. . . nd > 
0 L=e L L+e 


Otra ilustración de la definición 2 es la figura 5. Los puntos sobre la gráfica de (a,) 
deben estar entre las rectas horizontales y = L + e y y = L — e si n > N. Esta imagen debe 
ser válida sin importar qué tan pequeño se haya escogido e, pero usualmente se requiere un 
valor de e mucho muy pequeño y un valor de N mucho muy grande. 


YA 
y=L+e 

L 
y=L-e 
E E E; + > 
001234 N n 


FIGURA 6 


Leyes de límites para sucesiones 
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Si se compara la definición 2 con la definición 2.6.7 se verá que la única diferencia entre 
lím, >. 4, = Ly lím,» f(x) = L es que se requiere que n sea un entero. En este sentido 
se tiene el teorema siguiente, ilustrado en la figura 6. 


(3) Teorema Si lím,-.. f(x) = Ly f(n) = a, cuando n es un entero, entonces 
lim, >. a, = L. 


En particular, ya que se sabe que lím, >- (1/x") = O cuando r > 0 (teorema 2.6.5), se 
tiene 


(4) lím al 0 
n>% y! 


Si a, es muy grande cuando n es muy grande, se usa la notación lím, >» a, = %. La defi- 
nición precisa siguiente es parecida a la definición 2.6.9. 


(5) Definición lím,.. a, = % significa que para todo número positivo M existe un 
entero N tal que 


si n>N entonces a, >M 


Si lím, >. 4, = %, entonces la sucesión {a,} es divergente pero de una manera espe- 
cial. Se dice que {a,} diverge a %. 

Las leyes de los límites dadas en la sección 2.3 también se cumplen para los límites 
de sucesiones y sus demostraciones son similares. 


Si {a} y [b,) son sucesiones convergentes y c es una constante, entonces 


lím (a, + b,) = lím a, + lím b, 


n—>0 noo n>u 


lím (a, — b,) = lím a, — lím b, 
n—>0 noo n>ou 

lím ca, = c lím a, lím c = c 
n>o n>o n—>o 


lím (a,b,) = lím a, - ím bn 
n>o n— æ 


n>% 


lím a, 
P An n—oo . 17 
lí == si lím b, # 0 
n>% b, lím bn NSPE 
n—oo 


líma? = | lím an|” sip>0 y a,>0 


n—>o 
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Teorema de compresión para sucesiones 


FIGURA 7 
La sucesión {b,} está compri- 
mida entre las sucesiones (a,) 


y {cn} 


Esto demuestra que la inferencia 
que se hizo antes a partir de las 
figuras 1 y 2 era correcta. 


El teorema de la compresión también se puede adaptar a las sucesiones como sigue 
(véase figura 7). 


Si a, S b, S c, para n > ny y lím a, = lím c, = L, entonces lím b, = L 
n> n>oo n>% 


Otro hecho útil con respecto a los límites de sucesiones se evidencia en el teorema 
siguiente, cuya demostración se deja para el ejercicio 87. 


[6] Teorema Si lím | a,| = 0, entonces lím a, = 0. 
n>% n=% 


EJEMPLO 4 Determine lím — 


n>» n +1` 
SOLUCIÓN El método es similar al que se usa en la sección 2.6: dividir tanto el 
numerador como el denominador entre la potencia más alta de n del denominador 
y luego aplicar las leyes de los límites. 


lím 1 
7 n 7 1 n>% 
lím = = 
n> n n>% y P 1 
(+= lím 1 + lím — 
n n>o nop 
1 
= =1 
1+0 
Aquí se usa la ecuación 4 con r = 1. El 
n 
EJEMPLO 5 La sucesión a, = Join ¿es convergente o divergente? 
n 


SOLUCIÓN Como en el ejemplo 4, se divide el numerador y el denominador entre n: 


n 
lím = lím — = 0 
n>% 4/10 +n n>% 10 1 
2 F Ey 
n“ n 


porque el numerador es una constante y el denominador se aproxima a 0, así que [a,) es 
divergente. E 


lnn 
EJEMPLO 6 Determine lím ——. 
n>% n 
SOLUCIÓN Observe que tanto el numerador como el denominador tienden a infinito 
cuando n —> %, No se puede aplicar directamente la regla de L’ Hôpital porque no se 
aplica a sucesiones, sino a funciones de una variable real. Sin embargo, se puede apli- 


car la regla de L'Hópital a la función relacionada f(x) = (In x)/x y obtener 


-~ linx O E: 
lím = lím =0 
x—>0 Xx x—o 1 
Por tanto, de acuerdo con el teorema 3 
Inn 
lím =0 El 


n>% n 


FIGURA 8 


La gráfica de la sucesión del ejem- 
plo 8 se muestra en la figura 9 y 
apoya la respuesta. 


=1+ 


FIGURA 9 


Creando gráficas de sucesiones 
Algunos sistemas algebraicos 
computacionales contienen coman- 
dos especiales que permiten crear 


>y 


sucesiones y dibujarlas directamente. 


Sin embargo, con la mayoría de las 
calculadoras para trazar gráficas 

se pueden dibujar sucesiones usando 
ecuaciones paramétricas. Por 
ejemplo, la sucesión del ejemplo 

10 se puede dibujar al introducir las 
ecuaciones paramétricas 


y=t!/ť 
y dibujar en el modo punto, 
iniciando con żź = 1; se establece el 


t-ésimo paso igual a 1. El resultado 
se muestra en la figura 10. 


x=t 


0 


FIGURA 10 


zy 
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EJEMPLO 7 Determine si la sucesión a, = (— 1)” es convergente o divergente. 


SOLUCIÓN Si se escriben algunos términos de la sucesión se obtiene 


11,1, =1,1, =1,1,.=L,.:.) 

La gráfica de esta sucesión se muestra en la figura 8. Como los términos oscilan entre 
1 y —1 en forma infinita, a, no se aproxima a ningún número. Por tanto, lím, >.(—1)" 
no existe; la sucesión ((—1)") es divergente. E 


n 


EJEMPLO 8 Evalúe lím 


n>o n 


SOLUCIÓN Primero se calcula el límite del valor absoluto: 


si este existe. 


-5 1 n 1 
lím U = lí =0 
n—> n n>o n 
Por tanto, de acuerdo con el teorema 6, 
-. 1 n 
lím e =0 
n—>o0o n El 


El teorema siguiente dice que, si se acopla una función continua a los términos de una 
sucesión convergente, el resultado también es convergente. La demostración se deja para el 
ejercicio 88. 


Teorema Si lím a, = L y la función f es continua en L, entonces 
n—>o 


lím flan) = FL) 


n>o 


EJEMPLO 9 Encuentre lím sen(7/n) 


SOLUCIÓN Como la función seno es continua en 0, el teorema 7 permite escribir 
lím sen(7/n) = sen( in (n/m) = sen0 = 0 a 
n—>o n— œ 


EJEMPLO 10 Analice la convergencia de la sucesión a, = n!/n”, donde 
1-2-3. eeen. 


n! = 


SOLUCIÓN Tanto numerador como denominador se aproximan al infinito cuando 

n —> %, pero no cabe utilizar la regla de L’ Hôpital (x! no está definida cuando x no es 
un número entero). Se escribirán algunos términos para ver si es posible intuir qué 
pasa con a, cuando n es muy grande: 


I A E 


Esta expresión y la gráfica de la figura 10 sugieren que los términos están decreciendo y 
parecen aproximarse a 0. Para confirmar esto, observe de la ecuación 8 que 


(2an) 
An => 
nAn+n+ + en 
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FIGURA 11 


La sucesión a, = r” 


Observe que la expresión entre paréntesis es a lo más 1 porque el numerador es menor 


que (o igual a) el denominador. Por lo que 


1 
0<a, == 
n 


Se sabe que 1/n — 0 cuando n —> %. Por lo que a, —> 0 cuando n —> œ% por el teorema 


de la compresión. 


EJEMPLO 11 ¿Para qué valores de r es convergente la sucesión {r"}? 


SOLUCIÓN Se sabe, por la sección 2.6 y las gráficas de las funciones exponenciales 
de la sección 1.4, que lím,.. a* = % paraa > 1 y lím, >» a* = 0 para 0 < a < 1. Por 
tanto, si se hace a = r y se usa el teorema 3 se tiene 


í a œ% sir>l 
ím r” = . 
n>% 0 siO0<r<l 


Es obvio que 


lím 1” = 1 y lím 0” = 0 


n>o n>o 


Si —1 < r < 0, entonces 0 < |r| < 1, por lo que 


lím |r"| = lím |r|" =0 


n— æ n—% 


y, por tanto, lím, —- r” = O de acuerdo con el teorema 6. Si r = —1, entonces {r"} diverge 
como en el ejemplo 7. En la figura 11 se ilustran las gráficas de varios valores de r. (El 


caso r = —1 se muestra en la figura 8.) 


n r<-1 + 


Los resultados del ejemplo 11 se resumen para uso futuro como sigue. 


g La sucesión {r"} es convergente si —1 < r < 1 y divergente para todos los otros 
valores de r 


Definición Una sucesión (a,) se llama creciente si a, < an+ı para toda n > 1, es 
decir, a, < a: < az< ---. Se denomina decreciente si a, > a„+ı para toda n > 1. Una 
sucesión es monótona si es creciente o decreciente. 


El lado derecho es menor porque 
tiene un denominador mayor. 
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EJEMPLO 12 La sucesión | 


5 | es decreciente porque 
n 


3 - 3 3 
n+5 (n+1)+5 n+6 


y, por tanto, a, > a,+1, para toda n > 1. A 


EJEMPLO 13 Demuestre que la sucesión a, = = es decreciente. 
n’ 


SOLUCIÓN 1 Se debe demostrar que a, +; < an, es decir, 


ntl n 
YA < » 
(n + 1D)? +1 n +1 


Esta desigualdad es equivalente a la obtenida por multiplicación cruzada: 


mtl n 
er < 2 
(n + D)7+1 n +1 


a (mn+ Dr + 1) <n[(n + 1? + 1] 


SO n+n+n+1<n+2Qnm +0Qn 


a 1<n+n 


Ya que n > 1, se sabe que la desigualdad n? + n > 1 es verdadera. Por tanto, 4,+1 < an 
y también que (a, ) es decreciente. 


i x 
SOLUCIÓN 2 Considere la función f(x) = 


y + i 
Ma x2+1-2x? l — x? <0 ; 2> 1 
Xx) = = z > siempre que x 
RD I qe 


Por lo que f es decreciente sobre (1, 00) así que fín) > fín + 1), por tanto (a,) es 
decreciente. E 


[11] Definición Una sucesión {a,} está acotada por arriba si existe un número M 
tal que 


an SM para toda n = 1 
Está acotada por abajo si existe un número m tal que 


m< a, para toda n = 1 


Si está acotada por arriba y por abajo, entonces {a,„} es una sucesión acotada. 


Por ejemplo, la sucesión a, = n está acotada por abajo (a, > 0), pero no por arriba. La 
sucesión a, = n/(n + 1) está acotada porque O < a, < 1 para toda n. 

Se sabe que no toda sucesión acotada es convergente [por ejemplo, la sucesión 
a, = (— 1) satisface —1 <= a, S 1, pero es divergente del ejemplo 7] y no toda suce- 
sión monótona es convergente (a, = n — 0). Pero si una sucesión es tanto acotada como 
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FIGURA 12 


monótona, entonces tiene que ser convergente. Este hecho se demuestra en la forma del 
teorema 12, pero intuitivamente se entiende por qué es cierto viendo la figura 12. Si 
La, ) es creciente y a, S M para toda n, entonces los términos están forzados a juntarse y 
aproximarse a un número L. 


AnA 


M 


La demostración del teorema 12 se apoya en el axioma de completez para el conjunto R de 
los números reales, que dice que si S es un conjunto no vacío de números reales que tiene una 
cota superior M (x = M para toda x en S), entonces S tiene una mínima cota superior b. (Esto 
significa que b es una cota superior para S, pero si M es cualquier otra cota superior, entonces 
b < M.) El axioma de completez expresa el hecho de que la recta de los números reales no 
tiene brechas o agujeros. 


[12] Teorema de la sucesión monótona Toda sucesión acotada y monótona es 
convergente. 


DEMOSTRACIÓN Suponga que (a,) es una sucesión creciente. Ya que (a,) está 
acotada, el conjunto S = [a,| n > 1} tiene una cota superior. De acuerdo con el axioma 
de completez, tiene una mínima cota superior L. Dado e > 0, L — e no es una cota 
superior para S (ya que L es la mínima cota superior). Por tanto, 


an > L — e para algún entero N 


Pero la sucesión es creciente por lo que a, > aypara toda n > N. Por lo que sin > N, 
se tiene 


da >L [=g 


de manera que OsL-a, <e 


ya que a, S L. Por lo que, 


A siempre que n > N 


así que lím ,-..4, = L. 
Una demostración similar (aplicando la máxima cota inferior) funciona si (a,) es 
decreciente. m 
La demostración del teorema 12 demuestra que una sucesión creciente y acotada por 
arriba es convergente. (De igual manera, una sucesión decreciente que está acotada por abajo 
es convergente.) Este hecho se aplica muchas veces al trabajar con series infinitas. 


Con frecuencia, la inducción mate- 
mática se aplica cuando se trabaja 
con sucesiones recursivas. Véase la 
página 72 donde se encuentra un 
análisis del principio de inducción 
matemática. 


En el ejercicio 70 se pide una 
demostración de este hecho. 
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EJEMPLO 14 Investigue la sucesión fa,) definida por la relación recursiva 
a=2 anı = J(a, + 6) para n = 1,2,3,... 


SOLUCIÓN Para empezar se calculan los primeros términos: 


a=2 a=30+6)=4 a =23(4+ 6) =5 
a4 = }4(5 + 6) = 5.5 as = 5.75 as = 5.875 
az = 5.9375 as = 5.96875 as = 5.984375 


Estos términos iniciales hacen pensar que la sucesión es creciente y que los términos 
se aproximan a 6. Para confirmar que la sucesión es creciente, se utiliza inducción mate- 
mática para demostrar que a„+ı > a, para toda n = 1. Esto es cierto para n= 1 porque 
a, = 4 > a. Si se supone que se cumple para n = k, entonces se tiene 


ak+1 > Ak 
por lo que arı +O0O>aktó 
y Hare + 6) > (as + 6) 
Así ak+2 > Akti 


Ya se dedujo que a, +; > a, es cierta para n = k + 1. Por tanto, la desigualdad se cum- 
ple para toda n por inducción. 

Luego se verifica que La, está acotada demostrando que a, < 6 para toda n. (Ya que 
la sucesión es creciente, se sabe que tiene una cota inferior: a, = a, = 2 para toda n.) 
Se sabe que a, < 6, por lo que la aseveración es cierta para n= 1. Si se supone que se 
cumple para n = k. Entonces 


ar <6 
por lo que a +6< 12 
y Has + 6) <3(12) =6 
Así Ar.1<6 


Esto demuestra, por inducción matemática, que a, < 6 para toda n. 

Como la sucesión {a,} es creciente y acotada, el teorema 12 garantiza que tiene un límite. 
El teorema no dice cuál es el valor del límite, pero ahora que se sabe que L = lím, >» a, 
existe, por lo que se puede aplicar la relación recursiva para escribir 


n>o 


lím a+ = lím (a, + 6) = ¿(tm a, + 6) = HL +6) 


Como a, > L, también se deduce que a, +; > L (también cuando n > %, n + 1 => 0), 
De este modo se tiene 


L =5(L + 6) 


Al resolver esta ecuación para L, se determina que L = 6, tal como se había predicho. a 
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11.1 EJERCICIOS 


1. (a) ¿Qué es una sucesión? 23-56 Determine si la sucesión converge o diverge. Si converge, 
(b) ¿Qué significa decir que lím, >» 4, = 8? encuentre el límite. 
(c) ¿Qué significa decir que lím, >» 4, = %? 


2. (a) ¿Qué es una sucesión convergente? Dé dos ejemplos. 3 + 5n? 3 + 5n? 
es da z : 23. 4, = — > 24. a, = —— 
(b) ¿Qué es una sucesión divergente? Dé dos ejemplos. n+ mn? l1+n 
3-12 Liste los primeros cinco términos de la sucesión. ni 
, 25. a, == 26. a, = 2 + (0.86) 
Ze n= n — 2n 
3. a, = 4 ar == 7 
2n+1 nel 3n 
— n 
2n gn 27. a, = 3" T” 28. a, = == 
5. an, = 2 6. da = 7 yn +2 
n +1 1+2 
— pUyn = 4 
3(—1)" 29. a, =e 30. a, = n 
7. an = — 8. 12-4-6--- + (2n) 1+9 
n! 
9.a =l, anı = 54, — 3 31. a, = TE 32. a, = cos tE 
l+n n+l 
10 6 fn 
. Ar 50, An 5 — 2 +1 
n 33. a, = tan > 34. a, = NE 
1 + 8n 9] 
An 
11. =2, AAA 
ls Antl l+a, : 
=1] j= 1 Rad 
35. a, = CDn 36. a, = E 
12. 4=2, a, =1l, an1 = An — an-ı n +1 n +2n+1 
(2n — 1)! Inn 
. 37. 27 38. 
13-18 Encuentre una fórmula para el término general a, de la (2n + 1)! In 2n 
sucesión, suponiendo que se mantenga el patrón de los primeros 
términos. tan in 
39. {senn} 40. a, = 
n 
iii 
13. (opel pe” 
41. aLr 42. a, = ln(n + 1)— Inn 
i i ił e” — 
14. {4, -1,73160 } 
cos?n 
= = n 1+3n 
15. {-3, 2,—4, AE 43. An 7 44. An Y2 
16. fı, =+, 5, —», + n 3} 45. a, = n sen(1/n) 46. a, = 2 "cos nT 


1 4 9 16 25 
17. (2-37 -£, So...) 


18. (1.0, =1,0:1.0,=1,0...4 


n 


2 n 
47. a, = ( + 2) 48. a, = Un 


49. a, = In(2n? + 1) — In(n? + 1) 


19-22 Calcule, con una aproximación de cuatro decimales, los sen 2n 


primeros diez términos de la sucesión y úselos para trazar la 50. a, = LEA 
gráfica a mano de la sucesión. ¿Parece tener límite la sucesión? 
Si es así, calcúlelo. Si no, explique por qué. 51. a, = arctan(In n) 
19. a, = 3n 20.4, =2 + (= 1)" 52. a= n—yn+1yn+3 
”  1+6n ý n 
n 10” 53. {0, 1,0,0, 1,0,0,0, 1,...} 
21. an= 1 + (—ż4) 22. an= 1 +- 


11111111 
SA 11,3,2,433,5,436>-"* 


FS 57-63 Con la ayuda de una gráfica de la sucesión, establezca si 


la sucesión es convergente o divergente. Si es convergente, infiera 
el valor del límite a partir de la gráfica y luego demuestre su 
conjetura. (Veáse la nota al margen de la página 699 relacionada 
con la advertencia sobre las gráficas de sucesiones.) 


57. a, = (-1)" 


n? 
. 4, = arctan| —=—— 
n +4 


61. 


62. 


63. 


n senn 
58. a, = 
n+1 n 


60. a, = 4/3" + 5" 


o 3 + 2n? 
8n? +n 


1:3-5- (2n — 1) 


n! 


An = 


LS? 


an = 


5+- (2n— 1) 
(2n)" 


64 


65 


66 


67 


. 


(a) Determine si la sucesión definida como sigue es 
convergente o divergente: 
Gn+1 = 4 — an 


a=1 paran > 1 


(b) ¿Qué ocurre si el primer término es a; = 2? 


Si se invierten 1000 dólares a 6% de interés compuesto 
anualmente, entonces n años después la inversión tiene un 
valor de a, = 1000(1.06)" dólares. 

(a) Determine los primeros cinco términos de la sucesión (a,,). 
(b) ¿La sucesión es convergente o divergente? Explique. 


Si se depositan 100 dólares al final de cada mes en una cuenta 
que paga 3% de interés al año capitalizado mensualmente, la 
cantidad de interés acumulado después de n meses está dada 
por la sucesión 


1.0025" — 1 
In = 100 0023 n 
0.0025 


(a) Encuentre los primeros seis términos de la sucesión. 
(b) ¿Cuánto interés habrá obtenido después de dos años? 


En una granja piscícola se tienen 5000 bagres en un estanque 
de crías. El número de bagres aumenta en 8% al mes y el 
productor cosecha 300 bagres al mes. 
(a) Demuestre que la población P, de bagres después de n 
meses está dada recursivamente por 
P, = 1.08P,-1 


— 300 Po = 5000 


(b) ¿Cuántos bagres hay en el estanque después de seis meses? 
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68. Determine los primeros 40 términos de la sucesión definida por 


si a, es un número impar 


1 

34» 
An+1 7 

34, +1 


si a, es un número par 


y a, = 11. Haga lo mismo si a, = 25. Infiera con respecto al 


tipo de sucesión. 
69. ¿Para qué valores de r converge la sucesión {nr"}? 


70. (a) Si fa,) es convergente, demuestre que 


lím an+ı = lím a, 
e aa 
(b) Una sucesión (a,) se define por a, = 1 y 
art, = 1/(1 +a,) para n = 1. Si se supone que 
{a„} es convergente, calcule su límite. 


71. Suponga que se sabe que (a,) es una sucesión decreciente 
y que todos sus términos están entre los números 5 y 8. 
Explique por qué la sucesión tiene un límite. ¿Qué puede 
decir respecto al valor del límite? 


72-78 Determine si la sucesión es creciente, decreciente 
o es no monótona. ¿Está acotada la sucesión? 


72. a, = cosn 


1 ln 
73. da = == 74. a, = 
2n +3 ZFA 
1 (=I) 
75. an= n+ — 76. a, =2 + 


n n 


77. a, = 3 — 2ne”" 


79. Encuentre el límite de la sucesión 


(JENNEN Ta] 
=/2Fa. 


80. Una sucesión (a,) está dada por a, = J2; da 


(a) Mediante inducción u otro método, demuestre que (a,) es 
creciente y que su cota superior es 3. Aplique el teorema 


de sucesión monótona para demostrar que lím, >» 4, 
existe. 
(b) Determine lím, >... an. 
81. Demuestre que la sucesión definida por 
1 


ri = 3 = 
dn 


a= l1 


es creciente y a, < 3 para toda n. Deduzca que (a,) es 
convergente y encuentre su límite. 


82. Demuestre que la sucesión definida por 


1 


a =2 Aia =a 
3 An 


satisface 0 < a, S 2 y es decreciente. Deduzca que la 
sucesión es convergente y encuentre su límite. 
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83. 


84. 


86. 


87. 


88. 
89. 


90. 
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(a) Fibonacci planteó el problema siguiente: suponga que los 
conejos viven toda la vida, que cada mes todas las parejas 
tienen un nuevo par de conejitos, los cuales empiezan a 
ser productivos a la edad de dos meses. Si empieza con 
una pareja de recién nacidos, ¿cuántas parejas de conejos 
tendrá en el n-ésimo mes? Demuestre que la respuesta es 
fa donde {f,} es la sucesión de Fibonacci que se define 
en el ejemplo 3(c). 


(b) Sea a, = f.+1/f, demuestre que a,-, = 1 + 1/a,-,. Supo- 
niendo que (a,) es convergente, determine su límite. 

(a) Sea a, = a, a, = fla), az = fa) = AKA)... An+1 = Kar), 
donde fes una función continua. Si lím, >» 4, = L, 
demuestre que fL) = L. 

(b) Ilustre el inciso (a) haciendo f(x) = cos x, a = 1, y 


estimando el valor de L con una aproximación de cinco 
cifras decimales. 


. (a) Mediante una gráfica, deduzca el valor del límite 


5 


n 


lím 


n>% y! 


(b) Con una gráfica de la sucesión del inciso (a) calcule los 
valores más pequeños de N que corresponden a £ = 0.1 y 
e = 0.001 en la definición 2. 


Aplique directamente la definición 2 para demostrar que 
lím, >. r” = 0 cuando |r| < 1. 


Demuestre el teorema 6. 
[Sugerencia: utilice la definición 2 o el teorema de la 
compresión. ] 


Demuestre el teorema 7. 


Demuestre que si lím, >» a, = O y {b„} es acotada, entonces 
lím, >» (a,b,) = 0. 


1 n 
Sea a, = ( + 2) ; 
n 


(a) Demuestre que si O = a < b, entonces 


pal gr 


< (n + 1)b” 


b-a 


(b) Deduzca que b"[(n + 1)a—nb] < a"*!. 

(c) Utilice a = 1 + 1/(n + 1)y b= 1 + 1/n del inciso (b) 
para demostrar que {a,} es creciente. 

(d) Usea = 1 yb = 1 + 1/(2n) en el inciso (b) para demos- 
trar que a), < 4. 

(e) Mediante los incisos (c) y (d) demuestre que a, < 4 para 
toda n. 

(f) Utilice el teorema 12 para demostrar que lím, > (1 + 1/n) 
existe. (El límite es e. Véase la ecuación 3.6.6.) 


91. 


92. 


93. 


Sean a y b números positivos con a > b. Sea a, la media 
aritmética y b, la media geométrica: 


+b —— 
a = 2 2 bi = vab 


Repita el proceso tal que, en general 


an + Dd, 


> Dni = Vanbn 


An+1 7 


(a) Mediante la inducción matemática demuestre que 


An > an1 > bus > bn 


(b) Deduzca que tanto (a,) como {b,„} son convergentes. 

(c) Demuestre que lím, >» 4, = lím, >: bn. Gauss llamó al 
valor común de estos límites la media aritmética- 
geométrica de los números a y b. 


(a) Demuestre que si lím, >. da, = L y líM, > 42n+1 = L 
entonces (a,) es convergente y lím, >» 4, = L. 
(b) Sia, =1y 
1 
1 +a, 


lii = 1 F 


calcule los primeros ocho términos de la sucesión 
{a}. Luego use el inciso (a) para demostrar que 

lím >. 4, = y/2 Esto da el desarrollo en fracción 
continua 


El tamaño de una población inalterada de peces se ha 
modelado mediante la fórmula 


pia E 

a + Pr 

donde p, es la población de peces después de n años, y a y b son 

constantes positivas que dependen de las especies y su medio 

ambiente. Suponga que la población en el año 0 es po > 0. 

(a) Demuestre que si (p,) es convergente, entonces los únicos 
valores posibles de este límite son 0 y b — a. 

(b) Demuestre que p,+, <(b/a)p,.. 

(c) Mediante el inciso (b) demuestre que si a > b, entonces 
lím, >< Pp, = 0; en otras palabras, la población muere. 

(d) Ahora suponga que a < b. Demuestre que si 
Po < b — a, entonces {p,} es creciente y 
0 < p, <b — a. Demuestre que si pp > b — a, entonces 
{Ppa} es decreciente y p, > b — a. Deduzca que si a < b, 
entonces lím, > p, = b-a. 
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11.2 Series 


El récord actual para calcular una 
aproximación decimal de 7 lo obtu- 
vieron Shigeru Kondo y Alexander 
Yee en 2011 y contiene más de 10 
billones de decimales. 


Una sucesión que surge en ecología como un modelo para el crecimiento poblacional se define 
por medio de la ecuación logística en diferencias 


Parr = kpnll — pn) 


donde p, mide el tamaño de la población de la n-ésima generación de una sola especie. Para man- 
tener manejables los números, p, es una fracción del tamaño máximo de la población, por lo que 
0 < p, S 1. Observe que la forma de la ecuación es similar a la ecuación diferencial logística de 
la sección 9.4. El modelo discreto, con sucesiones en lugar de funciones continuas, es preferible 
para modelar las poblaciones de insectos, en las cuales el apareamiento y la muerte ocurren de un 
modo periódico. 

Un ecologista se interesa en predecir el tamaño de la población a medida que el tiempo 
avanza, y plantea estas preguntas: ¿se estabilizará en un valor límite?, ¿cambiará de manera 
cíclica? o ¿mostrará un comportamiento aleatorio? 

Escriba un programa para calcular los n primeros términos de esta sucesión con una pobla- 
ción inicial po, donde 0 < py < 1. Con este programa efectúe lo siguiente: 


1. Calcule 20 o 30 términos de la sucesión para po = y para dos valores de k tales que 1 < k < 3. 
Grafique cada sucesión. ¿Parecen converger? Repita para un valor distinto de po entre 0 y 1. 
¿El límite depende del valor elegido de po? ¿Depende del valor elegido de k? 


2. Calcule términos de la sucesión para un valor de k entre 3 y 3.4 y dibújelos. ¿Qué observa con 
respecto al comportamiento de los términos? 


3. Experimente con valores de k entre 3.4 y 3.5. ¿Qué sucede con los términos? 


4. Para valores de k entre 3.6 y 4, calcule y dibuje por lo menos 100 términos y comente el com- 
portamiento de la sucesión. ¿Qué sucede si cambia p, por 0.001? Este tipo de comportamiento 
se llama caótico y lo muestran poblaciones de insectos bajo ciertas condiciones. 


¿A qué se refiere cuando se expresa un número con una cantidad infinita de decimales? 
Por ejemplo, qué significa escribir 


Tr = 3.14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 ... 


La convención que hay detrás de la notación decimal es que cualquier número con una 
cantidad infinita de decimales se puede escribir como una suma infinita. Aquí, el signi- 
ficado es que 


1 4 1 5 9 2 6 5 
m =3 + — + — +t — +t H HM HMHM 
10 10? 10 10% 105 106 107 10 


A 


donde los puntos suspensivos (...) indican que la suma continúa por siempre y que cuan- 
tos más términos se agreguen, se estará más cerca del valor verdadero de m. 

En general, si se trata de sumar los términos de una sucesión infinita {an },-1, se obtiene 
una expresión de la forma 


(1) atata +- Han +... 
que se denomina serie infinita (o solo serie) y se denota con el símbolo 
>a, © Dá; 
n=1 


Pero ¿tiene sentido hablar de suma de una infinidad de términos? 
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m Suma de los primeros 
n términos 
1 0.50000000 
2 0.75000000 
3 0.87500000 
4 0.93750000 
5 0.96875000 
6 0.98437500 
7 0.99218750 
10 0.99902344 
15 0.99996948 
20 0.99999905 
25 0.99999997 


Sería imposible encontrar la suma finita de la serie 
IEZLE SEA e a a a e 


porque si se suman los términos, se obtienen sumas acumulativas 1, 3, 6, 10, 15, 21, ... 
y después del n-ésimo término, se llega a n(n + 1)/2, lo cual resulta muy grande cuando 
n se incrementa. 

Sin embargo, si se empieza por sumar los términos de la serie 


1 1 1 
de — SE 


1 
+ == 
16 32 64 2 


++ 


LEENE 
2 4 8 


se obtiene L, > z, a, > a ..., 1 — 1/2",... En la tabla se puede ver que cuando se 
suman más y más términos, estas sumas parciales se vuelven más y más cercanas a 1. 
(Véase también la figura 11 en Un adelanto del cálculo en la página 6.) De hecho, al sumar 
suficientes términos de la serie es posible hacer que las sumas parciales sean tan cercanas 
a 1 como se quiera. Así que es razonable decir que la suma de esta serie infinita es igual a 1 
y escribir 


A, LL, 1, 1 1 
Y == +++ —+.e+ 
az? 2 4A 8 16 2" 


+... .=]1 


Se usará una idea similar para determinar si una serie infinita (1) tiene o no tiene 
suma. Se consideran las sumas parciales 


Si =d; 


S3 = dı + a2 + az 
S4 = 4, + ad + a3 + a, 


y, en general, 


n 
Sn = ai + a + az +-+ + an = Y a; 
i=] 


Estas sumas parciales forman una nueva sucesión {s„}, la cual puede tener o no tener un 
límite. Si lím, >. s, = s existe (como un número finito), entonces, como en el ejemplo 
anterior, recibe el nombre de suma de la serie infinita Xa,. 


(2) Definición Dada una serie >=; 4, = 41 + a + a3 + +: + sea Ss, la n-ésima 
suma parcial: 


sn =>»a¡=a+a,+-:::+4s 
i=1 


Si la sucesión (s,) es convergente y lím, —- S, = s existe como un número real, 


entonces la serie Xa, se dice convergente y se escribe 


ái Faart = anto: =sS (0) NY a,=s 


n=1 


El número s se llama suma de la serie. Si la sucesión {s,} es divergente, entonces 
la serie es divergente. 


Compare con la integral impropia 
wi (x) dx = lím f f(x)dx 
J t>o J 


Para determinar esa integral se inte- 
gra de 1 a 1 y después se hace que 

t — œ. En el caso de series, se 
suma desde 1 hasta n y después se 


hace que n — o, 


La figura 1 proporciona una demos- 
tración geométrica del resultado del 
ejemplo 2. Si los triángulos se cons- 
truyen como se indica y s es la suma 
de la serie, entonces, por triángulos 


semejantes 


a a — ar 


a 


a 
— = ———— porlo que s 


ar 


a 


FIGURA 1 
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Por lo que la suma de una serie es el límite de la sucesión de sumas parciales. Así que 
cuando se escribe 2 ;;-¡ 4, = s, quiere decir que al sumar suficientes términos de la serie, 
se puede llegar tan cerca como se quiera al número s. Observe que 


EJEMPLO 1 Suponga que se sabe que la suma de los primeros n términos de la serie 
Drzi A, €S 


2n 


Sn =Z 41 + az ++ + an = -o 
3n +5 


Entonces la suma de la serie es el límite de la sucesión (s,,): 


E y ' 2n 2 
> a, = lím s, = lím = lím = E] 
n>% n>% 3n +5 n>% 5 3 
3+ — 


n=1 


En el ejemplo 1 se da una expresión para la suma de los primeros n términos, pero 
usualmente no es fácil encontrar tal expresión. Sin embargo, en el ejemplo 2, se tiene 
una famosa serie para la cual se puede encontrar una fórmula explícita para s,,. 


EJEMPLO 2 Un importante ejemplo de una serie infinita es la serie geométrica 


a+ar+ar+ar?+-««+ar +. = Y gr" a+0 


Cada término se obtiene a partir del término precedente multiplicándolo por la razón 
común r. (Ya se ha considerado el caso especial cuando a = 5 yr= 5 en la página 
708.) 

Sir = 1, entonces s, =a +a++:.++a=mna-—> 50, Ya que lím,- S, no existe, 
la serie geométrica diverge en este caso. 

Sir 1, se tiene 


s=a+ar+ar +--+ ar"! 


PA = 
y Fi ar + ar? +- +ar™! + ar” 


Al restar estas ecuaciones se obtiene 


5 = A: = 4 = ar" 


all — r” 
a AC 


1.= 


Si —1 <r < 1, se sabe de (11.1.9) que r” —= 0 cuando n — %, por lo que 


) ~ a(l—=r”) a a MERE a 
lím s, = lím = lím r” = —— 
n>% n>% l-r =r l — r n>% l=r 


Por lo que, cuando |r|< 1, la serie geométrica es convergente y su suma es a/(1 — r). 
Sir < —1 o,r > 1, la sucesión {r"} es divergente de acuerdo con (11.1.9) y, de ese 

modo, conforme la ecuación 3, lím,,.. 5, no existe. Por tanto, la serie geométrica diverge 

en esos casos. E 
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Los resultados del ejemplo 2 se resumen como sigue. 


(4) La serie geométrica 


SN ar! =a+ar+ar+-.. 
En palabras: la suma de una == 


serie geométrica convergente es 


přímér término es convergente si |r |< 1 y su suma es 


1 — razón común co 


Si |r| = 1, la serie geométrica es divergente. 


EJEMPLO 3 Calcule la suma de la serie geométrica 
10, 20 _ 40 
dl do = OS 


SOLUCIÓN El primer término es a = 5 y la razón común es r = — a Como |r| = A < 1, 
la serie es convergente por (4) y su suma es 


10 20 40 5 5 

5 Æ +... = = = 3 = 
¿Qué se quiere realmente decir 3 9 27 |= (2) 2 
cuando se afirma que la suma de 
la serie del ejemplo 3 es 3? Por 
supuesto, no se puede sumar una 4 Sn Sn A 
infinidad de términos de uno en uno. 1 5.000000 
Pero, de acuerdo con la definición 2, 2 1.666667 
la suma total es el límite de la 3 3.888889 
sucesión de sumas parciales. De FR a a 
este modo, al efectuar la suma 4 2.407407 
de suficientes términos, se acerca 5 3.395062 
tanto como se quiera al número 3. 6 2.736626 
La tabla muestra las primeras diez 
sumas parciales s, y en la gráfica 7 3.175583 0 e A 
de la figura 2 se ilustra cómo la 8 2.882945 ds 
sucesión de las sumas parciales se 9 3.078037 
aproxima a 3. 

10 2.947975 FIGURA 2 


EJEMPLO 4 La serie X, 2?"3!”", ¿es convergente o divergente? 


n=1 


SOLUCIÓN Escriba el n-ésimo término de la serie en la forma ar””!: 


Otra manera de identificar a y r es 0 4" 


z Z = =j 
escribir los primeros términos. y e 5 ¡al ie = > rol ES 2 43) 
a= R= 


n=1 n=1 
arrob. 
X x ; a pe 4 
Se identifica esta serie como una serie geométrica con a = 4 y r = 3. Como r > 1, la 
serie diverge, de acuerdo con (4). O 


EJEMPLO 5 Se administra un fármaco a un paciente a la misma hora todos los días. 
Suponga que la concentración del fármaco es C, (medido en mg/mL) después de la 
inyección en el n-ésimo día. Antes de la inyección del día siguiente, solo 30% del 
fármaco permanece en el torrente sanguíneo y la dosis diaria aumenta la concentración 
en 0.2 mg/mL. 

(a) Encuentre la concentración después de tres días. 
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(b) ¿Cuál es la concentración después de la n-ésima dosis? 
(c) ¿Cuál es la concentración límite? 


SOLUCIÓN 
(a) Justo antes de que se administre la dosis diaria del medicamento, la concentración 
se reduce a 30% de la concentración del día anterior; es decir, 0.3C,,. Con la nueva 
dosis se incrementa la concentración en 0.2 mg/mL y así 
Cu+1 = 0.2 + 0.3C, 

Comenzando con Co = 0 y sustituyendo n = 0, 1, 2 en esta ecuación, se obtiene 

Cı = 0.2 + 0.3Co = 0.2 

C, = 0.2 + 0.3C, = 0.2 + 0.2(0.3) = 0.26 


C; = 0.2 + 0,3C, = 0.2 + 0.2(0.3) + 0.2(0.3)? = 0.278 


La concentración después de tres días es 0.278 mg/mL. 
(b) Después de la n-ésima dosis la concentración es 


C, = 0.2 + 0.2(0.3) + 0.2(0.3)? + --- + 0.2(0.3)"' 


Esta es una serie geométrica finita con a = 0.2 y r = 0.3, por la fórmula 3 se tiene 


= 0201 —(0.3)] 2 
1-0.3 7 


Ci [1 — (0.3)"] mg/mL 


(c) Debido a que 0.3 < 1, se sabe que lím, - .. (0.3) = 0. Por tanto, la concentración 
límite es 


2 2 2 
lím C, = lím 7i = (0.3)"] = > (1-0) = 7 mg/mL E 


EJEMPLO 6 Escriba el número 2.317 = 2.3171717. . . como una razón de enteros. 
SOLUCIÓN 


23171717... = 23 +z F H +... 
107 10? 107 


Después del primer término se tiene una serie geométrica con a = 17/10 y r = 1/10. 
Por tanto 


17 17 
m 10° 1000 
2.317 = 2.3 + = 2,3 4 
1 99 
js == 
10? 100 


EJEMPLO 7 Encuentre la suma de la serie > x”, donde |x| < 1. 


SOLUCIÓN Observe que esta serie inicia con n = 0 y por eso el primer término x° = 1. 
(En las series, se adopta la convención de que x? = 1 aun cuando x = 0.) 
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En Module 11.2 se explora una 
serie que depende de un ángulo 0 en 

un triángulo y permite ver qué tan rá- 
pido converge la serie cuando varía 0. 


Observe que los términos se elimi- 
nan en pares. Este es un ejemplo 
de una suma telescópica: debido a 
todas las eliminaciones, la suma se 
colapsa (como el telescopio de un 
pirata) en solo dos términos. 


En la figura 3 se ilustra el ejemplo 8 

y se muestra la gráfica de la sucesión 
de términos a, = 1/[n(n + 1)] y la 
sucesión (s,) de sumas parciales. 
Observe que a, — 0 y s, —> 1. Véanse 
los ejercicios 78 y 79 donde se 
tratan dos interpretaciones geométri- 
cas del ejemplo 8. 


FIGURA 3 


Sucesiones y series infinitas 


Por lo que 


Ni =1+x+0 +++ > 
n=0 


Esta es una serie geométrica finita con a = 1 y r = x. Ya que Irl = Ixl < 1, esta converge 
y (4) da 


= 1 
El > * O Ix s 
EJEMPLO 8 Demuestre que la serie > iD es convergente, y determine 
== n(n 


su suma. 


SOLUCIÓN Esta no es una serie geométrica, por lo que se vuelve a la definición 
de una serie convergente y se calcula la suma parcial. 


E 1 1 1 1 1 
Paors A 
n(n + 1) 


+ + 
2 GF 1-2 2:3 3-4 


Sn = 


Se puede simplificar esta expresión si se utiliza la descomposición de la fracción parcial 


Lo 1 1 
ili+1I) i i+l 


(véase sección 7.4). Por tanto, se tiene 


lím s, = lím 


n—o n—o 


y así 


Por tanto, la serie es convergente y 


ds 1 . 
=] 
2 n(n + 1) 
A 

17 a 
{sa 
ía,) 

q bo 


El método usado en el ejemplo 9 
para demostrar que la serie armó- 
nica diverge es original del francés 
Nicole Oresme (1323-1382). 
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EJEMPLO 9 Demuestre que la serie armónica 


es divergente. 


SOLUCIÓN Para esta serie particular es conveniente considerar las sumas parciales s2, 
Sa, S8, S16, S32,-.. Y demostrar que se hacen muy grandes. 


s=1+! 

s=1+1+(4+1)>1414(141)=142 

NEA 
TE a E 


2 
smitt) 
G++ 


En forma similar, s32 > 1 + >, Ssa > l+ £ y, en general 


n 
Son > 1 += 
2 


Esto demuestra que sz > % cuando n —> % y por eso ([s,) es divergente. Debido a eso, la 
serie armónica diverge. El 


[6] Teorema Si la serie Y a, es convergente, entonces lím a, = 0. 
n=1 AS 


DEMOSTRACIÓN Sea s, = a, + a, + --- + a,. Entonces a, = S, — Sp-1. Ya que 
Za, es convergente, la sucesión {s,} es convergente. Sea lím, + S, = s. Como n — 1 >% 


cuando n — o, también se tiene lím, >.» S„,-ı = s. Por lo tanto, 
lím a, = lím(s, — Sn-1) = lím s, — lím sı =s=s=0 g 
n—>o n>o n>o n—>o 


NOTA 1 Con cualquier serie Xa, se asocian dos sucesiones: la sucesión (s,) de sus 
sumas parciales y la sucesión {a,} de sus términos. Si Èa, es convergente, entonces el 
límite de la sucesión {s,} es s (la suma de la serie) y, como establece el teorema 6, el límite 
de la sucesión (a, es 0. 


NOTA 2 En general, el inverso del teorema 6 no se cumple. Si lím, > « a, = 0, 
se puede concluir que 2a, es convergente. Observe que para la serie armónica 21/n se 
tiene a, = 1/n — 0 cuando n —> o, pero ya se demostró en el ejemplo 9 que È1/n 
es divergente. 


La prueba de la divergencia Si lím a, no existe o si lím a, + 0 , entonces la 
00 n—>o n—>o 


serie Y a, es divergente. 


n=1 
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La prueba de la divergencia se deduce del teorema 6 porque si la serie no es divergente, 
entonces es convergente y, por tanto, lím, ><, = 0. 


EJEMPLO 10 Demuestre que la serie 5 T. es divergente. 


n=1 n 


SOLUCIÓN 
: P n? y 1 1 
lím a, = lím => = lím 7= (0) 
n>% n>» Sn? +4 n5 +4/n? 5 
Por lo que la serie diverge de acuerdo con la prueba de la divergencia. E] 


NOTA 3 Si se encuentra que lím,> ..a, + 0, se sabe que 2a, es divergente. Si se tiene 
que lím, «4, = O, nada se sabe con respecto a la convergencia o la divergencia de 2a,,. 
Recuerde la advertencia de la nota 2: si lím, +a, = O, la serie Xa, podría ser convergente 
o divergente. 


Teorema Si2a, y *b, son series convergentes, entonces también lo son las series 
Èca, (donde c es una constante), 2(a, + bna) y 2(a, — bn), y 


(1) ` Can =C ï an 


n= n=1 


(11) ` (a, + ba) = 5 an + > bn 


n= n=1 n=1 


(111) 5 (an n bn) = ` an — > bn 


n= n=1 n=1 


Estas propiedades de las series convergentes se infieren de las leyes de los límites 
correspondientes a las sucesiones de la sección 11.1. Por ejemplo, aquí se demuestra la 
parte (ii) del teorema 8: 

sea 


n 


La n-ésima suma parcial de la serie X(a, + b,,) es 


un = Y (a; + bi) 
¡=1 


y, usando la ecuación 5.2.10, se tiene 


lím u, = lím Y (a; + b;) = lím (š a+ Y n) 
i=1 i=1 


noo n—>0 ¡1 noo 


= lím Y a; + lím Y» b; 


>v; >v; 
n i=1 n i=1 


lím s, + lím t =s +t 


n>ow n>o 


Por tanto, (a, + b,) es convergente y su suma es 


S (a, +b,)=s+1t=> a+ yb, La 
n=1 


n=1 n=1 
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EJEMPLO 11 Determine la suma de la serie 5 uE. A + | : 
a1 \ n(n + 1) 2” 


SOLUCIÓN La serie 21/2" es una serie geométrica con a = 4 yr= 1, por lo que 


1 Jl 
S 2 =1 
2" => 


> 
En el ejemplo 8 se encuentra que 


Y ——<=1 


i=l T + 1) 


Por lo que por el teorema 8, la serie dada es convergente y 


E 1 z 1 y | 
+ =3 + 
2 E + 1) 5) 2 n(n + 1) 2 2 


=3-1+1=4 O 


NOTA 4 Una cantidad finita de términos no afecta la convergencia o divergencia de 
una serie. Por ejemplo, suponga que se es capaz de demostrar que la serie 


2 n 
> +1 


n= 4 n? 


es convergente. Ya que 


E n RA ES 
> a +23 


n=1 n? T 1 2 pr 


n 
+1 


se deduce que toda la serie 2;-, 1/(n* + 1) es convergente. Asimismo, si se sabe que la 
serie > ;;=y+1 4, es convergente, entonces toda la serie 


N o 
=Ya,+ Y a 


n=1 n=1 n=N+1 


es también convergente. 


11.2 EJERCICIOS 


1. (a) ¿Cuál es la diferencia entre una sucesión y una serie? 
(b) ¿Qué es una serie convergente? ¿Qué es una serie divergente? 


2. Explique qué significa decir que 2;=1 4, = 5. 
3-4 Calcule la suma de la serie > ;;-¡ 4, cuyas sumas parciales 
están dadas. 
n?—-1 


3. s, = 2 — 3(0.8)" 4. s, = 
j (o * 4n? 


5-8 Calcule los primeros ocho términos de la sucesión de sumas 
parciales con una aproximación de cuatro decimales. ¿Las series 
parecen que convergen o divergen? 


æ 1 % 


Te 6. Y 


a=i 10 A 


A 


3n 


7. s senn A 


n=1 n=1 e + 1) 


9 9-14 Encuentre por lo menos 10 sumas parciales de las series. 
Trace la gráfica tanto de la sucesión de los términos como la 
sucesión de las sumas parciales en la misma pantalla. ¿Cómo 
parece ser la serie, convergente o divergente? Si es convergente, 
determine la suma. Si es divergente, explique por qué. 


e 10. s cos n 
n=1 Es” n=1 


12. 3 


Ns) T + 2) 
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a 1 z 1 1 
13. xy 5 14. 5 (snt — sen 
n 


n+1 


2n 


3n +1 
(a) Determine si {a„} es convergente. 


15. Sea a, = 


(b) Determine si 2;-; 4, es convergente. 


16. (a) Explique la diferencia entre 
Za y Èy 
i=1 j=1 
(b) Explique la diferencia entre 


n n 
Za y 24; 
i=1 i=1 


17-26 Determine si la serie geométrica es convergente 


o divergente. Si es convergente, calcule la suma. 


17.3- 4+- 


19. 10 + 0.4 — 0.08 +... 


2 
20. 1 + 0.4 + 0.16 + 0.064 + ++. 


2 o 3 
21. Y 12(0.73)""" 22.) =— 
n=1 n=1 
æ (37 00 art 
23. Y —— 24. Y) — 
2 2 
e E 6 E 9211 


25. PE . 
2 6! Al 3r 


64 1 1 1 
re 18.3-1+73-1+.-+: 


27-42 Determine si la serie es convergente o divergente. Si es 


convergente, encuentre su suma. 


1 1 1 
27. H t H ho... 
3 6 9 12 15 


sá A O 
3 9 27 Ll. 2 29 
< 2+n i k 
29. 30. X$ >= 
232. 2 E 
31. 3714" 32. 5 [(=0.2)" + (0.6)"7!] 
n=1 n=1 
Es 1 2 2” +4" 
33. Y — 34. Y ==— 
2 4 + e” 2 e” 
z 2 1+3" 
35. » (sen 100): 36. X > 
k=l n=1 


37. Y (2) 38. 5 JE" 


iai = 2 
39. Y arctan n 40. © ( 3 + ) 


n=1 n=1 


2 fi 1 
41. 2 (5+ 
e 


= n(n + 1) 


) 42. 5 £ 


43-48 Determine si la serie es convergente o divergente al 
expresar s, como suma telescópica (como en el ejemplo 8). Si es 
convergente, encuentre su suma. 


a 2 ? 
43. s 44. 1 
2 i 2 
a 3 E 1 1 
o 46. e A. i 
2 n(n + 3) 2 (= vn +1 ) 
- 1/n 1/(n+1) < 1 
47. Y (e — e/0+D) 48. - 
n=1 n=2N >N 


49. Sea x = 0.99999... 
(a) ¿Qué piensa usted, que x < 1 o que x = 1? 
(b) Sume una serie geométrica para determinar el valor de x. 
(c) ¿Cuántas representaciones decimales tiene el 1? 
(d) ¿Cuáles números tienen más de una representación 
decimal? 


50. Una sucesión de términos está definida por 


a=1 An = (5 — n)an-ı 


Calcule >5;-¡ an. 
51-56 Exprese el número como un cociente de enteros. 
51. 0.8 = 0.8888... 52. 0.46 = 0.46464646 ... 
53. 1.5342 54. 7.12345 


55. 1.234567 56. 5.71358 


57-63 Calcule los valores de x para los cuales la serie converge. 
Determine la suma de la serie para dichos valores de x. 


57. Y (—5)"x" 58. X (x + 2)" 
n=1 n=1 
06 9 dá 
59. y E - ) 60. Y (-4)'(x — 5)" 
n=0 3 n=0 
EAS £, seny 
61. X — 62: 2 
n=0 X n=0 3 


63. Y e” 


64. Se ha visto que una serie armónica es una serie divergente 
cuyos términos se aproximan a 0. Demuestre que 


= 1 
> m1 + ) 
n=1 n 


es otra serie con esta propiedad. 


EN 65-66 Utilice la instrucción de las fracciones parciales en su 


sistema algebraico computacional para encontrar una expresión 
conveniente para la suma parcial, y luego use esta expresión para 
encontrar la suma de la serie. Compruebe su respuesta usando 
directamente el sac a la suma de la serie. 


2 3n? +3n+1 = 1 


66. X 


a m+n’ a n? — 5n? + 4n 


67. Si la n-ésima suma parcial de una serie 2;-=¡ 4, es 


n= 1 
n+1 


Sn = 


determine a, y 2;=1 4n. 


68. Si la n-ésima suma parcial de una serie 2;-=¡ 4, es 
Sn = 3 — n2””, determine a, y 2;=1 4n. 


69. Un médico receta 100 mg de tabletas de antibiótico para 

tomar cada ocho horas. Justo antes de cada toma, 20% 

del medicamento permanece en el cuerpo. 

(a) ¿Cuánto del medicamento está en el cuerpo justo después 
de que se toma la segunda tableta? ¿Después de la tercera 
tableta? 

(b) Si O, es la cantidad de antibiótico en el cuerpo justo 
después de la n-ésima tableta, encuentre una ecuación 
que expresa O, +, en términos de cantidad de Q,. 

(c) ¿Qué cantidad de antibiótico permanece en el cuerpo a 
largo plazo? 


70. A un paciente se le inyecta un medicamento cada 12 horas. 
Inmediatamente antes de cada inyección, la concentración 
del fármaco se ha reducido 90% y la nueva dosis aumenta la 
concentración por 1.5 mg/L. 

(a) ¿Cuál es la concentración luego de tres dosis? 

(b) Si C, es la concentración luego de la n-ésima dosis, 
encuentre una fórmula para C,, como una función 
de C,. 

(c) ¿Cuál es el valor límite de la concentración? 


71. Un paciente toma 150 mg de una medicina a la misma 

hora cada día. Justo antes de tomar cada tableta, 5% del 

medicamento permanece en el cuerpo. 

(a) ¿Qué cantidad de medicina está en el cuerpo después de 
la tercera tableta? ¿Después de la n-ésima tableta? 


(b) ¿Qué cantidad de medicina queda en el cuerpo a largo plazo? 


72. Después de inyectar una dosis D de insulina, la concentración 
de insulina en el sistema del paciente decae de manera 
exponencial, así que puede expresarse como De” “, donde t 
representa el tiempo en horas y a es una constante positiva. 
(a) Si la dosis D se inyecta cada T horas, escriba una expre- 
sión para la suma de la concentración residual justo antes 


de la (n + 1)-ésima inyección. 


73 


74. 


75. 


76 


77 


HĒ 78. 
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(b) Determine la concentración límite antes de inyectar. 

(c) Si la concentración de insulina debe siempre permanecer 
en o por encima de un valor crítico C, determine la dosis 
mínima de D en términos de C, a y T. 


Cuando el dinero se gasta en bienes y servicios, quienes 

lo reciben también gastan un poco de él. Las personas que 

reciben algo del dinero gastado dos veces, gastarán algo 

de dicho dinero, y así sucesivamente. Los economistas 

llaman a esta reacción en cadena efecto multiplicador. En un 

hipotético pueblo aislado, el gobierno local inicia el proceso 

gastando D dólares. Suponga que cada persona que recibe 

dinero gasta 100c% y ahorra 100s% del dinero. Los valores 

c y s se denominan propensión marginal al consumo y 

propensión marginal al ahorro y, por supuesto, c + s = 1. 

(a) Sea S, el total de lo gastado que ha sido generado después 
de n transacciones. Determine una ecuación para S,,. 

(b) Demuestre que lím,- S, = kD, donde k = 1/s. La canti- 
dad k se llama multiplicador. ¿Cuál es el multiplicador si 
la propensión marginal al consumo es 80%? 

Nota: el gobierno federal de Estados Unidos usa este prin- 

cipio para justificar el gasto que muestra déficit. Los bancos 

utilizan este principio para justificar los préstamos de un gran 

porcentaje del dinero que reciben como depósito. 


Una pelota tiene la propiedad de que, cada vez que cae desde 

una altura h sobre una superficie nivelada y dura, rebota 

hasta una altura rh, donde 0 < r < 1. Suponga que la pelota 

cae desde una altura inicial de A metros. 

(a) Suponiendo que la pelota continúa rebotando de manera 
indefinida, calcule la distancia total que recorre. 

(b) Calcule el tiempo total que la pelota viaja. (Use el hecho 
de que la pelota cae lg metros en f segundos.) 

(c) Suponga que cada vez que la pelota golpea la superficie 
con velocidad v rebota con velocidad —kv, donde 0 < k < 1. 
¿Cuánto tiempo le tomará a la pelota llegar al reposo? 


Encuentre el valor de c si 


Encuentre el valor de c tal que 


Y» e” =10 


n=0 


En el ejemplo 9 se demostró que la serie armónica es 
divergente. Aquí se bosqueja otro método, haciendo uso del 
hecho de que e* > 1 + x para cualquier x > 0. (Véase el 
ejercicio 4.3.84.) 

Si s, es la n-ésima suma parcial de la serie armónica, de- 
muestre que e™ > n + 1. ¿Por qué esto implica que la serie 
armónica es divergente? 


Grafique las curvas y = x", 0 S x < 1, paran = 0, 1, 2, 3, 
4,... sobre una misma pantalla. Determinando las áreas entre 
las curvas sucesivas, dé una demostración geométrica del hecho, 
mostrado en el ejemplo 8, de que 
a 1 E 
azı A(n + 1) 


CAPÍTULO 11 Sucesiones y series infinitas 


79. En la figura se muestran dos circunferencias C y D de radio 


1 que se tocan en P. T es una tangente común; C; es la 
circunferencia que toca C, D y T; C; es la circunferencia 

que toca C, D y Cy; C; es la circunferencia que toca C, D y 
C2. Este procedimiento puede continuar en forma indefinida 
y produce una sucesión infinita de circunferencias (C,). 
Encuentre una expresión para el diámetro de C, y, de ese modo, 
proporcione otra demostración geométrica del ejemplo 8. 


80. Un triángulo rectángulo ABC está definido con ZA = 0 y 


IACI = b. CD se traza perpendicular a AB, DE se traza en 
forma perpendicular a BC, EF L AB, y este proceso continúa 
en forma indefinida como se ilustra en la figura. Determine la 
longitud total de todas las perpendiculares 


|CD| + |DE| + |EF| + |FG| +++. 


en términos de b y 0. 


N 


| 
AN | \ 
B G E C 


81. ¿Qué está mal en el cálculo siguiente? 


0O=0+0+0+:+-. 
=(1-D+(1-D+(1-D+-*. 


(Guido Ubaldus pensaba que esto demostraba la existencia 
de Dios, porque “se había creado algo de la nada”.) 


82. Suponga que >;-1 a, (a, + 0) se sabe que es una serie 


convergente. Demuestre que 2;-1 1/a, es una serie 
divergente. 


83. Demuestre el inciso (i) del teorema 8. 


84. 
85. 


86. 


87. 


88. 


89. 


90. 


Si Za, es divergente y c % 0, demuestre que *ca, es divergente. 


Si *a, es convergente y Èb, es divergente, demuestre que la 
serie 2(a, + b,) es divergente. [Sugerencia: argumente por 
contradicción. ] 


Si 2a, y 2b, son divergentes, ¿necesariamente (a, + b,,) es 
divergente? 


Suponga que una serie Xa, consta de términos positivos y 
sus sumas parciales s, cumplen con la desigualdad s, = 1000 
para toda n. Explique por qué 2a, debe ser convergente. 


La sucesión de Fibonacci se define en la sección 11.1 
mediante las ecuaciones 


fi 1, Rh 1, Ja Jazi t Jn-2 
Demuestre que cada uno de los enunciados siguientes es cierto. 


Lo 1l 1 
hata hat hifi 


do j e 
b Y == =1 =—*==3 
OL © A 


n=3 


(a) 


El conjunto de Cantor, nombrado así en honor al 
matemático alemán Georg Cantor (1845-1918), se construye 
como se señala a continuación. Empiece con el intervalo 
cerrado [0, 1] y retire el intervalo abierto (4, 2). Esto deja los 
dos intervalos lo, l y a 1 | y luego elimine el intervalo 
abierto constituido por el tercio medio de cada uno. De este 
modo quedan cuatro intervalos y de nuevo elimine el tercio 
medio de cada uno de ellos. Continúe este procedimiento de 
manera indefinida eliminando en cada paso el tercio medio 
de cada intervalo que queda del paso anterior. El conjunto de 
Cantor consiste en los números que quedan en [0, 1] después 
de que todos esos intervalos se han eliminado. 

(a) Demuestre que la longitud total de todos los intervalos 
que se eliminan es 1. A pesar de eso, el conjunto de 
Cantor contiene un infinito de números. Proporcione 
ejemplos de algunos números del conjunto de Cantor. 

(b) La alfombra de Sierpinski es un equivalente en dos 
dimensiones del conjunto de Cantor. Se construye 
eliminando el noveno central de un cuadrado de lado 
1, y luego se elimina el centro de cada uno de los ocho 
cuadrados restantes, y así sucesivamente. (En la figura 
se ilustran los primeros tres pasos de la construcción.) 
Demuestre que la suma de las áreas de los cuadrados 
eliminados es 1. Esto significa que el área de la alfombra 
de Sierpinski es 0. 


(a) Una sucesión (a,) se define recursivamente mediante la 
ecuación a, = Hay: + a,-2) para n = 3, donde a, y a» 
son números reales. Experimente con varios valores de a; 
y a, y con la ayuda de su calculadora infiera el límite de 
la sucesión. 
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(b) Encuentre lím,.. a, en términos de a, y a, expresando 
A,+1 — a, en función de a, — a, y sume una serie. 


91. Considere la serie 3;-, 1/(n + 1)! 
(a) Calcule las sumas parciales s1, 5», 53 y Sa. ¿Reconoce los de- 
nominadores? Use el patrón para inferir una fórmula para sn. 
(b) Aplique inducción matemática para demostrar su inferencia. 
(c) Demuestre que la serie infinita dada es convergente y 
calcule su suma. 


92. En la figura hay un infinito de círculos que se aproximan a los 
vértices de un triángulo equilátero. Cada círculo toca otros 
círculos y los lados del triángulo. Si el triángulo tiene lados 
que miden una unidad de longitud, calcule el área total que 
ocupan los círculos. 


11.3 La prueba de la integral y estimaciones de sumas 


En general, es difícil determinar la suma exacta de una serie. Se puede lograr en el caso 
de series geométricas y series 21/[n(n + 1)] porque en cada uno de estos casos es posi- 
ble encontrar una fórmula simple para la n-ésima suma parcial s,. Pero por lo regular 
no es fácil descubrir tal fórmula. Por tanto, en las secciones siguientes se tratan varias 
pruebas que permiten determinar si una serie es convergente o divergente sin que se 
tenga que encontrar en forma explícita su suma. (En algunos casos, los métodos permiten 
determinar unas buenas estimaciones de la suma.) La primera prueba utiliza integrales 
impropias. 

Se debe empezar por investigar las series cuyos términos son los recíprocos de los 
cuadrados de los enteros positivos: 


7 SZ l 1 1 1 
n -e 257 Lea p y rT 
5 1:4636 No hay una fórmula sencilla para la suma s, de los primeros n términos, pero la tabla 
10 1.5498 generada al calcular los valores, dados en el margen, sugiere que las sumas parciales se 
50 1.6251 aproximan a un número cercano a 1.64 cuando n — % y de este modo parece como si la 
100 1.6350 serie fuera convergente. 
500 1.6429 Se puede confirmar esta impresión con un razonamiento geométrico. En la figura 1 se 
ilustra la curva y = 1/x? y algunos rectángulos que se encuentran abajo de la curva. La 
1000 1.6439 i : i : ; 
base de cada uno de los rectángulos es un intervalo de longitud igual a 1; la altura es igual 
5000 1.6447 al valor de la función y = 1/x7en el punto final derecho del intervalo. 


=y 


FIGURA 1 
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o l 

n 525 

5 3.2317 

10 5.0210 

50 12.7524 

100 18.5896 

500 43.2834 
1000 61.8010 
5000 139.9681 

FIGURA 2 


Por lo que la suma de las áreas de los rectángulos es 


1 1 1 1 1 | 
2 F 2 t 2 F 2 + 2 a 5 2 
1* ze 3. 4 5 n=1 MS 


Si se excluye el primer rectángulo, el área total de los rectángulos restantes es menor 
que el área bajo la curva y = 1/x? para x > 1, que es el valor de la integral [a (1/17) dx. 
En la sección 7.8 se descubrió que esta integral impropia es convergente y que tiene un 
valor de 1. Por lo que la figura muestra que todas las sumas parciales son menores que 


Por lo que las sumas parciales están acotadas. También se sabe que las sumas parciales son 
crecientes porque todos los términos son positivos. Por tanto, las sumas parciales conver- 
gen, de acuerdo con el teorema de la sucesión monótona, de manera que la serie es con- 
vergente. La suma de la serie (el límite de las sumas parciales) es también menor que 2: 


2 1 1 1 1 1 
=+ ++ 
2 n? 1? 2? 3? 4? 


A ds 


[El matemático suizo Leonhard Euler (1707-1783) calculó que la suma exacta de esta 
serie es 7?/6, pero la demostración de esto es muy difícil. (Véase el problema 6 en los 
Problemas adicionales después del capítulo 15.)] 

Ahora veáse la serie 


` 1 1 1 1 1 1 


2n dAd a a aa aa 


La tabla de valores de s, sugiere que las sumas parciales no se aproximan a un número 
finito, por lo que se sospecha que la serie dada podría ser divergente. Otra vez se usa una 
figura para confirmarlo. En la figura 2 se muestra la curva y = 1/ Vx, pero esta vez se 
usan rectángulos cuya parte superior queda arriba de la curva. 


YA 1 
y=- 
yx 


La base de cada uno de los rectángulos es un intervalo de longitud 1. La altura es igual 
al valor de la función y = 1/y/x en el punto final izquierdo del intervalo. Así que la suma 
de las áreas de todos los rectángulos es 


AO E A A A sl 
VI y2 yB y4 45 azı yn 


Esta área total es mayor que el área bajo la curva para y = 1/ Vx para x = 1, que es igual 
a la integral |" (1/ Vx ) dx. Pero se sabe por la sección 7.8 que esta integral impropia es 


Para usar la prueba de la integral 

es necesario evaluar ff f(x) dx y, 
por tanto, se tiene que encontrar 
una antiderivada de f. Es frecuente 
que esto sea difícil o imposible, por 
lo que también se necesitan otras 
pruebas para convergencia. 
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divergente. En otras palabras, el área bajo la curva es infinita. Así que la suma de la serie debe 
ser infinita; es decir, la serie es divergente. 

El mismo tipo de razonamiento geométrico aplicado para estas dos series se puede 
hacer para demostrar la prueba siguiente. (La demostración se encuentra al final de esta 
sección.) 


Prueba de la integral Suponga que f es una función continua, positiva y decrecien- 
te sobre [1, œ) y sea a, = fin). Entonces la serie 2;;-, a, es convergente si y solo si la 
integral impropia | f(x) dx es convergente. En otras palabras: 


00 


G) Si a f(x) dx es convergente, entonces X, a, es convergente. 


n=1 


00 


Gi) Si | f(x) dx es divergente, entonces >, a, es divergente. 


n=1 


NOTA Cuando use la prueba de la integral no es necesario iniciar la serie o la integral 
en n = 1. Por ejemplo, al probar la serie 


: 1 po 1 
2 2 d 
2 m=3} E l 3 


Asimismo, no es necesario que f sea siempre decreciente. Lo importante es que f sea 
decreciente en los extremos, es decir, decreciente para x más grande que algún número 
N. Entonces 2 ;=y a, es convergente, por lo que 2;=, a, es convergente de acuerdo con la 
nota 4 de la sección 11.2. 


EJEMPLO 1 Pruebe la convergencia o divergencia de la serie Y — 
n=1 M 


SOLUCIÓN La función f(x) = 1/(? + 1) es continua, positiva y decreciente sobre [1, 00) 
por lo que se aplica la prueba de la integral: 


Sa 
> 
II 


poo 1 o f 1 - T 
| ——— lím | =——- dx = lím tan x| 
iE e 1 t>%J1 x^ + 1 1—>0w 


imer e= PA A 
pa 4) 2 4 34 


Por tanto, k 1/(x? + 1) dx es una integral convergente y por lo tanto, de acuerdo con la 
prueba de la integral, la serie È 1/(n? + 1) es convergente. a 


EJEMPLO 2 ¿Para qué valores de p la serie X, — es convergente? 
n=1 
SOLUCIÓN Si p < 0, entonces lím,, >. (1/n”) = oo. Si p = 0, entonces lím, >» (1/n”) = 1. 
En cualquier caso lím, >.(1/n”) + 0, por lo que la serie dada es divergente de acuerdo 
con la prueba de la divergencia (11.2.7). 
Sip > 0, entonces la función f(x) = 1/x es evidentemente continua, positiva y decre- 
ciente sobre [1, 00). En el capítulo 7 [véase (7.8.2)] se encontró que 


po l 
| dx converge si p > 1 y diverge sip = 1 


x 
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CAPÍTULO 11 


Sucesiones y series infinitas 


De la prueba de la integral se infiere que la serie 21/n” converge si p > 1 y diverge si 
0 < p < 1. (En el caso de p = 1, esta serie es la serie armónica estudiada en el ejemplo 
11.2.9) = 


La serie del ejemplo 2 se llama serie p. Esto es importante en el resto de este capítulo, 
por lo que se resumen los resultados del ejemplo 2 para referencia futura como se indica 
a continuación. 


a l 
01) La serie p >, — es convergente si p > 1 y divergente si p = 1. 
n 


n=1 


EJEMPLO 3 
(a) La serie 
1 1 1 1 


al 
== +z tzt 
> n? 1° 7 37 4 


es convergente porque es una serie p con p = 3 > 1. 


(b) La serie 
4 1 | 1 1 1 
= ==1+ + =+ +... 
> ana 2 Y/n AZ B A 
es divergente porque es una serie p con p = z Ele E 


NOTA No se debe inferir que, de acuerdo con la prueba de la integral, la suma de la 
serie es igual al valor de la integral. De hecho, 


1 T’ . po 1 
== mientras que — dx= 1 
n° 6 Ji x 


00 
n=1 


Por tanto, en general 


a E lan n 
EJEMPLO 4 Determine si la serie X, — es convergente o divergente. 
n=1 
SOLUCIÓN La función f(x) = (In x)/x es positiva y continua para x > 1 porque la fun- 
ción logaritmo es continua. Pero no es obvio si f es decreciente o no lo es, por lo que al 
calcular su derivada: 


F'O) > 


_(Y/Jx-laz  1-Inx 


xX 


Entonces, f'(x)< 0 cuando In x > 1, es decir, x > e. Se sigue que fes decreciente cuando 
x > e, de manera que se puede aplicar la prueba de la integral: 


po Inx o minx -~ (nx? l 
| dx = lím dx = lím 
yl X t>o  x t=% 2 i 
y. (nð 
= lím = 0 


t— o 


Ya que esta integral impropia es divergente, la serie *(In n)/n también es divergente de 
acuerdo con la prueba de la integral. o 


FIGURA 3 


YA 


n+1 


FIGURA 4 


=y ` 
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E Estimación de la suma de una serie 


Suponga que se pudo aplicar la prueba de la integral para demostrar que una serie Za, es con- 
vergente y que se quiere encontrar una aproximación a la suma s de la serie. Por supuesto, 
cualquier suma parcial s, es una aproximación a s porque lím, — S, = s. Pero, ¿qué tan 
buena es esa aproximación? Para saberlo se necesita estimar el tamaño del residuo. 


R, = S — Sn = On+1 + An+2 + An+3 +... 


El residuo R, es el error que se comete cuando s,,, la suma de los primeros n términos, se 
usa como una aproximación a la suma total. 
Se usa la misma notación y las ideas que en la prueba de la integral, suponiendo que 


fes decreciente sobre [n, œ). Al comparar las áreas de los rectángulos con el área bajo 


y = f(x) para x > n en la figura 3, se ve que 
R= aai tant eS Pro dx 
Asimismo, en la figura 4 se ve que 
Ra = dii F dna F e 2 Foro dx 


De este modo se ha demostrado la siguiente estimación de error. 


(2) Estimación del residuo para la prueba de la integral Suponga que f(k) = a, 
donde f es una función continua, positiva y decreciente para x > n y Xa, es conver- 
gente. Si R, = $ — S, entonces 


Y f(x) dx S R, S Fr (x) dx 


n+l 


v 


EJEMPLO 5 

(a) Obtenga un valor aproximado de la suma de la serie 21/n* usando la suma de los 
primeros 10 términos. Estime el error implicado en esta aproximación. 

(b) ¿Cuántos términos se requieren para asegurar que el residuo no exceda 0.0005? 


SOLUCIÓN En los incisos (a) y (b) se necesita conocer |7 f(x) dx. Con fx) = 1/x7, que 
satisface las condiciones de la prueba integral, se tiene 


(a) Aproximando la suma de la serie por la 10-ésima suma parcial, se tiene 


e A A 
= Sin = ... 
n=1 ni E 1? 27 37 10° 


= 1.1975 


De acuerdo con el residuo estimado en (2), se tiene 


Ro = | E E. 
0 S Jo x T 210 200 


Por lo que el tamaño del error es cuanto más de 0.005. 
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Aunque Euler calculó la suma 
exacta de las series p para p = 2, 
no se ha encontrado la suma para 

p = 3. Sin embargo, en el ejemplo 6 
se muestra cómo estimar esta suma. 


(b) La precisión de 0.0005 quiere decir que se debe encontrar un valor de n tal que 
R, = 0.0005. Ya que 


o 1 1 
R, S —= dx = > 
Jn xX 2n* 
, 1 
se quiere que 217 < 0.0005 


Al resolver esta desigualdad, se obtiene 


2 
n 


1 
> —— = 1000 > 4/1000 = 31. 
0.001 0 O n 0 31.6 


Se necesita 32 términos para garantizar una precisión dentro de 0.0005. E 


Si se suma s,a cada miembro de las desigualdades en (2), se obtiene 


(3) Sn + A f(x)dx Ss S s, + MIO) dx 


Jn 


porque s, + R, = s. Las desigualdades en (3) dan una cota inferior y una cota superior 
para s. Estas cotas proporcionan una aproximación más certera a la suma de la serie que 
la suma parcial s,,. 

1 
—. 


n 


EJEMPLO 6 Use (3) con n = 10 para estimar la suma de la serie X, 
n=1 
SOLUCIÓN Las desigualdades en (3) resultan 


poo 1 co 
Sio + | ~d Sst | —= dx 
Ju x~ Y10 X` 


Del ejemplo 5 se sabe que 


æ l 1 
| —= Ax = z 
n x” 2n* 
1 
por lo que Sio + 21 < s S So + 210 


Si se usa sip = 1.197532, se obtiene 
1.201664 < s < 1.202532 


Si se aproxima s por el punto medio de este intervalo, entonces el error es a lo más la 
mitad de la longitud del intervalo. Por lo que 


1 
PEN 


n 


5 = 1.2021 conerror < 0.0005 E 
n=1 
Si se compara el ejemplo 6 con el ejemplo 5, se observa que la estimación mejorada 


en (3) es mucho mejor que la estimación s = s„. Para que el error sea menor que 0.0005 se 
tiene que usar 32 términos en el ejemplo 5, pero solo 10 términos en el ejemplo 6. 


YA 
0 
FIGURA 5 
YA \—y = fix) 
0 
FIGURA 6 


11.3 EJERCICIOS 


1. Dibuje una gráfica para demostrar que 
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E Demostración de la prueba de la integral 


Ya se ha visto la idea básica en que se apoya la demostración de la prueba de la integral en las 
figuras 1 y 2 para las series 21/r? y È 1/ vn. En el caso de la serie general Za, véanse 
las figuras 5 y 6. El área del primer rectángulo sombreado de la figura 5 es el valor de 
fen el punto final derecho de [1, 2], es decir, A2) = a». Así, al comparar las áreas de los 
rectángulos sombreados con el área bajo y = f(x) de 1 a n, se ve que 


(4) da Fas Fes Fay MO dx 


y 


(Observe que esta desigualdad depende del hecho de que f es decreciente.) De manera 
similar, en la figura 6 se muestra que 


(5) MO dx Sa; +a, +--+ anı 


(1) Si IN f(x) dx es convergente, entonces (4) da 
E a; S w (x) dx = i f(x)dx 
Jl 1 


ya que f(x) = O. Por tanto 
Ssa tS asa; + MS) dx=M 
¡=2 yl 


Como s, S M para toda n, la sucesión (s,) está acotada por arriba. También 


Sa+1 T Sn =P An+1 = Sn 


como 4, +1 = f(n + 1) > 0. En estos términos (s,) es una sucesión acotada creciente y, de 
este modo, es convergente de acuerdo con el teorema de la sucesión monótona (11.1.12). 
Esto significa que 2a, es convergente. 

(ii) Si K f(x) dx es divergente, entonces Ñ f(x) dx > œ% cuando n —> % porque fx) > 0. 
Pero con (5) se obtiene 


n-1 


lr (x) dx = > a: = Si 


v 


y por tanto S„-ı > %. Esto implica que s, —> %, luego 2a, diverge. El 


3-8 Mediante la prueba de la integral determine si la serie es 
convergente o divergente. 


Sl 
E dx % a 
san” j -3 —0.3 
nag 3. Xn 4 n 
n=1 n=1 
¿Qué puede concluir con respecto a la serie? 
n . N = 2 E 1 
2. Suponga que fes una función continua, positiva y decreciente 5. 5 i 6. 2 3 D 
para x = 1 y a, = f(n). En una gráfica acomode las tres ai a (3n 
cantidades siguientes en orden creciente. o A e 1 
7. $ — 8. 
En 6 anA n=1 yn +4 
| f(x)dx S a, 
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9-26 Determine si la serie es convergente o divergente. 


o. Y os 10. Y (n* + 3n 1?) 
= n=1 
1 1 1 
11.14 t | | posre 
8 27 64 125 
1 1 1 1 1 
12. | | | bos. 
D 7 9 il 13 
1 1 1 1 1 
13. | | | Fonsi 
3 T 11 15 19 
1 1 1 1 1 
14. | t | | pres 
5 8 11 14 17 
2 Jn+4 Jn 
15. 2 ER 16. 2 + m7 
% 1 de 1 
17. 18. == 
2 +4 27 2+2n+2 
19. Y A 20. Y E 
" n=1 nî +4 " n=3 e” 
& 1 e] 
21. 32, NES 
¿2 nlnn n= H 
23. X ke™% 24. Y ke™ 
k=1 k=1 
25. y) 2. E 
f n=1 n + n? y n=1 n* + 1 


27-28 Explique por qué no es posible utilizar la prueba de la 
integral para determinar si la serie es convergente. 


08 a 
COS TH cos” rn 
27. Y 


28. 
n=1 yn 2 1 + nm? 


29-32 Determine los valores de p para los cuales la serie es 
convergente. 


29 5 zA 30 S a 
a ninn)” "E nlnn [Inl n)] 
S 1 
31. X n(1 +n?) 32. y 2i 


o 
n=1 n=1 n” 


33. La función zeta de Riemann / se define como 


n=1 n* 


y se usa en teoría de números para estudiar la distribución de 


los números primos. ¿Cuál es el dominio de £? 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 
40. 


41. 


En 42. 


Leonhard Euler calculó la suma exacta de la serie para p = 2: 


2 


¿Q) = + 


(Veáse página 720.) Use este hecho para encontrar la suma 
de cada serie: 


Gin 


n=2 N n=3 a +l 


oy > 


n=1 


Euler también encontró la suma para la serie p con p = 4: 


m 
4) AFE 
t4) -5 nt 90 
Utilice el resultado de Euler para encontrar la suma de las 
series: 


(a) y ( 3) 


(a) Calcule la suma parcial sı de la serie 37=1 1/ nt. Estime 
el error al usar Sıọ como aproximación a la suma de la 
serie. 

(b) Use (3) con n = 10 para conseguir una estimación mejo- 
rada de la suma. 

(c) Compare su estimación en el inciso (b) con el valor 
exacto dado en el ejercicio 35. 

(d) Calcule un valor de n tal que s, no difiera más de 0.00001 
del valor de la suma. 


E 1 
02 


(a) Mediante la suma de los primeros 10 términos, estime 
la suma de la serie >;=1 1/n?. ¿Qué tan buena es la 
estimación? 

(b) Mejore esta estimación usando (3) con n= 10. 

(c) Compare su resultado en el inciso (b) con el valor exacto 
dado en el ejercicio 34. 

(d) Encuentre un valor de n que dé la certeza de que el error 
en la aproximación s = s, es menor que 0.001. 


—2n 


Calcule la suma de la serie 2;-, ne~” correcta a cuatro 


decimales. 


Estime 2-1, (2n + 1)“ correcta a cinco decimales. 


¿Cuántos términos de la serie >5-, 1/[n(In n)?] se 
necesitarían sumar para calcular la suma que no difiera de 
0.01? 


Demuestre que si se quiere aproximar la suma de la serie 
1 175% ta] que el error sea menor de 5 en la novena cifra 
decimal, luego ¡es necesario sumar más de 10!!! términos! 


(a) Demuestre que la serie 25-, (In ny/ n es convergente. 

(b) Encuentre un límite superior para el error en la aproxi- 
mación s = s,,. 

(c) ¿Cuál es el valor más pequeño de n tal que este límite 
superior sea menor que 0.05? 

(d) Encuentre s, para este valor de n. 
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43. (a) Utilice (4) para demostrar que si s, es la n-ésima suma (b) Interprete 


parcial de la serie armónica, entonces 


1 
tn — tii = [In(n + 1) — Inn] 


SS 1l +ilnn n+1 
(b) La serie armónica diverge, pero muy lentamente. Con como una diferencia de áreas para demostrar que 
ayuda del inciso (a) demuestre que la suma del primer ta — tuz1 > 0. Por tanto, (£, } es una sucesión decreciente. 
millón de términos es menor que 15 y que la suma de (c) Use el teorema de la sucesión monótona para demostrar 
los primeros mil millones de términos es menor que 22. que (1, ) es convergente. 
44. Siga los pasos siguientes para demostrar que la sucesión 45. Determine todos los valores positivos de b para los cuales 
1 1 1 la serie 2-1 b"” converge. 
tn = 14 | | Inn 
203 n 46. Encuentre todos los valores de c para los que converge 


la serie siguiente. 


tiene un límite. (El valor del límite se denota con y y se 


denomina constante de Euler.) 


interprete t, como un área [o use (5)] para demostrar que 


(a) Dibuje un diagrama como la figura 6 con f(x) = 1/x e = Cc 1 ) 


t, > 0 para toda n. 


11.4 Pruebas por comparación 


En las pruebas por comparación, la idea es comparar una serie dada con una serie que ya 
se sabe que es convergente o divergente. Por ejemplo, la serie 


E 1 
(1) 2 274 l 


ra : An 1 1 
recuerda la serie 251 1/2”, que es una serie geométrica con a = 5 y r = 7, por lo que es 
convergente. Como la serie (1) es similar a la serie convergente, se presiente que también 
debe ser convergente. De hecho, así es. La desigualdad 


1 1 
— < 
Pri y 


demuestra que la serie dada (1) tiene términos menores que los de la serie geométrica y, 
por tanto, todas las sumas parciales son también más pequeñas que 1 (la suma de la serie 
geométrica). Esto quiere decir que las sumas parciales forman una sucesión creciente aco- 
tada, que es convergente. Asimismo, se infiere que la suma de la serie es menor que la 
suma de la serie geométrica: 


ES 1 
— 


nmi 2*1 


Un razonamiento similar se puede usar para demostrar la prueba siguiente, la cual 
se aplica solo a series cuyos términos son positivos. La primera parte dice que si se tiene 
una serie cuyos términos son menores que los de una serie convergente conocida, enton- 
ces esa serie también es convergente. La segunda parte establece que si se empieza con 
una serie cuyos términos son mayores que los de una serie divergente conocida, entonces 
también es divergente. 


Prueba por comparación Suponga que Ža, y *b, son series con términos positivos. 


(1) Si 2b, es convergente y a, < b, para toda n, entonces 2a, también es convergente. 


(11) Si *b, es divergente y a, > b, para toda n, entonces 2a, también es divergente. 
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Es importante considerar la dis- 
tinción entre sucesión y serie. Una 
sucesión es un listado de números 

y una serie es una suma. Con cada 
serie 2a, hay dos sucesiones asocia- 
das: La sucesión {a,} de términos y 
la sucesión (s,) de sumas parciales. 


Serie estándar usada con la prueba por 


comparación 


DEMOSTRACIÓN 
(i) Sea 5. = a th = Y bi t= bn 


Ya que ambas series tienen términos positivos, las sucesiones (s,) y {t,} son crecientes 
(Suri = Sn + Ap+1 =S.). Asimismo, t, —> t, por lo que t, S t para toda n. Como a; S b; 
se tiene s, S t,. Por lo que, s, S tpara toda n. Esto significa que [s,) es creciente y está 
acotada superiormente y, por tanto, converge por el teorema de sucesiones monótonas. 
Por lo que 2a, es convergente. 

Gi) Si Èb, es divergente, entonces t, —> % (ya que (r,) es creciente). Pero a, > b; por 
lo que s, > t,. Por lo que s, — œ. Por tanto, Xa, diverge. a 


Por supuesto, al usar la prueba por comparación es necesario tener alguna serie cono- 
cida £b, para la comparación. La mayoría de las veces se usa una de estas series: 


+ Una serie p [21/n” que converge si p > 1 y diverge si p S1; véase (11.3.1)]. 


+ Una serie geométrica [2ar"”!es convergente si Irl < 1 y es divergente si Irl > 1; 
véase (11.2.4)]. 


5 
EJEMPLO 1 Determine si la serie > MEA 


SOLUCIÓN En el caso de n grande el término dominante en el denominador es 277, por 
lo que si se compara la serie dada con la serie 25/(2n?). Observe que 


es convergente o divergente. 


5 5 
2 < 2 
2n* + 4n + 3 2n” 


porque el lado izquierdo tiene un denominador más grande. (En la notación de la prueba 
por comparación, a, está en el lado izquierdo y b„en el lado derecho.) Ya se sabe que 


1 


Es 5 5 æ% 
2.525 
n=1 = 


2n* 


es convergente porque es una constante por una serie p con p = 2 > 1. Por tanto, 


A 
2n? + 4n +3 


n=1 
es convergente de acuerdo con el inciso (1) de la prueba por comparación. a 


NOTA 1 Aunque la condición a, S b,,o a, = b, en la prueba por comparación es para 
toda n, es necesario verificar solo que se cumple para n = N, donde N es algún entero 
establecido, porque la convergencia de una serie no está afectada por un número finito 
de términos. Esto se ilustra con el o siguiente. 


nk 
EJEMPLO 2 Pruebe si la serie y —— es convergente o divergente. 


k=1 
SOLUCIÓN Se usa la prueba de la i para investigar esta serie en el ejemplo 


11.3.4, pero también es posible probarla por comparación con la serie armónica. Observe 
que Ink > 1 para k > 3 y así 


In k 
k 


e 


Los ejercicios 40 y 41 tratan los 
casosc=0yc=0, 
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Se sabe que 21/k es divergente (serie p con p = 1). Por lo que la serie dada es divergente 
de acuerdo con la prueba por comparación. E 


NOTA 2 Los términos de la serie que se están probando deben ser menores que los 
de una serie convergente, o mayores que los de una serie divergente. Si los términos son 
más grandes que los términos de una serie convergente, o bien, menores que los de una 
serie divergente, entonces la prueba por comparación no aplica. Por ejemplo, considere 
la serie 


ii 1 
> = ]ı 


La desigualdad 


es inútil en cuanto a la prueba por comparación porque È b, = 2 (3) es convergente y 
a, > b,. Sin embargo, la impresión es que 21/(2" — 1) tiene que ser convergente porque 
es muy parecida a la serie geométrica convergente © (3). En tales casos se puede aplicar 
la prueba siguiente. 


~ 


Prueba por comparación del límite Suponga que 2a, y Èb, son series con térmi- 
nos positivos. Si 


donde c es un número finito y c > 0, entonces ambas series convergen o ambas 
divergen. 


DEMOSTRACIÓN Sean m y M números positivos tales que m < c < M. Como a,,/b, 
está cercano a c para n grande, existe un entero Ntal que 


a 
m< <M cuando n > N 


n 


y por tanto mb, < a, < Mb, cuando n > N 


Si 2b, es convergente, también lo es 2Mb,. Así 2a, es convergente de acuerdo con el 
inciso (i) por la prueba por comparación. Si Xb, diverge también mb, es divergente y 
por el inciso (ii) de la prueba por comparación Xa, diverge. E] 


z 1 
EJEMPLO 3 Pruebe si la serie > FA es convergente o divergente. 
n=1 = 


SOLUCIÓN Se usa la prueba por comparación del límite con 


y se obtiene 


A 1/(2” — 1) 2 
lím — = lím —>— = lím 5 = lím 7 = 
ban n>% 12 n>% 2" — 1 n>» 1 — 1/2” 


730 
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Ya que existe este límite y 21/2" es una serie geométrica convergente, la serie dada con- 
verge de acuerdo con la prueba por comparación del límite. E 


EJEMPLO 4 Determine si la serie X, Mr es convergente o divergente. 


+ 3n 
EN e n% 
SOLUCIÓN La parte dominante del numerador es 2n? y la parte dominante del denomi- 
nador es yn? = n*?, Esto sugiere tomar 


2n” + 3n 2n 2 
An = py 5/2 
5 +n no? ni? 

kí An kí 2? + 3n n? a 217 + 3n?” 
ím = lím m 
n>% b, n>% J5 +n’ 2 n>% 24/5 + n’ 

3 

2+— 
n 2+0 


Ya que £b, = 2 X1/n'” es divergente (es una serie p con p = 5 < 1), la serie dada 
diverge de acuerdo con la prueba por comparación del límite. E 


n= 


Observe que al probar muchas series se encuentra una serie de comparación adecuada 
2b, conservando solo las potencias más altas en el numerador y en el denominador. 


E Estimación de sumas 


Si se ha usado la prueba por comparación para demostrar que una serie a, es conver- 
gente por comparación con una serie 2b,, entonces se puede hacer una estimación de 
la suma Èa, al comparar los residuos. Como en la sección 11.3, se considera el residuo 


R, = S — Sn S an+ + An+2 +... 
En cuanto a la serie de comparación *b, se considera el residuo correspondiente 
T, == is bn+1 + bn+2 ee 


Ya que a, S b, para toda n, se tiene R, S T,. Si Èb, es una serie p, se puede estimar su 
residuo 7;, como en la sección 11.3. Si Èb, es una serie geométrica, entonces T, es la suma 
de una serie geométrica y se puede sumar exactamente (véanse los ejercicios 35 y 36). 
En cualquier caso, se sabe que R, es menor que T,. 


EJEMPLO 5 Con la suma de los primeros 100 términos aproxime la suma de la serie 
31/(1 + 1). Estime el error implicado en esta aproximación. 


SOLUCIÓN Como 


oA al 
n+l n? 


la serie dada es convergente de acuerdo con la prueba por comparación. El residuo T, 
para la serie de comparación *1/n* ya se ha estimado en el ejemplo 11.3.5 por medio de 
la estimación del residuo por la prueba de la integral. Allí encuentra que 


— dx = > 
n x? Dn 


y 1 1 
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Por tanto, el residuo R,, de la serie dada cumple con 


Con n = 100 se tiene 


R, = T; = l 
2n? 
Riw < ———— = 0.00005 
1 = 2100}? 


Con una calculadora programable o una computadora, resulta que 


con un error menor que 0.00005. 


11.4 EJERCICIOS 


1. Suponga que 2a, y Èb, son series con términos positivos y 


que se sabe que Èb, es convergente. 

(a) Si a, > b, para toda n, ¿qué se puede decir con respecto 
a2a,? ¿Por qué? 

(b) Si a, < b, para toda n, ¿qué se puede decir con respecto 
a Ža,? ¿Por qué? 


. Suponga que a, y Èb, son series con términos positivos 


y que se sabe que Èb, es divergente. 

(a) Si a, > b, para toda n, ¿qué se puede decir de 2a,? 
¿Por qué? 

(b) Si a, < b, para toda n, ¿qué se puede decir con respecto 
a2*a,? ¿Por qué? 


3-32 Determine si la serie es convergente o divergente. 


11. 


13. 


15. 


17. 


19. 


Re 


En+l * j= Í 
6. 
2 nyn 2 n +1 
el 9” 00 6” 
8. 
2 3 +10" 2 Sell 
= Ink 2 ksen?k 
= 10. 
2 k 2 1+ k? 
æ 3 k 2 4 ale 3" 
>» Yk 12. X — 
k=1 yk? + 4k +3 mı 2 
= 1+cosn E n 
5 a 14. Y vn 
n=1 e n=2 NM — 1 
= arctan il 
> —— 16. X — 
n=1 n” n=1 M 
Es 1 2 2 
HA 18. HA AAA 
2 n2+1 2 yn +2 
Z n+l Sn tnt 
20. — 
an+n 2 n+p 


ın 


1 100 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


z T 


= 0.6864538 


S vli+n > ntg" 
~ 22. 
2 2+n 2 n+ 6" 
5 yn +2 24 5 n+ 3" 
a2n+n+1 Ant?” 
= eri > 1 
SY =— 26. 
pai ne" +1 n=2 Nan? — 1 
E yn*+1 2 gln 
7 28. 
2 nw + np? 2 n 
1 S pl 


a 30. $ 


S 1 A il 
S sea(+) 32 D-i 


33-36 Utilice la suma de los primeros 10 términos, para obtener 
un valor aproximado de la suma de la serie. Estime el error. 


m 1 00 e!" 
33. 34. 
2 5+p 2 nt 
Sa 2 sen?n 
35. > 5 cos’n 36 2 E 
37. El significado de la representación decimal de un número 


0.didad;... (donde el dígito d,es uno de los números O, 1, 
2,..., 9) es tal que 


1 dz d 1, 
0.d,d>d3da A e | 3 | = | a Eo... 
10 10* 10* 


Demuestre que esta serie siempre es convergente. 
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38. ¿Para qué valores de p la serie 2%-=> 1/(n” In n) es 


convergente? 


39. Demuestre que si a, > 0 y Ža, converge, entonces también 


È a; converge. 


(b) Use el inciso (a) para demostrar que la serie es diver- 
gente. 


ay e 


n=2 In n n=1 n 


40. (a) Suponga que 2a, y Èb, son series con términos positivos 
y que >b, es convergente. Demuestre que si 42. Proporcione un ejemplo de un par de series Xa, y *b, con 


dn 


términos positivos donde lím, >» (a,/b,) = O y Èb, diverge, 


lím 0 pero Ža, converge. (Compare con el ejercicio 40.) 
4 n 
entonces 2a, también es convergente. 43. Demuestre que si a, > 0 y lím, sna, + 0, entonces 2a, es 
(b) Utilice el inciso (a) para demostrar que la serie converge. divergente. 
¿inn o AN f 
(1) Y 3 (11) > = 44. Demuestre que si a, > 0 y 2a, es convergente, entonces 


n=1 M n=1 yn e” 


*In(1 + a,) es convergente. 


41. (a) Suponga que Ža, y Èb, son series con términos positivos 


y que Y», es divergente. Demuestre que si 45. Si Za, es una serie convergente con términos positivos, ¿es 
n + 
cierto que 2sen(a,) también es convergente? 
2 An 
lím ===% 
">e by 46. Si 2a, y 2b, son series convergentes con términos positivos, 
entonces 2a, también es divergente. ¿es cierto que 2a,b, también es convergente? 


11.5 Series alternantes 


Las pruebas de convergencia que se han examinado hasta ahora se aplican solo a series 
con términos positivos. En esta sección y en la siguiente, se estudia cómo tratar con 
series cuyos términos no son necesariamente positivos. De particular importancia son las series 
alternantes, cuyos términos alternan signo. 

Una serie alternante es una serie cuyos términos son alternadamente positivos y 
negativos. Aquí hay dos ejemplos: 


1 1 1 1 1 : 
ji + + + He 
2 3 4 5 6 2 ) n 
1 2 3 4 5 6 E 
=— + == —+—-——+—_—o...- —=]) 
2 3 4 5 6 7 > ( DFF 


De acuerdo con estos ejemplos, el n-ésimo término de una serie alternante es de la forma 
dn = (=1) =b; (0) An = (=1)"b; 
donde b,, es un número positivo. (De hecho, b„ = la,|.) 


La prueba siguiente establece que, si los términos de una serie alternante decrecen 
hacia 0 en valor absoluto, entonces la serie converge. 


Prueba de la serie alternante Si la serie alternante 


Y (DD, = bi — ba + bs — ba + bs — be +-  b,>0 


n=1 
cumple con 


Gi) basi S bn para toda n 
Gi) lím b, =0 


entonces la serie es convergente. 


FIGURA 1 
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Antes de proporcionar la demostración veáse la figura 1, la cual es una representación 
de la idea en que se basa la demostración. Primero se dibuja sı = bı sobre una recta 
numérica. Para determinar s, se resta b,, por lo que s, está a la izquierda de s,. Luego, 
para determinar sz se suma by, por lo que s; está a la derecha de s}. Pero como b; < b», s3 
está a la izquierda de s,. Al continuar de esta manera, se observa que las sumas parciales 
oscilan hacia atrás y hacia adelante. Ya que b,, 0, los pasos sucesivos se vuelven más 
y más pequeños. Las sumas parciales pares s2, S4, S6,... Se incrementan, y decrecen las 
sumas parciales impares s1, S3, S5,... Por lo que parece razonable que ambas converjan en 
el mismo número s, que es la suma de la serie. Por tanto, en la demostración siguiente se 
consideran por separado las sumas parciales pares e impares. 


DEMOSTRACIÓN DE LA PRUEBA DE LA SERIE ALTERNANTE Primero se consideran las 
sumas parciales pares: 


s=b=b,=0 ya que bz S b; 

S4 = s2 + (b; — ba) = s2 ya que b, <= b; 
En general S2n = S2n-2 + (ban-1 — Dan) > San-2 ya que bzn S bon-1 
Por esto 0 S s S s4 S Ss So S Sn So 


Pero también se puede escribir 


S2n T bi (b2 b3) (ba bs) En (bzn-2 Dan-1) ban 


Todos los términos entre paréntesis son positivos, por lo que Sa S b; para toda n. Por 
tanto, la sucesión {s2,} de las sumas parciales pares es creciente y está acotada por arriba. 
Debido a eso, de acuerdo con el teorema de la sucesión monótona, es convergente. Se 
llama s a su límite, es decir, 


lím Sın = S 


n—> æ 


Ahora se calcula el límite de las sumas parciales impares: 


lím S2n+1 7 lím (San zi Dan+1) 


n—>o n—>o 


= lím San + lím ban+1 
n> 


n—>w 


s+0 [por la condición (ii)] 


Ya que tanto la suma parcial par como la suma parcial impar convergen a s, se tiene 
lím, >. Sn = s [véase el ejercicio 11.1.92(a)], por lo que la serie es convergente. m 
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En la figura 2 se ilustra el ejem- 

plo 1; se muestran las gráficas de 
los términos a, = (—1)""'/n y las 
sumas parciales s,. Observe cómo 
los valores de s, oscilan alrededor 
del límite, el cual, al parecer está 
alrededor de 0.7. De hecho, 

la suma exacta de la serie es 

In 2 = 0.693 (véase el ejercicio 36). 


ro... oe. ..ooo 


FIGURA 2 


En lugar de verificar la condición 
(1) de la prueba de la serie alter- 
nante calculando una derivada, 
puede comprobar que b, +; < bn 
directamente usando la técnica de la 
solución 1 del ejemplo 11.1.13. 


EJEMPLO 1 La serie armónica alternante 


1 00 =11 n—-1 
1 + Terns =D 
2 3 4 nai n 
satisface 
G) ba <b l < : 
i) bn A orque = 
i pora n+l n 
es 1 
(11) lím b, = lím — = 0 
n—o n>% n 
por lo que la serie es convergente de acuerdo con la prueba de la serie alternante. E 
. & (13n 
EJEMPLO 2 La serie >, da=1 * alternante, pero 
n=1 n= 
3 3 3 
lím b, = lím —= lím = 
n>% n>% 4n — 1 n>% 1 4 


n 


por lo que la condición (ii) no se cumple. En cambio, vea el límite del n-ésimo término 
de la serie: 


E ~ EUA 
lím a, = ím == 
n>% n>» 4n 1 


Este límite no existe, por lo que la serie es divergente de acuerdo con la prueba de la 
divergencia. El 


EJEMPLO 3 Pruebe si la serie X, (—1)”*' 8 convergente o divergente. 


7 
E n? +1 
SOLUCIÓN La serie dada es alternante, por lo que se tratará de comprobar las condicio- 
nes (i) y (11) de la prueba de la serie alternante. 
A diferencia de la situación en el ejemplo 1, no es obvio que la sucesión dada por 
b, = 1?/(1 + 1) sea decreciente. Sin embargo, si se considera la función relacionada 


fœ) = 2/1 + 1), se encuentra que 


Ya que se consideran solo x positivas, f'(x)< 0 si 2 — x < 0, es decir, x > 3/2. Por 
lo que f es decreciente sobre el intervalo (y L o), Esto significa que f(n + 1) < f(n) y, 
por tanto, b„+ı < b, cuando n > 2. (La desigualdad b, < b; se puede comprobar de mane- 
ra directa, pero lo que realmente importa es que la sucesión {b,} decrece con el tiempo.) 
La condición (11) se comprueba rápido: 


lim —Ñ 0 
EPE Z 
n>% n>% n? 1 n>% 1 
Eae 
Pe 


Por lo que la serie es convergente de acuerdo con la prueba de la serie alternante. E 


Se puede ver por geometría por qué 
el teorema de estimación para series 
alternantes es verdadero al examinar 
la figura 1 (en la página 733). 
Observe que s — s4 < bs, |s — ss] < bs 
y así sucesivamente. Note también 
que s queda entre dos sumas parcia- 
les consecutivas. 


Por definición, 0! = 1. 


En la sección 11.10 se demuestra 
que e* = 2 zo x"/n! para toda x, por 
lo que el resultado del ejemplo 4 

es en realidad una aproximación al 


número e”. 
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E Estimación de sumas 


Una suma parcial s, de cualquier serie convergente se puede usar como una aproxima- 
ción a una suma total s, pero no es de mucha utilidad, a menos que se estime la exactitud 
de la aproximación. El error implicado al usar s = s, es el residuo R, = s — S,. El teorema 
siguiente establece que para las series que cumplen con la condición de la prueba de la 
serie alternante, el tamaño del error es menor que b,+ı, lo cual es el valor absoluto del 
primer término ignorado. 


Teorema de estimación para series alternantes Sis = X(— 1)"”"b,, donde b, > 0, 
es la suma de una serie alternante que satisface 


(1) bnti < bn y (11) lím bn =0 


entonces |R| = [|5 — S| S Drs: 


DEMOSTRACIÓN Se sabe por la demostración para la prueba de series alternantes 
que s queda entre dos sumas parciales consecutivas s, Y S„,+1ı. (Ya se demostró que s 

es mayor que todas las sumas parciales pares. Un argumento similar demuestra que s es 
menor que todas las sumas impares.) Se deduce que 


|s =x Sn | = | Sn+1 = Sn | = bn+ı E 


00 =] n 
EJEMPLO 4 Determine la suma de la serie X, ( -= 


n=0 
SOLUCIÓN Primero observe que la serie es convergente de acuerdo con la prueba 
de la serie alternante porque 


correcta a tres decimales. 


1 1 1 


© (n+ 1)! y n!(n + 1) i n! 


1 À 
entonces —— => O a medida que n —> œ% 


1 1 
GD) 0<—<-—>0 
n! n n! 


Para obtener cuántos términos se necesitan usar en la aproximación, se escriben los pri- 
meros términos de la serie: 


1 1 1 ji 1 1 1 
s= + + + i 
O IO 2 3L 4 51 6 7 
1 
=] 1+5 c+ + apto 
Observe que b7 = a < 3w = 0.0002 
y ss=1- 1+3- 6+7- 120 + m ™ 0.368056 


De acuerdo con el teorema de la estimación de la serie alternante, se sabe que 


|s = s6 | < b; < 0.0002 


Este error de menos de 0.0002 no afecta la tercera cifra decimal, por lo que se tiene 
que s = 0.368 es correcta hasta la tercera cifra decimal. E 
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2 NOTA La regla de que el error (al usar s, para aproximarse a s) es menor que el primer 
término ignorado es, en general, válida solo para series alternantes que cumplen con las 
condiciones del teorema de la estimación de la serie alternante. La regla no se aplica a 


otro tipo de series. 


11.5 EJERCICIOS 


1. (a) ¿Qué es una serie alternante? 
(b) ¿En qué condiciones una serie alternante converge? 
(c) Si estas condiciones se cumplen, ¿qué puede decir con 
respecto al residuo después de n términos? 


2-20 Pruebe las series para ver si son convergentes o divergentes. 


A 
SIN 


Tene? 
4 1 T al 1 — 1l 
'In3 In4 n5 n6 n7 
% =e 0 =1)+ 
5. y EY 6. o 
a=1 3 +5n n=0 Vn +1 
: 3n= 1 E n 
7. -1)" 8. =1)* 5 
2! n41 2 Danti 


n 


9. Yiye” 1 == 
2 2 yn? +2 


o 2 æ 
n 
11. qye 12. 1)" ne” 
2 (=D) n+4 2 o ne 
00 0 1/n 
133. 5 Ey E 14. Ey E 
n=1 10 n=1 n 


sen (n uN Dear 


E ncosntr 
15. —— — 
n=0 1 + Vn 2r 


17. S (=1) a 18. 5 (=1)" r 


n” 


19. Se ye 20. S ora + 1-yn) 


n=1 


FS 21-22 Trace la gráfica de las sucesiones de términos y la 
sucesión de sumas parciales en la misma pantalla. Utilice la gráfica 
para hacer una estimación de la suma de las series. Después utilice 


el teorema de la estimación de las series alternantes para estimar 
la suma con una aproximación de cuatro decimales. 


(0.8 22. Se- ya 


n=1 n! n=1 


23-26 Demuestre que la serie es convergente. ¿Cuántos términos 
de la serie se necesitan sumar para determinar la suma con la 
exactitud indicada? 


æ (=p 
23. Y ~ (| error] < 0.00005) 


24. s =i 


(| error | < 0.0005) 
(| error | < 0.0005) 


Sl 
25. X -z 


26. 5 (-5) (| error | < 0.00005) 


n 


27-30 Obtenga un valor aproximado de la suma de la serie 
correcta a cuatro cifras decimales. 


S IY S (1 
27. 28. 

2 (2n)! 2 3"n! 

œ > e En 
29. Y (-1)'ne > 30. ) ——— 

n=1 n=1 n4" 


31. ¿Es la 50.* suma parcial ssp de la serie alternante 
3-1 (1) /n una sobreestimación o una subestimación de 
la suma total? Explique. 


32-34 ¿Para qué valores de p es convergente cada serie? 


32. 5 co 
n=1 n 
33. 5 Y 34. Y iy ewi 


n=1 M T Pp n=2 
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35. Demuestre que la serie X(—1)"7!b,, donde b, =1/n si n es (a) Demuestre que S2, = han — hy. 
impar y b, = 1/1si n es par, es divergente. ¿Por qué no (b) De acuerdo con el ejercicio 11.3.44 se tiene 
aplica la prueba de la serie alternante? 
h, — Inn=> y cuando n — % 
36. Siga los pasos siguientes para demostrar que 
y, por tanto, 
Jaa e ! 
$ —— =h? han — In(2n) > y cuando n —> 0 
n=1 n 
Sean h, y s, las sumas parciales de las series armónica y Apoyándose en estos hechos y el inciso (a), demuestre 
armónica alternante. que sa, —> 1n 2 cuando n —> 0, 


11.6 Convergencia absoluta y las pruebas de la razón y la raíz 


Dada una serie =a,,, se puede considerar la serie correspondiente 


œ 


[an| = |a| + |a| + ]as| + --- 
1 


n= 


cuyos términos son los valores absolutos de los términos de la serie original. 


Hay pruebas de convergencia 
para series con términos positivos 
y series alternantes. Pero ¿y si los (1) Definición Una serie a, es llamada absolutamente convergente si la serie 
signos de los términos cambian de de valores absolutos >Ja,| es convergente. 

manera irregular? En el ejemplo 3 
se observa que la idea de la conver- 
gencia absoluta ayuda algunas veces 
en tales casos. 


Observe que, si Ya, es una serie con términos positivos, entonces la, | = a, y por tanto, 
la convergencia absoluta es lo mismo que la convergencia en este caso. 


EJEMPLO 1 La serie 


A 1 1 1 
2 = 1 2 E 2 2 T 
2 n? 25 3* 4* 
es absolutamente convergente porque 
e al Vid | 1 1 1 
= a 
2 n’ > n? 2” ES 4” 
es una serie p convergente (p = 2). E 


EJEMPLO 2 Ya se sabe que la serie armónica alternante 


1) LT 4 
di =j + a 


00 
n=1 


to 
w 
ÉS 


n 


es convergente (véase ejemplo 11.5.1), pero no es absolutamente convergente porque la 
serie correspondiente de valores absolutos es 


2 1 1 1 1 
= =14+ +++... 
pi 2 3 4 


(y 


n 


00 
> 
n=1 


que es la serie armónica (serie p con p = 1) y, por tanto, es divergente. E 


738 CAPÍTULO 11 Sucesiones y series infinitas 


En la figura 1 se ilustran las gráficas 
de los términos a, y las sumas par- 
ciales s, de la serie del ejemplo 3. 
Observe que la serie no es alternan- 
te, pero tiene términos positivos y 
negativos. 


US 
€.) 
{a} 
AAA 
0 n 


FIGURA 1 


[2] Definición Una serie Xa, se llama condicionalmente convergente si es con- 
vergente pero no absolutamente convergente. 


En el ejemplo 2 se muestra que la serie armónica alternante es condicionalmente con- 
vergente. Por lo que es posible que una serie sea convergente, pero no absolutamente 
convergente. Sin embargo, el teorema siguiente muestra que la convergencia absoluta 
implica convergencia. 


[B] Teorema Si una serie 2a, es absolutamente convergente, entonces es conver- 
gente. 


DEMOSTRACIÓN Observe que la desigualdad 


0 < a, + |a| 2] a,| 


es cierta porque |a, es 4, 0 —a,. Si 2a, es absolutamente convergente, entonces Èja,] es 
convergente, así que 22|a,| es convergente. Por tanto, por la prueba de la comparación, 
(a, + la,)) es convergente. Entonces 


Y a, = X (a, + | a, |) = s | a, | 
es la diferencia de dos series convergentes y, por tanto, convergente. E 
EJEMPLO 3 Determine si la serie 


cos n cos 1 cos 2 cos 3 
= 2 + 2 bra 
n? 1“ 2 36 


n=1 
es convergente o divergente. 


SOLUCIÓN Esta serie tiene términos tanto positivos como negativos, pero no es alter- 
nante. (El primer término es positivo, los tres siguientes son negativos, y los otros tres 
que siguen son positivos: los signos no siguen un patrón regular.) Se puede aplicar la 
prueba de comparación a la serie de valores absolutos 


œ 


cos n 
_ $ deos] 


2 2 
n=1 n n=1 n 


Ya que [cos n| = 1 para toda n, se tiene 


|cosn]| 1 
n? n° 
Se sabe que 21/n? es convergente (serie p con p = 2) y, por tanto, 3|cos n|/n? es con- 
vergente por la prueba por comparación. De esta manera, la serie dada X(cos n)/n? es 
absolutamente convergente y, por tanto, convergente de acuerdo con el teorema 3. E 


La prueba siguiente es muy útil para determinar si una cierta serie es absolutamente 
convergente. 
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Prueba de la razón 


(1) Si lím = L < 1, entonces la serie >, a, es absolutamente 


>o 
dd An n=1 


An+1 


convergente (y, por tanto, convergente). 


e > A An+1 r An+1 A , 
(11) Si lím = L>] o lím = o, entonces la serie Y anes 
n>o An n—>o An n=1 
divergente. 
e y An+1 å e 
(111) Si lím | —— | = 1, la prueba de la razón no es concluyente; es decir, no se 
n—o An 


puede sacar conclusión alguna con respecto a la convergencia o a la divergencia 
de Èa,. 


DEMOSTRACIÓN 


(1) La idea es comparar la serie dada con una serie geométrica convergente. Ya que L < 1, se 
puede elegir un número r tal que L < r < 1. Como 


ím | —=|=L£ y L<r 


el cociente la, + /a,1 eventualmente será menor que r; es decir, existe un entero N tal que 


An+1 > 
< E siempre que n = N 
dn 
o equivalentemente 
[4] lan] <|a,|r siempre que n > N 


Al hacer n sucesivamente igual a N, N + 1, N + 2,... en (4), se obtiene 
[ans] < | ay|r 
ans] < | ans] r < | ay] r? 
|an+3| < |ay+2|r < | an| r° 
y, en general, 
[5] |an+x] < |an|r* para toda k > 1 


Ahora la serie 


5 |an|r* = |an|r + |ay|r? + |ay|r? ho... 
k=1 


es convergente porque es una serie geométrica con 0 < r < 1. Por lo que la desigualdad 
(5) junto con la prueba de la comparación demuestra que la serie 


- 
Y, |ar| = Y lan+r] = | an+1] + lan+2] + | ans] +--+ 
k=1 
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La prueba de la razón por lo general 
no es concluyente si el n-ésimo 
término de la serie contiene una 
exponencial o factorial, como se 
verá en los ejemplos 4 y 5. 


Estimación de sumas 

En las tres últimas secciones se 
usaron varios métodos para estimar 
la suma de una serie, y el método 
depende de cuál prueba se usaba 
para demostrar la convergencia. 
¿Qué sucede con las series para las 
cuales sí funciona la prueba de la 
razón? Hay dos posibilidades: si la 
serie es alternante, como en el ejem- 
plo 4, entonces es mejor aplicar los 
métodos de la sección 11.5. Si todos 
los términos son positivos, entonces 
se aplican los métodos especiales 
que se explican en el ejercicio 46. 


también es convergente. Se infiere que la serie 25- | a, | es convergente. (Recuerde que 
una cantidad finita de términos no afecta la convergencia.) Por tanto, a, es absoluta- 
mente convergente. 

(ii) Si la, + ¡/a,| > L > 1 o la, ,,/a,| —> œ, entonces la razón ja,,, ,/a,| eventualmente 
será mayor que 1; es decir, existe un entero N tal que 


An+1 . 
——|>1l mientras quen > N 
An 


Esto significa que la,,,¡|> la,| siempre que n > N y de este modo, 


lím a, 40 


n—o 


Por lo tanto, Ža, es divergente de acuerdo con la prueba de la divergencia. E 


NOTA El inciso (iii) de la prueba de la razón establece que si lím, ler / anl = 1, la 
prueba no proporciona información. Por ejemplo, en cuanto a la serie convergente 21/n? 
se tiene 


1 
an n +1) n? 1 
H= ( ) = z= >i cuando n — % 
An 1 (n + 1) 1\ 

a L H= 
n” n 

mientras que para la serie divergente 21/n se tiene 

1 
An+1 n+l n 1 
= = > 1 cuando n —> œ% 
An 1 n+l 1 
n n 


Por tanto, si lím, A a,|, la serie Xa, podría ser convergente o divergente. En este 
caso, la prueba de la razón no funciona, por lo que se debe aplicar otra prueba. 


3 


EJEMPLO 4 Pruebe si la serie X, (— 1)” E es absolutamente convergente. 


n=1 


SOLUCIÓN Aplique la prueba de la razón con a, = (—1)'n*/3": 
(—1)"*!(n + 1) 
An+1 — gr — (n + 1) 3" 
an (Dn? eua n? 
gr 


Por lo que, por la prueba de la razón, la serie dada es absolutamente convergente y, en 
consecuencia, convergente. E 
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! an" 
EJEMPLO 5 Pruebe la convergencia de la serie X, E 
n=1 M. 
SOLUCIÓN Ya que los términos a, = n"/n! son positivos, no se necesitan los signos del 


valor absoluto. 


ani (n+ n! (a+ DMm+1) n! 
An (n+1)! n” (n+ Dn! n” 


n+l V 14" 
= =| 1 + >e cuando n — % 
n n 


(Véase ecuación 3.6.6.) Ya que e > 1, la serie dada es divergente de acuerdo con la 
prueba de la razón. m 


NOTA Aunque la prueba de la razón funciona en el ejemplo 5, un método más fácil 
es usar la prueba de la divergencia. Como 


n SN A A 


n! 1-2:-3:=.:*-p 


se deduce que a, no tiende a O cuando n — o, Por tanto, la serie dada es divergente de 
acuerdo con la prueba de la divergencia. 

Es conveniente aplicar la prueba siguiente cuando hay potencias n-ésimas. Su demos- 
tración es similar a la de la prueba de la razón y se deja para el ejercicio 49. 


Prueba de la raíz 


o 


G) Si lím |a | = L < 1, entonces la serie > a, es absolutamente 
n—o 


n=1 


convergente (y, por tanto, convergente). 


Š 
(ii) Si ím Y|a,| = L > 1 o lím Y] a,| = %, entonces la serie È an es 
n—>w n—> 0 n=1 
divergente. 


Gii) Si lím y | a| = 1, la prueba de la raíz no es concluyente. 
n>% 


Si lím, > y | an | = 1, entonces el inciso (iii) de la prueba de la raíz establece que la 
prueba no proporciona información. La serie %a, podría ser convergente o divergente. 
(Si L = 1 en la prueba de la razón, no intente con la prueba de la raíz porque L será otra 
vez 1. Y si L = 1 en la prueba de la raíz, no intente la prueba de la razón porque también 
fallará.) 


` [(2n+3N 
EJEMPLO 6 Pruebe la convergencia de la serie »> 3n+2): 
n=1 


SOLUCIÓN 


Por lo que la serie dada converge de acuerdo con la prueba de la raíz. E 
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E Reordenamientos 


La pregunta de si una serie dada que es convergente es absolutamente convergente o 
condicionalmente convergente, tiene relación con la pregunta de si las sumas infinitas 
se comportan como las sumas finitas. 

Por supuesto, si se reordenan los términos en una suma finita, entonces el valor de la 
suma no cambia. Pero esto no siempre sucede en las series infinitas. El reordenamiento 
de una serie infinita Èa, significa una serie obtenida simplemente al cambiar el orden de 
los términos. Por ejemplo, un reordenamiento de $a, podría empezar como sigue: 


a; + a, + a; + a, + a, + dis + as + a +t ay +“ 


Resulta que 


si Ža, es una serie absolutamente convergente con suma s, 
entonces cualquier reordenamiento de Ža, tiene la misma suma s. 


Sin embargo, cualquier serie condicionalmente convergente se puede reordenar para dar 
una suma distinta. Para ilustrar este hecho considere la serie armónica alternante 


[6] 


N= 


1 1 1 1 =; 1 
z= gtg + o. .=212 


Si se insertan ceros entre los términos de esta serie, se tiene 


Sumar ceros no afecta la suma de la 
serie; cada uno de los términos 

de la sucesión de sumas parciales se 
repite, pero el límite es el mismo. 


ni 


+ 
ul 
| 
N= 
+ 
w= 
+ 
NI 
| 
ES 
+ 
Il 
NIW 


+0-}4+0+}+0-4+.- = 


In 2 


nj 


Ahora se suma la serie de las ecuaciones 6 y 7 usando el teorema 11.2.8: 


In 2 


Observe que la serie en (8) consta de los mismos términos que en (6), pero reordenados 
para que haya un término negativo después de cada par de términos positivos. Pero las 
sumas de estas series son diferentes. De hecho, Riemann demostró que 


si Ža, es una serie condicionalmente convergente y r es cualquier número 
real, entonces hay un reordenamiento de Èa, que tiene una suma igual a r. 


Una demostración de este hecho se plantea en el ejercicio 52. 


11.6 EJERCICIOS 


1. ¿Qué puede decir acerca de la serie $a, en cada uno de los 
casos siguientes? 


5 An+1 > An+1 
(a) lím | — | = 8 (b) ím | — | = 0.8 
n>% An n>% An 
n An+1 
(c) lím | — | =1 
n>o0 dn 


2-6 Determine si la serie es absolutamente convergente, 
condicionalmente convergente o divergente 
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7-24 Utilice la prueba de la razón para determinar si la serie es 
convergente o divergente. 


æ 00 291 
LANE 8 Ny? 
n=1 D n=1 n! 
æ% n el (=3)" 
9 =p 10 
2 6D 20 ao (2n + 1)! 
» 1 co 
1.» 12. Y ke* 
ák = 
E 10" E n! 
13. HS 14. 
2 (n + 1D49+! a=1 100” 
15 y nr" 16 s n! 
" n= i (= 3 i Ñ n=1 (10) 
17. 5 cos(n7r/3) i. anl 
n= n! n=1 n” 
æ e 0 ar 
19. 2 —— 20. X — 
z ! aa A! 
2! 3! 4! 
21. 1 | | 
1-3 135 Lada Si 
n! 
| 1 n-1 fi 
(=N Ys (2na — 1) 
E IT p 2an 
3 3:5 35:7 35:7-9 
A A (2 
23. X 20) 
n=1 n! 
Es 2"n! 
24. 1)” 
2! "3 11 - (3n + 2) 


25-30 Utilice la prueba de la raíz para determinar si la serie es 
convergente o divergente. 


æ 2 qe 1 n 0 =g n 
25. Y (E=) 26. y C2 
n=1 


2n” + 1 i n 
(= 1) 1 00 —2H Sn 
27. 28. 
> (In ny” a=An+1 
00 1 n? 00 
29. > (i + 2) 30. > (arctan n)" 
n=1 n n=0 


31-38 Utilice cualquier prueba para determinar si la serie es 
convergente o divergente. 


% (=1) 00 n 
31. 
2 lnn 32. 2 2 + 3n 


(= 9)” n5?” 
33 222.1 34. 
a n10”! Y 1077! 
<in Y = sen(n1/6) 
35. — 36. 
3 (5%) 2 leai L+nyn 
00 (=1 n „l/n e —-1 n 
37. 2 pp 38. y CD 
= n? a nlnn 
39. Los términos de una serie se definen en forma recursiva con 


40. 


las ecuaciones 
5n + 1 


a=2 dia == a in 


4n + 3 


Determine si $a, es convergente o divergente. 
Una serie >a, está definida por las ecuaciones 
2 + cosn 


da dn 
n 


Determine si >a, converge o diverge. 


a=1 an+ = 


41-42 Sea {b„} una sucesión de números positivos que converge 


aj. 


4“. >» 


Determine si la serie dada es absolutamente convergente. 


2 by cos Z =1)'n! 
cos nT 42. Y (=1) n 


n=1 n"b1b,b3 iak bn 


43. 


44. 


45. 


46. 


¿Para cuáles de las series siguientes la prueba de la razón 
no es concluyente (es decir, no proporciona una respuesta 
definitiva)? 


iD o 3 


n=1 W n=1 2" 
o $97 En 
n=1 In. n=1 IF n? 


¿Para cuáles enteros positivos k la serie siguiente es 
convergente? 


(a) Demuestre que > ;-0 x"/n! converge para toda x. 
(b) Deduzca que lím,- x"/n! = O para toda x. 


Sea Ža, una serie con términos positivos y sea r, = 4y+1/4,. 
Suponga que lím,,». F, = L < 1, por lo que Èa, es 
convergente de acuerdo con la prueba de la razón. Como es 
lo usual, sea R, el residuo después de n términos, es decir, 


1 J J ... 
R, = Onrr + Ans F Ans F 


(a) Si {r,} es una sucesión decreciente y r,+, < 1, demuestre 
con la suma de una serie geométrica que 


a 
R, < n+l 


L= Tari 
(b) Si {r,} es una sucesión creciente, demuestre que 


An+1 


R, = 
I=L 
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. (a) Calcule la suma parcial ss de la serie 2;-1 1/(n2"). Con 
ayuda del ejercicio 46 estime el error al usar ss como 
una aproximación a la suma de la serie. 
(b) Determine un valor de n de tal modo que s, difiera menos 
que 0.00005 de la suma real. Use este valor de n para 
obtener un valor aproximado de la suma de la serie. 


. Use la suma de los primeros 10 términos para obtener un 
valor aproximado de la suma de la serie 


Utilice el ejercicio 46 para estimar el error. 


Demuestre la prueba de la raíz. [Sugerencia para inciso (i): 
tome cualquier número r tal que L < r < 1 y utilice el hecho 
de que hay un entero N tal que y | a, | < r siempre que 
n=N.] 


Hacia 1910, Srinivasa Ramanujan, matemático de India, 
descubrió la fórmula 


1 _ 242 $ 
9801 £, 


(4n)!(1103 + 26390n) 
(11396 


William Gosper utilizó esta serie en 1985 para calcular los 

primeros 17 millones de dígitos de 7r. 

(a) Verifique que la serie es convergente. 

(b) ¿Cuántos lugares decimales correctos de 7 obtiene el lec- 
tor si usa solo el primer término de la serie? ¿Qué pasa si 
usa dos términos? 


11.7 Estrategia para probar series 


51. Dada cualquier serie %a,,, se define una serie Lay cuyos 


52 


términos son todos los positivos de Ža, y una serie ba; 
cuyos términos son todos los negativos de %a,. Para ser 
específicos, sea 


,— A +]as] ap ha] 
áp =n a; = 


2 2 


Observe que si a, > 0, entonces at = a, y az = 0, mientras 

que si a, < 0, entonces a; = a, y as = 0. 

(a) Si Ža, es absolutamente convergente, demuestre que 
tanto la serie Ža como la serie %a, son convergentes. 

(b) Si Ža, es condicionalmente convergente, demuestre que 
tanto la serie Ža; como la serie Xap son divergentes. 


Demuestre que si 2a, es una serie condicionalmente 
convergente y r es cualquier número real, entonces hay un 
reordenamiento de $a, cuya suma es r. [Sugerencia: utilice 
la notación del ejercicio 51. Tome solo suficientes términos 
positivos a para que su suma sea mayor que r. Luego sume 
solo suficientes términos negativos a, para que la suma 
acumulativa sea menor que r. Continúe así y aplique el 
teorema 11.2.6.] 


53. Suponga que la serie $a, es condicionalmente convergente. 


(a) Demuestre que la serie 371a, es divergente. 

(b) La convergencia condicional de Èa, no es suficiente para 
determinar si 2na, es convergente. Demuestre esto con un 
ejemplo de una serie condicionalmente convergente tal 
que 3na, converge y un ejemplo donde $na, diverge. 


Ya se tienen varias maneras de probar la convergencia o divergencia de una serie; ahora 
el problema es decidir cuál prueba aplicar en cada serie. En este aspecto, probar series es 
parecido a integrar funciones. No hay reglas rígidas y rápidas con respecto a qué prueba 
aplicar a una serie dada, pero puede seguir las recomendaciones siguientes, que pueden 


ser útiles. 


No es prudente aplicar una lista de pruebas en un orden específico hasta que una 
funcione. Eso sería un desperdicio de tiempo y esfuerzo. En lugar de eso, al igual que 
en la integración, la estrategia principal es clasificar las series de acuerdo con su forma. 


1. Si la serie es de la forma >1/»”, es una serie p, lo cual significa que es conver- 
gente si p > 1 y divergente si p S 1. 


2. Si la serie es de la forma Žar"! o Xar", es una serie geométrica que converge si 
| r| < 1 y diverge si | r| = 1. Se podrían requerir algunas operaciones algebraicas 
para hacer que la serie adquiera esta forma. 


3. Sila serie tiene una forma similar a la de una serie p o a una serie geométrica, 
entonces se debe considerar una de las pruebas por comparación. En particular, 
si a, es una función racional o una función algebraica de n (es decir, que con- 
tiene raíces de polinomiales), entonces la serie se debe comparar contra una serie 
p. Observe que la mayoría de las series de los ejercicios 11.4 tienen esta forma. 
(El valor de p se debe escoger como en la sección 11.4, y conservar solo las 
potencias más altas de n en el numerador y en el denominador.) Las pruebas por 
comparación se aplican solo en series con términos positivos, pero si Ža, tiene 
algunos términos negativos, entonces se puede aplicar la prueba por compara- 


ción a >, A, 


y probar si hay convergencia absoluta. 
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4. Sies fácil ver que lím,.... a, 4 0, entonces se debe aplicar la prueba de la 
divergencia. 


5. Si la serie es de la forma 2(—1)""!b,, o »(—1)'b,, entonces una posibilidad obvia 
es la prueba de la serie alternante. 


6. Las series que contienen factoriales u otros productos (incluso una constante 
elevada a una potencia n-ésima) se prueban en forma aceptable usando la prueba 
de la razón. Siempre piense que a, ,¡/a, | —> 1 cuando n —>% para todas las 
series p y, por tanto, todas las funciones racionales o algebraicas de n. Así la 
prueba de la raíz no se debe aplicar para dichas series. 


7. Sia,es de la forma (b,)", entonces la prueba de la raíz podría ser útil. 
8. Sia, = f(n), donde i f(x) se puede evaluar con facilidad, entonces la prueba 
de la integral es efectiva (suponiendo que la hipótesis de esta prueba se cumple). 


En los ejemplos siguientes no se presenta todo el desarrollo, sino que simplemente se 
indica qué prueba se debe usar. 


5 n=1 
EJEMPLO 1 Lon +1 
Ya que a, > 5 % 0 cuando n —>%, se debe usar la prueba de la divergencia. E 


A 
EJEMPLO? Y —-7 


ai 3n? + 4n? + 2 


Como a, es una función algebraica de n, compare la serie dada con la serie p. La serie 
de comparación para la prueba de comparación en el límite es >b,,, donde 


M we 1 


3n? 3n? 3n?/2 


EJEMPLO3 È ne” 


n=1 


Ya que la integral f xe™ se evalúa con facilidad, use la prueba de la integral. La prueba 


de la razón también funciona. a 
= n? 
=] n 
EJEMPLO4 2 177 
Como la serie es alternante, aplique la prueba de la serie alternante. E 
o mk 
EJEMPLOS 2-7 
Ak! 
Como la serie contiene k!, se aplica la prueba de la razón. E 
EJEMPLO 6 > E 
n=1 2 + Es 


La serie está estrechamente relacionada con la serie geométrica >,1/3", por lo que se usa la 
prueba por comparación. a 
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11.7 EJERCICIOS 


series infinitas 


1-38 Pruebe si las series son convergentes o divergentes. 


> 2 1 A i 19. 
n?* — n-— 
1. 2. 
2 n+1 2 n+l 
soey aa kipp Ñ 
a n+l A n?’ +1 
æ n œ 2n 23. 
e n 
5. — 6. 
2 n? 2 (itn) 
E E A 25. 
7. Y er 8s. DE = 
k=1 n=1 4 
2 Ñ 27. 
ik m” =< (2n + 1) 
9. Y (-1) 10 Y == 
n=0 (2n)! n=1 n” 
PA r i > 2 29. 
11. — + — 12. — 
2 (2 =) 2 urg 
e 3" 00 9 31. 
n? sen 2n 
13. 14. 
2 n! 2 JF 2? 
3 33. 
2 gk-1gk+l o A+ 1 
15. O 16. 
2 k* 2 ntn 
noi Qa- 1) da 
i n=1 25eg E (3n = 1) 
18 5 n+l 37: 
` n=1 n? +1 


11.8 Series de potencias 


Series trigonométricas 
Una serie de potencias es una en la cual 
cada uno de los términos es una función 
potencia. Una serie trigonométrica 
X (a, cos nx + b, sennx) 

n=0 
es una serie cuyos términos son funcio- 
nes trigonométricas. Este tipo de serie 
se analiza en el sitio web 


www.stewartcalculus.com 


Haga clic en Additional Topics y luego 
en Fourier Series. 


z lnn S yk=1 
Y 1) —= 20. » k-i 
n=1 yn k=1 Kk(Vk F 1) 
5 (=1)” cos(1/n?) 22 5 An a 
n=1 i 'EmwP+t+mRH+HS5 
S tan(1/n) 24. Y nsen(1/n) 
n=1 n=1 
SoH! z n’ +l 
= 26. 
< kink 2 gv 
ena 28. 
k=1 (k + 1) 2 n? 
e —1 n e 
= 30. 2 (1 Yi 
»=1 Cosh n j=1 FES 
z 5% > (ny 
32. 
2 eli + 4* 2 n” 
$ n Y z 1 
34. — 
2 ( + -) 2 n + ncosin 
2 1 2 1 
36. — 
2 n!” > (In ni” 


38. 5 (YZ — 1) 


Una serie de potencias es una serie de la forma 


E 
(1) s Ca X” = Co + aix + ox? + ex t- 


n=0 


donde x es una variable y las c, son constantes llamados coeficientes de la serie. Para 
cada x fija, la serie (1) es una serie de constantes que se puede probar para ver si es 
convergente o divergente. Una serie de potencias podría ser convergente para algunos 
valores de x y ser divergente para otros. La suma de la serie es una función 


JŒ) = cot cix + OX + +cx +... 


cuyo dominio es el conjunto de todas las x para las cuales la serie converge. Observe que 
fes parecida a un polinomio. La única diferencia es que f tiene un infinito de términos. 
Por ejemplo, si toma c, = 1 para toda n, la serie de potencias se transforma en una 


serie geométrica 


B) z; 


2 


=] +t tee tHe 


que es convergente cuando —1< x < 1 y es divergente cuando | x | = 1. (Véase la ecua- 


ción 11.2.5.) 


Observe que 
(M+ 1D! = (1 A 


= (n+ Dn! 


t Dn(n — 1) 
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De hecho, si se sustituye x = } en la serie geométrica (2) se obtiene la serie convergente 


NA A A SSE 
NY] =1+=+=+=+—+... 
n=0 2 4 8 16 

pero si se sustituye x = 2 en (2) se obtiene la serie divergente 


Y 2=1+2+44+8+16+--- 


n=0 
Más general, una serie de la forma 


Do 


a Y clx — a)" = co + ci(x — a) + clx— a? +... 


n=0 


se denomina serie de potencias en (x — a) o una serie de potencias centrada en a o 
una serie de potencias en torno a a. Observe que al escribir el término correspondiente 
an = 0 en las ecuaciones 1 y 3 se ha adoptado la convención de que (x — a)? = 1 aun 
cuando x = a. También observe que cuando x = a todos los términos son O para n > 1 y 
de este modo la serie de potencias (3) siempre es convergente cuando x = a. 


œ 


EJEMPLO 1 ¿Para qué valores de x la serie X, n!x” es convergente? 
n=0 


SOLUCIÓN Se utiliza la prueba de la razón. Sea a,, como se acostumbra, el n-ésimo 
término de la serie, entonces a, = n! x". Six % O, se tiene 


(n + 1)1x"* 


nix” 


An+1 _ lím 


n>o 


lím 


n—>o 


= lím (n + 1)|x| = o 
An n—o 


Por la prueba de la razón, la serie es divergente cuando x % 0. Por lo que la serie dada 
converge solo cuando x = 0. a 


EJEMPLO 2 ¿Para qué valores de x la serie 5 ¡AE es convergente? 
n=1 n 


SOLUCIÓN Sea a, = (x — 3)"/n. Entonces 


Sl. e=" n 
An n+1 a= 
1 
= i |x= 3|— |x=3| cuando n> % 
pS 


n 


De acuerdo con la prueba de la razón, la serie dada es absolutamente convergente y, por 
tanto, convergente cuando |x =3 | < 1 y divergente cuando | x-3 | > 1. Ahora 


|x- 3|<1 < -1<x-3<1 & 2<x<4 


por lo que la serie converge cuando 2 < x < 4 y diverge cuando x < 2 o x > 4. 

La prueba de la razón no proporciona información cuando | x= 3 | = 1 por lo que 
se debe considerar x = 2 y x = 4 por separado. Si se sustituye x = 4 en la serie, resulta 
>1/n, la serie armónica, que es divergente. Si x = 2, la serie es È(—1)"/n, que es con- 
vergente de acuerdo con la prueba de la serie alternante. Por tanto, la serie de potencias 
dada converge para 2 S x < 4. o 
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NNN 
DNA 


Observe cómo la aproximación del 
modelo generado por computadora 
(el cual utiliza funciones de Bessel 
y de cosenos) coincide con la 
fotografía de una membrana 
vibratoria de hule. 


FIGURA 1 
Sumas parciales de la función 
de Bessel Jo 


Se verá que el uso principal de las series de potencias es proporcionar una manera 
de representar algunas de las funciones más importantes que surgen en matemáticas, 
física y química. En particular, la suma de la serie de potencias del ejemplo siguiente se 
llama función de Bessel, en honor al astrónomo alemán Friedrich Bessel (1784-1846), 
y la función dada en el ejercicio 35 es otro ejemplo de la función de Bessel. En efecto, 
estas surgieron primero cuando Bessel resolvió la ecuación de Kepler para describir el 
movimiento de los planetas. Desde esa época, estas funciones se aplican en diversas 
situaciones físicas, entre ellas la distribución de temperaturas en una lámina circular y 
las vibraciones de la membrana de un tambor. 


EJEMPLO 3 Determine el dominio de la función de Bessel de orden O definida por 


el (=D"x? 


Jo(x) = 2 2491? 


SOLUCIÓN Sea a, = (—1)"x”/[2?'(n1)?]. Entonces 


(=p 20+D 2211 
22042 (n + 1)1P? (=D? 


An+1 


An 


22 22(n1? 


22 + DAn!y? q? 


5 


e 205 para toda x 


De este modo, de acuerdo con la prueba de la razón, la serie dada converge para 


todos los valores de x. En otras palabras, el dominio de la función de Bessel Jo 
es (—0, 00) = R. A 


Recuerde que la suma de una serie es igual al límite de la sucesión de las sumas par- 
ciales. De esa manera, cuando se define la función de Bessel del ejemplo 3 como la suma 
de una serie significa que, para todo número real x, 


n —-1 i 2i 
is. dele ue) 
n>% ico 2 (01) 
Las primeras sumas parciales son 
sola) = 1 
K 
s(x) =1= z 
¿2 x 
Ax) = 1 = —+-— 
di 64 
x 2 x5 
=1 
a 4 64 2304 
2 E -6 8 
sax) = 1 L- - 


p 
4 64 2304 147,456 


En la figura 1 se muestran las gráficas de estas sumas parciales, las cuales son funciones 
polinomiales. Todas son aproximaciones de la función Jo, pero observe que la aproxima- 
ción es mejor cuando se incluyen más términos. En la figura 2 se ilustra una gráfica más 
completa de la función de Bessel. 
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yA Para las series de potencias examinadas hasta el momento, el conjunto de valores de x 
para los cuales las series convergen ha resultado ser siempre un intervalo [un intervalo 
finito de la serie geométrica y la serie del ejemplo 2, el intervalo infinito (—o, œ) del 
ejemplo 3, y un intervalo colapsado [0, 0] = (0) del ejemplo 1]. El teorema siguiente, que 
se demuestra en el apéndice F, establece que esto es válido en general. 


y =Jo(x) 


oœ 


[4] Teorema Para una serie de potencias dada >, c,(x — a)" hay solo tres 
posibilidades: n=0 


FIGURA 2 (1) La serie converge solo cuando x = a. 


(11) La serie converge para toda x. 


(111) Hay un número positivo R tal que la serie converge si | x 4 | < R y diverge 
si | xa | >R. 


El número R en el caso (iii) se llama radio de convergencia de la serie de potencias. 
Por convención, el radio de convergencia es R = 0 en el caso (1) y R = œen el caso (11). 
El intervalo de convergencia de una serie de potencias es el intervalo que consiste en 
todos los valores de x para los cuales la serie converge. En el caso (i) el intervalo consta 
de un solo punto a. En el caso (ii) el intervalo es (—%, œ). Observe que en el caso (iii) 
la desigualdad | xa | < R se puede escribir de nuevo como a — R < x < a + R. Cuando 
x es un punto final del intervalo, es decir, x = a + R, cualquier cosa puede suceder: 
la serie podría ser convergente en uno o en ambos extremos, o podría ser divergente en 
ambos extremos. Por tanto, en el caso (iii) hay cuatro posibilidades para el intervalo 
de convergencia: 


(a— R,a + R) (a— R,a + R] [a — R,a + R) [a — R,a + R] 


La situación se ilustra en la figura 3. 


convergencia para |x — a| < R 


o- 


. o 
a=RK a a+R 


FIGURA 3 2 divergencia para |x — a| >R $ 


Aquí se resume el radio y el intervalo de convergencia para cada uno de los ejemplos 
considerados en esta sección. 


Series Radio de convergencia | Intervalo de convergencia 
Serie geométrica S y" R=1 (1,1) 
n=0 
Ejemplo 1 SN nx" R=0 10) 
n=0 
Ejemplo 2 y Aa R=1 2.4) 
n=1 n 
i æ =j ny 2n 
Ejemplo 3 EN” R=% (— 9, œ% 
n=0 2"(n!)y 
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Sucesiones y series infinitas 


En general, la prueba de la razón (o a veces, la prueba de la raíz) se debe usar para 
determinar el radio de convergencia R. Las pruebas de la razón y la raíz siempre fracasan 
cuando x es un extremo del intervalo de convergencia, por lo que es necesario verificar 
los puntos finales por medio de alguna otra prueba. 


EJEMPLO 4 Determine el radio de convergencia y el intervalo de convergencia de la 
serie 


0 (=3)"x" 


n=0 yn +1 


SOLUCIÓN Sea a, = (-3)"x"/y/n + 1. Entonces 


an+ (—3)"*ix"+! yn + 1 3 < +1 
E y = an 
A, yn +2 (Jue n +2 


= NE tUa) [31 => 3|x| cuando n —> % 
1 + (2/n) 


De acuerdo con la prueba de la razón, la serie dada converge si 3 | x | < 1 y es divergente 
si3 | xX | > 1. Por lo que es convergente si | x | < 3 y divergente si | xX | > 3. Esto significa 
que el radio de convergencia es R = L, 

Se sabe que la serie converge en el intervalo (4, D, pero ahora es necesario probar si 
hay convergencia en los extremos de este intervalo. Si x = —4, la serie se transforma en 


s (3-H | 1 1 1 
2 vn +1 2 ari A..." 


que es divergente. (Utilice la prueba de la integral o simplemente observe que es una 
serie p con p = A < 1.) Six = la serie es 


O Ea 
nao yn +1 n=o yn + 1 


que converge de acuerdo con la prueba de la serie alternante. Por tanto, la serie de 
potencias dada converge cuando — L <x<= 2 por lo que el intervalo de convergencia 

es (—=, z , Bl 
EJEMPLO 5 Determine el radio de convergencia y el intervalo de convergencia de la 
serie 

2 n(x +2)" 


> 


ð JRE 
n= 


SOLUCIÓN Si a, = n(x + 2)"/3"*!, entonces 


An+1 (n + 1)(x + gy grel 
An gres n(x + 2)” 
1 |x + 2| x+ 2| 
=|1+ > cuando n — œ 
n 3 3 


Al usar la prueba de la razón se ve que la serie es convergente si | x + 2 |/3 < 1 y que es 
divergente si | x + 2 |/3 > 1. Por lo que es convergente si | x + 2 | < 3 y divergente si 
|x + 2| > 3. Así que, el radio de convergencia es R = 3. 


11.8 EJERCICIOS 


1. ¿Qué es una serie de potencias? 
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La desigualdad | x + 2 | < 3 se puede escribir como —5 < x < 1, así que se prueba la 


serie en los puntos finales —5 y 1. Cuando x = — 5, la serie es 
E n(-3)' E 
2 gil 5 > ( D'n 


que es divergente de acuerdo con la prueba de la divergencia [(— 1)'n no converge a 0]. 
Cuando x = 1, la serie es 


n+l 
n=0 3 n=0 


que también es divergente de acuerdo con la prueba de la divergencia. Por esto, 
la serie converge solo cuando —5 < x < 1, por lo que el intervalo de convergencia 
es (—5, 1). E 


21. Z (x-a), b>0 


2. (a) ¿Cuál es el radio de convergencia de una serie 


de potencia? ¿Cómo se determina? 
(b) ¿Cuál es el intervalo de convergencia de una serie E lnn 
de potencias? ¿Cómo se calcula? 


3-28 Determine el radio de convergencia y el intervalo 


de convergencia de la serie. 


3. Y (-)'nx" 4. 


n=1 


n 


z X 
5. 6. 
2 2n. = 


22. > 


(x-a, b>0 


a Š nog" 
23. (x= 1)" 24. 
2 nx 0 23470: (2n) 
æ% (5x — 4)" % $ 2n 
co Han 25. — 26. 
Ss (Dx 2 n? 2 n(ln n)? 


œ x” 
27. 
Š (Da 2 1:-3:-5-+... (2n = 1) 
n=0 M + 1 æ ty” 
28. y nix 
10”x” n=1 e a (2n E 1) 


n=1 n 
b n A 29. Si 2-0 C,4” es convergente, ¿se concluye que las series 
9 a 10. Pa TE siguientes son convergentes? 
n=1 M í n=1 P 
æ —1)”4" ES (=D (a) > a2) (b) > cal 4)" 
11. SEA Pa x” 12. y F x” n=0 n=0 
g= hsi M 30. Suponga que >;=0 C,x” converge cuando x = —4 y 
2 o 2n diverge cuando x = 6. ¿Qué puede decir con respecto 
13. ETATEN 27 e FD x” 14. > Pi a la convergencia o divergencia de la serie siguiente? 
n= n=1 . 
2 (x-2) 2 (1) (a) Èo b) Y c,8" 
15. a 16. rd (6 AS 1 ld n=0 n=0 
2 n’ +1 2 (21. 1)2* = 5 P 
Siad o © Y a23)" (dd) Y D'S" 
xX n n=0 n=0 
17. A az 18. 5 rae + 6)" 
=z lnn n1 8 31. Si k es un entero positivo, encuentre el radio de convergencia 
de la serie 
œ 3”(x + 4)" æ% gant! œ (nyt 
19. Y) ==== 20. Y (-1" 7 Y yr 
n=1 Vn n=0 (2n + 1)! 2 (kn)! x 
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serie, 3-0 x”, junto con la función suma fx) = 1/11 — x) 
sobre una misma pantalla. ¿Sobre qué intervalo parece que 
convergen estas sumas parciales a f(x)? 


32. Sean p y q números reales con p < q. Encuentre una serie (c) Si su sac tiene incorporadas las funciones de Airy, 
de potencias cuyo intervalo de convergencia sea trace la gráfica de A en la misma pantalla que las sumas 
(a) p, q) (b) p, q] (c) [p, q) (d) [p, q] parciales del inciso (b) y observe cómo las sumas parcia- 
; i g . les se aproximan a A. 
33. ¿Es posible encontrar una serie de potencias cuyo intervalo 
de convergencia sea [0, 0)? Explique. 37. Una función f está definida mediante 
9 34. Trace la gráfica de las primeras sumas parciales s,(x) de la 


KRoO=1+2+2+20+ 04 +.“ 


es decir, sus coeficientes son Can = 1 y Can+1 = 2 para toda 
n = 0. Determine el intervalo de convergencia de la serie y 


35. La función J, definida por plantee una fórmula explícita para Ax). 
Š (=D 38. Si fx) = 25%-0 cnx” donde C,+4 = cC, para toda n > 0, 
1a) = > nin + 1)122+! determine el intervalo de convergencia de la serie y 
una fórmula para fx). 

Se llama la función de Bessel de orden 1. E 

(a) Determine su dominio. 39. Demuestre que si lím, | cn | = c, donde c 4 0, 
m (b) Trace la gráfica de las primeras sumas parciales en una entonces el radio de convergencia de la serie de 

pantalla común. potencias >c,x" es R = 1/c. 

[sac] (c) Si su sac tiene incorporadas las funciones de Bessel, 


40. Suponga que la serie de potencias >c,(x — a)” satisface 
Ca, F 0 para toda n. Demuestre que si lím,,_... |en Veni | 
existe, entonces es igual al radio de convergencia de la 
serie de potencias. 


trace la gráfica de J; en la misma pantalla que las sumas 
parciales del inciso (b) y observe cómo se aproximan las 
sumas parciales a J,. 


36. La función A se define mediante por 
41. Suponga que el radio de convergencia de la serie 


EA *c,x" es 2 y que el radio de convergencia de la 
serie 2d, x"es 3. ¿Cuál es el radio de convergencia 
de la serie X(c, + d,)x"? 


x x5 xy 


A(x) = 14 H - 
2-3 2:3-5-6 2.3.5.6:-8-9 


que se llama función de Airy en honor al matemático 
y astrónomo inglés sir George Airy (1801-1892). 
(a) Determine el dominio de la función de Airy. 
FE (b) Grafique las primeras sumas parciales en una misma 
pantalla. 


42. Suponga que el radio de convergencia de la serie de 
potencias *c,x"es R. ¿Cuál es el radio de convergencia 
de la serie de potencias >c,x?"? 


11.9 Representación de funciones como series de potencias 


En esta sección aprenderá a representar ciertos tipos de funciones como sumas de series 
de potencias mediante la manipulación de series geométricas, mediante derivación o 
integración de dichas series. Quizá se pregunte por qué quisiera expresar una función 
conocida como una suma de una cantidad infinita de términos. Más adelante se explica 
la utilidad de esta estrategia en la integración de funciones que no tienen antideriva- 
das elementales, en la solución de ecuaciones diferenciales y para aproximar funciones 
mediante polinomios. (Los científicos lo hacen para simplificar las expresiones con las 
que trabajan; los especialistas en computación lo hacen para representar funciones en 
calculadoras y computadoras.) 
Se empezará con una ecuación que ya se estudió antes: 


[1] 


=1+x+x2+x+..= Y" la 
l=x n=0 


Ya se mostró esta ecuación en el ejemplo 11.2.7, donde se obtuvo al observar que es una serie 
geométrica con a = 1 y r = x. Pero en este caso el punto de vista es distinto. Ahora con- 
sidere la ecuación 1 como expresión de la función fx) = 1/(1 — x) como una suma de 
una serie de potencias. 


Una ilustración geométrica de la 
ecuación 1 se muestra en la figura 1. 
Como la suma de una serie es el límite 
de la sucesión de las sumas parciales, 
se tiene 


donde 


S0)=1+x+x2+"cc + 


es la n-ésima suma parcial. Observe 
que cuando n aumenta, s,(x) será una 
mejor aproximación a f(x) 

para =1<x<l. 


Es válido pasar x al otro lado del 
signo de la suma porque no depende 
de n. [Aplique el teorema 11.2.8(1) 
con c = x3.] 
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s 
y 1 
AN A Sg 


1 
FIGURA1 f(x) = Tay algunas sumas parciales 


=x 


EJEMPLO 1 Exprese 1/(1 + x°) como la suma de una serie de potencias y determine 
el intervalo de convergencia. 


SOLUCIÓN Al reemplazar x por —x?en la ecuación 1, se tiene 


1 1 a 
I+ ten) 2 z. 


œ 


= Y (yu? =1 


n=0 


R 
e E 


Como esta es una serie geométrica, es convergente cuando | —1?| < 1, es decir, x? < 1, 
o |x| < 1. Por tanto, el intervalo de convergencia es (—1, 1). (Por supuesto, se podría 
haber determinado el radio de convergencia aplicando la prueba de la razón, pero esa 
cantidad de trabajo es innecesaria en este caso.) E 


EJEMPLO 2 Determine una representación en serie de potencias para 1/(x + 2). 


SOLUCIÓN Con objeto de poner esta función en la forma del lado izquierdo de la 
ecuación 1, primero se factoriza un 2 del denominador: 


Lo 1 B 1 
2a1+ +) 2 1-[-2 
2 2 
l~ x\ &( 
o 3 2 gnti 


Esta serie converge cuando | —x/2 | < 1, es decir, | x | < 2. Por lo que el intervalo de 
convergencia es (—2, 2). B 


EJEMPLO 3 Obtenga una representación como serie de potencias de x3/(x + 2). 


SOLUCIÓN Ya que esta función es justamente x* veces la función del ejemplo 2, todo lo 
que debe hacer es multiplicar esa serie por x°: 


3 0 a n o a 
x = x? E 1 = x? 5 ( 1) y" = 5 ( 1) e 
+2 E +2 oral oral E 
Xx X n=0 n= 
=5x — xt + Ey? — Ex + 
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En el inciso (ii), [codx = Cox + C; se 
escribe como co(x — a) + C, donde 
C = C; + aco, por lo que todos los 
términos de la serie tienen la misma 
forma. 


Otra forma de escribir esta serie es como sigue: 


4d) 1 n-1 
—= pS = r x" 
X + 2 E3 on Zz 
Como en el ejemplo 2, el intervalo de convergencia es (—2, 2). E 


E Derivación e integración de series de potencias 


La suma de una serie de potencias es una función f(x) = 2;=0 c,(x — a)" cuyo dominio 
es el intervalo de convergencia de la serie. Para derivar e integrar estas funciones, el teo- 
rema siguiente (el cual no será demostrado) establece que es posible derivar o integrar 
cada uno de los términos de la serie, justo como se haría para un polinomio. Esto se 
denomina derivación e integración término a término. 


(2) Teorema Si la serie de potencias > c,(x — a)” tiene un radio de convergencia 
R > 0, entonces la función f definida por 


œ 


fla) = co + clx- a) + olx- af +- = Y clx a)" 


n=0 


es derivable (y, por tanto, continua) sobre el intervalo (a — R, a + R) y 


G) Fx) =<1 + 2cAx — a) + 3calx — ay? +- -È dueg 
Gi) [rŒ dx =C+ alx =a) +c ee, +o pe 
gy 


m 


n=0 til 


Los radios de convergencia de la serie de potencias en las ecuaciones (i) y (ii) son R. 


NOTA 1 Las ecuaciones (i) y (ii) del teorema 2 se pueden volver a escribir en la 
forma 


Gii) 43 e T a|- = ye E — [e x= a)" ] 


X | n=0 n= o dx 


Gv) pÈ a 5 cl = oy Jas = 5 f c,(x — a)" dx 


n=0 n=0 * 


Se sabe que para sumas finitas la derivada de una suma es la suma de las derivadas y la 
integral de una suma es la suma de las integrales. Las ecuaciones (iii) y (iv) aseguran 
que lo mismo se cumple para sumas infinitas, siempre que se esté tratando con series de 
potencias. (Para otros tipos de series de funciones la situación no es tan simple; véase el 
ejercicio 38.) 

NOTA 2 Aunque el teorema 2 establece que el radio de convergencia es el mismo 
cuando una serie de potencias es derivada o integrada, esto no quiere decir que el inter- 
valo de convergencia siga siendo el mismo. Podría suceder que la serie original converja 
en el punto final, y que la serie derivada sea divergente ahí. (Véase el ejercicio 39.) 
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NOTA 3 La idea de derivar una serie de potencias término a término es la base de 
un método eficaz para resolver ecuaciones diferenciales. Se estudiará este método en el 
capítulo 17. 


EJEMPLO 4 En el ejemplo 11.8.3 se vio que la función de Bessel 


n q?” 


Jolx) = > E 


se define para toda x. De esta manera, de acuerdo con el teorema 2, Jo es derivable para 
toda x y su derivada se encuentra derivando término a término como sigue: 


no = DE- y . 


2 2 
n=0 dx 2* "( n=1 ze "(y 


EJEMPLO 5 Exprese 1/(1 — x)? como una serie de potencias derivando la ecuación 1. 
¿Cuál es el radio de convergencia? 


SOLUCIÓN Al derivar cada miembro de la ecuación 


1 5 z 
=]+x+ +t." 
l=x n=0 
. 1 2 So —-1 
se obtiene W-s 1 + 2x + 3x? +- = Y nx” 
=x) n=1 


Si se quisiera se podría reemplazar n por n + 1 y escribir la respuesta como 


.. l ) = Y (+ lx" 


De acuerdo con el teorema 2, el radio de convergencia de la serie derivada es el mismo 
que el radio de convergencia de la serie original, R = 1. nm 


EJEMPLO 6 Determine una representación como serie de potencias para In(1 + x) y 
su radio de convergencia. 


SOLUCIÓN Observe que la derivada de esta función es 1/(1 + x). De la ecuación 1 se 
tiene 


1 1 SE 
z =]-xt+tx -t.e le] <1 
IFz 1 .=4(=x) 


Integrando ambos lados de esta expresión, se obtiene 


Wi +) =f x+x—x+-...)dx 
aye £a +C 
sma Ta T A 


n 


=5(-)7'> +c |æ|<1 
n=1 n 


Para determinar el valor de C se hace x = 0 en esta ecuación y se obtiene In(1 + 0) = C 
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La serie de potencias para tan”!x 
obtenida en el ejemplo 7 se llama 
serie de Gregory en honor al 
matemático escocés James Gregory 
(1638-1675), quien pronosticó 
algunos de los descubrimientos 

de Newton. Ya se demostró que la 
serie de Gregory es válida cuando 
—1 <x < 1, pero resulta que 
(aunque no es fácil de demostrar) 
también es válida cuando x = +1. 
Observe que cuando x = 1 la serie 
se convierte en 


Este hermoso resultado se conoce 
como la fórmula de Leibniz para 7. 


Este ejemplo muestra una manera 
en que las representaciones como 
series de potencias pueden ser 
útiles. Integrar 1/(1 + x7) a mano 
es increíblemente difícil. Diferentes 
sistemas algebraicos computacio- 
nales dan respuestas de distintas 
formas, pero son extremadamente 
complicadas. (Si tiene un SAC, intén- 
telo usted mismo.) La respuesta de 
la serie infinita que se obtiene en el 
ejemplo 8(a) es realmente mucho 
más fácil de manejar que la respues- 
ta finita que proporciona un SAC. 


Por tanto, C = 0 y 


x? x? xt æ% x” 
In(l + x) =: + += H~ <i 
n( x) =x > 3 4 2 (=1) A |x] 
El radio de convergencia es el mismo que el de la serie original: R = 1. E 


EJEMPLO 7 Encuentre una representación como serie de potencias para f(x) = tan”!x. 


SOLUCIÓN Observe que f'(x) = 1/(1 + x) y encuentre la serie requerida integrando la 
serie de potencias para 1/(1 + x?) determinada en el ejemplo 1. 


1 P R 
tanx = | Ta: zdx=| (1 x? + xt — xf +- -)dx 
xo y 
GF x + z’ ' 
= Si J 
3 5 


e X X X 
tan x =x + + 
3 5 
æ% 2n+1 
a 1 n 
> ( ) 2n + 1 


Ya que el radio de convergencia de la serie para 1/(1 + x?) es 1, el radio de convergencia 
de esta serie para tan™'x es también 1. E 


EJEMPLO 8 

(a) Evalúe [[1/(1 + x7)]dx como una serie de potencias. 

(b) Utilice el inciso a) para una aproximación de F [1/1 + x”)] con una aproxima- 
ción de 107” del valor real. 


SOLUCIÓN 
(a) El primer paso es expresar el integrando, 1/(1 + x”) como la suma de una serie de 
potencias. Como en el ejemplo 1, inicie con la ecuación 1 y reemplace x por —x”: 


1 1 Á Tqn 
1 + x? 1 a ( x) a al ) 
= 5 ( 1)tx* =1 x7 + q. me 
n=0 
Ahora se integra término a término: 
i 1 pe co Tn+1 
dx = =11"x "dx = C + —1)” 
Ji+x : IA dali 2( mti 
x x” x2 
=C+x-—+ +... 
15 22 


Esta serie converge para | —x”| < 1, es decir, para | x| < 1. 
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(b) Si se aplica el teorema fundamental del cálculo no importa qué antiderivada se use, 
por lo que se utilizará la antiderivada del inciso (a) con C = 0: 


"0.5 1 


¡e dx E 


1 


ys y2 1/2 
+ +... 
15 22 | 


1 1 1 =])” 
sew CD 


2 


+ 
. 28 15.2% 


22.22 (Tn + 127+ 


Esta serie infinita es el valor exacto de la integral definida, pero como es una serie 
alternante, se puede obtener una aproximación de la suma aplicando el teorema de la 
estimación de la serie alternante. Si se deja de sumar después del término n = 3, el error 
es menor que el término con n = 4: 


=—>3 >= 6.4x 10" 
2922 
Por lo que se tiene 
E E o 0.49951374 = 
pi = 0. 
J 1+x 2 8-2 152% 22:22 


11.9 EJERCICIOS 


1. Si el radio de convergencia de la serie de potencias 
> -0 Cn x" es 10, ¿cuál es el radio de convergencia de 
la serie 2-1 nc, x” *? ¿Por qué? 


2. Suponga que sabe que la serie 25=0 b x” es convergente para 
| x | < 2. ¿Qué puede decir de la serie siguiente? ¿Por qué? 


ES bn 
aon FI 


n+l 


3-10 Encuentre una representación como serie de potencias para 
la función y determine el intervalo de convergencia. 


1 5 
3. f(x) = + 4. f(x) = Tar 

2 
1033 6. f) = 73 
EEST e r= zT 
9. f(x) = T - 10. f(x) = TA asô 


11-12 Exprese la función como la suma de una serie de potencias 
usando primero fracciones parciales. Determine el intervalo de 
convergencia. 


T 2%x=4 
x —4x+3 


2% +3 


12. f(x) = == 
fœ) PAE A 


13. (a) Use la derivación para determinar una representación 
como serie de potencias para 


1 
J (x)= (1+ 


¿Cuál es el radio de convergencia? 
(b) Utilice el inciso a) para determinar una serie de potencias 


para 
== 
(1 +x 
(c) Utilice el inciso b) para determinar una serie de potencias 
para Ñ 
w 
f (x) = ESH 


14. (a) Utilice la ecuación 1 para determinar la representación 
en series de potencias para f(x) = In(1 — x). ¿Cuál es el 
radio de convergencia? 

(b) Utilice el inciso (a) para determinar una serie de poten- 
cias para f(x) = x ln(1 — x). 

(c) Haciendo x = ; en su resultado del inciso a), exprese ln 2 
como la suma de una serie infinita. 


15-20 Encuentre una representación como serie de potencias para 
la función y determine el radio de convergencia. 


15. f(x) = In(5 — x) 


17. f(x) = atar 18. f(x) = l J 


20. fo) = => 


16. f(x) = x? tan`! (x°) 


19. fœ) = 
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9 21-24 Encuentre una representación como serie de potencias para 


f, y trace la gráfica de f y varias sumas parciales s,(x) en la misma 
pantalla. ¿Qué sucede cuando n aumenta? 


21. f(x) = -= : 22. f(x) = n(1 + x’) 
1 
23 f(x) = n( 1 ia z) 24. f(x) = +16 


25-28 Evalúe la integral indefinida como una serie de potencias. 
¿Cuál es el radio de convergencia? 


t Í 
25. | -dt 26. | -dt 
k= LEF 
e; r tan™'x 
27. | x? In + x) dx 28. | dx 
J v Xx 


29-32 Use una serie de potencias para aproximar la integral 
definida con una aproximación de seis cifras decimales. 


"0.3 X 


29. | 


h Ig dx 30. i arctan (x/2) dx 


31. ls In(1 + x?) dx 32. p In(1 + x^) dx 


33. Con el resultado del ejemplo 7, calcule arctan 0.2 con una 
aproximación de cinco cifras decimales. 


34. Demuestre que la función 


a Ene 
fœ = 2 (2n)! 


es una solución de la ecuación diferencial 
F+A)=0 


35. (a) Demuestre que Jo (la función de Bessel de orden O dada 
en el ejemplo 4) cumple con la ecuación diferencial 


XRO + xd) + x hl) = 0 


(b) Evalúe b Jo(x) dx con una aproximación de tres cifras 
decimales. 


36. La función de Bessel de orden 1 se define con 


æ% (=D "120! 


J(x) = > 


o A! (n + 1)!27+! 


(a) Demuestre que J, satisface la ecuación diferencial 


TOO + do + (e 


DJG)=0 


(b) Demuestre que Jo(x) = —Ji(x). 


37. (a) Demuestre que la función 


es una solución de la ecuación diferencial 


FO) =f) 
(b) Demuestre que f(x) = e”. 


38. Sea f(x) = (sen nx)/n?. Demuestre que la serie >f,(x) es 
convergente para todos los valores de x, pero la serie de 
derivadas >, f(x) es divergente cuando x = 2n7r, n es un 
entero. ¿Para qué valores de x la serie > f(x) es convergente? 


39. Sea 


LOEDE 
n=1 M 


Determine los intervalos de convergencia para f, f' y f". 


40. (a) Empezando con la serie geométrica >;-0 x”, calcule la 
suma de la serie 


S nx Ix| <1 


n=1 


(b) Calcule la suma de cada una de las series siguientes. 


O Enx, |x]<1 Gi) > > 
n=1 n=1 


(c) Determine la suma de cada una de las series siguientes. 


00 


O Y n(n- 1)x”, |x| <1 


n=2 


iy HE me 


41. Utilice la serie de potencias para tan” !x para demostrar la 
expresión siguiente para T como la suma de una serie infinita: 


raaa A 


n=0 (2n T 1)3" 


42. (a) Completando cuadrados demuestre que 


eS dx o T 
Jo x2=x+1 3/3 


(b) Al factorizar x? + 1 como una suma de cubos, escriba 
de nuevo la integral del inciso (a). Luego exprese 
1/(* + 1) como la suma de una serie de potencias 
y úsela para demostrar la fórmula siguiente para 7: 


| | ) 


4 o 8” 3n+1 3n+2 
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11.10 Series de Taylor y de Maclaurin 


En la sección anterior se representaron como series de potencias una cierta clase restrin- 
gida de funciones. En esta sección se tratan problemas más generales: ¿qué funciones 
se pueden representar como series de potencias? ¿Cómo es posible encontrar esa repre- 
sentación? 

Se empieza por suponer que fes cualquier función que se puede representar mediante 
una serie de potencias 


(1) fx) = co + clx — a) + olx — a + olx- a + clx- a+... lx—=a|<R 


Se tratará de determinar qué coeficientes c, tienen que estar en función de f. Para empe- 
zar, observe que si se hace x = a en la ecuación 1, entonces todos los términos después 
del primero son 0 y se obtiene 


Ka) = co 
De acuerdo con el teorema 11.9.2, se puede derivar la serie de la ecuación 1 término a 
término: 
B) fx) = ci + 2cx — a) + 3c3(x — a} + dela — a+... |x- a|<R 


y al sustituir x = a en la ecuación 2 se tiene 
J 4 (a) = Cc, 
En seguida se derivan ambos miembros de la ecuación 2 para obtener 


E f'œ@ = 2c + 2- 3colx — a) +3 4cdlx— a} +. |x- a|<R 


Una vez más se hace x = a en la ecuación 3. El resultado es 
f "(a) = 2c 


Se aplica el procedimiento una vez más. La derivación de la serie de la ecuación 3 da 


(4] Fu =2-30 +2-3-dalx= a) +34: (x=a +. le=al|<R 


y la sustitución de x = a en la ecuación 4 da 
f" a) =2. 3c, = 3!c3 


Ahora ya se puede ver el patrón. Si se continúa derivando y sustituyendo x = a, se obtiene 
fa) =2:3-4-----nc,=n!C, 


Al resolver esta ecuación para el n-ésimo coeficiente c„, se tiene 


fa) 
o LO 


n! 


Esta fórmula sigue siendo válida incluso para n = 0 si se adopta la convención de que 
0! = 1 y f® = f. Con lo que se ha demostrado el teorema siguiente: 


Taylor y Maclaurin 


La serie de Taylor lleva este nombre en 
honor al matemático ingles Brook Taylor 
(1685-1731) y la serie de Maclaurin se 
llama así para recordar al matemático 
escocés Colin Maclaurin (1698-1746) 

a pesar del hecho de que la serie de 
Maclaurin es realmente un caso especial 
de la serie de Taylor. Pero la idea de 
representar funciones particulares como 
sumas de series de potencias se remon- 
ta a Newton, y el matemático escocés 
James Gregory conoció la serie general 
de Taylor en 1668 y el matemático suizo 
John Bernoulli por 1690. Al parecer, 
Taylor desconocía el trabajo de Gregory 
y el de Bernoulli cuando publicó sus 
descubrimientos relacionados con las 
series en 1715 en su libro Methodus 
incrementorum directa et inversa. Las 
series de Maclaurin se llaman así porque 
Colin Maclaurin las popularizó en su 
libro de texto Treatise of Fluxions que se 
publicó en 1742. 
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[5] Teorema Si fse puede representar como una serie de potencias, (expansión) 
en a, es decir, si 


¡iS 


n=0 


|x- a| <R 


entonces sus coeficientes están dados por la fórmula 


oa) 


n! 


n 


Si se sustituye esta fórmula para c, de nuevo en la serie, se observa que, si f tiene un 
desarrollo en serie de potencias en a, entonces debe ser de la forma siguiente. 


0 (n) a 
6 0 = 3&2 e-a 


n=0 


f'a) f"(a) Ta) 
T (x—a)+ Ji (x= ay + 31 


= f(a) T (x ay o... 


La serie de la ecuación 6 se denomina serie de Taylor de la función f en a (o en torno 
a a o centrada en a). Para el caso especial a = O la serie de Taylor se transforma en 


LO LO ETOR 
1! 2! 


œ (n) 
Do 1m-3r=0+ 


n=0 1! 


Este caso surge con bastante frecuencia, y se le da el nombre especial de serie de 
Maclaurin. 


NOTA Ya se demostró que si f se puede representar como una serie de potencias con 
respecto a a, entonces f es igual a la suma de sus series de Taylor. Pero hay funciones 
que no son iguales a la suma de sus series de Taylor. Un ejemplo de tales funciones se 
presenta en el ejercicio 84. 


EJEMPLO 1 Determine la serie de Maclaurin de la función f(x) = e* y su radio de 
convergencia. 


SOLUCIÓN Si f(x) = e*, entonces f(x) = e*, por lo que f™(0) = e? = 1 para toda n. 
Por tanto, la serie de Taylor para fen O (es decir, la serie de Maclaurin) es 


œ f™(0) 00 x” xX x? x? 
y n— a 1 + — + —+ — +... 
> ds 2 n! 1 21003! 


n=0 n! 
Para determinar el radio de convergencia se hace a, = x"/n! Entonces 


An+1 yan n! |x| 


= : = >0<1 
An (na+1)! x” n+1 


así que, por la prueba de la razón, la serie converge para toda x y el radio de convergencia 
es R =00, E 


y =T3(x) 


FIGURA 1 

Cuando n crece, T,(x) parece 
aproximarse a e* en la figura 1. Esto 
sugiere que e* es igual a la suma de 
su serie de Taylor. 
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La conclusión que se obtiene del teorema 5 y el ejemplo 1 es que si e* tiene un desa- 
rrollo en serie en potencias en 0, entonces 


e = Y 
n=0 


x” 


n! 


Entonces, ¿cómo se puede determinar si e* tiene una representación como serie de poten- 
cias? 

Se debe investigar la cuestión más general: ¿en qué circunstancias una función es 
igual a la suma de su serie de Taylor? En otras palabras, si f tiene derivadas de todos los 
órdenes, cuando es cierto que 

sel (n) 
fo = 3 La- a 


ao H! 


Como sucede con cualquier serie convergente, esto quiere decir que f(x) es el límite de 
la sucesión de sumas parciales. En el caso de la serie de Taylor, las sumas parciales son 


T.a) = 352 - a) 


(x es al 


T 2 m SS 


= fla) += 


Observe que T, es un polinomio de grado n llamado polinomio de Taylor de grado 
n-ésimo de f en a. Por ejemplo, en el caso de la función exponencial f(x) = e”, el resul- 
tado del ejemplo 1 muestra que los polinomios de Taylor en 0 (o polinomios de Maclau- 
rin), conn = 1,2 y 3 son 
x AEE 
T(x =1+x To) =1+x +37 SAA 


Las gráficas de la función exponencial y estos tres polinomios de Taylor se ilustran en 
la figura 1. 
En general, f(x) es la suma de su serie de Taylor si 


fa) = lím T(x) 


n—>o 


Si se hace 
Rio) = fŒ) — T,(x) de tal manera que FO) = TQ) + Ry (x) 


entonces R,(x) se llama residuo de la serie de Taylor. Si se puede de alguna manera 
demostrar que lím,,.. R,(x) = 0, entonces se tiene que 


lím T,(x) = lím [f R(x)] = fx) lím R,(x) = f(x) 


Por tanto, se ha demostrado el teorema siguiente. 


Teorema Si fx) = T,(x) + R,(x) donde T, es el polinomio de Taylor de grado 
n-ésimo de fen a y 


lím R,(x) = 0 


para | x — a | < R entonces f es igual a la suma de su serie de Taylor en el 
intervalo | x — a | < R. 
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Fórmulas para el residuo de Taylor 
Otras opciones aparte de la des- 
igualdad de Taylor son las fórmulas 
siguientes para el residuo. Si £+Des 
continua sobre un intervalo / y 

x E I, entonces 


Ri(x) = fa — Afe) de 


Esta expresión recibe el nombre 

de forma integral del término del 
residuo. Otra fórmula, que se llama 
forma de Lagrange del término del 
residuo, establece que hay un núme- 
ro z entre x y a tal que 


ERES E bik AO 


n+1 
(n+ 1D)! * a) 


Esta versión es una generalización 

del teorema del valor medio (que es 

el caso n = 0). 

Las demostraciones de estas fórmulas, 
además del análisis de cómo usarlas 
para resolver los ejemplos de 

las secciones 11.10 y 11.11, 

se encuentran en la página web 


www.stewartcalculus.com 


Haga clic en Additional Topics 
y luego en Formulas for the 
Remainder Term in Taylor series. 
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Al tratar de demostrar que lím,- R,(x) = O para una función específica f, se usa por 
lo regular el teorema siguiente. 


[9] Desigualdad de Taylor Si | £“+W(x) | < M para | x — al < d, entonces el 
residuo R,(x) de la serie de Taylor cumple con la desigualdad 


[Ra (a) | = 


pu 


|x= para |x — a| <d 


(n+ 1)! 


Para ver por qué es cierto para n = 1, suponga que | f” (x)| = M. En particular, se tiene 
F"() < M, tal que para a S x S a + d se tiene 


ls "(t) dt < fm dt 


Una antiderivada de f” es f”, por lo que de acuerdo con la parte 2 del teorema fundamen- 
tal del cálculo se tiene 


Fa) -f'a =Mx=a) o F(x) < f'(a) + M(x — a) 


Por lo que 


ro a <= [ra + ME- das 


19-10 -Aa - a) =Z a- a? 
Pero Ri(x) = f(x) — Tila) = f(x) — f(a) — f'(a)(x — a). Por lo que 


Ril <= a a) 


Un razonamiento similar, aplicando f” (x) = —M, demuestra que 
M 
R(x) => E (x — ay 


M A 
[Ri] s= |x- af 


De manera que 7 


Aunque se ha supuesto que x > a, cálculos similares muestran que esta desigualdad es 
válida también para x < a. 

Esto demuestra la desigualdad de Taylor para el caso donde n = 1. El resultado para 
cualquier n se demuestra de manera parecida integrando n + 1 veces. (Véase el ejercicio 
83 para el caso n = 2.) 


NOTA En la sección 11.11 se explora el uso de la desigualdad de Taylor en la aproxi- 
mación de funciones. El uso inmediato es junto con el teorema 8. 


Con frecuencia, al aplicar los teoremas 8 y 9 es útil recurrir al hecho siguiente. 


para todo número real x 


En 1748, Leonhard Euler aplicó la 
ecuación 12 para determinar el valor 
de e con 23 decimales. En 2010 
Shigeru Kondo, usando de nuevo la 
serie (12), calculó e con más de un 
billón de decimales. Las técnicas 
especiales que utilizaron para 
acelerar el cálculo se explican en la 
página web 


numbers.computation.free.fr 
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Esto es verdadero porque, de acuerdo con el ejemplo 1, la serie %1"/n! es convergente 
para toda x por lo que su n-ésimo término se aproxima a 0. 


EJEMPLO 2 Demuestre que e* es igual a la suma de su serie de Maclaurin. 


SOLUCIÓN Si f(x) = e, entonces f"*M(x) = e* para toda n. Si d es cualquier número 
positivo y | x | = d, entonces | £+W(x) | = er < e”. Por lo que la desigualdad de Taylor, 
con a = 0 y M = e’, dice que 


d 
e n+l 


| Rœ] <= 7 |x] para |x| < d 


n +1)! 


Observe que la misma constante M = e’ funciona para todo valor de n. Pero, de acuerdo 
con la ecuación 10, se tiene 


Se deduce entonces del teorema de la compresión que lím,,.. | R, (x) | = 0 y, por tanto, 
lim, >. R,(x) = O para todos los valores de x. De acuerdo con el teorema 8, e* es igual a 
la suma de su serie de Maclaurin, es decir, 


(1) r para toda x E 


En particular, si se hace x = 1 en la ecuación 11, se obtiene la expresión siguiente para 
el número e como una suma de una serie infinita: 


$ 1 
(12] e=Y Tr Tod 


EJEMPLO 3 Determine la serie de Taylor para f(x) = e" en a = 2. 


SOLUCIÓN Se tiene f™®(2) = e? y, así, al hacer a = 2 en la definición de la serie de 
Taylor 6, se obtiene 


0o (n) o e? 
OPERE. 


(x 2)” 

n=0 n! n=0 n! 
También se puede verificar, como en el ejemplo 1, que el radio de convergencia es 
R = œ., Como en el ejemplo 2 se puede comprobar que lím,„—-» R,(x) = 0, por lo que 


œ 2 


(13] er= Y — (x — 2)” para toda x E 


n=0 A! 


Hay dos desarrollos en series de potencias para e*, la serie de Maclaurin de la ecua- 
ción 11 y la serie de Taylor de la ecuación 13. El primero es mejor si está interesado en 
valores de x cercanos a O y el segundo funciona muy bien si x es cercano a 2. 
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EJEMPLO 4 Determine la serie de Maclaurin para sen x y demuestre que representa a 
sen x para toda x. 


SOLUCIÓN Se organizan los cálculos en dos columnas como sigue: 


f(x) = sen x fO) =0 
En la figura 2 se ilustra la gráfica f'(x) = cos x fO =1 
de sen x junto con su polinomio de ` l 
Taylor (o de Maclaurin) f"(x) = —sen x f"(0)=0 
ES f"(x) = —cos x f"(0) = —1 
X 
Ts(x) = x= 3 FW) = sen x fO =0 
A a 
Ts(x) = x — 31 + 51 Ya que la derivada se repite en un ciclo de cuatro, se puede escribir la serie de Maclaurin 
como sigue: 
Observe que cuando n aumenta, 
T,(x) se vuelve una mejor f'(0) f"), f" (0) 
aproximación para sen x. F(0) + l! x 7 21 x° + 31 > 
3 5 7 œ 2n+1 
x X 
=x + += Dl" 
3! 5! 7! n=0 (2n + 1)! 


Ya que £“+D(x) es + sen xo + cos x, se sabe que | £“+W(x)| = 1 para toda x. De este modo 
T, se puede tomar M = 1 en la desigualdad de Taylor: 


y= sen x 


M x 
7 | R(x) | < a | =s | | 


(n+ 1)! 


De acuerdo con la ecuación 10, el lado derecho de esta desigualdad tiende a O 
cuando n —> %, por lo que | R,(x) | — 0 de acuerdo con el teorema de compresión. Se 
FIGURA 2 tiene entonces que R,(x) > 0 cuando n —= «o, por lo que sen x es igual a la suma de su 
serie de Maclaurin de acuerdo con el teorema 8. E 


Se establece el resultado del ejemplo 4 para referencia futura. 


x3 x5 x1 
[15] senx =x- — + ad 
31 5! 7! 
0 pan + 
= 1) — ara toda 
2 TS él 


EJEMPLO 5 Determine la serie de Maclaurin para cos x. 


SOLUCIÓN Se podría proceder en forma directa como en el ejemplo 4, pero es más 
fácil derivar la serie de Maclaurin para sen x dada por la ecuación 15: 


d d pra x? ri 
cos x = — (sen x) = x + boo. 
dx dx 3! 5! 7! 
3x7 5x! TAS y? x Pa 
1 + +. 1 + + 


La serie de Maclaurin para e*, sen x 
y cos x encontrada en los ejemplos 
2, 4 y 5 fueron descubiertos por 
Newton, usando diferentes métodos. 
Estas ecuaciones son importan- 

tes porque dicen que se conoce 

todo acerca de cada una de estas 
funciones si se conocen todas sus 
derivadas en un único número 0. 


Se han obtenido dos diferentes repre- 
sentaciones en serie para sen x, la 
serie de Maclaurin en el ejemplo 4 
y la serie de Taylor en el ejemplo 7. 
Es mejor utilizar la serie de Maclau- 
rin para los valores de x cercanos a 
O y la serie de Taylor para x cercanos 
a 11/3. Observe que el tercer poli- 
nomio de Taylor T,en la figura 3 es 
una buena aproximación al sen x 
cerca de 7/3, mas no así cerca de 0. 
Compárelo con el tercer polinomio 
de Maclaurin 7; en la figura 2, 
donde lo opuesto es verdadero. 


YA 


y y = sen x 
\ 


© 
la + 


FIGURA 3 


=y 
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Ya que la serie de Maclaurin para sen x converge para toda x, el teorema 2 de la sección 
11.9 señala que la serie derivada para cos x converge también para toda x. Por lo que 


cosx= 1 I a ÓN 


2n 


a 


On)! para toda x 
n=0 n). 


EJEMPLO 6 Determine la serie de Maclaurin para la función f(x) = x cos x. 


SOLUCIÓN En lugar de calcular las derivadas y sustituir en la ecuación 7, es más fácil 
multiplicar la serie para cos x, ecuación 16, por x: 


= iy 


n=0 


qn tl 


(2n)! 


æ% 2n 


? Xx 
xcosx = 2 (1) em! 


EJEMPLO 7 Represente f(x) = sen x como la suma de su serie de Taylor centrada 
en 7/3. 


SOLUCIÓN Primero se acomodan los valores en columnas, se tiene 


fa) = senx (2) -o 
foes r(2) e 
FU) = —senx p(z) jad 
f"(a) = —0os x (z) = 


V3 


2:21! 


- = H 27 (+ z) E a] 


La demostración de que esta serie representa sen x para toda x es muy similar a la del 
ejemplo 4. [Solo reemplace x por x — 7r/3 en (14).] Se puede escribir la serie con la 
notación sigma si separa los términos que contienen y/3: 
T 2n+1 
x 
3 a 


s E, "+3 (i 


snx = 2 20m)! 3 L n + D)! 


n=0 
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Las series de potencias obtenidas mediante métodos indirectos en los ejemplos 5 y 6 y 
en la sección 11.9 son realmente la serie de Taylor o de Maclaurin de las funciones dadas 
porque el teorema 5 establece que no importa cómo se obtenga una representación en 
una serie de potencias f(x) = $ c, (x — a)”, siempre es cierto que c, = £“(a)n! En otras 
palabras, la determinación de los coeficientes es única. 


EJEMPLO 8 Encuentre la serie de Maclaurin para, f(x) = (1 + 1), donde k es 
cualquier número real. 


SOLUCIÓN Al ordenar el trabajo en columnas, se tiene 


FG) = (1 + x% f(0) = 1 
f'a) = ka +0" fO) =k 
FU) = klk = DA + x? f"(0) = k(k — 1) 
Post- DU 20 +9 f"(0) = k(k — 1)(k — 2) 
FAx = klk- 1) (k-n + DA+JS fOO =Kk—1)---(k=n+1) 


Por tanto, la serie de Maclaurin de f(x) = (1 + es 


S PO n y ED kont y 


no N! n=0 n! 


Esta serie se denomina serie binomial. Observe que si k es un entero no negativo, 
entonces los términos son eventualmente 0 y por tanto la serie es finita. Para otros 
valores de k, ninguno de sus términos es 0, por lo que se puede intentar la prueba 

de la razón. Si el n-ésimo término es a, entonces 


anı | _ | KE 1) (k-n + D(k- "ax" n! 
An (n+ 1)! k(k — 1)---(k— n + 1)x” 
k 
1 aia 
|k n| 
|x| = [x]= |x] cuando n > % 
n+1 1 
14 


n 


Entonces, por la prueba de la razón, la serie binomial converge si | x| < 1 y diverge 
si|x|> 1. Ej 


La notación tradicional para los coeficientes de la serie binomial es 


n 


(i) -DeD rt 


n! 


y estos números se llaman coeficientes binomiales. 
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El teorema siguiente establece que (1 + x)* es igual a la suma de su serie de Maclaurin. 
Es posible demostrar esto al probar que el residuo R,(x) se aproxima a 0, pero esto resulta 
ser muy difícil. La demostración delineada en el ejercicio 85 es mucho más fácil. 


Serie binomial Si k es cualquier número real y | x | < 1, entonces 


Sk k(k— 1 k(k — 1)(k — 2 
(1 + xf = 5 (e =] +kx+ ( 2 ) a + C x E | 
n=0 . f 


Aun cuando la serie binomial siempre converge cuando | x | < 1, la pregunta de si 
converge o no en los extremos, +1, depende del valor de k. Resulta que la serie converge 
en 1 si —1 < k < 0 y en ambos puntos finales si k > 0. Observe que si k es un entero 
positivo y n > k, entonces la expresión para (5) contiene un factor (k — k), por lo que 
(% ) = 0 para n > K. Esto significa que la serie termina y se reduce al teorema del binomio 
ordinario cuando k es un entero positivo. (Véase la página de referencia 1.) 


1 
EJEMPLO 9 Encuentre la serie de Maclaurin para la función f(x) = === y su 
VA —=x 


radio de convergencia. 


SOLUCIÓN Si se vuelve a escribir f(x) de forma que se pueda usar la serie binomial: 


Lo 1 E 1 =a r 
4=: ; 2 4 
afi X Aa) TE 
4 4 


Y al usar la serie binomial con k = -1 donde x fue reemplazada por —x/4, se tiene 


ja 
A 
PARAS 
| 
Blo 
_—_—— 


-1/2 S 
1 XxX 1 = 
1 — 
2 ( z) 2 3 n 


n! 4 
1 1 1 a E 1:-3:5--+---(2n— 1) 
= l +—x+ TAT y A o e E 
2 8 218* 318" n!8” 
Se sabe por (17) que esta serie converge cuando | —x/4 | < 1, es decir, | x | < 4, por lo 
que el radio de convergencia es R = 4, E 


En la tabla siguiente se resumen, para referencia futura, algunas de las series impor- 
tantes de Maclaurin que se han deducido en esta sección y en la anterior. 
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Sucesiones y series infinitas 


Tabla 1 
Series importantes de A 2 3 = 
Maclaurin y sus radios l=x 2: a: el 
de convergencia 
00 x” x x? 3 
E =1+ f l! +. R=0w 
e= 1 2103 
œ nl x’ x5 x! 
x= 1)” = $ + D uaa R=% 
i 2 Mein TA 
æ x?” x? xí xê 
1)” =1 + Paya R=0 
i >( ) Qn)! 2 4 6 
œ E 2n+1 y? x5 x! 
tanlx = 1) =% + dis R= 1 
sii 2( E E 
Wade a a a R=1 
n == =y pee’ = 
x a] n x 2 3 4 
zok k(k=1) , kk-1)k-2 
(Qtt A =LA k a ega RE 
LW 2! 3! 
1 1 1 


Module 11.10/11.11 permite 
ver cómo polinomios sucesivos de 
Taylor se aproximan a la función 
original. 


EJEMPLO 10 Encuentre la suma de la serie 


1 
zF A 
Wez 22% 3:9% 4:2* 


SOLUCIÓN Con la notación sigma se puede escribir la serie dada como 
1 


Sn” Soy Y 


1 
n=1 n 2” n=1 n 


ui 


Entonces, en la tabla 1 se ve que esta serie relaciona la entrada para In (1 + x) con x = 
Por lo que 


œ 


Ny 


n=l n-2" 


= In(1 +3) = n4 o 


Una razón de que las series de Taylor sean importantes, es que permiten integrar 
funciones que no se podían manejar antes. En efecto, en la introducción de este capítulo 
se mencionó que Newton integraba a menudo funciones expresándolas primero como 
series de potencias, y que después integraba la serie término a término. No es posible 
integrar la función f(x) = e™ con las técnicas conocidas hasta este momento, porque su 
antiderivada no es una función elemental (véase la sección 7.5). En el ejemplo siguiente 
se aplica la idea de Newton para integrar esta función. 


EJEMPLO 11 
(a) Evalúe | e™ dx como una serie infinita. 
(b) Evalúe e e ** dx de tal manera que no difiera 0.001 del valor real. 


SOLUCIÓN 

(a) Primero se encuentra la serie de Maclaurin para f(x) = e ~ p Aunque es posible usar 
el método directo, determínela simplemente mediante el reemplazo de x con —x? en la 
serie para e* dada en la tabla 1. 


xX 
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Por lo que, para todos los valores de x, 


o 2 
wyr æ% 2n ¿2 A 6 


pE => ( 1) E 1 + a 


no n! A=0 n! 1! 2! 3! 


Ahora se integra término a término: 


x i r x? xt xê x?” 
e” dx = | 1 + +...+ (=1) — + -| dx 
y y l 1 n: 


3 E 7 x?”t! 


X y 
=C+ P Freck- + 
S gei Sa Tal cia 


X 


Esta serie es convergente para toda x porque la serie original para e * converge para 


toda x. 


(b) El teorema fundamental del cálculo da 


Do pa Pa x x? i 
| erdx=|x + + TE 
JO 3-1! 5-2! 7:31 9-4! d 
Se puede tomar C = 0 en la 
antiderivada del inciso a). =] zF b 5 + zig 
E 1 1 1 l 
= 1-35 +t gp t zg ~ 07475 


El teorema de estimación de la serie alternante demuestra que el error implicado en esta 
aproximación es menor que 


1 1 
= —— < 0.001 E 
11 -5! 1320 


Otra aplicación de la serie de Taylor se ilustra en el ejemplo siguiente. El límite podría 
ser calculado con la regla de L'Hópital, pero en lugar de hacerlo así se recurre a las series. 


EJEMPLO 12 Evalúe lím S R 


x? 


SOLUCIÓN Al utilizar la serie de Maclaurin para e”, se tiene 


P a a S ; ! 
lím 3 = lím > 
x>0 X x>0 yo 

Algunos sistemas algebraicos a X xÍ 
computacionales calculan los p ha 31 T Ar T 
límites de esta manera. = lím > 

x—>0 S 


i 1 x O 1 
= lím + + + IN li 
2012 3! 4! 5! 2 


porque las series de potencias son funciones continuas. a 
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@ Multiplicación y división de series de potencias 


Si las series de potencias se suman o restan, se comportan como polinomios (el teorema 
11.2.8 lo demuestra). De hecho, como lo ilustra el ejemplo siguiente, las series también 
se pueden multiplicar y dividir como los polinomios. Se determinan solo los primeros 
términos porque los cálculos para los siguientes se vuelven tediosos y los términos ini- 
ciales son los más importantes. 


EJEMPLO 13 Calcule los primeros tres términos diferentes de cero de la serie de 
Maclaurin para (a) e* sen x y (b) tan x. 


SOLUCIÓN 
(a) Usando la serie de Maclaurin para e* y sen x en la tabla 1, se tiene 


xX x p x? 
ersenx=| 1 + —+ —+ TH “ex —++-.* 
1 21 3! 3! 


Al multiplicar esta expresión y agrupar por términos semejantes, al igual que con los 


polinomios: 
1 1 
lxs a + El + 
x XxX > Ex? F 
a 2 113 14 
r a e a e a E E 
E e E T 
F gx ¿Xx 
+ 12+ Ly + 
n 2 1 3 
Por lo que e“ sen x =x tx? H H 


(b) Al utilizar la serie de Maclaurin en la tabla 1, se tiene 


3 5 


XxX x 

sen x 3! 5! 

tan x = = > 3 

cos x x X 
rsj AA 

2! 4! 


Se usa un procedimiento como el de la división larga: 


1 2 
as + A 
l A Fn 1,3 5 
L= + 33x )x — Ex + dx? — 
1 1 
lan qe de amb) 
A E ES 
34 30 + 
1 1 
ga - 5+.) 
Le a 
15 * 
Z I 3 215 
Por tanto, tanx =x Hax + 3x0 +... Ml 


Aunque no se ha intentado justificar las manipulaciones formales que se utilizaron 
en el ejemplo 13, son legítimas. Hay un teorema que establece que si tanto f(x) = È cx" 
como g(x) = *b,x" convergen para | x| < R y las series se multiplican como si fueran 
polinomios, entonces la serie resultante también converge para | x| < R y representa 
f@œ)g(x). En cuanto a la división es necesario que bo + 0; la serie resultante converge para 
| x | suficientemente pequeña. 


11.10 EJERCICIOS 
1. Si f(x) = So b,(x — 5)" para toda x, escriba una fórmula 
para bs. 
2. Se muestra la gráfica de f. 


yA 


(a) Explique por qué la serie 


1.6 — 0.8(x 


1) + 0.4 — 1-0. 1} +- 


no es la serie de Taylor de f centrada en 1. 
(b) Explique por qué la serie 


2.8 — 0.5(x — 2) + 1.5(x — 2P — 0.Ux— 2 +--- 


no es la serie de Taylor de f centrada en 2. 


3. Si para f™®(0) = (n + 1)! paran = 0, 1, 2, ..., encuentre la 


serie de Maclaurin para f y su radio de convergencia. 


4. Encuentre la serie de Taylor para f con centro en 4 si 


(—1)”n! 
(n) = 
Po 3"(n + 1) 


¿Cuál es el radio de convergencia de la serie de Taylor? 


5-10 Utilice la definición de una serie de Taylor para encontrar 
los cuatro primeros términos distintos de cero de la serie para f(x) 


centrada en el valor de a dado. 


5. f(x) =xe*", a=0 


7. f(x) = Yx, a=8 
9. f(x) = senx, a= 5/6 


8. fa)=Inx, a=1 


10. f(x) = cos’x, a=0 


11-18 Encuentre la serie de Maclaurin para f(x) usando la 
definición de la serie de Maclaurin. [Suponga que f tiene un 
desarrollo en serie de potencias. No demuestre que R, (Œ) —> 0.] 
Determine también el radio asociado con la convergencia. 


1. f(x) = (1-1? 12. f(x) = In(1 + x) 
13. f(x) = cos x 14. f(x) = cos 3x 
15. f(x) = 2* 16. f(x) = xe“ 

17. f(x) = senh x 18. f(x) = cosh x 


19-26 Calcule la serie de Taylor para f(x) centrada en el 
valor dado de a. [Suponga que f tiene un desarrollo en serie de 
potencias. No demuestre que R,(x) —> 0.] También encuentre 
el radio de convergencia asociado. 


19. f0o)="+2*+x a=2 
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20. Q= i= at F a=-2 

21. f(x) =lnx, a=2 22. f(x) = 1/x, a=-3 

23. f(1=e”, a=3 24. f(x) = cosx, a= 711/2 
(x) 


25. f(x) =senx, a= 


27. Demuestre que la serie obtenida en el ejercicio 13 representa 
cos x para toda x. 


28. Demuestre que la serie obtenida en el ejercicio 25 representa 
sen x para toda x. 


29. Demuestre que la serie obtenida en el ejercicio 17 representa 
senh x para toda x. 


30. Demuestre que la serie obtenida en el ejercicio 18 representa 
cosh x para toda x. 


31-34 Use la serie binomial para desarrollar la función como una 
serie de potencias. Establezca el radio de convergencia. 


31. Yl-x 32. V8 +x 


1 
34. (1-1 


33. ———=z 
(Q + ax) 


35-44 Utilice la serie de Maclaurin que aparece en la tabla 1 para 
obtener la serie de Maclaurin para la función dada. 


35. f(x) = arctan(x?) 36. f(x) = sen(1x/4) 


37. f(x) =xc082x 38. f(x) = e™ — e” 


39. f(x) = x cosl4x?) 40. f(x) = cos(Tx/2) 


ÉS 


xX 
42. f(x) = VESI 


= 


41. f) = =t— 


43. f(x) = senx [ Sugerencia: use sen?x = 5(1 — cos 2x).] 


x — senx 


44. (0) = Y * 
A six=0 


sixv%0 


9 45-48 Encuentre la serie de Maclaurin para cada función f (por 
cualquier medio) y su radio de convergencia. Grafique 

f y los primeros polinomios de Taylor en la misma pantalla. 
¿Qué observa sobre la relación de estos polinomios y f? 


45. f(x) = cos(x?) 
47. f(x) = xe * 


46. f(x) = In(1 + x°) 
48. f(x) = e™ + cosx 


49. Utilice la serie de Maclaurin para cos x para calcular cos 5° 
correcta a cinco decimales. 
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50. Utilice la serie de Maclaurin para e* para calcular 1/1) 
correcto a cinco decimales. 


51. (a) Utilice la serie binomial para desarrollar 1//1 — x?. 
(b) Use el inciso (a) encontrar la serie de Maclaurin para 
sen”!x. 


52. (a) Desarrolle 1/¿/1 + x como una serie de potencias. 
(b) Utilice el inciso (a) para estimar 1/ ¿/1.1 correcta con tres 
decimales. 


53-56 Evalúe la integral indefinida como una serie infinita. 


53. | JE Xx dx 


55. | x cos(x?) dx 


54. E sen (x°) dx 


=] 
dx 


56. f E 


57-60 Utilice series para aproximar la integral definida con la 
precisión indicada. 


1/2 E 
57. i x*arctan xdx (cuatro decimales) 
58. | sen(x*) dx (cuatro decimales) 


59. o VIE x* dx [lerror| < 5 x 107%) 


60. |" x?e™dx (lerror| < 0.001) 


0 


61-65 Utilice series para evaluar el límite. 


x=iIn(l +x l — cosx 
61. lím AEN. 62. lím 
x>0 x? 1>0 ] + x-— e* 
13 
63 im EC et a 
x>0 É 
Ex siss 
64. lím vitx -1-7 
x>0 k cl 
x? — 3x +3tanx 
65. lím EEE apa 
y> E del 


66. Utilice la serie del ejemplo 13(b) para evaluar 


, tanx—x 
lím A 
x>0 > 
Este límite se calculó en el ejemplo 4.4.4 utilizando la regla 
de L'Hópital tres veces. ¿Cuál método prefiere? 


67-72 Utilice la multiplicación o la división de series de 
potencias para determinar los primeros tres términos diferentes 
de cero en la serie de Maclaurin para cada función. 


67. y= e~ cosx 68. y = sec x 


x 

69. y = 70. y =e*In(1 + x) 
sen x 

71. y = (arctan x)? 72. y = e“ sen? x 


73-80 Determine la suma de la serie. 


73. 


75. 


77. 


78. 


79. 


80. 


(1 x qn Jå. sirr (=1)"r 
n=0 n=0 6” (2n)! 
æ% 3" 0 3n 
1)! — 76. - 
2 n5" > S'n! 
0 Dr? 
2 2n+1 
ao 4 (2n + 1)! 
In 2) In 2) 
e A E 
2! 3! 
9 27 81 
3:53 ++ + t 
2! 3! 4! 
1 A o, 


81. 


82. 
83. 


84. 


85. 


86. 


Demuestre que si p es una función polinomial de n-grado, 
entonces 
n (i) 
AGA 
px+1)=5 20 


i=0 i! 


Si f(x) = (1 + x)”, ¿qué es £49(0)? 
Demuestre la desigualdad de Taylor para n = 2, es decir, 


demuestre que si | f(x) | < M para | x — a | < d entonces 


M 
[Rao] == |x= al para |x — a| <d 


(a) Demuestre que la función definida por 
e” 1/x2 


no es igual a su serie de Maclaurin. 
(b) Trace la gráfica de la función del inciso (a) y comente su 
comportamiento cerca del origen. 


six#0 
six=0 


Utilice los pasos siguientes para demostrar (17). 

(a) Sea g(x) = Er- (; t)”, Derive esta serie para demostrar 
que 

kg(x) 

l+x 


g'(x) = =g El 
(b) Sea h(x) = (1 + x)™*g(x) demuestre que h'(x) = 0. 
(c) Deduzca que g(x) = (1 + x¥. 


En el ejercicio 10.2.53 se demostró que la longitud de la 
elipse x = a sen 9, y = b cos 0, donde a > b > 0, es 


L= 4a ME Ze? sen? de 
YO 


donde e = ya? — b?/a es la excentricidad de la elipse. 

Desarrolle el integrando como serie binomial y use el 
resultado del ejercicio 7.1.50 para expresar L como una serie 
de potencias de la excentricidad hasta el término en e*. 
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PROYECTO DE LABORATORIO EN UN LÍMITE ESCURRIDIZO 


Este proyecto trata con la función 


sen(tan x) — tan(sen x) 


f(x) = 


arcsen(arctan x) — arctan(arcsen x) 

1. Utilice su sistema algebraico computacional para evaluar f(x) para x = 1, 0.1, 0.01, 0.001 y 
0.0001. ¿Parece tener fun límite cuando x — 0? 

2. Use el sac para trazar la gráfica de f cerca de x = 0. ¿Parece tener fun límite cuando x —> 0? 


3. Intente evaluar lím,—o f(x) con la regla de L’ Hôpital, usando el sac para encontrar las deri- 
vadas del numerador y el denominador. ¿Qué descubrió? ¿Cuántas aplicaciones de la regla 
de l’ Hôspital se requieren? 

4. Evalúe lím, o f(x) con ayuda del sac para encontrar la cantidad suficiente de términos de la 
serie de Taylor del numerador y el denominador. (Utilice la instrucción taylor en Maple 
o series en Mathematica.) 


5. Utilice la instrucción límite en su SAC para calcular directamente lím, o Ax). (La mayoría de los 
sistemas algebraicos computacionales utilizan el método del problema 4 para calcular límites.) 


6. En vista de las respuestas a los problemas 4 y 5, ¿cómo explica los resultados de los 
problemas 1 y 2? 


PROYECTO DE REDACCIÓN CÓMO DESCUBRIÓ NEWTON LAS SERIES BINOMIALES 


El teorema binomial, que proporciona el desarrollo de (a + b)*, ya lo conocían los matemáticos 
chinos muchos siglos antes de que naciera Newton, en especial para el caso donde el exponente 
k es un entero positivo. En 1665, cuando Newton tenía 22 años, descubrió por primera vez el 
desarrollo de la serie infinita (a + b)* donde k es un exponente fraccionario, (positivo o nega- 
tivo). No publicó sus descubrimientos, pero los planteó y proporcionó ejemplos de cómo usarlos 
en una carta con fecha del 13 de junio de 1676, carta (ahora conocida como epistola prior) que 
envió a Henry Oldenburg, secretario de la Royal Society of London, para que la transmitiera a 
Leibniz. Cuando él contestó, le preguntó a Newton cómo había descubierto las series binomia- 
les. Newton escribió una segunda carta, la epistola posterior, del 24 de octubre de 1676, en la 
cual explica con lujo de detalles la manera como llegó a su descubrimiento mediante una ruta 
muy indirecta. Estuvo investigando las áreas bajo las curvas y = (1 — x?)"? de O a x para 
n =0, 1, 2, 3, 4,... Estas son fáciles de calcular si n es par. Al observar patrones y al interpolar, 
Newton fue capaz de adivinar las respuestas de valores impares de n. Entonces se dio cuenta de 
que podía obtener las mismas respuestas expresando (1 — 12)? como una serie infinita. 
Escriba un ensayo sobre el descubrimiento de Newton. Inicie dando el enunciado de serie 
binomial en la notación de Newton (véase la epistola prior en la página 285 de [4] o la 
página 402 de [2]). Explique por qué la versión de Newton es equivalente al teorema 17 de la 
página 767. Luego lea la epistola posterior de Newton (página 287 de [4] o página 404 de [2]) 
y explique los patrones que descubrió Newton en las áreas bajo las curvas y = (1 — 122. 
Muestre cómo podía él calcular el área bajo las curvas restantes y cómo comprobó su res- 
puesta. Por último, explique cómo estos descubrimientos llevaron a las series binomiales. Los 
libros de Edwards [1] y Katz [3] contienen comentarios de las cartas de Newton. 


1. C. H. Edwards, The Historical Development of the Calculus, Nueva York: Springer-Verlag, 
1979, pp. 178-187. 

2. John Fauvel y Jeremy Gray, eds., The History of Mathematics: A Reader, London: 
MacMillan Press, 1987. 

3. Victor Katz, A History of Mathematics: An Introduction, Nueva York: HarperCollins, 1993, 
pp. 463-466. 


4. D. J. Struik, ed., A Sourcebook in Mathematics, 1200-1800, Princeton, N.J.: Princeton 
University Press, 1969. 
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11.11 


CAPÍTULO 11 


Sucesiones y series infinitas 


Aplicaciones de los polinomios de Taylor 


> 
xX 
FIGURA 1 
x= 02 w= 340) 

Tə(x) 1.220000 8.500000 
Ta(x) 1.221400 16.375000 
Tó(x) 1.221403 19.412500 
T(x) 1.221403 20.009152 
Tio(x) 1.221403 20.079665 
e” 1.221403 20.085537 


En esta sección se exploran dos tipos de aplicaciones de los polinomios de Taylor. Pri- 
mero se examina cómo se usan para aproximar funciones; a los científicos de la compu- 
tación les gustan porque las polinomiales son las más sencillas de las funciones. Luego 
se investiga cómo los físicos y los ingenieros los usan en campos como la relatividad, 
óptica, radiación de cuerpos negros, dipolos eléctricos, la velocidad de las ondas en el 
agua y la construcción de carreteras en el desierto. 


E Aproximación de funciones mediante polinomios 


Suponga que f(x) es igual a la suma de su serie de Taylor en a: 


O 


no A! 


fa) = (x — a)" 


En la sección 11.10 se introdujo la notación 7,(x) para la n-ésima suma parcial de esta 
serie y se le llamó polinomio de Taylor de n-ésimo grado de f en a. Por lo que 


To) = EE — a) 


ro ua ro aa E 


Ya que fes la suma de su serie de Taylor, se sabe que T,(x) — f(x) cuando n —0 y de este 
modo 7;, se puede usar como una aproximación de f: f(x) = TQ). 
Observe que el polinomio de primer grado de Taylor 


T = f(a) + f'A — a) 


es lo mismo que la linealización de f en a que se estudió en la sección 3.10. Note tam- 
bién que T, y su derivada tienen los mismos valores en a que fy f'. En general, se puede 
demostrar que las derivadas de T,en a concuerdan con las de f hasta las derivadas de 
orden n, inclusive. 

Para ilustrar estas ideas, vea una vez más las gráficas de y = e* y sus primeros poli- 
nomios de Taylor, como se ilustran en la figura 1. La gráfica de T, es la recta tangente a 
y = e*en (0, 1); esta recta tangente es la mejor aproximación lineal a e* cerca de (0, 1). 
La gráfica de T, es la parábola y = 1 + x + x?/2, y la gráfica de T; es la curva cúbica 
y= 1 + x + x?/2 + x*/6, que es un ajuste más cercano a la curva exponencial y = e* que T. 
El polinomio de Taylor T, siguiente sería una aproximación mejor, y así sucesivamente. 

Los valores de la tabla dan una demostración numérica de la convergencia de los poli- 
nomios de Taylor T,(x) a la función y = e”. Se ve que cuando x= 0.2 la convergencia es 
muy rápida, pero cuando x = 3 es un poco más lenta. De hecho, entre más lejos esté x de 
0, es un poco más lenta la convergencia de T,(x) a e”. 

Cuando se usa un polinomio de Taylor 7, para aproximar una función f, se debe pre- 
guntar: ¿qué tan buena es una aproximación? ¿Qué tan grande se debe tomar n con objeto 
de que alcance una precisión deseada? Para responder estas preguntas, es necesario exa- 
minar el valor absoluto del residuo: 


RÆ | = |) = Toto) | 
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Hay tres métodos posibles para estimar el tamaño del error: 
1. Si cuenta con una calculadora que trace gráficas o una computadora, la puede 
usar para trazar la gráfica | R,(x) | y de ahí estimar el error. 
2. Si sucede que la serie es alternante, se puede aplicar el teorema de estimación 
de la serie alternante. 
3. En todos los casos se puede aplicar la desigualdad de Taylor (teorema 11.10.9), 
que establece que si | £"*M(x) | < M entonces 


EJEMPLO 1 

(a) Obtenga una aproximación de la función f(x) = Yx por medio del polinomio 
de Taylor de grado 2 en a = 8. 

(b) ¿Qué tan exacta es esta aproximación cuando 7 S x < 9? 


SOLUCIÓN 

(a) fo) = Yx = x” f(8) = 2 
q = ga 18) =i 
F= f") = ma 


FU) = 10 78/3 


Por lo que el polinomio de Taylor de segundo grado es 


O y LO 


I! a An 


Tax) = f(8) + 


=2 + -= (x 8) ES (x 8)? 
La aproximación deseada es 
Yx = TAx) =2 + 5 (x — 8) z3 (x — 8) 


(b) La serie de Taylor no es alternante cuando x < 8, por lo que no se puede aplicar 
el teorema de estimación de la serie alternante en este ejemplo. Pero se puede usar la 
desigualdad de Taylor con n = 2 y a = 8: 


M 
[Roo] < lx — 8P 


donde | f”"(x) | < M. Como x > 7, se tiene 1/2 > 7%/3 y de esa manera 


10 1 10 
<= 


WA 


fu) = 


Por tanto se puede hacer M = 0.0021. También 7 <= x <S 9, por lo que -1 Sx- 8< 1 

y|x— 8| = 1. Entonces la desigualdad de Taylor da 

0.0021 _ 0.0021 
31 


[R(x | = P < 0.0004 
En estos términos, si 7 S x = 9, la aproximación en el inciso (a) no difiere en más de 


0.0004 del valor real. ll 
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2.5 


0 


FIGURA 2 


0.0003 


FIGURA 3 


Con la ayuda de una calculadora para trazar gráficas o de una computadora com- 
pruebe el cálculo del ejemplo 1. En la figura 2 se muestra que las gráficas de y = Vx y 
y = Tx) están muy cercanas entre sí cuando x está cerca de 8. En la figura 3 se ilustra la 
gráfica de | Rx(x) | calculada a partir de la expresión 


[RD | = [E — T| 
Se ve de la gráfica que 
| R(x) | < 0.0003 


cuando 7 = x < 9. Por lo que la estimación de error mediante métodos gráficos es ligera- 
mente mejor que cuando se hace a partir de la desigualdad de Taylor, en este caso. 


EJEMPLO 2 
(a) ¿Cuál es el error máximo posible al utilizar la aproximación 
e y? 
e e od eme 
3! 5! 


cuando —0.3 < x < 0.3? Utilice esta aproximación para calcular sen 12° correcto a seis 
cifras decimales. 
(b) ¿Para qué valores de x esta aproximación no difiere en más de 0.00005 del valor real? 


SOLUCIÓN 
(a) Observe que la serie de Maclaurin 


x J 
3! 5! 7! 


es alternante para todos los valores no cero de x, y los términos sucesivos decrecen en 
tamaño porque | x | < 1, por lo que se puede usar el teorema de estimación de la serie alter- 
nante. El error en la aproximación de sen x por medio de los tres términos de su serie de 
Maclaurin es tan pequeño como 


|x| 


5040 


7! 


Si —0.3 < x < 0.3, entonces | x | = 0.3, por lo que el error es más pequeño que 


(0.3) 
5040 


= 4.3 X 107° 


Para calcular sen 12° primero se convierte a radianes: 


127 T 
sen 12° = sen = sen 
180 15 


ae A L 
15 15) 3! Bai 


Por lo que con una aproximación de seis decimales, sen 12° ~ 0.207912. 
(b) El error será menor que 0.00005 si 
lxt 


5040 


< 0.00005 
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Al resolver la desigualdad para x, se obtiene 
la]? < 0.252 o |x] < (0.252)'” = 0.821 


Por lo que la aproximación dada no difiere en más de 0.00005 cuando | x | < 0.82. Mm 


En Module 11.10/11.11 se ¿Qué sucede si se recurre a la desigualdad de Taylor para resolver el ejemplo 2? Ya 
muestran en forma gráfica los que f(x) = —cos x, se tiene | fœ] < 1 y así 
residuos de las aproximaciones 
A . 1 
de los polinomios de Taylor. [R| < => |x 
7! 
4.3 X 10° 


De este modo se llega a la misma estimación que con el teorema de la estimación de la 
serie alternante. 
¿Qué hay con respecto a los métodos gráficos? En la figura 4 se ilustra la gráfica de 


|Re(x)| = |sen x — (x — tx? + tox’) | 


=03 


y se observa que | Rs(x) | < 4.3 X 1078 cuando | x | = 0.3. Esta es la misma estimación 
que se obtuvo en el ejemplo 2. En el caso del inciso (b) se quiere | Rs(x) | < 0.00005, 
FIGURA 4 por lo que se grafica tanto y = | Rs(x) | como y = 0.00005 en la figura 5. Si se coloca el 
cursor en el punto de intersección derecho, se verá que la desigualdad se cumple cuando 
| x | < 0.82. Una vez más se llega a la misma estimación que se obtuvo en la solución 
0.00006 del ejemplo 2. 

l= 0.00005 Si se hubiera pedido que se aproximara sen 72° en lugar de sen 12° en el ejemplo 2, 
i habría sido prudente utilizar los polinomios de Taylor en a = 7/3 (en lugar de a = 0), 
porque son mejores aproximaciones al sen x para valores de x cercanos a 7/3. Observe 
que 72° es cercano a 60° (o 7/3 radianes), y las derivadas de sen x son fáciles de calcular 

en 7/3. 
La figura 6 muestra las gráficas de las aproximaciones de los polinomios de Maclaurin 


3 
X 


Tn) =x T= a= 
FIGURA 5 di US 
x? x’ x? x’ x’ 
E T di e a y 


a la curva seno. Se puede ver que cuando n aumenta, T,(x) es una buena aproximación a 
sen x en un intervalo más y más grande. 


FIGURA 6 


Las calculadoras y computadoras aplican el tipo de cálculo hecho en los ejemplos 1 
y 2. Por ejemplo, cuando usted presiona la tecla sen o e* de su calculadora, o cuando un 
programador de computadoras utiliza una subrutina en el caso de una función trigono- 
métrica o exponencial o de Bessel, en muchas máquinas se calcula una aproximación 
polinomial. Con frecuencia, el polinomio es uno de Taylor que ha sido modificado de 
modo que el error se extiende de manera más uniforme en todo el intervalo. 
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La curva superior de la figura 7 es la 
gráfica de la expresión de la energía 
cinética K de un objeto con veloci- 
dad v en la relatividad especial. La 
curva inferior muestra la función 
usada para K en la física clásica 
newtoniana. Cuando v es mucho 
más pequeña que la velocidad de 

la luz, las curvas son prácticamente 
idénticas. 


KA 


2 2 
K=mc*=mpyc”/ 


0 z 


FIGURA 7 


Ml Aplicaciones en la física 


Los polinomios de Taylor también se usan con mucha frecuencia en la física. Con objeto 
de entender una ecuación, los físicos simplifican a menudo una función considerando 
solo dos o tres términos de la serie de Taylor. En otras palabras, los físicos usan un 
polinomio de Taylor como una aproximación de la función. La desigualdad de Taylor se 
puede usar para medir la exactitud de la aproximación. En el ejemplo siguiente se mues- 
tra una manera en la cual esta idea se usa en la relatividad especial. 


EJEMPLO 3 En la teoría de la relatividad especial de Einstein, la masa de un objeto 
que se desplaza con velocidad y es 


mo 


VETI 


m = 


donde m, es la masa del objeto cuando está en reposo y c es la velocidad de la luz. La 
energía cinética del objeto es la diferencia entre su energía total y su energía en reposo: 


K= me? = moc? 


(a) Demuestre que cuando v es muy pequeña comparada con c, esta expresión para K 
concuerda con la física clásica de Newton: K = im?. 

(b) Utilice la desigualdad de Taylor para estimar la diferencia en estas expresiones para 
K cuando | v | = 100 m/s. 


SOLUCIÓN 
(a) Utilizando las expresiones dadas para K y m, se obtiene 


2 2 \=1/2 
K= 2 2 Moc 2 2 1 0) 1 
= me = Moc Jae = Pie moc? = Moc — E = 


Con x = —4?/c?, la serie de Maclaurin para (1 + x)7"%es más fácil de calcular que una 
serie binomial con k = =}. (Observe que | x | < 1 porque v < c.) Por tanto 
sD 2 S VE RE 
restei a a 
2! 3! 
== a t. 
k , 14 LY 3 p* sn, i 
= moc" 5 veaj = 
d i 2e 8c l6 có 


Si v es mucho más pequeña que c, entonces todos los términos después del primero son 
muy pequeños cuando se les compara con el primer término. Si se omiten, se obtiene 


1 2? 

a 2 1 2 
= Mo zoa | ~ 3mo 
K ~= moc Mov 

PA ? 


FIGURA 8 
Refracción en una interfaz esférica 


Fuente: Adaptado de E. Hecht, Optics, 4e (Upper 
Saddle River, NJ: Pearson Education, 2002). 


En este caso utilice la identidad 


cos(rr — $) = — cos p 
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(b) Six = —%/0, f(x) = meld + x)? -— 1] y Mes un número tal que | f”) | = M, 
entonces se puede utilizar la desigualdad de Taylor para escribir 


2 


M 
[Ri | <= a 


Se tiene f”(x) = mad + x)? y se sabe que | v | = 100 m/s por lo que 


3moc? 3moc? 
” ei = 2 2 pd < ay y 2 =M 
EA) 4(1 = v/e) 41 — 100Y/c?yP (=M 


Por lo que con c = 3 X 10'm/s, 


1 3mpc? 100* 


2 apa e 017 10 mo 


| Rio) | s 


Por lo que cuando | v | < 100 m/s, la magnitud del error al usar la expresión newtoniana 
para la energía cinética es cuanto mucho (4.2 X 107'%mo. E 


Otra aplicación en la física sucede en óptica. La figura 8 se ha adaptado de Optics 
4a. ed., de Eugene Hecht (San Francisco, 2002), página 153. Representa una onda de la 
fuente puntual S que se encuentra una interfaz esférica de radio R centrado en C. El rayo 
SA se refracta hacia P. 


nı nz 


Al usar el principio de Fermat de que la luz viaja en el menor tiempo posible, Hecht 
deduce la ecuación 


T nı i m 1l (msi Ni So 
lo ti RNA Lo 
donde n, y m son índices de refracción y fo, €;, so y s; son las distancias indicadas en la 


figura 8. De acuerdo con la ley de los cosenos aplicada a los triángulos ACS y ACP, se 
tiene 


(2) l, = VR? + (s, + RJ? — 2R(s, + R) cos ọ 


li = JR? + (si — RY + 2R(5; — R) cos $ 
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Como es un poco complicado trabajar con la ecuación 1, Gauss, en 1841, la simplificó 
usando la aproximación lineal cos dp = 1 para valores pequeños de q. (Esto equivale 
a usar el polinomio de Taylor de grado 1.) Por tanto, la ecuación 1 se transforma en la 
ecuación más sencilla, que se le pide demostrar en el ejercicio 34(a): 


ni n2 mM 
El r2- 


So Si R 


La teoría óptica resultante se conoce como óptica de Gauss u óptica de primer orden, y 
se ha vuelto la herramienta teórica básica para diseñar lentes. 

Una teoría más exacta se obtiene al aproximar cos « por medio de su polinomio 
de Taylor de grado 3 (que es el mismo que el polinomio de Taylor de grado 2). Esto 
considera los rayos para los cuales œ no es tan pequeña, es decir, rayos que golpean la 
superficie a mayores distancias h por arriba del eje. En el ejercicio 34(b) se le pide usar 
esta aproximación para deducir la ecuación más exacta 


nı m MM; o| m 1 LA? m {1 Ly 
(4) += = +R’ + + 
So Si R 28. Niso R 2s; AR Si 


La teoría óptica resultante se conoce como óptica de tercer orden. 
Otras aplicaciones de los polinomios de Taylor a la física y la ingeniería se exploran 
en los ejercicios 32, 33, 35, 36, 37 y 38, y en el proyecto de aplicación de la página 783. 


11.11 EJERCICIOS 


FE 1. (a) Encuentre los polinomios de Taylor hasta de grado 5 para 8. f(x) =xc0sx, a=0 
FO) = sen x centrada en a = 0. Trace la gráfica de f y o 
estos polinomios en una misma pantalla. 9. fa) = re n a=0 


(b) Evalúe fy estos polinomios en x = 1/4, T/2 y m. 
(c) Explique cómo los polinomios de Taylor convergen 


a fx). 


11-12 Use un sistema algebraico computacional para encontrar 
los polinomios de Taylor T, con centro en a para n = 2, 3, 4, 5. 
Luego trace la gráfica de estos polinomios y f en la misma 


FA 2. (a) Encuentre los polinomios de Taylor hasta de grado 3 
P y 8 

para f (x) = tan x centrada en a = 0. Grafique f y estos 

polinomios en una misma pantalla. 


: À pantalla. 
(b) Evalúe f y estos polinomios en x = 1/6, 1/4 y 
1/3. 11. f(x) =cotx, a= 7/4 
(c) Comente cómo los polinomios de Taylor convergen > 
a fo. 12. f()=Y1+x?, a=0 
FS 3-10 Determine los polinomios de Taylor T;(x) para la función 
, A : 13-22 
f centrada en el número a. Trace la gráfica de f y T¿en la misma . . . i 
pantalla. (a) Aproxime f mediante un polinomio de Taylor con grado n en 
el número a. 
3. fx) =e a=1 (b) Con la desigualdad de Taylor estime la exactitud de la aproxi- 
O E mación f(x) ~ T,(x) cuando x está en el intervalo dado. 
4. f(x) = xX, = m/6 $ Aa 
fa) = senx, a= m/ A (©) Compruebe el resultado del inciso (b) mediante la gráfica de 
5. f(x) = cosx, a= m/2 | Rœ |. 
6. fx) =x+e™”, a= 13. f(x) = 1/x, a=1, n=2, 07=x=<13 
7. f(x) = 1/x, a=2 1. f)=x "PP asd, n=2 35<x=<45 


15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 


fx) = Vx, a=4, n=2, 
fO =x>, 
f(x) =secx, a=0, n=2, 


fœ) =In(1 +2x), a=1, n=3, 05=x=15 


fo) =e”, a=0, n=3, 0O=x=<0.1 


fa) =xlnx, a=1, n=3, 05=x=<1.5 
fa) =xsenx, a=0, n=4, -l=x=<l 
f(x) =senh2x, a=0, n=5, -l=x=<l 


23. 


24. 


25. 


26. 


Utilice la información del ejercicio 5 para estimar cos 80° 
con una aproximación de cinco decimales. 


Use la información del ejercicio 16 para estimar sen 38° 
con una aproximación de cinco decimales. 


Utilice la desigualdad de Taylor para determinar el número 
de términos de la serie de Maclaurin para e* que se debe usar 
para estimar e%! de tal manera que difiera menos de 0.00001 
del valor real. 


¿Cuántos términos de la serie de Maclaurin para In(1 + x) 
son necesarios para estimar 1n 1.4 con 0.001 de precisión? 


27-29 Aplique el teorema de estimación de la serie alternante 
o la desigualdad de Taylor para estimar los valores de x para los 
cuales la aproximación dada es exacta y está dentro del error 
establecido. Compruebe gráficamente su respuesta. 


3 


y 
27. senx=x-— ya (| error | < 0.01) 
X A 
28. cos x =~ 1 — — + — (|error| < 0.005) 
2 24 
x? x5 
29. arctan x = x — z F z (| error | < 0.05) 
30. Suponga que se sabe que 
(=D'n! 
m(4 = = 
AS 3"(n + 1) 


31. 


y la serie de Taylor de f con centro en 4 converge a f(x) para 
toda x en el intervalo de convergencia. Demuestre que el 
polinomio de Taylor de quinto grado aproxima f(5) con error 
menor a 0.0002. 


Un vehículo se desplaza a una velocidad de 20 m/s y a 
una aceleración de 2 m/s?en un instante dado. Usando un 
polinomio de Taylor de segundo grado, estime qué tanto 
se desplazará el automóvil en el segundo siguiente. ¿Sería 
razonable utilizar este polinomio para estimar la distancia 
recorrida durante el minuto siguiente? 
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32. La resistividad p de un alambre conductor es el recíproco de la 


conductividad y se mide en unidades ohms-metros (Q-m). 
La resistividad de un metal dado depende de la temperatura 
de acuerdo con la ecuación 


pÀ = poet 
donde ż es la temperatura en °C. Hay tablas que dan los 
valores de «* (llamado coeficiente de temperatura) y pz (la re- 
sistividad a 20 °C) para varios metales. Excepto a temperatu- 
ras muy bajas, la resistividad varía casi en forma lineal con la 
temperatura, por lo que es común aproximar la expresión para 
p(t) mediante su polinomio de Taylor de primero o segundo 
grados en £ = 20. 
(a) Encuentre expresiones para estas aproximaciones lineales 
y cuadráticas. 
(b) Por lo que se refiere al cobre, las tablas dan 
a = 0.0039/*C y p» = 1.7 X 1030-m. Trace 
la gráfica de la resistividad del cobre y las aproximacio- 
nes lineales y cuadráticas para —250 °C < 1 = 1000 °C. 
(c) ¿Para qué valores de £ la aproximación lineal concuerda 
con la expresión exponencial de tal manera que difiera 
menos de 1% del valor real? 


33. Un dipolo eléctrico consiste en dos cargas eléctricas de igual 


magnitud y signos opuestos. Si las cargas son q y —q y hay 
una distancia d entre ellas, entonces el campo eléctrico E en 
el punto P en la figura es 


Al desarrollar esta expresión para E como serie en potencias 
de d/D, demuestre que E es aproximadamente proporcional a 
1/D* cuando P está alejada del dipolo. 


q =4q 


ke D + d —>] 


34. (a) Deduzca la ecuación 3 para la óptica de Gauss a partir 


de la ecuación 1 aproximando cos q en la ecuación 2 
mediante su polinomio de Taylor de primer grado. 

(b) Demuestre que si cos œ es reemplazado por su polinomio 
de Taylor de tercer grado en la ecuación 2, entonces la 
ecuación 1 se transforma en la ecuación 4 para una óptica 
de tercer orden. [Sugerencia: utilice los dos primeros tér- 
minos de la serie binomial para €g! y €,*. Use también 


o = sen $.] 


35. Si una onda de agua de longitud L se desplaza con una 


velocidad v a través de un cuerpo de agua de profundidad d 
como en la figura de la página 782, entonces 
gL 


v? =Á—tanh 
271 


2rd 


(a) Si el agua es profunda, demuestre que v = ygL/(27). 
(b) Si el agua es poco profunda, use la serie de Maclaurin 
para tanh para demostrar que v = ygd (Por lo que, 
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36. 


37. 
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en agua poco profunda, la velocidad de una onda tiende a 


ser independiente de la longitud de la onda.) 

(c) Utilice el teorema de estimación de la serie alternante, 
para demostrar que si L > 10d, entonces la estimación 
v? = gd es exacta dentro de 0.014gL. 


A 


dl == 


Un disco uniformemente cargado tiene radio R y densidad 
de carga superficial ø, como se ve en la figura. El potencial 
eléctrico V en un punto P a una distancia d a lo largo de la 
perpendicular al eje central del disco es 


V = 2rrk.0 (yd? + R — d) 


donde k, es una constante (llamada constante de Coulomb). 
Demuestre que 


Tk.R?g 
= q Para d grande 
a 


P 


nn 


Si un topógrafo mide diferencias en la altitud cuando hace 

planos para una carretera que cruza un desierto, se deben 

hacer correcciones tomando en cuenta la curvatura de la 

Tierra. 

(a) Si R es el radio de la Tierra y L es la longitud de la car- 
retera, demuestre que la corrección es 


C = R sec(L/R) — R 


(b) Mediante un polinomio de Taylor demuestre que 


(c) Compare las correcciones dadas por las fórmulas en los 
incisos (a) y (b) para una carretera que mide 100 km de 
longitud. (Tome como radio de la Tierra 6370 km.) 


39. 


38. El período de un péndulo con longitud L que subtiende un 


ángulo máximo 0) con la vertical es 


L (72 x 
T= s | EA 
g Jo y1 -= k sen 


donde k = sen(+0) y g es la aceleración debida a la grave- 

dad. (En el ejercicio 7.7.42 se aproximó esta integral usando 

la regla de Simpson.) 

(a) Desarrolle el integrando como una serie binomial y use el 
resultado del ejercicio 7.1.50 para demostrar que 


L E P a S 
T= 2r 1 +k + ki t ar kÉ + 
g 2? 24 2246? 


Si 6, no es demasiado grande, se usa a menudo la aproxi- 
mación T = 27 /L/g, obtenida usando solo el primer 
término de la serie. Se obtiene una mejor aproximación 
si se usan solo dos términos: 


T= N + 1x2) 


Observe que todos los términos de la serie después del 
primero tienen coeficientes que son cuanto mucho y Use 
este hecho para comparar esta serie con una serie geomé- 
trica y demuestre que 


L 1,2 L 4-3k? 
ITNI ZS (1 + 112) <T=<=2r 115 
g g 4 — 4k” 


(c) Use las desigualdades del inciso b), estime el período 
de un péndulo con L = 1 metros y 9,= 10°. 
¿Cómo es si se le compara con la estimación T = 277 
yL/g ? ¿Cómo es si 9, = 42°? 


(b 


= 


En la sección 4.8 se utilizó el método de Newton para 
obtener un valor aproximado de una raíz r de la ecuación 


f(x) = 0, y a partir de una aproximación inicial x; se obtuvo 


aproximaciones sucesivas x2, X3, . . . , donde 
a Fx») 
Antl — An “O 
f'(x) 


Utilice la desigualdad de Taylor con n = 1, a = x, yx =r 
para demostrar que si f” (x) existe sobre un intervalo 7 que 
contiene a r, Xn Y Xu+1 y |f" œ | < M, | f'œ | > K para toda 
x € I, entonces 


M 
= r | < | Xan = rl 


2K 


EAS 


[Esto significa que si x, es exacta con d cifras decimales, 
entonces x„+ı es exacta con una aproximación de 2d deci- 
males. Más preciso, si el error en la etapa n es a lo más 107”, 
entonces el error en la etapa n + 1 es a lo más (M/2K)107?".] 
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RADIACIÓN DE LAS ESTRELLAS 


Cualquier objeto emite radiaciones cuando se calienta. Un cuerpo negro es un sistema que 
absorbe toda la radiación que le llega. Por ejemplo, una superficie negra mate o una cavidad 


grande con un pequeño agujero en su pared (como un alto horno) es un cuerpo negro y emite 
radiación de cuerpo negro. Incluso la radiación que llega del Sol está cerca de ser radiación de 
un cuerpo negro. 


La ley de Rayleigh-Jeans, propuesta a fines del siglo xIx, expresa la densidad de energía 


de radiación de cuerpo negro de longitud de onda A como 


STkT 
= z 


FA) 


donde à se mide en metros, T es la temperatura en kelvins (K) y k es la constante de 
Boltzmann. La ley de Rayleigh-Jeans concuerda con las mediciones experimentales para 


longitudes de onda largas, pero no sucede lo mismo con las longitudes de onda cortas. [La ley 
predice que fíA) —% cuando A —> 0* pero los experimentos han demostrado que f(A) — 0.] 
Este hecho recibe el nombre de catástrofe ultravioleta. 


En 1900, Max Planck encontró un mejor modelo (que se conoce ahora como ley de 


Planck) para la radiación de cuerpo negro: 


8rrhcA ? 


fA) = ¿PARTY — ] 


donde A se mide en metros, T es la temperatura en kelvins y 


h = constante de Planck = 6.6262 X 107% J - s 
c = velocidad de la luz = 2.997925 X 108m/s 
k = constante de Boltzmann = 1.3807 X 10—%J/K 


+ Utilice la regla de L’Hôpital para demostrar que 


lím f(A) =0 y lím FA) =0 


A=0+ 


para la ley de Planck. De este modo, esta ley modela la radiación de cuerpo negro mejor 
que la ley de Rayleigh-Jeans para longitudes de onda cortas. 


. Use un polinomio de Taylor para demostrar que, en el caso de las longitudes de onda 


largas, la ley de Planck da aproximadamente los mismos valores que la ley de Rayleigh- 
Jeans. 


. Trace la gráfica de f de acuerdo con ambas leyes en una misma pantalla y comente sobre 


las similitudes y las diferencias. Use T = 5700 K (la temperatura del Sol). (Quizá quiera 
cambiar de metros a la unidad más conveniente de micrómetros: 1 mm = 10-*m.) 


. Use la gráfica del problema 3 para estimar el valor de A para el cual fÀ) es un máximo de 


acuerdo con la ley de Planck. 


. Investigue cómo la gráfica de f cambia cuando T varía. (Utilice la ley de Planck.) En particu- 


lar, trace la gráfica de f para las estrellas Betelgeuse (T = 3400 K), Procyon (T = 6400 K) y 
Sirio (7 = 9200 K), así como para el Sol. ¿Cómo varía la radiación total emitida, es decir 
(el área bajo la curva), con respecto a T? Apóyese en las gráficas y explique por qué a 
Sirio se le conoce como estrella azul y a Betelgeuse como una estrella roja. 
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MÍ repaso 


VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


Las respuestas a la verificación de conceptos se encuentran en las páginas finales del libro. 


1. (a) ¿Qué es una sucesión convergente? 
(b) ¿Qué es una serie convergente? 
(c) ¿Qué significa lim,» 4, = 3? 
(d) ¿Qué significa 2;-, a, = 3? 


2. (a) ¿Qué es una sucesión acotada? 
(b) ¿Qué es una sucesión monótona? 


(c) ¿Qué puede decir con respecto a una sucesión monótona 


acotada? 


3. (a) ¿Qué es una serie geométrica? ¿En qué circunstancias 
es convergente? ¿Cuál es su suma? 
(b) ¿Qué es una serie p? ¿En qué circunstancias es 
convergente? 


4. Suponga que Èa, = 3 y s, es la n-ésima suma parcial 
de la serie. ¿Qué es lím,,».. 4, ? ¿Qué es líM,,<0 Sn? 


5. Enuncie lo siguiente. 
(a) Prueba de la divergencia 
(b) Prueba de la integral 
(c) Prueba por comparación 
(d) Prueba por comparación del límite 
(e) Prueba de la serie alternante 
(f) Prueba de la razón 
(g) Prueba de la raíz 


6. (a) ¿Qué es una serie absolutamente convergente? 
(b) ¿Qué puede decir acerca de dicha serie? 
(c) ¿Qué es una serie condicionalmente convergente? 


7. (a) Si una serie es convergente de acuerdo con la prueba 
de la integral, ¿cómo estima su suma? 


EXAMEN VERDADERO-FALSO 


8. 


9. 


10. 


11. 


12. 


(b) Si una serie es convergente de acuerdo con la prueba por 
comparación, ¿cómo estima su suma? 

(c) Si una serie es convergente de acuerdo con la prueba 
de la serie alternante, ¿cómo estima su suma? 


(a) Escriba la forma general de una serie de potencias. 
(b) ¿Qué es el radio de convergencia de una serie de potencias? 
(c) ¿Qué es el intervalo de convergencia de una serie 

de potencias? 


Suponga que f(x) es la suma de una serie de potencias con 
radio de convergencia R. 
(a) ¿Cómo deriva f? ¿Cuál es el radio de convergencia 
de la serie para f'? 
(b) ¿Cómo integra f? ¿Cuál es el radio de convergencia 
de la serie para [f()dx? 


(a) Escriba una expresión para el polinomio de Taylor de 
grado n-ésimo de f centrada en a. 

(b) Escriba una expresión para la serie de Taylor de f cen- 
trada en a. 

(c) Escriba una expresión para la serie de Maclaurin de f. 

(d) ¿Cómo demuestra que f(x) es igual a la suma de su serie 
de Taylor? 

(e) Enuncie la desigualdad de Taylor. 


Escriba la serie de Maclaurin y el intervalo de convergencia 
para cada una de las funciones siguientes. 


(a) 1/0 = x) (b) e“ 


(d) cos x (e) tan™'x 


(c) sen x 
(© Ind + x) 


Escriba el desarrollo de la serie binomial de (1 + x). ¿Cuál 
es el radio de convergencia de esta serie? 


Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero, 
explique por qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo 
que refute el enunciado. 


1. Si lím,» a, = 0, entonces >a, es convergente. 


—sen 1 


. La serie Èp- n es convergente. 


. Si lím, > 4, = L, entonces lim, 42 +1 = L. 


2 
3 
4. Si >.c,6" es convergente, entonces >c,(—2)"es convergente. 
5. Si *c,6" es convergente, entonces >c,(—6)" es convergente. 
6 


. Si Èc,x" diverge cuando x = 6, entonces diverge cuando 
x= 10. 


7. La prueba de la razón se puede usar para determinar 
si converge 31/17. 


8. La prueba de la razón se puede usar para determinar 
si converge 31/n! 


10. © 


11. 
12. 
13. 


14. 


15. 
16. 


17. 


Si 0 < a, S b, y Èb, diverge, entonces la serie $a, 
diverge. 


Sa 


A. e 
Si —1 < a < 1, entonces lím,... &” = 0. 
Si a, es divergente, entonces > | a, | es divergente. 


Si fa) = 2x — xX? + hx0—... converge para toda x, entonces 


f") =2. 


Si {a„} y (b,) son divergentes, entonces (a, + b,) es 
divergente. 


Si fa,) y (b,) son divergentes, entonces fa,b,) es divergente. 


Si {a„} es decreciente y a, > 0 para toda n, entonces {a,} es 
convergente. 


Si a, > 0 y Ža, converge, entonces 2*(—1)"a, converge. 


18. Si a, > 0 y lím,-. (4,+1/a,) < 1, entonces lím,» a, = 0. 
19. 0.99999... = 1 


20. Si lím,... a, = 2 entonces lím,„>» (A,+3 — a) = 0. 


EJERCICIOS 


CAPÍTULO 11 Repaso 785 


21. Si un número finito de términos se agrega a una serie 
convergente, la nueva serie aún converge. 


22. Si 5 An = A y5 b, = B, entonces s Aanb, = AB. 


n=1 n=1 n=1 


1-8 Determine si la sucesión es convergente o divergente. Si es 
convergente, determine su límite. 


o + n? gati 
1. an= TF 2. a, = T; 
1 + 2n 10 
n? 
3. a, = i > 4. a, = cos(n/2) 
+n 
n senn lnn 
5. an = 2 6. Un = + 
n +i Vn 


7. {0 + 3/n)") 8. (-10)/n1) 


9. Una sucesión se define recursivamente mediante las 
ecuaciones a, = 1, ars = z(a, + 4). Demuestre que {an} 
es creciente y a, < 2 para toda n. Deduzca que (a,) es 
convergente y determine su límite. 


FS 10. Demuestre que lím,_. nte™ = 0 y use una gráfica para 


determinar el valor más pequeño de N que corresponde a 
e = 0.1 en la definición exacta de límite. 


11-22 Determine si la serie es convergente o divergente. 


E n 2n+1 
11. 12. 
2 n? +1 nR +l 
œ n? o (=ņ1)" 
13. = 14. -n 
25 2 a 
15. y — 16. Y n| — ) 
i n=2 Ma in n " n=1 3n + 1 
2. cos3n y po" 
1 Y ——=— 1 
2 1 + (1.2) 2 (1 +21?) 
29 1 . 3 . 5 A 2 S 1 
19. Y prob 
nET 5”n! 
æ 55 2n 
20. > ( 3) 
n=1 n` 9" 
21. $ (y 


= n+1 


ES E = 
22. 5 yn I = yn 1 


23-26 Determine si la serie es condicionalmente convergente, 
absolutamente convergente o divergente. 


23. X (In A 24. X (-1) n> 
n=1 n=1 
æ —1 n + 1 g æ —1 n 

25. Y OA AA 26. 5 £ Yin 
n=1 2" n= Inn 


27-31 Calcule la suma de la serie. 


æ (3 00 1 
y y A IA 28. Y === 
a 2% 2 n(n + 3) 
00 æ% 17" 
29. Y [ta(n + 1) — tan'n] 30. Y) GPT 
n=1 n=0 37” (2n ! 
e e e 
3l 1-e4 | 
2 31 4 


32. Exprese el decimal periódico 4.17326326326... como 
una fracción. 


33. Demuestre que cosh x > 1 + Le para toda x. 


34. ¿Para qué valores de x converge la serie X=: (In x)"? 
s (1) 
35. Calcule la suma de la serie X, ——3— correcta a cuatro 
: = n’ 
decimales. n=l 


36. (a) Determine la suma parcial s; de la serie 27-1 1/n* y 
estime el error al usarla como aproximación de la suma 
de la serie. 

(b) Calcule la suma de esta serie con una aproximación 
de cinco decimales. 


37. Use la suma de los primeros ocho términos para aproximarse 
a la suma de la serie 2;-¡ (2 + 5")”!. Estime el error 
implicado en esta aproximación. 


æ% n 


38. (a) Demuestre que la serie Ss pen 
n=1 n). 


es convergente. 


n 


(b) Deduzca que lím a] 


39. Demuestre que si la serie >;-, a, es absolutamente 
convergente, entonces la serie 


s l 
> ( Ja 
n=1 n 


también es absolutamente convergente. 
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40-43 Encuentre el radio de convergencia y el intervalo de 57-58 
convergencia de la serie. (a) Obtenga un valor aproximado de f mediante un polinomio 
: de Taylor de grado n en el número a. 
z x” S (x +2)" E (b) Trace la gráfica de f y T, en una misma pantalla. 
40. y iS 41. - er y la p , 
n=1 n’5 mı n4 (c) Use la desigualdad de Taylor para estimar la exactitud de 
la aproximación f(x) = T,(x) cuando x se encuentra en el 
2 2MUx — 2)" 2 2Ux — 3)" intervalo dado. 

42. E (n +2) 43. 2 Jn+3 m (d) Compruebe su resultado del inciso (c) mediante la gráfica 

de | R,(x) |. 
57. f()=vVx, a=1, n=3, 09<x< 1.1 
44. Calcule el radio de convergencia de la serie 58. f(x) = secx, a=0, n=2, 0O=<x=<m/6 
~ (2n)! o 
1 nY 59. Utilice series para evaluar el límite siguiente. 
lá senx — x 
45. Determine la serie de Taylor de f(x) = sen x en a = 1/6. 230 x? 
46. Encuentre la serie de Taylor de f(x) = cos x en a = 7/3. 60. La fuerza debida a la gravedad que actúa sobre un objeto de 


masa m a una altura h arriba de la superficie de la Tierra es 
47-54 Encuentre la serie de Maclaurin para f y su radio de 
convergencia. Puede aplicar el método directo (definición de 
una serie de Maclaurin) o las series conocidas, como la serie (R + h’ 
geométrica, serie binomial o la serie de Maclaurin para e*, sen x, 
tan” lx y In(l + x). 


_ mgR? 


donde R es el radio de la Tierra y g es la aceleración de 
la gravedad para un objeto en la superficie de la Tierra. 
P (a) Exprese F como una serie en potencias de h/R. 
47. f(x) = i Fa - 48. f(x) = tan *(x?) m (b) Observe que si aproxima F con el primer término de la 
E serie, se obtiene la expresión F = mg que se usa por lo 
común cuando h es mucho más pequeña que R. Aplique 


49. f(x) = n(4 = x) 50. f(x) = xe™ el teorema de la estimación de la serie alternante para 
calcular los valores de h para los cuales la aproximación 
51. f(x) = sen(x*) 52. f(x) = 10* F = mg difiere menos de 1% del valor real. 
(Use R = 6400 km.) 
53. f(x) = 1/4/16 — x 54. f(x) = (1 — 3x) > 61. Suponga que fx) = Z% c,x" para toda x. 


(a) Si fes una función impar, demuestre que 


. e* C0=0=C=:"::=0 
55. Evalúe | — dx como una serie infinita. ; da 

J x (b) Sif es una función par, demuestre que 
f . i o OEGE. 
56. Use series para aproximar |, y1 + x* dx con dos dígitos 


decimales. 62. Si f(x) = e*”, demuestre que £2(0) = 


Problemas 
adicionales 


Antes de ver la solución del ejemplo, 
cúbrala e intente resolver el problema 
por sí mismo. 


Problemas 


P, 4 P, 


P, 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 4 


z (x +2) 
EJEMPLO Encuentre la suma de la serie X, KEL 
zo (n + 3)! 


SOLUCIÓN El principio de resolución de problemas es relevante aquí ya que hay 

que reconocer algo familiar. ¿La serie dada se parece a alguna que ya conozca? 
Bueno, tiene algunos ingredientes en común con la serie de Maclaurin para la función 
exponencial: 


Se puede hacer que esta serie se parezca más reemplazando x por x + 2: 


ipart PLE y E 


La Pani 
S n! 2! 3! 


Pero aquí el exponente en el numerador coincide con el factorial del número en el deno- 
minador. Para hacer que esto pase en la serie dada, se multiplicará y dividirá por (x + 2): 


swr i Spri 
n=0 (n + 3)! (x T ar n=0 (n + 3)! 


-ago 2 H | 
3! 4! 


Vea que la serie entre paréntesis es justamente la serie para e**? con los tres primeros 
términos faltantes. Por lo que 


2 (+2) 


Y, 


(x+ 2) 
o (n + 3)! 


= (x + ye =1-(x+2)- a 


1. Si f(x) = sen(*), encuentre F0%(0). 


2. Una función f está definida por 


y?” A 1 
x)= lí 5 
fœ no y + 1 
¿Dónde es continua f? 
3. (a) Demuestre que tan xx = cot lx — 2 cot x. 
(b) Calcule la suma de la serie 
Sad 
Y — tan — 
al 2" ze 


4. Sea (P,) una sucesión de puntos determinados de acuerdo con la figura. 
Por tanto |AP, | = 1, | PpPa+1 | = 2"! y el ángulo AP,,P,,+, es un ángulo recto. 
Calcule lím,, >. PAP, 1. 
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10. 
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5. 


Para construir la curva del copo de nieve, inicie con un triángulo equilátero de lados de 

longitud igual a 1. El paso 1 de la construcción consta de dividir cada lado en tres partes 

iguales, construir un triángulo equilátero en la parte media y luego borrar la parte media 

(véase la figura). El paso 2 es repetir el paso 1 en cada lado del polígono resultante. 

Se repite este procedimiento en cada paso posterior. La curva del copo de nieve es la 

curva que resulta de repetir este proceso indefinidamente. 

(a) Sean Sn, la y pn, respectivamente, el número de lados, la longitud de un lado y la longitud 
total de la curva de aproximación n-ésima (la curva obtenida después del paso n del 
trazo). Encuentre fórmulas para s,,, ln y Pn- 

(b) Demuestre que p, —> “cuando n — oo, 

(c) Sume una serie infinita para encontrar el área encerrada por la curva del copo de nieve. 


Nota: los incisos (b) y (c) demuestran que la curva del copo de nieve es infinitamente larga 
pero encierra un área finita. 


. Calcule la suma de la serie 


donde los términos son los recíprocos de los enteros positivos cuyos factores primos son 2s 
y 3s. 


. (a) Demuestre que para xy + —1, 


arctan x — arctan y = arctan — 
Ly 


si el miembro izquierdo se encuentra entre —71/2 y m/2. 
(b) Demuestre que arctan Lo — arctan z5 = 7/4. 
(c) Deduzca la fórmula siguiente de John Machin (1680-1751): 


1 1 T 
4 arctan 5 — arctan 337 = — 

7 = 4 
(d) Utilice la serie de Maclaurin del arctan para demostrar que 


0.1973955597 < arctan 5 < 0.1973955616 


(e) Demuestre que 


0.004184075 < arctan a < 0.004184077 


(£) Deduzca que el valor siguiente es correcto con siete decimales m = 3.1415927. 


Machin aplicó este método en 1706 para determinar m con 100 decimales. Recientemente, 
con la ayuda de computadoras, se ha calculado cada vez con mayor exactitud el valor de 7. 
¡En 2013 Shigeru Kondo y Alexander Yee calcularon el valor de m con más de 12 billones de 
decimales! 


. (a) Demuestre una fórmula similar a la del problema 7(a), pero que contenga arccot en lugar 


de arctan. 
(b) Calcule la suma de la serie 2-0 arccot(n? + n + 1). 


. Use el resultado del problema 7(a) para encontrar la suma de la serie 2;-, arctan(2/n?). 


Si ao + a; + a, + +++ + a = 0, demuestre que 


lím (ao /n Fayn+1l+ayn+2>++ + an | k) =0 


Si no ve cómo demostrarlo, intente la estrategia de resolución de problemas usando 
analogías (véase la página 71). Intente los casos especiales k = 1 y k = 2 primero. Si puede 
ver cómo demostrar la afirmación para estos casos, probablemente verá cómo demostrarla en 
general. 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 12 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 15 


Ps 


Pg L 
K y P 


P, P, P; 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 18 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Determine el intervalo de convergencia de 27-, n?x" y calcule la suma. 


Suponga que tiene una gran cantidad de libros, todos del mismo tamaño, y que los apila en 
el borde de una mesa, y que cada libro sobresale un poco más del borde de la mesa que el 
libro anterior. Demuestre que es posible hacerlo de tal manera que el libro que quede 

hasta encima está por completo más allá del borde de la mesa. En efecto, muestre que el 
libro de hasta encima se puede acomodar a cualquier distancia más allá del borde de la mesa 
si la pila de libros tiene la altura suficiente. Utilice el método siguiente para apilar los libros: 
la mitad del largo del libro de hasta arriba sobresale del segundo libro. El segundo libro 
sobresale solo un cuarto de su largo con respecto al libro tercero. El tercer libro sobresale un 
sexto de su largo con respecto al libro cuarto, y así sucesivamente. (Inténtelo usted mismo 
con un mazo de cartas.) Considere el centro de masa. 


ial 1 
Encuentre la suma de la serie X, (1 = ) 


n” 


n=2 


Si p > 1, evalúe la expresión 


A 
ENT 

i 1. i 
lopty p 


Suponga que círculos de igual diámetro están acomodados apretadamente en n filas dentro 
de un triángulo equilátero. (La figura ilustra el caso n = 4.) Si A es el área del triángulo y A, 
es el área total ocupada por las n filas de círculos, demuestre que 


Una sucesión {a,} se define recursivamente mediante las ecuaciones 


j= ü =] n(n — l)a, = (n — 1)(n — 2)an-ı — (n — 3)a,-2 
Calcule la suma de la serie 2-0 Ap. 


Si la curva y = e™" sen x, x > 0, se rota alrededor del eje x, el sólido resultante se parece a 

una cadena infinita decreciente de cuentas. 

(a) Determine el volumen exacto de n-ésima cuenta. (Utilice, ya sea una tabla de integrales 
o un sistema algebraico computacional.) 

(b) Encuentre el volumen total de las cuentas. 


Inicie con los vértices P,(0, 1), PX(1, 1), Px(1, 0), P4(0, 0) de un cuadrado, y localice puntos 
como se muestra en la figura: P; es el punto medio de P,P,, P¿ es el punto medio de P,P}, P, 
es el punto medio de PxP,, y así sucesivamente. La trayectoria espiral de la poligonal 
P,P,P+P4PsP¿P;... se aproxima al punto P dentro del cuadrado. 
(a) Si las coordenadas de P,, son (Xn, Yn), demuestre que Dx. E Anti F Xn+2 + Xp+3 = 2 

y encuentre una ecuación similar para las coordenadas y. 
(b) Determine las coordenadas de P. 
æ% (= 1 ) n 


E tre 1 del i y 
ncuentre la suma de la serie > Gn + D3" 


Realice los pasos siguientes para demostrar que 


1 1 1 1 
| | | E... =1In2 
1+2 3:4 5:6 18 


(a) Use la fórmula para la suma de una serie geométrica finita (11.2.3) para obtener una 
expresión para 
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FIGURA PARA EL PROBLEMA 22 


790 


21. 


22 


23 


25. 


26. 


(b) Integre el resultado del inciso (a) de O a 1 para obtener una expresión para 


i 1 1 P i 1 1 
2 3 4. = 2n=1 2n 
como una integral. 
(c) Del inciso (b) deduzca que 
1 1 1 1 m dx o, 
Eje | <| x™ dx 
+2 3:4 5-6 (2n — 1)\(2n) J 1+x Jo 


(d) Utilice el inciso (c) para demostrar que la suma de la serie dada es In 2. 


Encuentre todas las soluciones de la ecuación 


[Sugerencia: considere los casos x > 0 y x < 0 por separado. ] 


Se trazan triángulos rectángulos como en la figura. Cada uno de los triángulos tiene una 
altura de 1 y su base es la hipotenusa del triángulo precedente. Demuestre que esta sucesión 
de triángulos da una cantidad indefinida de vueltas alrededor de P mostrando que >, 6, es una 
serie divergente. 


Considere la serie cuyos términos son los recíprocos de los enteros positivos que se pueden 
escribir con la notación de base 10 sin usar el dígito 0. Demuestre que esta serie es conver- 
gente y que la suma es menor que 90. 


(a) Demuestre que la serie de Maclaurin de la función es 


x Z 
FO) = == es Niña 
E n=1 
donde fọ, es el n-ésimo número de Fibonacci, es decir, fi = 1, f = 1 y fa = fa-1 + fa-2 
para n >3. [Sugerencia: escriba x/(1 — x — 12) = co + cix + cx? + + > + y multiplique 


ambos lados de esta ecuación por 1 — x — x?.] 

(b) Determine una fórmula explícita para el n-ésimo número de Fibonacci, escribiendo f(x) 
como una suma de fracciones parciales, y con ello, obtenga la serie de Maclaurin de una 
manera distinta. 


x x 
Sea u=14 | | | 
3 a D 
y? x1 10 
v=x+ | | | 
4! 7! 10! 
E E a 
w= +++. 
! 5! 8! 


Demuestre que w + v? + w — 3uvw =1. 


Demuestre que si n > 1, la n-ésima suma parcial de la serie armónica no es un entero. 


Sugerencia: sea 2* la máxima potencia de 2 que es menor o igual a n y sea M el producto de 
todos los enteros impares que sean menores o iguales a n. Suponga que s, = m, un entero. 
Entonces M2*s, = M2*m. El lado derecho de esta ecuación es par. Demuestre que el lado 
izquierdo es impar al demostrar que cada uno de sus términos es un entero par, excepto el 
último. 


12 


Cada uno de estos 
engranajes tiene la forma 

de un hiperboloide, tipo de 
superficie que se estudiará 
en la sección 12.6. Esta forma 
permite a los engranajes 
transmitir movimiento entre 
ejes sesgados (ni paralelos 

ni intersecantes). 


Vectores y la geometría 
del espacio 


EN ESTE CAPÍTULO SE PRESENTARÁN los vectores y sistemas de coordenadas para el espacio 
tridimensional. Este será el fundamento para el estudio del cálculo de funciones de dos 

variables en el capítulo 14, porque la gráfica de estas funciones es una superficie en el espacio. 
En este capítulo se verá que los vectores ofrecen descripciones particularmente simples de rectas 
y planos en el espacio. 
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12.1 Sistemas de coordenadas tridimensionales 


xk 


FIGURA 1 


Ejes de coordenadas 


xX 


FIGURA 2 


Regla de la mano derecha 


FIGURA 3 


a 


x e E 


FIGURA 4 


E Espacio tridimensional 


Para localizar un punto en un plano se necesitan dos números. Se sabe que cualquier 
punto en el plano se puede representar como un par ordenado (a, b) de números reales, 
donde a es la coordenada x y b es la coordenada y. Por esta razón, se dice que un plano 
es bidimensional. Para localizar un punto en el espacio se requieren tres números. Se 
representa cualquier punto en el espacio mediante una terna ordenada (a, b, c) de núme- 
ros reales. 

Para representar puntos en el espacio, primero se eligen un punto fijo O (el origen) y 
tres rectas dirigidas que pasan por O y que son perpendiculares entre sí, llamadas ejes de 
coordenadas y denominadas eje x, eje y y eje z. Usualmente los ejes x y y se conciben 
como horizontales y el eje z como vertical y la orientación de los ejes se traza como en la 
figura 1. La dirección del eje z se determina por la regla de la mano derecha, como se 
ilustra en la figura 2: si usted dobla los dedos de la mano derecha alrededor del eje z en la 
dirección de una rotación de 90° contrarreloj del eje x positivo al eje y positivo, su pulgar 
apuntará en la dirección positiva del eje z. 

Los tres ejes de coordenadas determinan los tres planos coordenados ilustrados en la 
figura 3(a). El plano xy es el plano que contiene los ejes x y y; el plano yz contiene los ejes 
y y z; el plano xz contiene los ejes x y z. Estos tres planos coordenados dividen el espacio 
en ocho partes, llamados octantes. El primer octante, al frente, está determinado por 
los ejes positivos. 


y Plano y» 
pa á 
(0) 
A LOER o 5 
x 
(a) Planos coordenados (b) 


Como muchas personas tienen cierta dificultad para visualizar diagramas de figu- 
ras tridimensionales, podría resultar útil hacer lo siguiente [véase figura 3(b)]. Identifi- 
que cualquier esquina inferior de una habitación y denomínela el origen. La pared a su 
izquierda es el plano xz; la pared a su derecha, el plano yz y el piso, el plano xy. El eje x 
corre a lo largo de la intersección del piso y la pared izquierda. El eje y corre a lo largo 
de la intersección del piso y la pared derecha. El eje z corre hacia arriba desde el piso en 
dirección al techo a lo largo de la intersección de las dos paredes. Usted está situado en el 
primer octante y ahora puede imaginar otras siete habitaciones situadas en los otros siete 
octantes (tres en el mismo piso y cuatro en el piso inferior), todos ellos relacionados por 
el punto de esquina común O. 

Ahora bien, si P es cualquier punto en el espacio, sea a la distancia (dirigida) del 
plano yz a P; b, la distancia del plano xz a P, y c la distancia del plano xy a P. Se repre- 
senta el punto P con la terna ordenada (a, b, c) de números reales y se llaman a, by ca 
las coordenadas de P; a es la coordenada x, b la coordenada y y c la coordenada z. Así, 
para localizar el punto (a, b, c) se comienza por el origen O y se desplaza a unidades a lo 
largo del eje x, luego b unidades en paralelo al eje y y, por último, c unidades en paralelo 
al eje z, como en la figura 4. 
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El punto P(a, b, c) determina una caja rectangular como en la figura 5. Si se traza una 
recta perpendicular de P al plano xy se obtiene un punto O con las coordenadas (a, b, 0), 
llamado proyección de P en el plano xy. De igual manera, R(0, b, c) y Sía, O, c) son las 
proyecciones de P en el plano yz y el plano xz, respectivamente. 

Como ilustraciones numéricas, los puntos (—4, 3, —5) y (3, —2, —6) se trazan en la 
figura 6. 


FIGURA 5 FIGURA 6 


El producto cartesiano R X R x R = {(x, y, z) | x, y, z € R} es el conjunto de todas las 
ternas ordenadas de números reales y se denota con R°. Se ha dado una correspondencia 
inyectiva entre puntos P en el espacio y ternas ordenadas (a, b, c) en [R*. Esto se llama 
sistema de coordenadas rectangulares tridimensional. Observe que, en términos de 
coordenadas, el primer octante puede describirse como el conjunto de puntos cuyas coor- 
denadas son todas positivas. 


@ Superficies 


En geometría analítica bidimensional, la gráfica de una ecuación que implica x y y es una 
curva en [R?, En geometría analítica tridimensional, una ecuación en x, y y z representa 
una superficie en RÈ. 


EJEMPLO 1 ¿Qué superficies en R? están representadas por las ecuaciones siguientes? 
(a) z=3 (b) y=5 


SOLUCIÓN 

(a) La ecuación z = 3 representa el conjunto ((x, y, z) | z = 3), el cual es el conjunto de 
todos los puntos en R? cuya coordenada z es 3 (x y y pueden ser cualquier valor). Este es 
el plano horizontal paralelo al plano xy y tres unidades arriba de él, como en la figura 7(a). 


(a) z=3, un plano en R? (b) y = 5, un plano en R° (c) y = 5, una línea en R? 
FIGURA 7 
(b) La ecuación y = 5 representa el conjunto de todos los puntos en R? cuya coorde- 


nada y es 5. Este es el plano vertical paralelo al plano xz y cinco unidades a la derecha 
de él, como en la figura 7(b). E 
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FIGURA 10 
El plano y = x 


NOTA Cuando se da una ecuación, debe deducirse del contexto si representa una 
curva en R? o una superficie en R?. En el ejemplo 1, y = 5 representa un plano en 
R?, pero, desde luego, y = 5 también puede representar una recta en R? si se trata con 
geometría analítica bidimensional. Véase la figura 7(b) y (c). 

En general, si k es una constante, entonces x = k representa un plano paralelo al plano 
yz, y = k es un plano paralelo al plano xz y z = k es un plano paralelo al plano xy. En la 
figura 5, las caras de la caja rectangular están formadas por los tres planos coordenados 
x = 0 (el plano yz), y = 0 (el plano xz) y z = 0 (el plano xy) y los planos x = a, y = b 
yz=c. 


EJEMPLO 2 


(a) ¿Qué puntos (x, y, z) satisfacen las ecuaciones 
X*+y=1l y 2=3? 
(b) ¿Qué representa la ecuación x? + y? = 1 como una superficie en R3? 


SOLUCIÓN 

(a) Como z = 3, los puntos se encuentran en el plano horizontal z = 3 del ejemplo 1(a). 
Como x? + y? = 1, los puntos se encuentran en el círculo con radio 1 y centro en el eje z. 
Véase la figura 8. 

(b) Dado que x? + y? = 1, sin ninguna restricción en z, se ve que el punto (x, y, z) 
podría situarse en un círculo en cualquier plano horizontal z = k. Así, la superficie 

xX + y? = 1 en R consta de todos los posibles círculos horizontales x? + y? = 1,z = k 
y es, por tanto, el cilindro circular con radio 1 cuyo eje es el eje z. Véase la figura 9. 


X ) x y 
FIGURA 8 FIGURA 9 
El círculo 1? + y? = 1,z =3 El cilindro x + y? = 1 a 


EJEMPLO 3 Describa y trace la superficie en R? representada por la ecuación y = x. 


SOLUCIÓN Esta ecuación representa el conjunto de todos los puntos en R? cuyas coor- 
denadas x y y son iguales, es decir {(x, x, z) | x E R, z E R}. Este es un plano vertical 
que interseca el plano xy en la recta y = x, z = 0. La porción de este plano que se ubica 
en el primer octante se traza en la figura 10. E 


E Distancia y esferas 


La fórmula conocida para la distancia entre dos puntos en un plano puede extenderse 
fácilmente a la fórmula tridimensional siguiente. 


FIGURA 11 

ZA 

Po y, 2) 
rH 
Cl. k 1) 

0 

7 RON 
y 

FIGURA 12 
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Fórmula de distancia en tres dimensiones La distancia | P,P,| entre los puntos 
Pi&i, Yi 21) y Pa, Y2, 22) es 


| PP, 


= Ya = 1 + (y2 - y? + (z2 — 21)? 


Para ver por qué esta fórmula es cierta, se ha construido una caja rectangular como 
en la figura 11, donde P, y P, son vértices opuestos y las caras de la caja son paralelas a 
los planos coordenados. Si A(x», Yı, 21) y B(x», ya, Z1) son los vértices de la caja indicada 
en la figura, entonces 


|PA| =|=] |AB| = |y =y] — |BP2|=|z2=—z] 


Como los triángulos P¡BP, y P¡AB son rectángulos, dos aplicaciones del teorema de 
Pitágoras dan 


|P,P, |? =|P,B |? + | BP, |? 
y |P,B?=|P,A |? + |ABP 
Si se combinan estas ecuaciones, se obtiene 


|P,P, 1? =|P,A |? + |AB|? + | BP, |? 


Z2 


= [12 = x|? + | y = y| + 


2 


= (x2 = x1} + (y2 = y)? + (2 — 21) 


Por tanto, | PP>| = (x2 == x)? + (y2 = y) + (z2 w z1)? 


EJEMPLO 4 La distancia del punto P(2, —1, 7) al punto Q(1, —3, 5) es 


IPo|= v0 -2 +3 FI t6- =Y1F4+4=3 m 


EJEMPLO 5 Determine una ecuación de una esfera con radio r y centro C(h, k, D). 


SOLUCIÓN Por definición, una esfera es el conjunto de todos los puntos P(x, y, z) 
cuya distancia desde C es r. (Véase la figura 12.) Así, P está en esa esfera si y solo 
si | PC | = r. Si se eleva al cuadrado ambos miembros, se tiene | PC |? = 7 o 


a-h +O- KRE- Pr m 


Será útil recordar el resultado del ejemplo 5. 


Ecuación de una esfera Una ecuación de una esfera con centro C(h, k, D) 
y radio r es 


-hP tO- tE- =P 


En particular, si el centro es el origen O, entonces una ecuación de una esfera es 


X+y+2=p 
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EJEMPLO 6 Demuestre que x? + y? + 2? + 4x — 6y + 2z + 6 = 0 es la ecuación de 
una esfera y determine su centro y radio. 


SOLUCIÓN Se puede reescribir la ecuación dada en la forma de una ecuación de una 
esfera si se completan los cuadrados: 


(2444 4)+ (7 —6y+D)+(2+22+1)=-6+4+9+1 
A+ +0-3}+E+1}=8 


Al comparar esta ecuación con la forma estándar, se ve que es la ecuación de una 
esfera con centro (—2, 3, — 1) y radio V8 = Dz. E 


EJEMPLO 7 ¿Qué región en R? está representada por las desigualdades siguientes? 
l=s2+y+2=4 z=0 
SOLUCIÓN Las desigualdades 
ls +y+2=4 
pueden reescribirse como 


1S yx? +y? +z <2 


así representan los puntos (x, y, z) cuya distancia desde el origen es de al menos 1 y 

a lo sumo 2. Pero también se da que z = 0, de manera que los puntos se sitúan en 

o debajo del plano xy. Así, las desigualdades dadas representan la región que se ubica 
entre (o en) las esferas x? + y? + 22 = 1 y x? + y? + 2? = 4 y debajo de (o en) el 
FIGURA 13 plano xy. Esto se traza en la figura 13. a 


12.1 EJERCICIOS 


1. Suponga que comienza en el origen, se mueve a lo largo del 7. Describa y trace la superficie en R? representada por la 
eje x una distancia de 4 unidades en la dirección positiva y ecuación x + y = 2. 
después se mueve hacia abajo una distancia de 3 unidades. 
¿Cuáles son las coordenadas de su posición? 


8. Describa y trace la superficie en R? representada por la 
ecuación xX? + 7? = 9. 
2. Trace los puntos (1, 5, 3), (0, 2, —3), (—3, 0, 2) y (2, —2, —1) 


i ? 9-10 Determine las longitudes de los lados del triángulo POR. 
en un solo conjunto de ejes de coordenadas. 


¿Es este un triángulo rectángulo? ¿Es un triángulo isósceles? 


3. ¿Cuál de los puntos A(—4, 0, —1), B(3, 1, —5) y CQC, 4, 6) 9. PB, —2, —3), Q(7, 0, 1), RG, 2, 1) 
está más cerca del plano yz? ¿Cuál de esos puntos 


se encuentra en el plano xz? 10. PQ, —1, 0), Q(4, 1, 1), R4, —5, 4) 


4. ¿Cuáles son las proyecciones del punto (2, 3, 5) en los 
planos xy, yz y xz? Trace una caja rectangular con el origen 
y (2, 3, 5) como vértices opuestos y con sus caras paralelas a 
los planos coordenados. Etiquete todos los vértices de la caja. 
Determine la longitud de la diagonal de la caja. 12. Determine la distancia de (3, 7, —5) a cada uno de los 

elementos siguientes. 

(a) El plano xy 

(b) El plano yz 

(c) El plano xz 


11. Determine si estos puntos se encuentran en una línea recta. 
(a) AQ, 4, 2), BG, 7, —2), CA, 3, 3) 
(b) D(0, —5, 5), E, —2, 4), FG, 4, 2) 


5. ¿Qué representa la ecuación x = 4 en R?? ¿Qué representa en 
R°? Ilustre con diagramas. 


6. ¿Qué representa la ecuación y = 3 en R?? ¿Qué representa 
z = 5? ¿Qué representa el par de ecuaciones y = 3, z = 5? (d) El eje x 
En otras palabras, describa el conjunto de puntos (x, y, z) tal (e) El eje y 
que y = 3 y z = 5. Ilustre con un diagrama. (1) El eje z 


13. 


14. 


15. 


16. 


Determine una ecuación de la esfera con centro (1, —4, 3) 
y radio 5. ¿Cuál es la intersección de esta esfera con el 
plano xz? 


Determine una ecuación de la esfera con centro (2, —6, 4) y 
radio 5. Describa su intersección con cada uno de los planos 
coordenados. 


Determine una ecuación de la esfera que pasa por el punto 
(4, 3, —1) y tiene centro (3, 8, 1). 


Determine una ecuación de la esfera que pasa por el origen y 
cuyo centro es (1, 2, 3). 


17-20 Demuestre que cada una de estas ecuaciones representa 
una esfera y determine su centro y radio. 


17. 
18. 
19. 
20. 


2 D sga 


E e a a 2x — 4y + 8z=15 
x? +y? +z’ + 8x- 6y+2z+17=0 


3x? + 3y? + 32? = 10 + 6y + 12z 


21. 


22. 


23. 


24. 


(a) Pruebe que el punto medio del segmento de recta de 
Pi&i, Yı, 21) a Palo, yo, 22) eS 


Xi +x yı E Ya zZ + zo 
2” 2 7” 2 


(b) Determine las longitudes de las medianas del triángulo 
con vértices A(1, 2, 3), B(—2, 0, 5) y C(4, 1, 5). (Una 
mediana de un triángulo es un segmento de recta que une 
un vértice con el punto medio del lado opuesto.) 


Determine una ecuación de una esfera si uno de sus diámetros 
tiene los puntos finales (5, 4, 3) y (1, 6, —9). 


Determine ecuaciones de las esferas con centro (2, —3, 6) que 
tocan (a) el plano xy, (b) el plano yz, (c) el plano xz. 


Determine una ecuación de la esfera más grande con centro 
(5, 4, 9) contenida en el primer octante. 


25-38 Describa en palabras la región de R? representada por cada 
ecuación (ecuaciones) o desigualdad. 


25. 
27. 
29. 


31. x 
33. x 


35. 
37. 


x=9 26. x>-3 

z<8 28. z > -1 
0O=z=6 30. y =4 

Ey SA g=] 32. x? +y? =4 
2+y+22=4 34. x? +y +z S4 
lar ty 42235 36. y? +z°=16 
Yrsg 38. x? + y?+2%>2z 


39-42 Escriba desigualdades para describir la región. 


39. 


La región entre el plano yz y el plano vertical x = 5 
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40. 


41. 


42. 
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El cilindro sólido que se encuentra sobre o debajo del plano 
z = 8 y sobre o arriba del disco en el plano xy con centro en 
el origen y radio 2 


La región que consta de todos los puntos entre (pero no 
sobre) las esferas de radio r y R centradas en el origen, donde 
r<R 


El hemisferio superior sólido de la esfera de radio 2 centrada 
en el origen 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


La figura muestra una recta L, en el espacio y una segunda 

recta L, la cual es la proyección de L, en el plano xy. (En 

otras palabras, los puntos en L, están directamente abajo, 

o arriba, de los puntos en L4.) 

(a) Determine las coordenadas del punto P en la recta £;. 

(b) Localice en el diagrama los puntos A, B y C, donde la 
recta L interseca el plano xy, el plano yz y el plano xz, 
respectivamente. 


ZA 


Considere los puntos P tales que la distancia de P a 

A(— 1, 5, 3) sea el doble de la distancia de P a B(6, 2, —2). 
Demuestre que el conjunto de todos esos puntos es una 
esfera y determine su centro y radio. 


Determine una ecuación del conjunto de todos los puntos 
equidistantes de los puntos A(—1, 5, 3) y B(6, 2, —2). 
Describa ese conjunto. 


Determine el volumen del sólido que se ubica dentro de las 
dos esferas 


2y+42+5=0 
y X2+y+z2=4 


Determine la distancia entre las esferas x? + y? + 22 = 4 
y2+y+2=4x+4y+42-— 11. 


Describa y trace un sólido con las propiedades siguientes. 
Cuando es iluminado por rayos paralelos al eje z, su sombra 
es un disco circular. Si los rayos son paralelos al eje y, su 
sombra es un cuadrado. Si los rayos son paralelos al eje x, 
su sombra es un triángulo isósceles. 
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12.2 Vectores 


A 


FIGURA 1 


Vectores equivalentes 


A 


FIGURA 2 


o 


FIGURA 5 


El término vector es usado por los científicos para indicar una cantidad (como desplaza- 
miento, velocidad o fuerza) que posee tanto magnitud como dirección. Un vector suele 
representarse con una flecha o un segmento de recta dirigido. La longitud de la flecha repre- 
senta la magnitud del vector y la flecha apunta en la dirección del vector. Se denota un 
vector imprimiendo una letra en negritas (v) o poniendo una flecha sobre la letra (7). 

Por ejemplo, suponga que una partícula se mueve a lo largo de un segmento de recta 
del punto A al punto B. El vector de desplazamiento v correspondiente, el cual se mues- 
tra en la figura 1, tiene el punto inicial A (la cola) y el punto terminal B (la punta), lo 
que se indica escribiendo v = AB. Observe que el vector u = CD tiene la misma longitud 
y la misma dirección que v aunque esté en una posición diferente. Se dice que u y v son 
equivalentes (o iguales) y se escribe u = v. El vector cero, denotado por 0, tiene longi- 
tud O. Este es el único vector sin dirección específica. 


B Combinación de vectores 


Suponga que una partícula se mueve de A a B, así que su vector de desplazamiento es 
AB. Luego la partícula cambia de dirección y se mueve de B a C, con vector de despla- 
zamiento BC como en la figura 2. El efecto combinado de estos desplazamientos es que 
la partícula se ha movido de A a C. El vector resultante de desplazamiento AC se llama la 
suma de AB y BC y se escribe 


AČ = AB + BC 


En general, se comienza con los vectores u y v, primero se mueve v de tal forma que 
su cola coincida con la punta de u y se defina la suma de u y v como sigue. 


Definición de la adición de vectores Siu y v son vectores posicionados de 
tal manera que el punto inicial de v está en el punto terminal de u, entonces 
la suma u + v es el vector del punto inicial de u al punto terminal de v. 


La definición de la adición de vectores se ilustra en la figura 3. Usted puede ver por 
qué esta definición suele llamarse la ley del triángulo. 


u 


FIGURA 3 FIGURA 4 
La ley del triángulo La ley del paralelogramo 

En la figura 4 se comienza con los mismos vectores u y v como en la figura 3 y se 
traza otra copia de v con el mismo punto inicial que u. Al completar el paralelogramo, 
se Observa que u + v = v + u. Esto también da otra forma de construir la suma: si se 
coloca u y v de tal manera que comiencen en el mismo punto, entonces u + v se ubica 
a lo largo de la diagonal del paralelogramo con u y v como lados. (Esto se llama ley del 
paralelogramo.) 


EJEMPLO 1 Trace la suma de los vectores a y b que se muestran en la figura 5. 


SOLUCIÓN Primero se mueve b y se coloca su cola en la punta de a, cuidando de 
trazar una copia de b que tenga la misma longitud y dirección. Luego se traza el vector 
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a + b [véase la figura 6(a)] comenzando en el punto inicial de a y terminando en el 
punto terminal de la copia de b. 

O bien, se podría colocar b de tal modo que empiece donde comienza a y construir 
a + b por la ley del paralelogramo como en la figura 6(b). 


Visual 12.2 muestra cómo 

funcionan las leyes del triángulo 
y del paralelogramo para varios e 
vectores a y b. i b 


FIGURA 6 (a) (b) a 


Es posible multiplicar un vector por un número real c. (En este contexto al número 
real c se le llama escalar para distinguirlo de un vector.) Por ejemplo, si se quiere que 2v 
sea un vector igual a v + v, el cual tiene la misma dirección que v pero es dos veces más 
largo. En general, un vector por un escalar se multiplica como sigue. 


Definición de la multiplicación por un escalar Si c es un escalar y v un vector, 
entonces el múltiplo escalar cv es el vector cuya longitud es | c | veces la longitud 
de v y cuya dirección es la misma que v si c > 0 y opuesta a v sic < 0. Sic =00 
v = 0, entonces cv = 0. 


Esta definición se ilustra en la figura 7. Vea que los números reales operan aquí como 
factores de escalamiento; por eso se llaman escalares. Observe que dos vectores dife- 
rentes de cero son paralelos si son múltiplos escalares entre sí. En particular, el vector 
—v = (— 1)v tiene la misma longitud que v pero apunta en la dirección opuesta. Se llama 
negativo de v. 


FIGURA 7 y / ly Y as 
Múltiplos escalares de v á í 


Por la diferencia u — v de dos vectores se entiende 
u~ v=u+ (v) 


Así, se puede construir u — v trazando primero el negativo de v, — v, y sumándolo después 
a u por la ley del paralelogramo como en la figura 8(a). O bien, como v + (u — v) = u, el 
vector u — v, cuando se suma v, da u. Así, se podría construir u — v como en la figura 
8(b) por la ley del triángulo. Observe que si u y v comienzan en el mismo punto inicial, 
entonces u — v une la punta de v con la punta de u. 


FIGURA 8 
Trazo de u — v (a) (b) 
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FIGURA 9 


FIGURA 10 
FIGURA 11 
A 45 
AL] (PB, 2) 
| E 
le 
| o x 
A | 
FIGURA 12 


Representaciones de a = (3, 2) 


vector de 
posición de P 


x A(x, 2 B(x+a,, y + a, z + a3) 


FIGURA 13 


Representaciones de a = (a;, a,, a3) 


y 


EJEMPLO 2 Si a y b son los vectores que se muestran en la figura 9, trace a — 2b. 


SOLUCIÓN Primero se traza el vector —2b apuntando en la dirección opuesta a b y 
del doble de su largo. Se le coloca con la cola en la punta de a y luego se emplea la 
ley del triángulo para trazar a + (—2b) como en la figura 10. m 


Ml Componentes 


Para ciertos propósitos es mejor introducir un sistema de coordenadas y tratar los vec- 
tores algebraicamente. Si se coloca el punto inicial de un vector a en el origen de un 
sistema de coordenadas rectangular, el punto terminal de a tiene coordenadas de la forma 
(ai, a) o (a,, a, a3), dependiendo de si el sistema de coordenadas es bi o tridimensional 
(véase la figura 11). Estas coordenadas se llaman los componentes de a y se escribe 


a=(a, a) © a= (a, a), a) 


Se usa la notación (a,, a») para el par ordenado que se refiere a un vector para no confun- 
dirla con el par ordenado (a;, a2), que se refiere a un punto en el plano. 


a= (a, d,) a = (a, dz, 43) 


Por ejemplo, los vectores que aparecen en la figura 12 son todos ellos equivalentes 
al vector OP = (3, 2) cuyo punto terminal es P(3, 2). Lo que tienen en común es que el 
punto terminal se alcanza desde el punto inicial por un desplazamiento de tres unidades 
a la derecha y dos arriba. Todos estos vectores geométricos pueden concebirse como 
representaciones del vector algebraico a = (3, 2). La representación particular OP del ori- 
gen al punto P(3, 2) se llama vector de posición del punto P. 

En tres dimensiones, el vector a = OP = (a, a, az) es el vector de posición del 
punto P(a,, a, az). (Véase la figura 13.) Considere cualquier otra representación AB de a, 
donde el punto inicial es A(x,, yı, zı) y el punto terminal es B(x», yo, z2). Debe tener 
Xi + a = X, Y; + a = Ya, y 21 + a = z, de manera que a; = X — Xi, Qa = Ya — Yi, Y 
a; = Z, — Z,. Se tiene así el resultado siguiente. 


5 
1] Dados los puntos A(x,, yı, 21) y B(x», y», 22), el vector a con representación AB es 


a = (2 — X, Y2 — Yp Z2 — 21) 


EJEMPLO 3 Determine el vector representado por el segmento de recta dirigida con 
punto inicial A(2, —3, 4) y punto terminal B(—2, 1, 1). 


> 
SOLUCIÓN Por (1), el vector correspondiente a AB es 


a = (—2 —2, 1 — (-3), 1 — 4) = (4, 4, -3) E 


YA 
(a, + b,, a, + b») 
+b 
a A ba 
bı 
a | AO 
(45) | dz 
l > 
0 aj b y 
FIGURA 14 
A 
/ l 
| 
| 
ca / | ca, 
| K | 
| ZN | 
a ca; 
FIGURA 15 
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La magnitud o longitud del vector v es la longitud de cualquiera de sus representa- 
ciones y se denota con el símbolo | v | o || v ||. Por el uso de la fórmula de la distancia para 
calcular la longitud de un segmento OP, se obtienen las fórmulas siguientes. 


La longitud del vector bidimensional a = (a, a2) es 
jal = Vaf +a} 
La longitud del vector tridimensional a = (a;, az, az) es 


ja] = yap F a7 Fa} 


¿Cómo se suman algebraicamente los vectores? La figura 14 muestra que si a = (a1, a2) 
y b = (bı, b}, la suma es a + b = (a, + bi, az + b}, al menos para el caso en que 
los componentes son positivos. En otras palabras, para sumar vectores algebraicos se 
suman los componentes correspondientes. De igual manera, para restar vectores se res- 
tan los componentes correspondientes. En los triángulos similares de la figura 15 se ve 
que los componentes de ca son ca, y caz. Así, para multiplicar un vector por un escalar 
se multiplica cada componente por ese escalar. 


Sia = (a, a») y b = (bı, b2}, entonces 
a+b=(a,+b, a, + bù a—b= (a, — b,, a, — b) 
ca = (cai, ca») 
De igual manera, para vectores tridimensionales, 
(ai, a, 43) + (bi, b,, b3) = (a, + bi, a + bz, az + b3) 
(ai, a, 43) — (by, ba, b3) = (a, — bi, az — ba, az — bs) 


cla, 0, a3) = (ca, ca), cas) 


EJEMPLO 3 Sia = (4, 0, 3) y b = (—-2, 1, 5), determine | a | y los vectores a + b, 
a — b, 3b y 2a + 5b. 


SOLUCIÓN a] = /42+ 02 + 32 =y25 =5 


a + b = (4,0, 3) + (-2, 1, 5) 
= (4 + (—2),0 + 1,3 + 5) = (2, 1, 8) 


a — b = (4,0, 3) — (-2, 1, 5) 
= (4 — (—2),0 — 1,3 — 5) = (6, —1, —2) 


3b = 3(-2, 1, 5) = (3(-2), 3(1), 3(5)) = (—6, 3, 15) 


2a + 5b = 2(4, 0, 3) + 5(-2, 1, 5) 
= (8, 0, 6) + (—10, 5, 25) = (-2, 5, 31) a 
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Vectores en n dimensiones se usan Se denota con V, el conjunto de todos los vectores bidimensionales y con V; el conjunto 
para enlistar varias cantidades en de todos los vectores tridimensionales. Más en general, después se tendrá que considerar 
forma organizada. Por ejemplo, el conjunto V, de todos los vectores n-dimensionales. Un vector n-dimensional es una 
los componentes de un vector n-ada ordenada: 

hexadimensional 

z = epa 
p= (Pr P2, P3, P4, P5, Po) a (ar, da, > n 

podrían representar los precios donde a;, az, . . . , 4, son números reales llamados componentes de a. La adición y la 
de seis diferentes ingredientes multiplicación por un escalar se definen en términos de componentes justo como en los 


requeridos para hacer un producto casos n=2yn= 3. 
particular. Vectores tetradimensiona- 
les (x, y, z, t} se emplean en la teoría 


de la relatividad, donde los tres pri- Propiedades de los vectores Si a, b y e son vectores en V, y c y d son escalares, 
meros componentes especifican una 
SEO ; entonces 

posición en el espacio y el cuarto 

representa el tiempo. l.a+b=b+a 2.a+(b+c)=(a+b)+e 
3.a+0=a 4. a+(-a)=0 
5. c(a + b) = ca + cb 6. (c + d)a = ca + da 
7. (cda = c(da) 8. la=a 


Estas ocho propiedades de los vectores pueden verificarse rápidamente en términos 
geométricos o algebraicos. Por ejemplo, la propiedad 1 puede verse en la figura 4 (es 
equivalente a la ley del paralelogramo) o como sigue para el caso n = 2: 


a + b = la, a) + lb, b») —= (a; + bi, da + b») 


Q, = (b, + a, b, + a) T (bi, ba) + (ar, a) 


=b+a 
(a+b)+c | 
=a+(b+c) | A Se puede ver por qué la propiedad 2 (la ley asociativa) es cierta si se examina la figura 
| 16 y se aplica la ley del triángulo varias veces: el vector PO se obtiene ya sea constru- 
yendo primero a + b y después sumando ¢ o sumando a al vector b + ce. 
| Tres vectores en V; desempeñan un papel especial. Sea 
P 


FIGURA 16 
i=(1,0,0) j=(0,1,0) k= (0,0,1) 


Estos vectores i, j y k se llaman vectores de base estándar. Tienen longitud 1 y apuntan 
en la dirección de los ejes x, y y z positivos. De igual forma, en dos dimensiones se defi- 
niói = (1, 0} y j = (0, 1). (Véase la figura 17.) 


(1, 0) j A 
FIGURA 17 o Y 


Vectores de base estándar en V, y V3 (a) (b) 


(a) a=aj¡i+a»)j 


(b) a=aji+a,j+ ak 


FIGURA 18 


Gibbs 


Josiah Willard Gibbs (1839-1903), profe- 
sor de física matemática en Yale College, 
publicó el primer libro sobre vectores, 
Vector Analysis, en 1881. Objetos más 
complicados, llamados cuaterniones, 
habían sido previamente inventados 
por Hamilton como herramientas 
matemáticas para describir el espacio, 
pero no eran fáciles de usar por los 
científicos. Los cuaterniones tienen una 
parte escalar y una parte vectorial. La 
idea de Gibbs fue usar la parte vectorial 
por separado. Maxwell y Heaviside 
tuvieron ideas similares, pero el enfoque 
de Gibbs ha resultado ser el modo más 
conveniente de estudiar el espacio. 


SECCIÓN 12.2 Vectores 803 


Si a = (a;, a», a3), se puede escribir 


a= la, da, az) = (a,,0, 0) + (0, da, 0) + (0, 0, az) 
Z a(l, 0, 0) + a(0, 1, 0) + axío, 0, 1) 
(2) a = aji + aj + ak 


Así, cualquier vector en V; puede expresarse en términos de i, j y k. Por ejemplo, 
(1, -2, 6) = i — 2j + 6k 
De igual modo, en dos dimensiones, se puede escribir 
[B] a = (a, a) = aji + œj 


Véase la figura 18 para la interpretación geométrica de las ecuaciones 3 y 2 y compare 
con la figura 17. 


EJEMPLO 5 Sia =i + 2j — 3k y b = 4i + 7k, exprese el vector 2a + 3b en térmi- 
nos de i, j y k. 


SOLUCIÓN Usando las propiedades 1, 2, 5, 6 y 7 de los vectores, se tiene 
2a + 3b = 2(i + 2j — 3k) + 3(4i + 7k) 


= 2i + 4j — 6k + 12i + 21k = 14i + 4j + 15k E 


Un vector unitario es un vector cuya longitud es 1. Por ejemplo, i, j y k son vectores 
unitarios. En general, si a + 0, entonces el vector unitario con igual dirección que a es 


a u= 


Para comprobar esto, sea c = 1/| a |. Entonces u = ca y c es un escalar positivo, así que 
u tiene la misma dirección que a. Asimismo, 


la| =|ca] =|c|[al| = 77 laļ= 1 


EJEMPLO 6 Determine el vector unitario en la dirección del vector 2i — j — 2k. 


SOLUCIÓN El vector dado tiene longitud 


|2i=j-2k]| = V2? + (1? + (22? = y9 =3 


así, por la ecuación 4, el vector unitario con la misma dirección es 


3Qi—j-2k) =5i1—3j-3k o 


Ml Aplicaciones 


Los vectores son útiles en muchos aspectos de la física y la ingeniería. En el capítulo 13 
se verá cómo describen la velocidad y aceleración de objetos que se mueven en el espa- 
cio. Aquí se examinarán las fuerzas. 

Una fuerza se representa con un vector porque tiene tanto magnitud (medida en libras 
o newtons) como dirección. Si varias fuerzas actúan sobre un objeto, la fuerza resul- 
tante experimentada por el objeto es la suma vectorial de esas fuerzas. 
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FIGURA 19 


FIGURA 20 


EJEMPLO 7 Una carga con masa de 100 kg cuelga de dos alambres, como se muestra 
en la figura 19. Determine las tensiones (fuerzas) T, y T, en ambos alambres y las mag- 
nitudes de las tensiones. 


100 


SOLUCIÓN Primero se expresa T, y T, en términos de sus componentes horizontales y 
verticales. De la figura 20 se deduce que 


(5) T: = —|T,| cos 50° i + |T; | sen 50? j 


(6) T: = |T; 


La fuerza de gravedad que actúa sobre la carga es F = —100(9.8)j = —980j. La resul- 
tante T, + T, de las tensiones sirve de contrapeso a F, así que se debe tener 


cos 32% i + |T; |sen 32° j 


T, + T, = —F = 980j 


Por tanto, 
(| Tı [cos 50° + | T2|cos 329) i + (|T; |sen 50 + | T2| sen 329) j = 980j 
Igualando componentes, se tiene 
—| T; | cos 50° + |T; |cos 32° = 0 
|T; |sen 50° + |T; |sen 32° = 980 


Si se despeja | T, | en la primera de estas ecuaciones y se sustituye en la segunda, se 
obtiene 


| T¡|cos 50° 


29 = 
os 392 sen 3 980 


|T; | sen 50? + 


Así, las magnitudes de las tensiones son 


980 
|T; | = = 839 N 
sen 50° + tan 32° cos 50° 


| T, | cos 50° 


T: = 
y | 2| cos 32° 


= 636 N 


Al sustituir estos valores en (5) y (6), se obtienen los vectores de tensión 
T, = —539i + 643j 


T, = 539i + 3375 m 


12.2 EJERCICIOS 


1. ¿Las cantidades siguientes son vectores o escalares? Explique 


su respuesta. 

(a) El costo de un boleto de cine 

(b) La corriente de un río 

(c) La trayectoria de vuelo inicial de Houston a Dallas 
(d) La población mundial 


2. ¿Cuál es la relación entre el punto (4, 7) y el vector (4, 7)? 
Tlustre con un diagrama. 


3. Mencione todos los vectores iguales en el paralelograma que 
se muestra aquí. 


A B 


D E 


4. Escriba cada combinación de vectores como un vector. 
— => 
(b) RP + PS 
— => — 
(d) RS + SP + PO 


(a) PÒ + OR 
(c) QS — PS 


R 


5. Copie los vectores de la figura y úselos para trazar los 
vectores siguientes. 


(a) u + y (b) u+w 
(c) v + w (d) u-v 
(e) v+u+w (£) u—-w- yv 


AN 


Ww 


6. Copie los vectores de la figura y úselos para trazar los 
vectores siguientes. 


(a) a+b (b) a—b 
(c) Ja (d) —3b 
(e) a + 2b (f) 2b- a 


O 


7. En la figura, la punta de e y la cola de d son ambos el punto 
medio de OR. Exprese e y d en términos de a y b. 
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8. Si los vectores en la figura satisfacen | u | = | v | = 1 y 
u + y + w=0, ¿qué es | w |? 


9-14 Determine un vector a con representación dada por el 
segmento de recta dirigida AB. Trace AB y la representación 
equivalente comenzando en el origen. 


9. A(-2, 1), B(1, 2) 10. A(=5, —1), B(=3, 3) 
11. A(3, —1), B2, 3) 12. A(3,2), B(1, 0) 
13. A(0, 3, 1), B(2, 3, —1) 14. A(0, 6, —1), BB, 4, 4) 


15-18 Determine la suma de los vectores dados e ilustre 
geométricamente. 


15. (—1, 5), (6, —1) 
17. (3,0, 1), (0, 8, 0) 


16. (3, —3), (1, 6) 
18. (1, 3, —2), (0, O, 6) 


19-22 Determine a + b, 4a + 2b, 
19. a = (-3,4),b = (9, —1) 
20. a = 5i + 3j, b = —i — 2j 
21. a = 4i — 3j + 2k, b = 2i — 4k 
22. a = (8, 1, -4),b = (5, —2, 1) 


aļyļa-b]. 


23-25 Determine un vector unitario que tenga la misma dirección 
que el vector dado. 


23. (6, —2) 
25. 8i — j + 4k 


24. —5i + 3j — k 


26. Determine el vector con la misma dirección que (6, 2, —3), 
pero con longitud 4. 


27-28 ¿Cuál es el ángulo entre el vector dado y la dirección 
positiva del eje x? 


27.i+ 3j 28. 8i + 6j 


29. Si v se ubica en el primer cuadrante y hace un ángulo 7/3 
con el eje x positivo y | v | = 4, determine v en forma de 
componente. 


30. Si un niño tira de un trineo en la nieve sobre un camino 
parejo con una fuerza de 50 N ejercida a un ángulo de 38° 
sobre la horizontal, determine los componentes horizontal y 
vertical de la fuerza. 


31. Un mariscal de campo lanza un balón con un ángulo de 
elevación de 40° y una rapidez de 60 pies/s. Determine los 
componentes horizontal y vertical del vector de velocidad. 
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32-33 Determine la magnitud de la fuerza resultante y el ángulo 
que forma con el eje x positivo. 


32. y 33. 
7 20N 
A 
É > 
0 302 x 
à I6N 
34. La magnitud de un vector de velocidad se llama rapidez. 


35. 


36. 


37. 


Suponga que un viento sopla desde la dirección N45%0 

con una rapidez de 50 km/h. (Esto significa que la dirección 
desde la que sopla el viento se encuentra 45° al oeste de la 
dirección norte.) Un piloto conduce un avión en la dirección 
N60°E a una rapidez propia (rapidez en aire quieto) de 

250 km/h. El curso real, o trayectoria, del avión es la 
dirección de la resultante de los vectores de velocidad 

del avión y el viento. La rapidez en tierra del avión es la 
magnitud de la resultante. Determine el curso real y la rapidez 
en tierra del avión. 


Una mujer camina al oeste en la cubierta de un barco a 5 
km/h. El barco se dirige al norte a una rapidez de 35 km/h. 
Determine la rapidez y dirección de la mujer en relación con 
la superficie del agua. 


Sogas de 3 y 5 m de longitud son sujetadas a un elemento 
decorativo suspendido sobre una plaza pública. La decoración 
tiene una masa de 5 kg. Las sogas, sujetadas a diferentes 
alturas, forman ángulos de 52° y 40° con la horizontal. 
Determine la tensión en cada alambre y la magnitud de cada 
tensión. 


40° 


Un aparejo de poleas está suspendido en una bodega con 
sogas de 2 y 3 m de longitud. El aparejo pesa 350 N. Las 
sogas, sujetadas a diferentes alturas, forman ángulos de 50° y 
38° con la horizontal. Determine la tensión en cada soga y la 
magnitud de cada tensión. 


2m 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


La tensión T en cada extremo de una cadena tiene una 
magnitud de 25 N (véase la figura). ¿Cuál es el peso de la 
cadena? 

‘S / 


S ri 
37° ASN, AN 37° 
Q 7 


> Y 
> / 


Un barquero desea cruzar un canal de 3 km de ancho y quiere 
desembarcar en un punto 2 km río arriba de su punto de 
partida. La corriente del canal fluye a 3.5 km/h y la rapidez 
de la embarcación es de 13 km/h. 

(a) ¿Qué dirección debe seguir el barquero? 

(b) ¿Cuánto tiempo durará el trayecto? 


Tres fuerzas actúan sobre un objeto. Dos de ellas están en un 
ángulo de 100° entre sí y tienen magnitudes de 25 N y 12 N. 
La tercera es perpendicular al plano de esas dos fuerzas y 
tiene una magnitud de 4 N. Calcule la magnitud de la fuerza 
que contrarrestaría exactamente a estas tres fuerzas. 


Determine los vectores unitarios paralelos a la recta tangente 
a la parábola y = x? en el punto (2, 4). 


(a) Determine los vectores unitarios paralelos a la recta 
tangente a la curva y = 2 sen x en el punto (7/6, 1). 

(b) Determine los vectores unitarios perpendiculares a esa 
recta tangente. 

(c) Trace la curva y = 2 sen x y los vectores de los incisos (a) 
y (b) comenzando en (7/6, 1). 


Si A, B y C son los vértices de un triángulo, determine 
— — =>o 
AB + BC + CA 
Sea C el punto del segmento de recta AB que está dos veces 


más lejos de B que de A. Sia = OA, b = OB, y e = OC, 
demuestre que e = ĝa + 4b. 


(a) Trace los vectores a = (3, 2), b = (2, —1) y e = (7, 1). 

(b) Demuestre, por medio de un diagrama, que hay escalares 
s y t tales que c = sa + tb. 

(c) Use el diagrama para estimar los valores de s y t. 

(d) Determine los valores exactos de s y t. 


Suponga que a y b son vectores diferentes de cero no 
paralelos y que e es cualquier vector en el plano determinado 
por a y b. Dé un argumento geométrico para demostrar que e 
puede escribirse como e = sa + tb para escalares adecuados 
s y t. Dé después un argumento usando componentes. 


Sir = (x, y, z} y Fo = (Xo, Yo, Zo), describa el conjunto de todos 
los puntos (x, y, z) tales que |r — ro] = 1. 


Sir = (x, y), ri = (Xi, Y) y r2 = (2%, ya), describa el conjunto 
de todos los puntos (x, y) tales que |r — r,| + |r — r| = k, 
donde k > |r; — rl. 


La figura 16 da una demostración geométrica de la propiedad 
2 de los vectores. Use componentes para dar una prueba 
algebraica de este axioma para el caso n = 2. 


50. 


51. 


52. 


Pruebe algebraicamente la propiedad 5 de los vectores para 
el caso n = 3. Use después triángulos similares para dar una 
prueba geométrica. 


Use vectores para comprobar que la recta que une los puntos 
medios de dos lados de un triángulo es paralela al tercer lado 
y de la mitad de su longitud. 


Suponga que tres planos coordenados han sido cubiertos 
con espejos y que un rayo luminoso dado por el vector 

a = (ai, a,, az) cae primeramente sobre el plano xz, como 

se muestra en la figura. Use el dato de que el ángulo de 
incidencia es igual al ángulo de reflexión para demostrar que 


la dirección del rayo reflejado está dada por b = (ai, —a», ax). 


Deduzca que, después de ser reflejado por los tres espejos 
mutuamente perpendiculares, el rayo resultante es paralelo 
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al rayo inicial. (Científicos espaciales estadounidenses 
emplearon este principio, junto con rayos láser y una serie 
de espejos angulares sobre la luna, para calcular con gran 
precisión la distancia de la Tierra a la luna.) 


Hasta aquí se han sumado dos vectores y multiplicado un vector por un escalar. Surge 
la pregunta: ¿es posible multiplicar dos vectores de tal manera que su producto sea una 
cantidad útil? Un producto así es el producto punto, cuya definición aparece enseguida. 
Otro es el producto cruz, que se analizará en la sección siguiente. 


11) Definición Si a = (a, a, az) y b = (bı, b», ba), el producto punto de a y b es 


el número a + b dado por 


a:b= abı + a»b, + azb; 


Así, para determinar el producto punto de a y b, se multiplican los componentes 
correspondientes y se suman. El resultado no es un vector. Es un número real, es decir un 
escalar. Por esta razón, al producto punto también se le conoce como producto escalar 
(o producto interno). Aunque la definición 1 se da para vectores tridimensionales, el 
producto punto de vectores bidimensionales se define en forma similar: 


(ar, a) E (br, b2) = ayb, + ab 


EJEMPLO 1 
(2,4 : (3, —1) = 23) + 4-1) = 2 
(1,7, 4) - (6,2, 1) =(-D00) + 72) + 4-1) =6 
(i + 2j — 3k) - (2j — k) = 1(0) + 2(2) + (361) = 7 E 


El producto punto obedece muchas de las leyes que se aplican a los productos ordina- 
rios de números reales. Estas se enuncian en el teorema siguiente. 


escalar, entonces 


1. a-a=]la| 


5.0:a=0 


[2] Propiedades del producto punto Sia, b y e son vectores en V; y c es un 


3. a:(b+c)=a:b+a:c 


2.a:b=b-:a 
4. (ca): b = c(a : b) = a : (cb) 
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Estas propiedades se comprueban fácilmente usando la definición 1. Por ejemplo, he 
aquí las comprobaciones de las propiedades 1 y 3: 

l. a:a =a? + a +a = |a 

3. a: (b + ¢) = (a, a, a) * (bi + ci, b2 + c2, b3 + c3) 
as(b, + cı) + a(b + c2) + axlb3 + c3) 


abı + aC; + ab, + (142Ca2 + azb; + (43C3 
= (a¡b; + ab, + azb3) + (ac; + d2Ca + a3c3) 


a:b+a:c 
Las comprobaciones de las propiedades restantes se dejan como ejercicios. E 


El producto punto a : b puede recibir una interpretación geométrica en términos del 
ángulo 0 entre a y b, el cual se define como el ángulo entre las representaciones de a 
y b que parten del origen, donde O = 0 < ~. En otras palabras, 0 es el ángulo entre los 
segmentos de recta OA y OB de la figura 1. Observe que si a y b son vectores paralelos, 
entonces 9 = 000 = T. 

La fórmula del teorema siguiente es usada por los físicos como la definición del pro- 
ducto punto. 


[3] Teorema Si 0 es el ángulo entre los vectores a y b, entonces 


a-b=|a||b|cos 0 


COMPROBACIÓN Si se aplica la ley de los cosenos al triángulo OAB de la figura 1, se 
obtiene 


(4) | AB 


(Observe que la ley de los cosenos no deja de aplicarse en los casos límite en que 0 = 0 
or,oa=00b=0.)Pero|O0A|=|al|,|OB|=|b|y|AB|=|a — b |, así que la 
ecuación 4 se convierte en 


? =|OA[ + |OB|? — 2|OA||OB| cos 0 


> 


B la — b|? = |a}? + |b} — 2|a]|b] cos 9 


Si se usan las propiedades 1, 2 y 3 del producto punto, el miembro izquierdo de esta 
ecuación puede reescribirse como sigue: 


|a — b|? = (a — b) - (a — b) 


=a:a-a:b-b:a+b-:b 


a 


= al? - 2a-b+|b 


Por tanto, la ecuación 5 da 
|a}? — 2a-b +|b|? = Jal? + |b|? — 2]a||b| cos 6 
Así, —2a : b = —2 | a | | b | cos 0 


o a:b=]lal||b|cos0 a 
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EJEMPLO 2 Si los vectores a y b tienen longitudes de 4 y 6 y el ángulo entre ellos es 
71/3, determine a : b. 


SOLUCIÓN Usando el teorema 3, se tiene 
a-b=|a||b|cos(1/3) =4-6-)= 12 E 


La fórmula del teorema 3 también permite determinar el ángulo entre dos vectores. 


[6] Corolario Si 0 es el ángulo entre los vectores diferentes de cero a y b, entonces 
a:b 
la|[b] 


cos O = 


EJEMPLO 3 Determine el ángulo entre los vectores a = (2, 2, —1) y b = (5, —3, 2). 


SOLUCIÓN Como 


jajar LS A EA ENR 
y como 
a : b = 2(5) + 2-3) + (=C 1)2) = 2 


del corolario 6 se desprende que 
a:b 2 


lallb] 3/38 


cos 0 = 


Así, el ángulo entre a y b es 


2 
0 = cos™! 2) = 1.46 (0 842 =] 
( ) 


Dos vectores diferentes de cero a y b se llaman perpendiculares u ortogonales si el 
ángulo entre ellos es 0 = 7/2. Entonces, el teorema 3 da 


a-b=|a||b|cos(7/2) = 0 
y, a la inversa, si a : b = 0, entonces cos 0 = 0, así que 0 = 71/2. El vector cero 0 se con- 


sidera perpendicular a todos los vectores. En consecuencia, se tiene el método siguiente 
para determinar si dos vectores son ortogonales. 


Dos vectores a y b son ortogonales si y solo si a : b = 0. 


EJEMPLO 4 Demuestre que 2i + 2j — k es perpendicular a 5i — 4j + 2k. 
SOLUCIÓN Como 


Qi + 2j — k) : (Si — 4j + 2k) = 2(5) + 2(-4) + (-D)QG) = 0 


estos vectores son perpendiculares por (7). a 
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a? az 
0 agudo 
a:b= 
7 0= 1/2 
a"b<0 
0 b 0 obtuso 
a 


FIGURA 2 


Visual 12.3A muestra una 
animación de la figura 2. 


FIGURA 3 


Como cos 0 > 0 si 0 = 0 < 1/2 y cos 0 < 0 si T/2 < 0 <=, se ve que a : b es posi- 
tivo para O < 711/2 y negativo para O > 7/2. Se puede concebir que a - b mide el grado 
en que a y b apuntan en la misma dirección. El producto punto a : b es positivo si a y b 
apuntan en la misma dirección general, O si son perpendiculares, y negativo si apuntan 
en direcciones generalmente opuestas (véase la figura 2). En el caso extremo en que a y 
b apuntan exactamente en la misma dirección, se tiene 0 = 0, así que cos O = 1 y 


a-b=/a||b| 


Si a y b apuntan en direcciones exactamente opuestas, entonces se tiene 0 = m, así que 
cos0 =—1ya-b=-—Ja||bl. 


E Ángulos de dirección y cosenos directores 


Los ángulos de dirección de un vector a diferente de cero son los ángulos «, B y y (en 
el intervalo [0, 7]) que a forma con los ejes x, y y z positivos, respectivamente. (Véase 
la figura 3.) 

Los cosenos de estos ángulos de dirección, cos œ, cos 6 y cos y, se llaman cosenos 
directores del vector a. Usando el corolario 6 con b reemplazada por i, se obtiene 


cos œ = a-l zA 


(Esto también puede deducirse directamente de la figura 3.) 
De igual manera, también se tiene 


a2 a3 
(9) cos B = la] 2 


Tras elevar al cuadrado las expresiones en las ecuaciones 8 y 9 y sumar, se observa que 


cosa + cos*B + cos?y = 1 
También se pueden usar las ecuaciones 8 y 9 para escribir 
a = (a, ar, as) = (|a| cos a, |a| cos B, |a| cos y) 
= |a |(cos a, cos B, cos y) 
Por tanto, 
(11) Ti = (cos q, cos ß, cos y) 


lo que indica que los cosenos directores de a son los componentes del vector unitario en 
la dirección de a. 


EJEMPLO 5 Determine los ángulos de dirección del vector a = (1, 2, 3). 


SOLUCIÓN Como |a| = y1? + 2? + 32 = y14, las ecuaciones 8 y 9 dan 


COS = === COS = COS m 
E J4 B= i3 Y J4 


Visual 12.3B muestra cómo 
cambia la figura 4 cuando 
se varía a y b. 


\ 
u> 2 
za 
proy, b 
FIGURA 4 


Proyecciones vectoriales 


P 


|b| cos € = comp, b 


FIGURA 5 


Proyección escalar 


FIGURA 6 
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Ml Proyecciones 


So > 


La figura 4 muestra representaciones PO y PR de dos vectores a y b con el mismo punto 
inicial P. Si S es el pie de la perpendicular de R a la recta que contiene PQ, entonces el 
vector con representación PS se llama proyección vectorial de b en a y se denota con 
proy, b. (Usted puede concebir esto como una sombra de b.) 

La proyección escalar de b en a (también llamada componente de b a lo largo de 
a) se define como la magnitud con signo de la proyección vectorial, la cual es el número 
|b| cos 6, donde 9 es el ángulo entre a y b. (Véase la figura 5.) Esto se denota con comp, b. 
Obsérvese que esta cantidad es negativa si 71/2 < 0 < m. La ecuación 


a-b=Ja]|b|cos 0 = |a|(|b] cos 0) 
muestra que el producto punto de a y b puede interpretarse como la longitud de a multi- 
plicada por la proyección escalar de b en a. Como 
acb a 


la| fal 


|b] cos 6 = 


el componente de b a lo largo de a puede calcularse tomando el producto punto de b 
con el vector unitario en la dirección de a. Estas ideas se resumen como sigue. 


Proyección escalar de b en a: comp, b = 


a) a a:b 


Proyección vectorial de b en a: proya b = ( la] 
a 


Observe que la proyección vectorial es la proyección escalar multiplicada por el vector 
unitario en la dirección de a. 


EJEMPLO 6 Determine la proyección escalar y la proyección vectorial de 
b =(1,1,2)ena = (-2, 3, 1). 


SOLUCIÓN Como |a| = V(=2Y + 32 + 1? = //14, la proyección escalar de b en a 
es 


a-b (2D) +30) +12) 3 


jal Jia Via 


La proyección vectorial es esta proyección escalar multiplicada por el vector unitario en 
la dirección de a: 


y e E 3 9 3 E 
ma Jal H T’ 14 14 


Un uso de las proyecciones ocurre en física al calcular trabajo. En la sección 6.4 se 
definió el trabajo hecho por una fuerza constante F al mover un objeto por una distancia 
d como W = Fd, pero esto solo se aplica cuando la fuerza se dirige a lo largo de la línea 
de movimiento del objeto. Suponga, sin embargo, que la fuerza constante es un vector 
F = PR que apunta en otra dirección, como en la figura 6. Si esa fuerza mueve el objeto 
de P a Q, el vector de desplazamiento es D = PO. El trabajo realizado por esta fuerza 
se define como el producto del componente de la fuerza a lo largo de D y la distancia 
recorrida: 


W= (|F | cos 6) | D| 
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Pero por el teorema 3 se tiene 


02) 


W=|F||D|cose =F-D 


Así, el trabajo realizado por una fuerza constante F es el producto punto F - D, donde D 
es el vector de desplazamiento. 


f EJEMPLO 7 Una carretilla es tirada por una distancia de 100 m a lo largo de una 
trayectoria horizontal por una fuerza constante de 70 N. El tirador de la carretilla se 


mantiene en un ángulo de 35° sobre la horizontal. Determine el trabajo efectuado por la 


fuerza. 
F SOLUCIÓN Si F y D son los vectores de fuerza y de desplazamiento, como se ilustra en 
350 la figura 7, el trabajo realizado es 


FIGURA 7 


1. ¿Cuáles de las expresiones siguientes tienen sentido? ¿Cuáles 


W=F-D=|F||D| cos 35? 


= (70)(100) cos 35% = 5734 N-m = 5734 J E 
EJEMPLO 8 Una fuerza está dada por un vector F = 3i + 4j + 5k y mueve una 
partícula del punto P(2, 1, 0) al punto Q(4, 6, 2). Determine el trabajo realizado. 
SOLUCIÓN El vector de desplazamiento es D = PÓ = (2, 5, 2), así que por la 
ecuación 12 el trabajo realizado es 

W=F-:D=(3,4,5) : (2,5,2) 
= 6 + 20 + 10 = 36 

Si la unidad de longitud es metros y la magnitud de la fuerza se mide en newtons, 
entonces el trabajo realizado es 36 J. E 


12.3 EJERCICIOS 


no lo tienen? Explique su respuesta. 
(a) (a: b)-c 

(b) (a : bje 

(c) la| (b : e) 

(d) a: (b +c) 

(e) a:b+e 

(1) |a]: (b+o) 


2-10 Determine a : b. 


2. 
3. a = (1.5, 0.4), b = (-4, 6) 

4. a = (6, 4, 1), b = (2, 5, —9) 

5. a = (1.9, 3.6, —1.1), b = (2.1, —2.2, -4.1) 
6. 
7 
8 
9 


10. 


a = (5, —2), b = (3, 4) 


a = (s, 2s, 35), b = (t, —t, 5t) 


. a =i— 2j + 3k, b = 5i + 9k 
. a =i— 3j + 4k, b = 8i + 2j + 6k 
. la] =7, 


b| = 4, el ángulo entre a y b es 30° 
la] = 80, 


b| = 50, el ángulo entre a y b es 37/4 


11-12 Si u es un vector unitario, determine u - v y u : W. 


11. 12. u 


13. (a) Demuestre quei:j=j-:k=k-i=0. 
(b) Demuestre quei:i=j-j=k-k=1. 

14. Un vendedor ambulante vende a hamburguesas, b hot dogs y 
c refrescos en un día dado. Cobra $4 por hamburguesa, $2.50 
por hot dog y $1 por refresco. Si A = (a, b, c} y P = (4, 2.5, 1), 
¿cuál es el significado del producto punto A - P? 


15-20 Determine el ángulo entre los vectores. (Determine 
primero una expresión exacta y después aproxime al grado más 
cercano.) 


15. a = (4, 3), b = (2, —1) 
16. a = (—2, 5), b = (5, 12) 


17. a = (1, —4, 1), b = (0,2, —2) 
18. a = (—1, 3, 4), b = (5, 2, 1) 
19. a = 4i — 3j + k, b = 2i — k 
20. a = 8i — j + 4k, b = 4j + 2k 


21-22 Determine, al grado más cercano, los tres ángulos de cada 
triángulo con los vértices dados. 


21. PQ, 0), 0(0, 3), RGB, 4) 
22. A(1, 0, —1), BB, —2, 0), C(1, 3, 3) 


23-24 Determine si los vectores dados son ortogonales, paralelos 
o ninguno de los dos. 


23. (a) a = (9, 3), b = (-2, 6) 
(b) a = (4, 5, —2), b = (3, —1, 5) 
(c) a = —8i + 12j + 4k, b = 6i — 9j — 3k 
(d) a = 3i — j + 3k, b = 5i + 9j — 2k 
24. (a) u = (—5, 4, —2), v = (3, 4, —1) 
(b) u = 9i — 6j + 3k, v = —6i + 4j — 2k 
(c) u = (c, c, c), v = (c, 0, —c) 


25. Use vectores para decidir si el triángulo con vértices 
P(1, —3, —2), Q(2, 0, —4) y R(6, —2, —5) es rectángulo. 


26. Determine los valores de x tales que el ángulo entre los 
vectores (2, 1, —1) y (1, x, 0) sea de 45°. 


27. Determine un vector unitario que sea ortogonal tanto ai + j 
como ai + k. 


28. Determine dos vectores unitarios que formen un ángulo de 
60°con v = (3, 4). 


29-30 Determine el ángulo agudo entre las rectas. 
29. 2x — y =3, 3x +y=7 
30. x+2y=7,5x-y=2 


31-32 Determine los ángulos agudos entre las curvas en sus 
puntos de intersección. (El ángulo entre dos curvas es el ángulo 
entre sus rectas tangentes en el punto de intersección.) 


31. y= 2, y= X 


32. y= senx, y=cosx, 0<x=<11/2 


33-37 Determine los cosenos directores y ángulos de dirección 
del vector. (Dé los ángulos de dirección al grado más cercano.) 


33. (2, 1, 2) 

34. (6,3, —2) 

35. i — 2j — 3k 

36. li +j+k 

37. (c,c,c), donde c > 0 
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38. Si un vector tiene ángulos de dirección æ = 7/4 y B = 1/3, 
determine el tercer ángulo de dirección y. 


39-44 Determine las proyecciones escalar y vectorial de b en a. 
39. a = (4, 3), b = (6, 7) 

40. a = (— 1,6), b = (2, 5) 

41. a = (4,7, -4),b = (3, —1, 1) 

42. a = (—1, 4, 8), b = (12, 1, 2) 

43. a = 3i — 3j + k, b = 2i + 4j — k 

44. a =i + 2j + 3k, b = 5i — k 


45. Demuestre que el vector ort,b = b — proy,b es ortogonal a a. 
(Esto se llama proyección ortogonal de b.) 


46. Para los vectores del ejercicio 40, determine ort,b e ilustre 
trazando los vectores a, b, proy,b y ort,b. 


47. Sia = (3, 0, —1), determine un vector b tal que comp,b = 2. 


48. Suponga que a y b son vectores diferentes de cero. 
(a) ¿En qué circunstancias comp,b = compa? 
(b) ¿En qué circunstancias proy,b = proy,a? 


49. Determine el trabajo realizado por una fuerza F = 8i — 6j + 9k 
que mueve un objeto del punto (0, 10, 8) al punto (6, 12, 20) 
a lo largo de una línea recta. La distancia se mide en metros y 
la fuerza en newtons. 


50. Un camión de remolque arrastra un automóvil descompuesto 
a lo largo de una calle. La cadena forma un ángulo de 30° 
con la calle y la tensión en la cadena es de 1500 N. ¿Cuánto 
trabajo realiza el camión para tirar del auto a lo largo de 
1 km? 


51. Una mujer ejerce una fuerza horizontal de 140 N sobre una 
caja al subirla por una rampa de 4 m de largo e inclinada en 
un ángulo de 20° sobre la horizontal. Determine el trabajo 
realizado sobre la caja. 


52. Determine el trabajo efectuado por una fuerza de 100 N que 
actúa en la dirección N50°W al mover un objeto 5 m al oeste. 


53. Use una proyección escalar para demostrar que la distancia de 
un punto P,(x,, yı) a la recta ax + by + c = 0 es 


|axı + by¡ + c| 


ya? + b? 


Emplee esta fórmula para hallar la distancia del punto (—2, 3) 
a la recta 3x — 4y + 5 = 0. 


54. Sir = (x, y, z}, a = (ai, a, az) y b = (bı, bz, b3), demuestre 
que la ecuación vectorial (r — a) : (r — b) = O representa 
una esfera y determine su centro y radio. 


55. Determine el ángulo entre una diagonal de un cubo y una de 
sus aristas. 
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56. Determine el ángulo entre una diagonal de un cubo y una 60. Suponga que todos los lados de un cuadrilátero son 
diagonal de una de sus caras. iguales en longitud y que los lados opuestos son paralelos. 
Use métodos vectoriales para demostrar que las diagonales 


57. Una molécula de metano, CH,, se compone de cuatro átomos À 
son perpendiculares. 


de hidrógeno en los vértices de un tetraedro regular y un 


átomo de carbono en el centroide. El ángulo de enlace es 61. Use el teorema 3 para comprobar la desigualdad de 
el ángulo formado por la combinación H—C—H; este es el Cauchy-Schwarz: 

ángulo entre las rectas que unen el átomo de carbono con la - b| <|a][b| 

dos de los átomos de hidrógeno. Demuestre que el ángulo 

de enlace es de alrededor de 109.5”. [Sugerencia: tome los 62. La desigualdad del triángulo para vectores es 
vértices del tetraedro como los puntos (1, 0, 0), (0, 1, 0), la $ b| < lal $ Ib] 


(0,0, 1) y (1, 1, 1), como se muestra en la figura. Entonces 


1 1 


elicentroide es E L 21 (a) Dé una interpretación geométrica de la desigualdad del 


triángulo. 

(b) Emplee la desigualdad de Cauchy-Schwarz del ejercicio 
61 para comprobar la desigualdad del triángulo. [Suge- 
rencia: use el dato de que la ł b} = (a + b): (a + b) 
y emplee la propiedad 3 del producto punto.] 


63. La ley del paralelogramo sostiene que 
la +bP + la — b|? =2]a!? + 2]bP 
(a) Dé una interpretación geométrica de la ley del paralelo- 
gramo. 


(b) Compruebe la ley del paralelogramo. (Véase la sugeren- 
cia del ejercicio 62.) 


64. Demuestre que si u + v y u — v son ortogonales, entonces 


58. Sic = |a|b + |b| a, donde a, b y e son vectores diferentes f $ 
los vectores u y v deben tener la misma longitud. 


de cero, demuestre que ¢ biseca el ángulo entre a y b. 


59. Compruebe las propiedades 2, 4 y 5 del producto punto 65. Si 0 es el ángulo entre los vectores a y b, demuestre que 


(teorema 2). proyab : proypa = (a : b) cos? 0 


12.4 El producto cruz 


Dados los dos vectores diferentes de cero a = (a,, a», az) y b = (bı, ba, b3), es muy útil 
poder determinar un vector e diferente de cero perpendicular tanto a a como a b, como 
se verá en la sección siguiente y en los capítulos 13 y 14. Si e = (c1, C2, c3) es ese vector, 
entonces a: c = 0 y b : e =0, y por tanto 


1) ac; + arc), + ac = 0 
(2) bic; + bcz + b3c3 =0 


Para eliminar cz se multiplica (1) por b; y (2) por a; y se resta: 


(3) (aib; — azb,)c, + (ab; — azb,)c, = 0 


La ecuación 3 tiene la forma pc, + qc, = O, para la que una solución obvia es cı = q y 
cı = —p. Así, una solución de (3) es 
cı = ab; — ab, c2 = abı — ab; 
Al sustituir estos valores en (1) y (2) se obtiene 
c3 = ayb, — ab; 
Esto significa que un vector perpendicular tanto a a como a b es 


(ci, C2, 03) = (ab; — azb, azb; — aib, ayb, — abı) 


El vector resultante se llama producto cruz de a y b y se denota con a X b. 


Hamilton 


El producto cruz fue inventado por el 
matemático irlandés sir William Rowan 
Hamilton (1805-1865), quien había 
creado un precursor de los vectores, 
llamado cuaterniones. Cuando tenía 
cinco años de edad, Hamilton ya sabía 
leer en latín, griego y hebreo. A los ocho 
años añadió el francés e italiano y a los 
diez ya sabía leer en árabe y sánscrito. 
Alos 21, cuando aún era estudiante 

de licenciatura en el Trinity College de 
Dublín, ¡fue nombrado profesor de as- 
tronomía de la universidad y astrónomo 
real de Irlanda! 
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(4) Definición Si a = (a,, a, az) y b = (b,, bə, b3), el producto cruz de a y b es 
el vector 


a X b = (mab; — azb, azb; — aibs, aib — abı) 


Observe que el producto cruz a X b de dos vectores a y b, a diferencia del pro- 
ducto punto, es un vector. Por esta razón también se le conoce como producto vectorial. 
Nótese que a X b se define solo para el caso en que a y b son vectores tridimensionales. 

A fin de recordar con más facilidad la definición 4, se usa la notación de los determi- 
nantes. Un determinante de orden 2 se define con 


a b 
c d 


= ad — bc 


(Multiplique las diagonales y reste.) Por ejemplo, 


= 2(4) — 1(-6) = 14 


Un determinante de orden 3 puede definirse en términos de determinantes de segundo 
orden como sigue: 


Observe que cada término en el miembro derecho de la ecuación 5 involucra un número a; 
en la primera fila del determinante y que a; se multiplica por el determinante de segundo 
orden obtenido del miembro izquierdo eliminando la fila y columna en la que aparece a;. 
Adviértase también el signo menos en el segundo término. Por ejemplo, 


J = 
0 1 3 
a tga Es E 
-5 4 2 
= 1(0 — 4) — 2(6 + 5) + (-1)(12 — 0) = —38 


Si se reescribe ahora la definición 4 usando determinantes de segundo orden 
y los vectores de base estándar i, j y k, se verá que el producto cruz de los vectores 
a= aji + dj + azk y b a bii + b»j + b3k es 


da @3 


b2 b; 


a; d3 


bi b; 


aj 2 


bi bz 


[6] a xX b= 


j+ k 


En vista de la semejanza entre las ecuaciones 5 y 6, a menudo se escribe 


i j k 
axb=la a @ 
bi b b; 


Aunque la primera fila del determinante simbólico de la ecuación 7 consta de vectores, 
si se desarrolla como si fuera un determinante ordinario usando la regla de la ecuación 5, 


816 CAPÍTULO 12 Vectores y la geometría del espacio 


se Obtiene la ecuación 6. La fórmula simbólica de la ecuación 7 es probablemente la 
manera más fácil de recordar y calcular productos cruz. 


EJEMPLO 1 Sia = (1, 3, 4) y b = (2, 7, —5), entonces 


ij k 

axb=|1 3 4 
237 -5 
la aloo oah olg 
LA a A 2 7 


= (-15 — 28)i — (—5 — 8) + (7 — 6)k = -43i+ 13j + k a 


EJEMPLO 2 Demuestre que a X a = ( para cualquier vector a en V3. 
SOLUCIÓN Sia = (a,, a», az), entonces 


ij k 
axa=|4 d 4 
a; d d3 

7 (aras azar) i = (aia; = azai) j T (aiaz = a241) k 


=0i-0j+0k=0 a 


Se construye el producto cruz a X b para que fuera perpendicular tanto a a como a b. 
Esta es una de las propiedades más importantes de un producto cruz, así que enfatícelo y 
compruébelo en el teorema siguiente y dé una prueba formal. 


Teorema El vector a X b es ortogonal tanto a a como a b. 


COMPROBACIÓN A fin de demostrar que a X b es ortogonal a a, se calcula su producto 
punto como sigue: 


d2 d3 


bı b; 


dı a3 


bi b; 


dı da 


aXb):a 
( ) bb, 


> da + 


a3 


A ailazb3 — azb,) — az(aib3 — abı) + azlaibə — abı) 


= a142b3 E ajbraz = a142b3 + b,azaz + ajbraz = b,azaz 


=0 


Un cálculo similar demuestra que (a X b) - b = 0. Por tanto, a X b es ortogonal 
aayab. m 


Si a y b se representan con segmentos de recta dirigida con el mismo punto inicial 
FIGURA 1 (como en la figura 1), el teorema 8 indica que el producto cruz a X b apunta en una direc- 
La regla de la mano derecha da la ción perpendicular al plano que pasa por a y b. Resulta que la dirección de a X b está 
dirección de a X b. dada por la regla de la mano derecha: si usted dobla los dedos de su mano derecha en la 


Visual 12.4 muestra cómo 
cambia a X b al cambiar b. 


Caracterización geométrica de a X b 


b | [b] seno 

| — y 
o d 
FIGURA 2 
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dirección de una rotación (a través de un ángulo de menos de 180°) de a a b, su pulgar 
apuntará en la dirección de a X b. 

Ahora que se conoce la dirección del vector a X b, para completar su descripción 
geométrica falta su longitud | a X b |. Esta está dada por el teorema siguiente. 


[9] Teorema Si 6 es el ángulo entre a y b (de tal manera que O = 0 < 77), entonces 


laxb|=|al||b|sen0 


COMPROBACIÓN De las definiciones del producto cruz y la longitud de un vector se 
deduce que 


|a X b|? = (ab; — azb} + (azbı — arb3Y + (aib — azb}? 
= azb? = 2a,a43bb3 + azb? + azb? = 2aia3bıb3 F aib? 


+ afb? — 2aja»bib, + a?b? 


= (a? + az + a)(b? + b? + b$) — (ayb, + ab + azb3y 
= lal?|bl? — (a - b? 

= |a|? |b|? — |a!?|b|?cos% (por el teorema 12.3.3) 

= |a|? |b[ (1 — cos?0) 

= la[?|b|?sen*e 


Si se toman las raíces cuadradas y se observa que ysen?0 = sen 0 porque sen 0 > 0 
cuando O = O < Tr, se tiene 


laxb|=|al||b|sen6 m 


Como un vector está completamente determinado por su magnitud y dirección, ahora 
puede decirse que a X b es el vector perpendicular tanto a a como a b, cuya orientación 
es determinada por la regla de la mano derecha y cuya longitud es |a| |b| sen 60. De 
hecho, así es justamente como los físicos definen a X b. 


Corolario Dos vectores diferentes de cero a y b son paralelos si y solo si 


axb=0 


COMPROBACIÓN Dos vectores diferentes de cero a y b son paralelos si y solo si 9 = 0 
o 7. En cualquier caso, sen 0 = 0, así que | a X b | = 0 y por tanto a X b = 0. m 


La interpretación geométrica del teorema 9 puede verse examinando la figura 2. Si a 
y b se representan con segmentos de recta dirigida con el mismo punto inicial, entonces 
determinan un paralelogramo con base |a|, altura |b | sen 0 y área 


A=|lal(|b| sen 0) =| a x b | 


Se tiene entonces la siguiente manera de interpretar la magnitud de un producto cruz. 
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La longitud del producto cruz a X b es igual al área del paralelogramo determinado 
por a y b. 


EJEMPLO 3 Determine un vector perpendicular al plano que pasa por los puntos 
P(1, 4, 6), 002,5, =D) y R(1, —1, 1). 


SOLUCIÓN El vector PÒ xX PR es perpendicular tanto a PÒ como a PR, y por tanto 
perpendicular al plano que pasa por P, Q y R. Por (12.2.1) se sabe que 


PÒ = (—2 — 1)i + (5 — 4)j + (1 — 6)k = —3i + j — 7k 


PR = (1 — 1)i + (—1 — 4)j + (1 — 6)k = -5j - 5k 


Se calcula el producto cruz de estos vectores: 


i j k 
POXPR=|-3 I 7 
0 =5 =5 


= (-5 — 35)i — (15 — 0)j + (15 — 0)k = —40i — 15j + 15k 


Así, el vector (—40, — 15, 15) es perpendicular al plano dado. Cualquier múltiplo 
escalar diferente de cero de este vector, como (—8, —3, 3), también es perpendicular 
al plano. E 


EJEMPLO 4 Determine el área del triángulo con vértices P(1, 4, 6), Q(—2, 5, —1) y 
R, —1, 1) 


SOLUCIÓN En el ejemplo 3 se calculó que PÒ x PR = (—40, —15, 15). El área del 
paralelogramo con lados adyacentes PO y PR es la longitud de este producto cruz: 


IPÒ x PR| = /C40 + (E F 157 = 5/82 


El área A del triángulo POR es la mitad del área de este paralelogramo, 
es decir 5/82 ; a 


Si se aplican los teoremas 8 y 9 a los vectores de base estándar i, j y k usando 0 = 7/2, 
se obtiene 


ixj=k jxk=i kxi=j 


jxi=-k kxj=-I ixk=-j 


Observe que 
ixj4jXi 
Ø Así, el producto cruz no es conmutativo. Asimismo, 
ix(1xp=ixk=-j 
mientras que 


Gxi xj=0xj=0 
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Ø Así, la ley asociativa de la multiplicación no suele aplicarse; es decir, en general, 
(axb)xe+*ax(bxc) 


Sin embargo, algunas de las leyes usuales del álgebra sí se aplican a los productos cruz. 
El teorema siguiente resume las propiedades de los productos vectoriales. 


(11) Propiedades del producto cruz Sia, b y e son vectores y c es un escalar, 
entonces 


.axb=->-—bXa 
. (ca) X b = c(a X b) = a X (cb) 
.ax(b+c)=axb+axec 


. a- (b Xc¢)= (a Xb)-c 


1 

2 

3 

4. (a+b)xc=axc+bxe 

5 

6. a X (b x ¢) = (a: ¢©)b — (a: b)c 


Estas propiedades pueden comprobarse escribiendo los vectores en términos de sus 
componentes y usando la definición de producto cruz. Se da la comprobación de la pro- 
piedad 5 y se dejan las comprobaciones restantes como ejercicios. 


COMPROBACIÓN DE LA PROPIEDAD 5 Sia = (a, a», az), b = (b,, bz, b3) y € = (Ci, C2, C3), 
entonces 


[12] a- (b x e) 


ai(b,cz — baca) + axlb3c; — bic3) + azlbico — bac;) 

= a1b,c3 — ajb3c, + asb3c; — az2bıc3 + azbıc2 — azbac; 

= (azb; — ab)c; + (azb, — arb3)c, + (aiba — azbı)c3 

= (a X b)-c a 


ll Productos triples 


El producto a : (b X c) que ocurre en la propiedad 5 se llama triple producto escalar de 
los vectores a, b y c. Observe en la ecuación 12 que se puede escribir el producto triple 
escalar como un determinante: 


(13) a (bx =|b b bs 


El significado geométrico del producto triple escalar puede verse considerando el 
paralelepípedo determinado por los vectores a, b y c. (Véase la figura 3.) El área de 
la base del paralelogramo es A = | b X e |. Si O es el ángulo entre a y b X e, entonces la 
l altura h del paralelepípedo es h = | a | | cos O |. (Debe usar | cos O | en vez de cos 6 en el 


caso O > 71/2.) Así, el volumen del paralelepípedo es 


> V=Ah=]|bXxcļ||aļļcosð|=|a:©xo)| 


FIGURA 3 Se ha demostrado entonces la fórmula siguiente. 
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FIGURA 4 


0.25 m 


FIGURA 5 


El volumen del paralelepípedo determinado por los vectores a, b y e es la 
magnitud de su triple producto escalar: 


V=la- (bx ec)| 


Si se usa la fórmula en (14) y se descubre que el volumen del paralelepípedo determi- 
nado por a, b y c es 0, entonces los vectores deben situarse en el mismo plano; es decir, 
son coplanares. 


EJEMPLO 5 Use el triple producto escalar para demostrar que los vectores 
a = (1,4, —7), b = (2, —1, 4) y e = (0, —9, 18) son coplanares. 


SOLUCIÓN Use la ecuación 13 para calcular su producto triple escalar: 


1 4 =T 
a(bxc)=/|2 -1 4 
0 -—9 18 

lar 4 f2 4 [2 -1 

-=9 18 0 18 O =9 


= 1(18) — 4(36) — 71(-18) = 0 


Así, por (14), el volumen del paralelepípedo determinado por a, b y ces 0. 
Esto significa que a, b y e son coplanares. o 


El producto a X (b X c) que ocurre en la propiedad 6 se llama triple producto vecto- 
rial de a, b y c. La propiedad 6 se usará para derivar la primera ley de Kepler del movi- 
miento de los planetas en el capítulo 13. Su comprobación se deja como ejercicio 50. 


B Momento de torsión 


La idea de un producto cruz ocurre a menudo en física. En particular, se considera una 
fuerza F que actúa sobre un cuerpo rígido en un punto dado por un vector de posición r. 
(Por ejemplo, si se aprieta un tornillo aplicando una fuerza a una llave como en la figura 
4, se produce un efecto de torsión.) El momento de torsión 7 (en relación con el origen) 
se define como el producto cruz de los vectores de posición y de fuerza 


r=rxXxPF 


y mide la tendencia del cuerpo a rotar alrededor del origen. La dirección del vector de 
momento de torsión indica el eje de la rotación. De acuerdo con el teorema 9, la magni- 
tud del vector de momento de torsión es 


[r|=|rxF|=|r||F|sen6 


donde 6 es el ángulo entre los vectores de posición y fuerza. Observe que el único com- 
ponente de F que puede causar una rotación es el perpendicular a r, es decir | F | sen 0. 
La magnitud del momento de torsión es igual al área del paralelogramo determinada por 
r y F. 


EJEMPLO 6 Un tornillo se aprieta aplicando una fuerza de 40 N a una llave de 0.25 m 
como se muestra en la figura 5. Determine la magnitud del momento de torsión 
alrededor del centro del tornillo. 
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SOLUCIÓN La magnitud del vector de momento de torsión es 


ki 


|r xX F| = |r||F|sen75° = (0.25)(40) sen 75° 
10 sen 75° = 9.66 N-m 


Si el tornillo es de rosca derecha, entonces el vector de momento de torsión es 


T= |r |n =~ 9.66n 


donde n es un vector unitario dirigido hacia el pie de la página (por la regla de la 


mano derecha). 


12.4 EJERCICIOS 


1-7 Determine el producto cruz a X b y compruebe que es 
ortogonal tanto a a como a b. 


1. a = (2,3,0), b= (1,0,5) 

2. a = (4,3, —2), b= (2, —1, 1) 
3. a=2j-— 4k, b=-i+3j+k 

4. a=3i+3j-3k, b= 3i- 3j + 3k 
5 

6 

7 


i+ 4j+ik, b=i+2j-3k 


«a 


. a = ti + cos tj + sen tk, b=i-— sen tj + cos tk 


.a = (t,1,1/t, b= (ť,t,1) 


8. Sia =i -— 2k y b = j + k, determine a X b. Trace a, b y 
a X b como vectores a partir del origen. 


9-12 Determine el vector, no con determinantes, sino usando 
propiedades del producto cruz. 


9. Xj) Xk 
10. i x (i X k) 

11. G- i) X (k-i) 
12. (i +k) x (i — k) 


13. Indique si cada una de estas expresiones tiene sentido. De no 
ser así, explique por qué. Si lo tiene, indique si se trata de un 
vector o de un escalar. 
(a) a: (b X œ©) 

(c) a X (b X c) 
(e) (a - b) X (c - d) 


(b)ax(b:c) 
(d) a-(b:c) 
(£) (a X b): (c X d) 


14-15 Determine | u X v | y establezca si u X v se dirige a la 
página o fuera de la página. 


14. lv|=6 15. 


602 1502 


ju] =7 


ju] =5 |v|=10 


16. La figura muestra un vector a en el plano xy y un vector b en 
la dirección de k. Sus longitudes son | a | = 3 y |b | = 2. 
(a) Determine | a X b |. 


(b) Use la regla de la mano derecha para decidir si los com- 
ponentes de a X b son positivos, negativos o 0. 


l 


17. Sia = (2, —1,3) y b = (4, 2, 1), determine a X b y b X a. 


18. Sia = (1,0, 1), b = (2, 1, —1) y e = (0, 1, 3), demuestre que 
a X (b X c) # (a Xb)Xc. 


19. Determine dos vectores unitarios ortogonales tanto a (3, 2, 1) 
como a(—1, 1, 0). 


20. Determine dos vectores unitarios ortogonales tanto aj — k 
como ai + j. 


21. Demuestre que 0 X a = 0 = a X 0 para cualquier vector a 
en V3. 


22. Demuestre que (a X b) - b = 0 para todos los vectores a y b 
en V3. 


23-26 Compruebe la propiedad de productos cruz (teorema 11). 
23. Propiedad 1: a X b = —b Xx a 
24. Propiedad 2: (ca) X b = c(a X b) = a X (cb) 


25. Propiedad 3: a X (b+¢)=aXb+ax c 


26. Propiedad 4: (a +b)xc=axc+bxe 


27. Determine el área del paralelogramo con vértices A(—3, 0), 
B(=1, 3), C, 2) y DG, —1). 


28. Determine el área del paralelogramo con vértices P(1, 0 2), 
QG, 3, 3), RO, 5, 8) y SG, 2, 7). 


29-32 (a) Determine un vector diferente de cero ortogonal al 
plano que pasa por los puntos P, O y R y (b) determine el área del 
triángulo POR. 


29. P(1, 0, 1), Q(~2, 1, 3), R(4, 2, 5) 
30. P(—1, 3, 1), 0(0, 5, 2), R(4, 3, —1) 
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31. P(0, —2, 0), Q(4, 1, 2), RGS, 3, 1) 
32. PQ, -3, 4), O(—1, -2, 2), RG, 1, -3) 


33-34 Encuentre el volumen del paralelepípedo determinado por 
los vectores a, b y c. 


33. a = (6,3, —1), b= (0,1,2), c= (4, -2, 5) 


34. a=i+j=k b=i-j+k e=-i+j+k 


35-36 Determine el volumen del paralelepípedo con extremos 
adyacentes PO, PR y PS. 


35. P(-2, 1, 0), QQ, 3, 2), R(1, 4, 1), SG, 6, 1) 
36. P(3,0 1), O(— 1, 2, 5) R(5, 1, — 1), S(0, 4, 2) 


37. Use el triple producto escalar para comprobar que los 
vectores u = i + 5j — 2k, v = 3i —j y w = 5i + 9j — 4k son 
coplanares. 


38. Use el triple producto escalar para determinar si los puntos 
A(1, 3, 2), B(3, —1, 6), C(5, 2, 0) y D(3, 6, —4) están en el 
mismo plano. 


39. Un pedal de bicicleta es empujado por un pie con una fuerza 
de 60 N, como se muestra. El eje del pedal es de 18 cm 
de largo. Determine la magnitud del momento de torsión 
alrededor de P. 


40. Encuentre la magnitud del momento de torsión alrededor de 
P si una fuerza de 240 N se aplica como se muestra. 


2m 
P a) 


2m 


30 4 
240 N 


41. Una llave de 30 cm de largo se tiende a lo largo del eje y 
positivo y sujeta un tornillo en el origen. Una fuerza se aplica 
en la dirección (0, 3, —4) al extremo de la llave. Determine la 
magnitud de la fuerza necesaria para proporcionar al tornillo 
un momento de torsión de 100 N ; m. 


42. Sea v = 5j y sea u un vector con longitud 3 que parte del 
origen y rota en el plano xy. Determine los valores máximo 
y mínimo de la longitud del vector u X v. ¿En qué dirección 
apunta u Xy? 


43. Sia-b=y3 ya X b= (1,2, 2), determine el ángulo entre a 
y b. 


44. (a) Determine todos los vectores v tales que 
(1,2, 1) X v = (3, 1, —5) 
(b) Explique por qué no hay ningún vector v tal que 


(1, 2, 1) X v = (3, 1,5) 


45. (a) Sea P un punto no en la recta L que pasa por los puntos Q 
y R. Demuestre que la distancia d del punto P a la recta L 
es 


_ [aXxb] 


d 
[a| 


— — 
donde a = QR yb = OP. 
(b) Use la fórmula del inciso (a) para determinar la distancia 
del punto P(1, 1, 1) a la recta que pasa por Q(0, 6, 8) y 
R(—1, 4,7). 


46. (a) Sea P un punto no en el plano que pasa por los puntos O, 
R y S. Demuestre que la distancia d de P al plano es 


_ la: bxo)| 


d 
jax b] 


— — =>o 
donde a = OR, b = OS, y e = OP. 
(b) Use la fórmula del inciso (a) para determinar la distancia 
del punto P(2, 1, 4) al plano que pasa por los puntos 
Q(1, 0, 0), R(0, 2, 0), y S(0, O, 3). 


47. Demuestre que | a X b |? = | a P| b |? — (a - b). 
48. Sia + b + c = 0, demuestre que 
axb=bxc=cxa 
49. Demuestre que (a — b) X (a + b) = 2(a X b). 
50. Demuestre la propiedad 6 de los productos cruz, es decir 
a X (b X ¢) = (a ; ¢)b — (a: b)c 
51. Use el ejercicio 50 para comprobar que 
ax(bxco+bx(cxa+ex(axb)=0 
52. Demuestre que 


a:c b-c 


x b) - (ex d) = 
(a X b) : (e x d) ad 


53. Suponga que a + 0. 
(a) Sia- b = a: c, ¿de esto se sigue que b = e? 
(b) Sia x b = a X c, ¿de esto se sigue que b = c? 
(c) Sia:b=a:cyaxb=axXc, ¿de esto se sigue 
que b = c? 
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54. Si vı, V2 y V; son vectores no coplanares, sea (Estos vectores ocurren en el estudio de la cristalografía. 
OXY Vectores de la forma n¡v, + mV + n3v3, donde cada n; es 
k = 22 un entero, forman una red para un cristal. Vectores escritos 
Vi > (V2 X va) de modo similar en términos de k;, k, y k; forman la red 
vV X yv recíproca.) 
k: = vi - (va X v3) (a) Demuestre que k; es perpendicular a v; si i # j. 
- i (b) Demuestre que k; : v; = 1 para i = 1, 2, 3. 
k Vi x va 1 
a E 2X Na . 
A (c) Demuestre que k; - (k2 X k3) ed 
PROYECTO DE g 
DESCUBRIMIENTO LA GEOMETRIA DE UN TETRAEDRO 
P Un tetraedro es un sólido con cuatro vértices, P, Q, R y S, y cuatro caras triangulares, como se 


muestra en la figura. 


1. Sean vi, V2, V3 y V4 vectores con longitudes iguales a las áreas de las caras opuestas a los 
vértices P, O, R y S, respectivamente, y direcciones perpendiculares a las respectivas caras 
y que apuntan hacia fuera. Demuestre que 


Q R v tv tv +v=0 


2. El volumen V de un tetraedro es un tercio la distancia de un vértice a la cara opuesta multi- 
plicado por el área de esa cara. 
(a) Determine una fórmula para el volumen de un tetraedro en términos de las coordenadas 
de sus vértices P, Q, R y S. 
(b) Determine el volumen del tetraedro cuyos vértices son P(1, 1, 1), Q(1, 2, 3), R(1, 1, 2) 
y S(3, —1, 2). 


3. Suponga que el tetraedro de la figura tiene un vértice trirrectangular S. (Esto significa que 
los tres ángulos en S son rectos.) Sean A, B y C las áreas de las tres caras que se encuentran 
en S, y sea D el área de la cara opuesta POR. Usando o no el resultado del problema 1, 
demuestre que 


DEZA BRT CA 


(Esta es una versión tridimensional del teorema de Pitágoras.) 


12.5 Ecuaciones de rectas y planos 


E Rectas 


Una recta en el plano xy se determina cuando se dan un punto en la recta y la dirección de 
la recta (su pendiente o ángulo de inclinación). La ecuación de la recta puede escribirse 
entonces usando la forma punto-pendiente. 

De igual manera, una recta L en el espacio tridimensional se determina cuando se 
conoce un punto Po(xo, yo, Zo) en L y la dirección de L. En tres dimensiones, la dirección de 
una recta es convenientemente descrita por un vector, así que sea v un vector paralelo a £. 
Sea P(x, y, z) un punto arbitrario en L, y sean ro y r los vectores de posición de Po y P (es 

> > — 


decir, que tienen representaciones OP, y OP). Si a es el vector con representación P¿P, 
como en la figura 1, la ley del triángulo para la adición de vectores da r = rọ + a. Pero como 
FIGURA 1 a y v son vectores paralelos, hay un escalar £ tal que a = tv. Así, 
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FIGURA 2 


La figura 3 muestra la recta L del 
ejemplo 1 y su relación con el 
punto dado y con el vector que 
da su dirección. 


FIGURA 3 


(1) r=ro+tv 


la cual es una ecuación vectorial de L. Cada valor del parámetro + da el vector de 
posición r de un punto en L. En otras palabras, al variar t, la recta es trazada por la punta 
del vector r. Como indica la figura 2, valores positivos de t corresponden a puntos en 
L situados a un lado de Po, mientras que valores negativos de t corresponden a puntos 
situados al otro lado de Po. 

Si el vector v que da la dirección de la recta L se escribe en forma de componente 
como v = (a, b, c), se tiene tv = (ta, tb, tc). También puede escribirse r = (x, y, z) y 
Yo = (Xo, Yo, Zo), así que la ecuación vectorial (1) se convierte en 


(x, y, Z) = (Xo + ta, Yo + tb, zo + tc) 


Dos vectores son iguales si y solo si sus componentes correspondientes son iguales. Por 
tanto, se tienen tres ecuaciones escalares: 


x = Xo + at y = Yo + bt Z= Z% +ct 


donde £ € R. Estas ecuaciones se llaman ecuaciones paramétricas de la recta L que 
pasa por el punto Po(xo, yo, zo) y paralela al vector v = (a, b, c). Cada valor del parámetro 
t da un punto (x, y, z) en L. 


(2] Ecuaciones paramétricas para una recta que pasa por el punto (xo, Yo, Zo) y para- 
lela al vector de dirección (a, b, c) son 


x = Xo + at y = Yo + bt Z = Z + ct 


EJEMPLO 1 


(a) Determine una ecuación vectorial y ecuaciones paramétricas para la recta que pasa 
por el punto (5, 1, 3) y es paralela al vector i + 4j — 2k. 
(b) Determine otros dos puntos en esa recta. 


SOLUCIÓN 
(a) Aquí ro = (5, 1,3) = 5i + j + 3k y v = i + 4j — 2k, así que la ecuación vectorial 
(1) se convierte en 


r = (5i + j + 3k) + Ki + 4j — 2k) 
o r=(5+)i+(1+4)j+ (3 -—2t)k 
Las ecuaciones paramétricas son 


x=5+t y=l+4t z=3-2t 


(b) La selección del valor paramétrico t = 1 da x = 6, y = 5 y z = 1, de modo que 
(6, 5, 1) es un punto en la recta. De igual forma, t = —1 da el punto (4, —3, 5). E 


La ecuación vectorial y las ecuaciones paramétricas de una recta no son únicas. Si 
se cambia el punto o el parámetro o se elige un vector paralelo diferente, entonces las 
ecuaciones cambian. Por ejemplo, si en lugar de (5, 1, 3), se elige el punto (6, 5, 1) en el 
ejemplo 1, entonces las ecuaciones paramétricas de la recta se convierten en 


x=6+t y=5+4t z=1-2t 


La figura 4 muestra la recta L del 
ejemplo 2 y el punto P donde 
interseca el plano xy. 


FIGURA 4 
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O si se mantiene el punto (5, 1, 3) pero se elige el vector paralelo 2i + 8j — 4k, se llega 
a las ecuaciones 


x=5+2 y =1+8t£ z=3— 4t 


En general, si un vector v = (a, b, c) se usa para describir la dirección de una recta 
L, los números a, b y c se llaman números de dirección de L. Como cualquier vector 
paralelo a v podría usarse también, se ve que tres números cualesquiera proporcionales 
a a, b y c podrían usarse igualmente como un conjunto de números de dirección para L. 
Otra manera de describir una recta L es eliminar el parámetro f de las ecuaciones 2. Si 
ni a ni b ni c son 0, se puede despejar t en cada una de estas ecuaciones: 
X — Xo y” Yo z = Zo 


f= t= t= 
a b c 


Al igualar los resultados, se obtiene 


Xx— Xo yTy _ Z 0 
a b 


Estas ecuaciones se llaman ecuaciones simétricas de L. Observe que los números a, b 
y c que aparecen en los denominadores de las ecuaciones 3 son números de dirección 
de L, es decir componentes de un vector paralelo a L. Si de a, b y c alguno es 0, aun así 
se puede eliminar t. Por ejemplo, si a = 0, se podrían escribir las ecuaciones de L como 
y= Yo Z— 20 
x= Xo —— = 


b c 


Esto significa que L se sitúa en el plano vertical x = xo. 


EJEMPLO 2 

(a) Determine las ecuaciones paramétricas y las ecuaciones simétricas de la recta que 
pasa por los puntos A(2, 4, —3) y B(3, —1, 1). 

(b) ¿En qué punto interseca esta recta el plano xy? 


SOLUCIÓN 
(a) No se da explícitamente un vector paralelo a la recta, pero observe que el vector y 
con representación AB es paralelo a la recta y 


v=(3-2,-1-4,1- (3) = (1, -5,4) 


Así, los números de dirección son a = 1, b = —5 y c = 4. Tomando el punto (2, 4, —3) 
como Po, las ecuaciones paramétricas (2) son 


x=2+t1 y=4-5t z=-—3 +41 


y las ecuaciones simétricas (3) son 


(b) La recta interseca el plano xy cuando z = O, así que se pone z = 0 en las ecuaciones 
simétricas y se obtiene 
x-=2 y-4_ 3 
1 =5 4 


Esto da x = = yy= L de manera que la recta interseca el plano xy en el punto 


(4, 4,0). E 
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Las rectas Lı y L del ejemplo 3, 
mostradas en la figura 5, son rectas 
sesgadas. 


Ly L, 


FIGURA 5 


En general, el procedimiento del ejemplo 2 muestra que los números de dirección de la 
recta L que pasa por los puntos Po(Xo, Yo, Zo) Y Pi(Xı, Yı, Z1} SON xı — Xo, Yı — Yo Y Zi — Zo 
así que las ecuaciones simétricas de L son 


Xx— Xo YT yo Z7 


Xi Z Xo yı yo Zi — Zo 


A menudo se necesita una descripción no de una recta entera, sino de solo un seg- 
mento de recta. ¿Cómo podría describir, por ejemplo, el segmento de recta AB del ejem- 
plo 2? Si pone t = 0 en las ecuaciones paramétricas del ejemplo 2(a), se obtiene el punto 
(2, 4, —3), y si se pone t = 1 se obtiene (3, —1, 1). Así, el segmento de recta AB se 
describe con las ecuaciones paramétricas 


x=2+t y=4-5t z=—3+4t 0szż<s1 
o con la correspondiente ecuación vectorial 
r(A =(2+t£4-— 5t, -3+4 0O=<t=1 


En general, por la ecuación 1 se sabe que la ecuación vectorial de una recta que pasa 
por (la punta de) el vector r, en la dirección de un vector v es r = rọ + tv. Si la recta 
también pasa por (la punta de) r,, se puede tomar v = rı — To y su ecuación vectorial es 


r = ro + tri — ro) = (1 — Nro + tr, 


El segmento de recta de ro a r, está dado por el intervalo paramétrico 0 <=1=< 1. 


(4] El segmento de recta de ro a r, está dado por la ecuación vectorial 


r(A = (1 — Dro + trı O=st=1 


EJEMPLO 3 Demuestre que las rectas L, y L, con ecuaciones paramétricas 


L: x=1>+t y = -2+3t z=4-t 


D 
= 
II 


2s y=3+s z = —3 + 4s 


son rectas sesgadas; es decir, no intersecan ni son paralelas (y por tanto no están en el 
mismo plano). 


SOLUCIÓN Las rectas no son paralelas porque los vectores de dirección correspondien- 
tes (1, 3, —1) y (2, 1, 4) no son paralelos. (Sus componentes no son proporcionales.) Si 
L, y L, tuvieran un punto de intersección, habría valores de £ y s tales que 


1+1=2s 
=2+31=3>+s 
4—1t= -3 + 4s 


Pero si se resuelven las dos primeras ecuaciones, se obtiene t = 2 ys= a y estos 
valores no satisfacen la tercera ecuación. En consecuencia, no hay valores de t y s que 
satisfagan las tres ecuaciones, así que L, y L, no intersecan. Por tanto, L, y L, son 

rectas sesgadas. E 


E Planos 


Aunque una recta en el espacio está determinada por un punto y una dirección, un plano en 
el espacio es más difícil de describir. Un vector paralelo a un plano no basta para sugerir 


FIGURA 6 


FIGURA 7 


PolXo» Yo» Zo) 
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la “dirección” del plano, pero un vector perpendicular al plano especifica por completo 
su dirección. Así, un plano en el espacio está determinado por un punto Py(xo, Yo, Zo) en 
el plano y un vector n ortogonal al plano. Este vector ortogonal n se llama vector nor- 
mal. Sea P(x, y, z) un punto arbitrario en el plano, y sean ro y r los vectores de posición 
de Po y P. Entonces, el vector r — ro está representado por PP. (Véase la figura 6.) El 
vector normal n es ortogonal a todos los vectores en el plano dado. En particular, n es 
ortogonal a r — ro, así que se tiene 


B | n-(r—r)=0 | 


lo que puede reescribirse como 


[6] | n:T=n-T 


La ecuación 5 o la ecuación 6 se llama ecuación vectorial del plano. 
Para obtener una ecuación escalar del plano, se escribe n = (a, b, c), r = (x, y, z) y 
ro = (Xo, Yo, Zo). Así, la ecuación vectorial (5) se convierte en 


(a, b, c} (x= xo, Y — Yo, Z — Zo) = 0 


a(x — Xo) + b(y — yo) + e(z — zo) = 0 


Una ecuación escalar del plano que pasa por el punto Polxo, Yo, zo) con vector 
normal n = (a, b, c) es 


a(x — xo) + b(y — yo) + e(z — z) = 0 


EJEMPLO 4 Determine una ecuación del plano que pasa por el punto (2, 4, — 1) con 
vector normal n = (2, 3, 4). Determine las intersecciones y trace el plano. 


SOLUCIÓN Si se incluye a = 2, b = 3, c€ = 4, Xo = 2, Yo = 4 y Zo l en la 
ecuación 7, se observa que una ecuación del plano es 


Ax—-2+3Ay-4+4G+1)=0 
o 2x + 3y + 4z = 12 


Para determinar la intersección en x se establece y = z = O en esta ecuación y 

se obtiene x = 6. De igual modo, la intersección en y es 4 y la intersección en z es 3. 
Esto permite trazar la porción del plano que se sitúa en el primer octante (véase 

la figura 7). El 


Al reunir términos en la ecuación 7 como se hizo en el ejemplo 4, puede reescribir la 
ecuación de un plano como 


ax+by+cz+d=0 


donde d = —(axy + byo + cz). La ecuación 8 se llama ecuación lineal en x, y y z. A la 
inversa, puede demostrarse que si a, b y c no son O, la ecuación lineal (8) representa un 
plano con vector normal (a, b, c). (Véase el ejercicio 83.) 
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La figura 8 muestra la porción del 
plano del ejemplo 5 encerrada por 
el triángulo POR. 


R(5, 2, 0) 


FIGURA 8 


FIGURA 9 


La figura 10 muestra los planos del 
ejemplo 7 y su recta de intersección L. 


x+y+z=1 x—2y+3z=1 


6 
4 
2 
z 0 
=2 
-4 
y 2 2 x 
FIGURA 10 


EJEMPLO 5 Determine una ecuación del plano que pasa por los puntos P(1, 3, 2), 
QG, —1, 6) y RG, 2, 0). 


SOLUCIÓN Los vectores a y b correspondientes a PO y PR son 
a = (2, —4, 4) b = (4, —1, —2) 


Puesto que tanto a como b están en el plano, su producto cruz a X b es ortogonal al plano 
y puede tomarse como el vector normal. Así, 


i j k 
n=axb=/2 -4 4| = 12i + 20j+ 14k 
4 -1 -2 


Con el punto P(1, 3, 2) y el vector normal n, una ecuación del plano es 
12(x — 1) + 200 — 3) + 14z - 2) = 0 


o 6x + 10y + 7z = 50 E 


EJEMPLO 6 Determine el punto en el que la recta con ecuaciones paramétricas 
x=2 + 3t, y = —4t,z = 5 + t interseca el plano 4x + 5y — 2z = 18. 


SOLUCIÓN Se sustituyen las expresiones para x, y y z de las ecuaciones paramétricas en 
la ecuación del plano: 


4(2 + 3t) + 5-41) - 25 + 1) = 18 


Esto se simplifica en — 101 = 20, así que t = —2. Por tanto, el punto de intersección ocurre 
cuando el valor paramétrico es t = —2. Entonces x = 2 + 3(—2) = —4, y = —4(—2) = 8, 
z = 5 — 2 = 3 y el punto de intersección es (—4, 8, 3). E 


Dos planos son paralelos si sus vectores normales son paralelos. Por ejemplo, los 
planos x + 2y — 3z = 4 y 2x + 4y — 6z = 3 son paralelos porque sus vectores normales 
son n; = (1,2, —3) y m = (2, 4, —6) y m = 2n,. Si dos planos no son paralelos, entonces 
intersecan en una línea recta y el ángulo entre los dos planos se define como el ángulo 
agudo entre sus vectores normales (véase el ángulo 6 de la figura 9). 


EJEMPLO 7 
(a) Determine el ángulo entre los planos x + y + z = lyx — 2y +3z=1. 
(b) Determine ecuaciones simétricas para la recta de intersección L de esos dos planos. 


SOLUCIÓN 
(a) Los vectores normales de estos planos son 


n; = (1, 1, 1) n =(1, —2, 3) 
de manera que si 0 es el ángulo entre los planos, el corolario 12.3.6 da 


n Mm  I(D+1-3+168) _ 2 
[a|n]  yJ1+1+1/1+4+9 y4 


2 
0 = cos( 3) = 72° 
V42 


(b) Primero se debe hallar un punto en L. Por ejemplo, se puede determinar el punto 
en el que la recta interseca el plano xy estableciendo z = 0 en las ecuaciones de ambos 


cos O = 


Otra forma de determinar la recta de 
intersección es despejar dos de las 
variables de las ecuaciones de los 
planos en términos de la tercera, que 
puede tomarse como el parámetro. 


2 = A 

1 =. 
TOTI 2 

2 38 H 

—1 ES] 

) E 
=% E 

2 
=i o 7! 
Pd 1 2 1 x 

FIGURA 11 


La figura 11 muestra cómo la recta L 
del ejemplo 7 también puede consi- 
derarse la recta de intersección de los 
planos deducida de sus ecuaciones 
simétricas. 


P, 


FIGURA 12 


SECCIÓN 12.5 Ecuaciones de rectas y planos 829 


planos. Esto da las ecuaciones x + y = 1 y x — 2y = 1, cuya solución es x = 1, y = 0. 
Así, el punto (1, O, 0) está en L. 

Ahora se observa que como L está en ambos planos, es perpendicular a los dos vecto- 
res normales. Así, un vector v paralelo a L está dado por el producto cruz 


i j k 
v=nXxn= 1 1 1|=5i-2j-3k 
1-2 3 


y las ecuaciones simétricas de L pueden escribirse como 


e IM AI Ñ 
5 =2 =3 


NOTA Como una ecuación lineal en x, y y z representa un plano y dos planos no 
paralelos intersecan en una recta, de esto se sigue que dos ecuaciones lineales pueden 
representar una recta. Los puntos (x, y, z) que satisfacen tanto aix + biy + cız + di = 0 
como ax + bay + cz + d, = 0 están en esos dos planos, así que ese par de ecuacio- 
nes lineales representa la recta de intersección de los planos (si no son paralelos). Por 
ejemplo, en el ejemplo 7 la recta L fue dada como la recta de intersección de los planos 
x+ y+z= lyx- 2y + 3z = 1. Las ecuaciones simétricas que se determinaron para 
L podrían escribirse como 


Es E A 
s 2 ? == 


lo que es de nuevo un par de ecuaciones lineales. Estas exhiben a L como la recta de 
intersección de los planos (x — 1)/5 = y/(=2) y y/(22) = z/(—3). (Véase la figura 11.) 
En general, cuando se escriben las ecuaciones de una recta en la forma simétrica 


XT Xo YT Yo_ 27 Zo 


a b c 


se puede considerar la recta como la recta de intersección de los dos planos 


X — Xo y — Yo y — yo Z — Zo 


a b y b c 


MM Distancias 

EJEMPLO 8 Determine una fórmula para la distancia D de un punto P;(x1, Yı, z1) al 
plano ax + by + cz +d =Q. 

SOLUCIÓN Sea Po(xo, Yo, Zo) cualquier punto en el plano dado y sea b el vector 


: —> 
correspondiente a P,P,. Entonces 


b = (xı — Xo, Yı — Yo, Z1 — Zo) 


En la figura 12 puede verse que la distancia D de P; al plano es igual al valor absoluto de 
la proyección escalar de b en el vector normal n = (a, b, c). (Véase la sección 12.3.) Así, 


D= 


| 
o 
jo] 
3 
ga] 
5 
5 
| 


Jal — xo) + b(yı — yo) + c(zı — zo) | 
Va +b +e? 


_ |(axı + byı + cz1) — (axo + byo + czo) | 


ya? + b? + c? 
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FIGURA 13 

Las rectas sesgadas, como las del 
ejemplo 10, siempre están en planos 
paralelos (no idénticos). 


Como P, está en el plano, sus coordenadas satisfacen la ecuación del plano, así que se 
tiene axy + byo + czo + d = 0. Por tanto, la fórmula para D puede escribirse como 


DS [axı + by, + czı + d| 


EJEMPLO 9 Determine la distancia entre los planos paralelos 10x + 2y — 2z = 5 
yíx+y=z=1. 


SOLUCIÓN Se señala primero que los planos son paralelos porque sus vectores nor- 
males (10, 2, —2) y (5, 1, —1) son paralelos. Para determinar la distancia D entre los 
planos, se elige cualquier punto en un plano y se calcula su distancia al otro plano. En 
particular, si se incluye y = z = 0 en la ecuación del primer plano, se obtiene 10x = 5 
y G, 0, 0) es un punto en este plano. Por la fórmula 9, la distancia entre G, 0, 0) yel 
plano 5x + y—z— 1 =0es 


Ee a O B O B S E _4 


PTE 3v3 6 


D= 


Así, la distancia entre los planos es Ni 3/ 6. E 
EJEMPLO 10 En el ejemplo 3 se demostró que las rectas 
L:x=1+t y = -2 +31 z=4-t 


L: x = 2s y=3+s z=-—3 + 4s 


son sesgadas. Determine la distancia entre ellas. 


SOLUCIÓN Como las dos rectas L, y L, son sesgadas, pueden verse como tendidas 
en dos planos paralelos P, y P2. La distancia entre L, y L, es igual a la distancia entre 
P, y P», la que puede calcularse como en el ejemplo 9. El vector normal común para 
ambos planos debe ser ortogonal tanto a v; = (1, 3, —1) (la dirección de Lı) como 

a v, = (2, 1, 4) (la dirección de L2). Así, un vector normal es 


Si se incluye s = 0 en las ecuaciones de L,, se obtiene el punto (0, 3, —3) en £,, 
de modo que una ecuación para P, es 


13(x — 0) — 60- 3) - 5z + 3)=0 o 13x — 6y — 5+3 =0 


Si ahora se establece £ = O en las ecuaciones para L,, se obtiene el punto (1, —2, 4) en 
P,. Así, la distancia entre L, y L, es igual a la distancia de (1, —2, 4) a 
13x — 6y — 5z + 3 = 0. Por la fórmula 9, esta distancia es 


ES |13(1) — 6(-2)- 5494 +3| 8 
V132 + (=6)? + (=5Y 1230 


= 0.53 z 
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12.5 EJERCICIOS 


1. Determine si cada uno de los enunciados siguientes es cierto (b) ¿En qué puntos interseca esa recta los planos 
o falso en R°. coordenados? 
(a) Dos rectas paralelas a una tercera son paralelas. 
(b) Dos rectas perpendiculares a una tercera son paralelas. 
(c) Dos planos paralelos a uno tercero son paralelos. 
(d) Dos planos perpendiculares a uno tercero son paralelos. 18. Encuentre ecuaciones paramétricas para el segmento de recta 
(e) Dos rectas paralelas a un plano son paralelas. de (72, 18, 31) a (11, —4, 48). 
(£) Dos rectas perpendiculares a un plano son paralelas. 
(g) Dos planos paralelos a una recta son paralelos. 
(h) Dos planos perpendiculares a una recta son paralelos. 


17. Encuentre una ecuación vectorial para el segmento de recta 
de (6, —1, 9) a (7, 6, 0). 


19-22 Determine si las rectas L, y L son paralelas, sesgadas o 
intersecantes. Si se intersecan, encuentre el punto de intersección. 


G) Dos planos se intersecan o son paralelos. 19. L: x=3+2t, y=4>=t, z=1+3t 
(j) Dos rectas se intersecan o son paralelas. Lix=1+4s y=3-2s 2=4+5s 
(k) Un plano y una recta intersecan o son paralelos. 
20. L: x=4-—6t, y=1>+3t z=-5+2f 
2-5 Determine una ecuación vectorial y ecuaciones paramétricas 
para la recta. Lo x=5+18, y=6=9 z=3=6t 
2. La recta que pasa por el punto (6, —5, 2) y paralela al vector 21. Li: x-2 y-3 z-1 
(1,3, -3 1 -2 -3 
3. La recta que pasa por el punto (2, 2.4, 3.5) y paralela al vector Jo 3 _ yt4_z-2 
3i + 2j — k 1 3 =7 
4. La recta que pasa por el punto (0, 14, —10) y paralela a la 22. Li: O Al O E 
rectax = —1 + 2t, y =6-— 3t,z = 3 + 9t 1 z. 3 
-2 qa z 
5. La recta que pasa por el punto (1, 0, 6) y perpendicular al Lz A a A 
plano x + 3y+z=5 z -2 i 
6-12 Determine ecuaciones paramétricas y ecuaciones simétricas 23-40 Determine una ecuación del plano. 


para'la-fecta. 23. El plano que pasa por el punto (6, 3, 2) y perpendicular al 


6. La recta que pasa por el origen y el punto (4, 3, — 1) vector (—2, 1, 5) 
1 
7. La recta que pasa por los puntos (0, >, 1) y (2, 1 =3) 24. El plano que pasa por el punto (4, 0 , —3) y con vector 
8. La recta que pasa por los puntos (4, —6, 6) y (2, 3, 1) normal j + 2k 
9. La recta que pasa por los puntos (8, 4, —1) y (5, 4, 6) 25. El plano que pasa por el punto (—1, 5 3) y con vector normal 


10. La recta que pasa por (2, 1, 0) y perpendicular tanto ai + j ii 


como aj + k 26. El plano que pasa por el punto (2, 0, 1) y perpendicular a la 


11. La recta que pasa por (—6, 2, 3) y paralela a la recta recta x = 3t, y =2 — t,z = 3 + 4t 


Lo = ly = 
A ol 27. El plano que pasa por el punto (1, —1, —1) y paralelo al 


12. La recta de intersección de los planos x + 2y + 3z = 1 plano 5x—=y=z=6 
E=y+zZ3=1 
28. El plano que pasa por el punto (3, —2, 8) y paralelo al plano 
Z=x+y 
13. ¿La recta que pasa por (—4, —6, 1) y (—2, 0, —3) es paralela 
a la que pasa por (10, 18, 4) y (5, 3, 14)? 29. El plano que pasa por el punto (1, F, 1) y paralelo al plano 
x+y+z=0 


14. ¿La recta que pasa por (8, 0, 5) y (4, 2, —3) es perpendicular 
a la que pasa por (4, 3, 7) y (7, 1, 3)? 30. El plano que contiene la recta x = 1 + t, y =2-— t, 


15. (a) Determine ecuaciones simétricas para la recta que z = 4 — 3t y paralelo al plano 5x + 2y + z = 1 


a r ii (1, —5, 6) y es paralela al vector 31. El plano que pasa por los puntos (0, 1, 1), (1, 0, 1) y (1, 1, 0) 
(b) Determine los puntos en los que la recta requerida en el 32. El plano que pasa por el origen y los puntos (3, —2, 1) y 
inciso (a) interseca los planos coordenados. (1,1,1) 
16. (a) Determine ecuaciones paramétricas para la recta que pasa 33. El plano que pasa por los puntos (2, 1, 2), (3, —8, 6) y 


por (2, 4, 6) y es perpendicular al plano x — y + 3z = 7. (=2, —3, 1) 
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34. El plano que pasa por los puntos (3, 0, — 1), (72, —2, 3) y 
(7, 1, 4) 


35. El plano que pasa por el punto (3, 5, —1) y que contiene la 
recta x = 4 — t, y = 2t — 1,2 = —3t 


36. El plano que pasa por el punto (6, — 1, 3) y que contiene la 
recta con ecuaciones simétricas x/3 = y + 4 = z/2 


37. El plano que pasa por el punto (3, 1, 4) y que contiene la 
recta de intersección de los planos x + 2y + 3z = 1 y 
2% =y a3 


38. El plano que pasa por los puntos (0, —2, 5) y (—1, 3, 1) y es 
perpendicular al plano 2z = 5x + 4y 


39. El plano que pasa por el punto (1, 5, 1) y es perpendicular a 
los planos 2x + y — 2z=2yx+3z=4 


40. El plano que pasa por la recta de intersección de los planos 
x=z=1lyy+2z=3 y es perpendicular al plano 
x+y-2.=1 


41-44 Use intersecciones para trazar el plano. 
41. 2x+5y+z=10 42. 3x+y+22=6 
43. 6x — 3y+4z=6 44. 6x + 5y — 3z = 15 


45-47 Determine el punto en el que la recta interseca el plano 
dado. 


45. x=2-2t, y=3t z=1+t, x+2y-z=7 
46. x=t-1, y=1+2, z=3-t, 3x-y+2=5 
47. 5x = y/2=z +2; 10x—7y+3z+24=0 


48. ¿Dónde interseca la recta que pasa por (—3, 1, 0) y (—1, 5, 6) 
el plano 2x + y — z = —2? 


49. Determine números de dirección para la recta de intersección 


de los planosx+y+z=1lyx+z=0. 


50. Determine el coseno del ángulo entre los planos 
x+y+z=0yx+2y+3z=1. 


51-56 Determine si los planos son paralelos, perpendiculares o 
ninguno de los dos. En este caso, encuentre el ángulo entre ellos. 
(Redondee a un decimal.) 


51. x + 4y — 3z = 1, 3x + 6y +7z=0 


52. 9x — 3y + 6z = 2, 2y = 6x + 4z 


53. x+2y-2=2, 2x-2y+z=1 
54. x-y+3z=1l, 3x+y-z=2 
55. 2x — 3y =z, 4x =3 + 6y + 2z 
56. 5x + 2y + 3z =2, y= 4x -— 6z 


57-58 (a) Determine ecuaciones paramétricas para la recta de 
intersección de los planos y (b) encuentre el ángulo entre los 
planos. 


57. x+ty+z=1,x+2y+2z=1 
58. 3x — 2y +z = 1, 2x +y- 3z=3 


59-60 Determine ecuaciones simétricas para la recta de 
intersección de los planos. 


59. 4x — y +22 = 3, 2x +y +7759 
60. z = 3x + 2y + 1,z=4x+y+3 


61. Determine una ecuación para el plano que consta de todos los 
puntos equidistantes de los puntos (1, 0, —2) y (3, 4, 0). 


62. Determine una ecuación para el plano que consta de todos los 
puntos equidistantes de los puntos (2, 5, 5) y (—6, 3, 1). 


63. Determine una ecuación del plano con intersección a en x, 
intersección b en y e intersección c en z. 


64. (a) Encuentre el punto en el que intersecan las rectas dadas: 


r= (1,1,0) + «1, —1,2) 


r = (2,0, 2) + s(—1, 1,0) 
(b) Halle una ecuación del plano que contiene estas rectas. 


65. Determine ecuaciones paramétricas para la recta que pasa 
por el punto (0, 1, 2), paralela al plano x + y +z=2y 
perpendicular a la rectax=1+1,y=1-=—1,z=2f. 


66. Determine ecuaciones paramétricas para la recta que pasa por 
el punto (0, 1, 2), perpendicular a la recta x = 1 + t, 
y =1-—+t,z = 2t y que interseca esta recta. 


67. ¿Cuáles de los cuatro planos siguientes son paralelos? 
¿Algunos de ellos son idénticos? 


Pi: 3x + 6y — 3z= 6 Pı: 4x — 12y + 8z =5 
P3: 9y = 1 + 3x + 6z P z=x+2y-2 


68. ¿Cuáles de las cuatro rectas siguientes son paralelas? 
¿Algunas de ellas son idénticas? 


L:ix=1+6t y=1-3t z=121+5 
Loox=1+2t, y t z=13+4t 
L3:2x-2=4-—d4y=z +1 


La: r =(3,1,5) + 1(4,2,8) 


69-70 Use la fórmula del ejercicio 12.4.45 para determinar la 
distancia del punto a la recta dada. 


69. (4,1,-2)% x=1+t y=3-2 z=4-3t 
70. (0,1,3); x=2t, y=6-2t, 2=3+t 
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71-72 Determine la distancia del punto al plano dado. 81. Dos tanques participan en un simulacro de batalla. El tanque 
a A está en el punto (325, 810, 561) y el tanque B en el punto 

71. (22,2,1), 3x-5y+z=5 (765, 675, 599). 

72. (4,0,4), x—6y+3z= -25 (a) Determine ecuaciones paramétricas para la línea de mira 
entre los tanques. 

(b) Si se divide la línea de mira en 5 segmentos iguales, las 
elevaciones del terreno en los cuatro puntos intermedios 

73. 2x — 3y + z = 4, 4x — 6y +22 =3 del tanque A al tanque B son 549, 566, 586 y 589. ¿Los 


74. 6z = 4y — 2x, 9z = 1 — 3x + 6y tanques pueden verse entre sí? 


73-74 Determine la distancia entre los planos paralelos dados. 


75. Demuestre que la distancia entre los planos paralelos 


ax + by + cz + dı = 0 y ax + by + cz + d, = 0 es 


|di — d 


ya? + b? + c? 


76. Determine ecuaciones de los planos paralelos al plano 
x + 2y — 2z = | y a dos unidades de distancia de él. 


77. Demuestre que las rectas con ecuaciones simétricas x = y = z 
yx + 1 = y/2 = 2/3 son sesgadas y determine la distancia 


entre ellas. 
82. Dé una descripción geométrica de cada familia de planos. 

78. Halle la distancia entre las rectas sesgadas con ecuaciones a) x+y+z=c 
paramétricas x=1+1t,y=1+6r1,2=2tyx= 1 + 2s, (b) x i 


y+eaz=1 
y= 5 + 15s,z = —2 + 6s. (c) ycos 0 +z sen = 1 


79. Sea L, la recta que pasa por el origen y el punto (2, 0, — 1). 83 
Sea L, la recta que pasa por los puntos (1, —1, 1) y (4, 1, 3). 
Determine la distancia entre Lı y L2. 


. Sia, b y c no son 0, demuestre que la ecuación 
ax + by + cz + d = Q representa un plano 
y (a, b, c) es un vector normal al plano. 


80. Sea L, la recta que pasa por los puntos (1, 2, 6) y (2, 4, 8). Sugerencia: suponga a + 0 y reescriba la ecuación 
Sea L, la recta de intersección de los planos P, y P2, donde en la forma 
P, es el plano x — y + 2z + 1 = 0 y P,el plano que pasa por 
los puntos (3, 2, — 1), (0, 0, 1) y (1, 2, 1). Calcule la distancia al 2) Fb(y=0)+c(2-0)=0 
entre Lı y Lo. a 


PROYECTO DE LABORATORIO PONER LA TRIDIMENSIONALIDAD EN PERSPECTIVA 


Los programadores de gráficos para computadora enfrentan el mismo reto que los grandes pin- 
tores del pasado: cómo representar una escena tridimensional como una imagen plana en un 

plano bidimensional (una pantalla o un lienzo). Para crear la ilusión de perspectiva, en la que 
D) los objetos cercanos parecen más grandes que los lejanos, los objetos tridimensionales en la 
memoria de la computadora se proyectan en una ventana rectangular desde el punto de vista en 
el que se localiza el ojo, o la cámara. El volumen de visualización —la porción de espacio que 
será visible— es la región contenida por los cuatro planos que pasan por el punto de vista y un 
extremo de la ventana. Si los objetos en la escena se extienden más allá de esos cuatro planos, 
deben ser truncados antes de que datos de píxeles sean enviados a la pantalla. Por tanto, estos 
planos se llaman planos de corte. 


1. Suponga que la pantalla está representada por un rectángulo en el plano yz con vértices 
(0, +400, 0) y (0, +400, 600) y que la cámara se encuentra en (1000, 0, 0). Una recta L 
en la escena pasa por los puntos (230, -285, 102) y (860, 105, 264). ¿En qué puntos debe 
ser cortada L por los planos de corte? 


2. Si el segmento de recta cortado se proyecta en la ventana, identifique el segmento de recta 
resultante. 
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3. Use ecuaciones paramétricas para trazar las orillas de la ventana, el segmento de recta cortado 
y su proyección en la ventana. Añada después las líneas de mira que unen el punto de vista 
con cada extremo de los segmentos cortados para comprobar que la proyección es correcta. 


4. Un rectángulo con vértices (621, — 147, 206), (563, 31, 242), (657, —111, 86) y (599, 67, 122) 
se agrega a la escena. La recta L interseca este rectángulo. Para hacer que el rectángulo 
parezca opaco, un programador puede usar representación de líneas ocultas, que elimina 
porciones de objetos que están detrás de otros objetos. Identifique la porción 
de L que debería eliminarse. 


12.6 Cilindros y superficies cuádricas 


FIGURA 1 
La superficie z = x° es 
un cilindro parabólico. 


Ya se examinaron dos tipos especiales de superficies: planos (en la sección 12.5) y esfe- 
ras (en la sección 12.1). Aquí se investigarán otros dos tipos de superficies: cilindros y 
superficies cuádricas. 

Para trazar la gráfica de una superficie es útil determinar las curvas de intersección 
de la superficie con planos paralelos a los planos coordenados. Estas curvas se llaman 
trazas (o secciones transversales) de la superficie. 


B Cilindros 


Un cilindro es una superficie que consta de todas las rectas (llamadas generatrices) 
paralelas a una recta dada y que pasan por una curva plana dada. 


EJEMPLO 1 Trace la gráfica de la superficie z = x?. 


SOLUCIÓN Observe que la ecuación de la gráfica, z = x°, no implica a y. Esto significa 
que cualquier plano vertical con la ecuación y = k (paralela al plano xz) interseca la 
gráfica en una curva con la ecuación z = x’. Así, estas trazas verticales son parábolas. 
La figura 1 muestra cómo se forma la gráfica tomando la parábola z = x?en el plano xz 
y moviéndola en la dirección del eje y. Esta gráfica es una superficie, llamada cilindro 
parabólico, y está compuesta por numerosas copias infinitamente desplazadas de la 
misma parábola. Aquí las generatrices del cilindro son paralelas al eje y. 


Se señala que la variable y está ausente en la ecuación del cilindro del ejemplo 1. 
Esto es habitual en una superficie cuyas generatrices son paralelas a uno de los ejes de 
coordenadas. Si una de las variables x, y y z falta en la ecuación de una superficie, esta 
es un cilindro. 


EJEMPLO 2 Identifique y trace las superficies. 
(a) 2 +yY=1 (b) y +2=1 
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SOLUCIÓN 

(a) Como z está ausente y las ecuaciones 1? + y? = 1, z = k representan un círculo con 
radio 1 en el plano z = k, la superficie x? + y? = 1 es un cilindro circular cuyo eje es el 
eje z. (Véase la figura 2.) Aquí las generatrices son líneas verticales. 


(b) En este caso falta x y la superficie es un cilindro circular cuyo eje es el eje x. 
(Véase la figura 3.) Esto se obtiene tomando el círculo y? + 2? = 1, x = O en el 


plano yz y moviéndolo en paralelo al eje x. El 
2 NOTA Cuando se trata con superficies, es importante advertir que una ecuación como 
xX + y? = 1 representa un cilindro y no un círculo. La traza del cilindro x? + y? = 1 en el 
FIGURA 2 plano xy es el círculo con ecuaciones x? + y? =1,z = 0. 


X*+y=1 
E Superficies cuádricas 


Una superficie cuádrica es la gráfica de una ecuación de segundo grado en tres variables 
x, y y z. La más general de esas ecuaciones es 


Ax? + By? + C2? + Dxy + Eyz + Fxz + Gx + Hy+ kz +J=0 


donde A, B, C,..., J son constantes, pero por traslación y rotación puede convertirse en 
una de estas dos formas estándar 


Ax + BY + C? +J=0 o A¥ +Byy+kr=0 


Las superficies cuádricas son la contraparte en tres dimensiones de las secciones cónicas 


ANNAS en el plano. (Véase la sección 10.5 para un repaso de las secciones cónicas.) 


y+z2=1 


EJEMPLO 3 Use trazas para diagramar la superficie cuádrica con la ecuación 


i y2 y 
X r=] 

9 4 
SOLUCIÓN Al sustituir z = O se halla que la traza en el plano xy es x? + y?/9 = 1, 
la que se reconoce como una ecuación de una elipse. En general, la traza horizontal 


en el plano z = k es 


1 z=k 
9 4 


la cual es una elipse, siempre y cuando k? < 4, es decir —2 < k < 2. 
De igual manera, las trazas verticales paralelas a los planos yz y xz también son elipses: 


Yaz 5 , 
A E x=k (si-1<k< 1) 
9 4 
TER E k (si—3 < k < 3) 
x + == y=k si= 
4 9 i 
FIGURA 4 La figura 4 muestra cómo al diagramar algunas trazas, se esboza la forma de la 
yiu superficie. Esta se llama elipsoide porque todas sus trazas son elipses. Observe 
El elipsoide x* + o ae a 1 que es simétrica con respecto a cada plano coordenado; esto es un reflejo del hecho 
de que su ecuación solo implica potencias pares de x, y y z. a 


EJEMPLO 4 Use trazas para diagramar la superficie z = 4? + y’. 


SOLUCIÓN Si se establece x = 0, se obtiene z = y?, así que el plano yz interseca la 
superficie en una parábola. Si se aplica x = k (una constante), se obtiene z = y? + 4k. 
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FIGURA 5 

La superficie z = 4x? + y? es un 
paraboloide elíptico. Las trazas 
horizontales son elipses; las trazas 
verticales son parábolas. 


FIGURA 6 

Las trazas verticales son parábo- 
las; las trazas horizontales son 
hipérbolas. Todas las trazas se 
rotulan con el valor de k. 


FIGURA 7 
Trazas desplazadas a sus planos 
correctos 


En Module 12.6A puede 


Esto significa que si se corta la gráfica con cualquier plano paralelo al plano yz, 

se obtiene una parábola que se abre hacia arriba. De igual modo, si y = k, la traza es 

z = 4x? + F, la que es de nueva cuenta una parábola que se abre hacia arriba. Si se 
aplica z = k, se obtienen las trazas horizontales 4x? + y? = k, que se reconocen como 
una familia de elipses. En conocimiento de las formas de las trazas, se puede diagramar 
la gráfica en la figura 5. A causa de las trazas elípticas y parabólicas, la superficie 
cuádrica z = 41? + y? se llama paraboloide elíptico. El 


EJEMPLO 5 Trace la superficie z = y? — x’. 


SOLUCIÓN Las trazas en los planos verticales x = k son las parábolas z = y? — X?, que 
se abren hacia arriba. Las trazas en y = k son las parábolas z = —x? + k’, que se abren 
hacia bajo. Las trazas horizontales son y? — x? = k, una familia de hipérbolas. Se dibu- 
jan las familias de trazas en la figura 6 y se muestran cómo aparecen las trazas cuando 
se colocan en sus planos correctos en la figura 7. 


ZA yA 
ri j 1 
0// f 
È > LJ i > 0 > 
à / y xX 
V 1 / i 
WZ E 1 
Las trazas en x = k son z = y? — k?. Las trazas en y = k sonz = —x2 + k’. Las trazas en z = k son y? — xX = k. 
{z z 
\ Ñ J y 5 / 
XA 
e 1 
1 0 1 
Trazas en x = k Trazas en y = k Trazas en z = k 


En la figura 8 se reúnen las trazas de la figura 7 para formar la superficie z = y? — x?, 


investigar cómo las trazas determi- un paraboloide hiperbólico. Observe que la forma de la superficie cerca del origen se 


nan la forma de una superficie. 


FIGURA 8 
Dos vistas de la superficie z = y? — x?, 
un paraboloide hiperbólico 


asemeja a la de una silla de montar. Esta superficie se investigará más a fondo en la sec- 
ción 14.7 cuando se analicen los puntos de silla. 
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2 2 


EJEMPLO 6 Trace la superficie T Ey? e =]. 
SOLUCIÓN La traza en cualquier plano horizontal z = k es la elipse 
x? 5 k? 
+y=1+ z=k 
4 4 


pero las trazas en los planos xz y yz son las hipérbolas 


y? z? ' z? 
— — — = 1 = 0 NS 1 A = (0) 
4 4 2 -7 x 
Esta superficie se llama hiperboloide de una hoja y se representa en la figura 9. E 
FIGURA 9 La idea de usar trazas para dibujar una superficie se emplea en el software de grafica- 


ción tridimensional. En la mayoría de esos programas, las trazas en los planos verticales 
x = ky y = k se dibujan para valores igualmente espaciados de k y partes de la gráfica se 
omiten usando la eliminación de líneas ocultas. La tabla 1 muestra gráficos elaborados 
en computadora de los seis tipos básicos de superficies cuádricas en forma estándar. 
Todas las superficies son simétricas con respecto al eje z. Si una superficie cuádrica es 
simétrica en relación con un eje diferente, su ecuación cambia en consecuencia. 


Tabla 1 Gráficos de superficies cuádricas 


Superficie Ecuación Superficie Ecuación 
Elipsoide x? , y? A z2 i Cono nor y 
a? b? c? c? a? b? 


Las trazas horizontales son 


23, Todas las trazas son elipses. 
X elipses. 


SS 
O 


Si a = b = c, el elipsoide es 


Las trazas verticales en los 


y 
A 


KA 
SS una esfera. A N 
AZ IN planos x = k y y = k son 
AERAN d hipérbolas si k + 0, pero 
pares de rectas si k = 0. 
Paraboloide elíptico z x y Hiperboloide de una hoja 2 yz 
t= + S+5S-%=1 
c a? b* a? b? 2 


Las trazas horizontales 
son elipses. 


Las trazas horizontales son 
elipses. 


NY 


SRA 


Las trazas verticales Las trazas verticales son 


son parábolas. x NN hipérbolas. 
: ÓN 
La variable elevada a la DON, El eje de simetría corres- 
primera potencia indica el ISS ponde a la variable cuyo 
eje del paraboloide. coeficiente es negativo. 
Paraboloide hiperbólico E OS Hiperboloide de dos hojas e y zL 1 
co ap? a? b e 


Las trazas horizontales en 
z = k son elipses si k > c 
ok< =c. 


Las trazas horizontales son 
hipérbolas. 


N 
KU 


Ñ V 
W \ À as 4 Las trazas verticales son 
UNS) y z x Las trazas verticales son 
ORAA > | parábolas. g pa 
_ ¿ESS hipérbolas. 
i FZS 
Se ilustra el caso en el que ZO Los dos signos menos 


c<0. indican dos hojas. 


838 CAPÍTULO 12 Vectores y la geometría del espacio 


En Module 12.6B puede EJEMPLO 7 Identifique y trace la superficie 4x? — y? + 22? + 4 = 0. 
ver cómo cambios en a, b y cen 


lä tábla i-afectan taforma. de la SOLUCIÓN Dividiendo entre —4, primero se pone la ecuación en forma estándar: 


superficie cuádrica. 


Al comparar esta ecuación con la tabla 1, se ve que representa un hiperboloide de dos 
hojas, siendo la única diferencia que en este caso el eje del hiperboloide es el eje y. 
Las trazas en los planos xy y yz son las hipérbolas 


2 y y? 
E D aen 
¡te y 4 


Esta superficie no tiene ninguna traza en el plano xz, pero las trazas en los planos verti- 
cales y = k para | k| > 2 son las elipses 


E i k 
x A = 
2.4 á 
las cuales pueden escribirse como 
y? 2 
A dd > 1 Ym k 

E-i ama) 

4 4 
FIGURA 10 
Ay a= Estas trazas se usan para hacer el diagrama de la figura 10. E 


EJEMPLO 8 Clasifique la superficie cuádrica x? + 2z? — 6x — y + 10 = 0. 
SOLUCIÓN Completando el cuadrado se reescribe la ecuación como 
y=1=(x- 3) + 22? 


Al comparar esta ecuación con la tabla 1, vea que representa un paraboloide elíptico. 
Aquí, sin embargo, el eje del paraboloide es paralelo al eje y, y ha sido desplazado para 
que su vértice esté en el punto (3, 1, 0). Las trazas en el plano y = k (k > 1) son las elipses 


(1-3 +22=k- 1 y=k 


La traza en el plano xy es la parábola con la ecuación y = 1 + (x — 3}, z = 0. El parabo- 
loide se representa en la figura 11. 


FIGURA 11 
*+22%-6x-y+10=0 
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@ Aplicaciones de las superficies cuádricas 


Ejemplos de superficies cuádricas pueden hallarse en el mundo a nuestro alrededor. De 
hecho, el mundo mismo es un buen ejemplo. Aunque la Tierra es comúnmente modelada 
como una esfera, un modelo más acertado es una elipsoide, porque la rotación de la Tie- 
rra ha causado un aplanamiento en los polos. (Véase el ejercicio 49.) 

Paraboloides circulares, obtenidas mediante rotación de una parábola alrededor de su 
eje, se usan para recolectar y reflejar luz, sonido y señales de radio y televisión. En un 
radiotelescopio, por ejemplo, señales de estrellas distantes que impactan la concavidad 
son reflejadas al receptor en el foco y, por tanto, amplificadas. (Esta idea se explica en 
el problema 22 de la página 273.) El mismo principio se aplica a los micrófonos y los 
platillos satelitales en forma de paraboloides. 

Las torres de enfriamiento de reactores nucleares suelen diseñarse en forma de hiper- 
boloides de una hoja por razones de estabilidad estructural. Pares de hiperboloides se 
usan para transmitir movimiento rotacional entre ejes sesgados. (Las ruedas dentadas 
de los engranajes son las líneas generatrices de los hiperboloides. Véase el ejercicio 51.) 


e 


O David Frazier / Spirit / Corbis 
© Mark C. Burnett / Science Source 


Un platillo satelital refleja señales al foco Los reactores nucleares tienen torres de Hiperboloides producen la 
de un paraboloide. enfriamiento en forma de hiperboloides. transmisión de engranajes. 


12.6 EJERCICIOS 


1. (a) ¿Qué representa la ecuación y = x° como una curva 5.72=1-y 6. y=2 
en R?? 


7. =1 8. z = sen 
(b) ¿Qué representa como una superficie en R?? de ? 


(c) ¿Qué representa la ecuación z = y?? . . , . 
9. (a) Determine e identifique las trazas de la superficie 


2. (a) Trace la gráfica de y = e* como una curva en R?. cuádrica x? + y? — z? = 1 y explique por qué la gráfica se 
(b) Trace la gráfica de y = e" como una superficie en R?. parece a la gráfica del hiperboloide de una hoja de 
(c) Describa y trace la superficie z = e”. la tabla 1. . . a 
(b) Si se cambia la ecuación del inciso (a) a x? — y? + 72 = 1, 
3-8 Describa y trace la superficie. ¿cómo se ve afectada la gráfica? 


(c) ¿Y si se cambiara la ecuación del inciso (a) a 
3. y +42=4 4 z=4- x 2+y+2y-2=02 
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10. (a) Determine e identifique las trazas de la superficie 
cuádrica —x? — y? + z? = 1 y explique por qué esta 
gráfica se parece a la gráfica del hiperboloide de dos 
hojas de la tabla 1. 

(b) Si la ecuación del inciso (a) cambia ax? — y? — 72 = 1, 
¿qué le sucede a la gráfica? Trace la nueva gráfica. 


11-20 Use trazas para diagramar e identificar la superficie. 


11. x? = y? + 42? 12. 4x? + 9y? + 92? = 36 

13. x?= dy? 4 2? 14. 22—4x*-y=4 

15. 9y? + 42? = x? + 36 16. 3x? +y+32?=0 

mbr La 18. 3x? — y? +32=0 
9 25 4 

19; y= z = x? 20. x=y?- 2 


21-28 Asocie la ecuación con su gráfica (rotuladas I-VII). Dé 
razones de su elección. 

21. x? + 4y? + 97? =1 22. 9x? + 4y? +7 =1 
23.4 =y +z] 24. =?24+y*-2=1 
25. y = 2x1? + 2? 26. y? = x? + 27 


27. x? +22 =1 


28. y =x?- 2 


IV E 


V a VI z 


VI 


29-30 Dibuje e identifique una superficie cuádrica que pudiera 
tener las trazas mostradas. 


Trazas en y = k 


29. Trazas en x = k 


ZA 
k=+1 
k=0 
k= +2 


> 


y 


30. Trazas en x = k Trazas en z = k 


31-38 Reduzca la ecuación a una de las formas estándar, 


clasifique la superficie y trácela. 
31. y? =x? +z? 32. 4x? — y +22? =0 


34. y =x? +472 +4 


38. 4x? + y? + z? — 24x — 8y + 4z + 55 = 0 


39-42 Use una computadora con software de graficación 
tridimensional para graficar la superficie. Experimente con puntos 
de vista y dominios para las variables hasta que obtenga una vista 


satisfactoria de la superficie. 
39. —4x° —- y? +7 =1 40. x’ — y- z=0 


41. =4x =y + z0 42. x° — 6x + 4y’ -z= 0 


43. Trace la región delimitada por las superficies z = yx? + y? 
yxX¥ +y = l paral Sz <2. 


44. Trace la región delimitada por los paraboloides z = x? + y? y 
z=2- x- y. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


Determine una ecuación para la superficie obtenida de la 
rotación de la curva y = Vx alrededor del eje x. 


Determine una ecuación para la superficie obtenida de la 
rotación de la recta z = 2y alrededor del eje z. 


Determine una ecuación para la superficie que consta de 
todos los puntos equidistantes del punto (— 1, 0, 0) y del 
plano x = 1. Identifique la superficie. 


Determine una ecuación para la superficie que consta de 
todos los puntos P para los que la distancia de P al eje x 
es dos veces la distancia de P al plano yz. Identifique la 
superficie. 


Tradicionalmente, la superficie de la Tierra ha sido modelada 

como una esfera, pero el World Geodetic System of 1984 

(WGS-84) usa una elipsoide como un modelo más acertado. 

Este coloca el centro de la Tierra en el origen y el polo norte 

en el eje z positivo. La distancia del centro a los polos es 

de 6356.523 km y la distancia a un punto en el ecuador de 

6378.137 km. 

(a) Determine una ecuación de la superficie de la Tierra tal 
como la usa WGS-84. 

(b) Curvas de igual latitud son trazas en los planos z = k. 
¿Cuál es la forma de estas curvas? 

(c) Los meridianos (curvas de igual longitud) son trazas en 
los planos de la forma y = mx. ¿Cuál es la forma de estos 
meridianos? 


MY Repaso 


VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


50. 


51. 


52. 
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Una torre de enfriamiento de un reactor nuclear debe 
construirse con la forma de un hiperboloide de una hoja 
(véase la foto de la página 839). El diámetro en la base es 
de 280 m y el diámetro mínimo, 500 m arriba de la base, 
es de 200 m. Halle una ecuación para la torre. 


Demuestre que si el punto (a, b, c) está en el paraboloide 
hiperbólico z = y? — x?, entonces las rectas con ecuaciones 
paramétricas x = a + t, y = b + t,z = c + 2(b — a)t y 
x=a+t,y=b-—t,z=c— 2(b + a)tse ubican por com- 
pleto en este paraboloide. (Esto muestra que el paraboloide 
hiperbólico es lo que se llama una superficie reglada; es 
decir, puede ser generado por el movimiento de una línea rec- 
ta. De hecho, este ejercicio indica que a través de cada punto 
en el paraboloide hiperbólico hay dos líneas generatrices. 
Las otras superficies cuádricas que también son superficies 
regladas son los cilindros, los conos y los hiperboloides de 
una hoja.) 


Demuestre que la curva de intersección de las superficies 
X + 2y — 7 + 3x = 1 y2 + 4y — 22 — 5y = 0 se ubica 
en un plano. 


. Grafique las superficies z = x? + y? y z = 1 — y? en una 


pantalla común usando el dominio | x | < 1.2, | y | = 1.2 

y observe la curva de intersección de estas superficies. 
Demuestre que la proyección de esta curva en el plano xy es 
una elipse. 


Las respuestas a la verificación de conceptos se encuentran en las páginas finales del libro. 


mi 


10. 


¿Cuál es la diferencia entre un vector y un escalar? 


. ¿Cómo se suman geométricamente dos vectores? ¿Cómo se 


suman algebraicamente? 


Si a es un vector y c un escalar, ¿cómo se relaciona ca con a 
geométricamente? ¿Cómo se determina ca algebraicamente? 


. ¿Cómo se determina el vector de un punto a otro? 


. ¿Cómo se determina el producto punto a + b de dos vectores 


si se conocen sus longitudes y el ángulo entre ellos? ¿Y si se 
conocieran sus componentes? 


¿Qué utilidad tienen los productos punto? 


. Escriba expresiones para las proyecciones escalar y vectorial 


de b en a. Ilustre con diagramas. 


. ¿Cómo se determina el producto cruz a X b de dos vectores 


si se conocen sus longitudes y el ángulo entre ellos? ¿Y si se 
conocieran sus componentes? 


¿Qué utilidad tienen los productos cruz? 


(a) ¿Cómo se establece el área del paralelogramo 
determinado por a y b? 

(b) ¿Cómo se establece el volumen del paralelepípedo deter- 
minado por a, b y e? 


11. 
12. 
13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


¿Cómo se determina un vector perpendicular a un plano? 
¿Cómo se determina el ángulo entre dos planos intersecantes? 


Escriba una ecuación vectorial, ecuaciones paramétricas y 
ecuaciones simétricas para una recta. 


Escriba una ecuación vectorial y una ecuación escalar para un 
plano. 


(a) ¿Cómo se sabe si dos vectores son paralelos? 
(b) ¿Cómo se sabe si dos vectores son perpendiculares? 
(c) ¿Cómo se sabe si dos planos son paralelos? 


(a) Describa un método para determinar si tres puntos 
P, Q y R están en la misma recta. 

(b) Describa un método para determinar si cuatro puntos 
P, Q, R y S están en el mismo plano. 


(a) ¿Cómo se determina la distancia de un punto a una recta? 
(b) ¿Cómo se determina la distancia de un punto a un plano? 
(c) ¿Cómo se determina la distancia entre dos rectas? 


¿Cuáles son las trazas de una superficie? ¿Cómo se les 
determina? 


Escriba ecuaciones en forma estándar de los seis tipos de 
superficies cuádricas. 
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EXAMEN VERDADERO-FALSO 


Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero, 11. Para cualesquiera vectores u, v y w en V3, 
explique por qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo 
que refute el enunciado. A w 
li Siu = Gi uyy y= mms v= (av e), 12. Para cualesquiera vectores u, v y w en V3, 
; X x = xX x 
2. Para cualesquiera vectores u y v en V3, |u + v| = |u| + |v]. dd e e 
. 13. P 1 i tores V, (u X y)-u=0, 
3. Para cualesquiera vectores u y v en V, |u - v| = |u| |v]. Ara cualesquEra AA 
. 14. Para cualesquiera vectores u y v en V3, (u + v) X v=u xX y. 
4. Para cualesquiera vectores u y v en Va, |u X v| = |u||v]. 
. 15. El vector (3, — 1, 2) es paralelo al plano 
5. Para cualesquiera vectores u y ven V3}, u : v =v-:u. 
6x—2y+4z=1 
6. Para cualesquiera vectores u y v en V,, u X v = v X u. 
7. Para cualesquiera vectores u y v en V, |u X v| = |v x ul. 16. Una ecuación lineal Ax + By + Cz + D = O representa una 
recta en el espacio. 
8. Para cualesquiera vectores u y v en V; y cualquier escalar k, 
17. El conjunto de puntos ((x, y, z) | 1? + y? = 1} es un círculo. 
k(u : v) = (ku) - v ? ; 
18. En R la gráfica de y = x? es un paraboloide. 
9. Para cualesquiera vectores u y v en V, y cualquier escalar k, do entonces =dor=0 
k(u X v) = (ku) X y 20. Siu X v = 0, entonces u = 0 o v = 0. 
10. Para cualesquiera vectores u, v y w en V3, 21. Siu: v =0yu X v = 0, entonces u = 0o v = 0. 
(U.+ y) xw=uXw+vXow 22. Si u y v están en Va, entonces |u - v| < ]u|| v]. 
EJERCICIOS 
1. (a) Determine una ecuación de la esfera que pasa por el 4. Calcule la cantidad dada si 
punto (6, —2, 3) y tiene centro (1, 2, 1). a=i+j-2k 
(b) Determine la curva en la que esa esfera interseca el ; , 
plano yz. b= 3i— 2j +k 
(c) Determine el centro y radio de la esfera c=j-5k 
X+y+z2-8x+2y+62+1=0 (a) 2a + 3b (b) |b] 
2. Copie los vectores en la figura y úselos para trazar cada uno (c) a:b (d) ax b 
de los vectores siguientes. (e) |b x el @) a: (bXxc) 
(a) a+b  (ba=b  (c)-3a  (d) 2a+b (g) exe h) aX (b X c) 
Gi) comp,b G) proyab 
(k) El ángulo entre a y b (al grado más cercano) 
> 5. Determine los valores de x tales que los vectores (3, 2, x) 
b y (2x, 4, x) sean ortogonales. 
6. Determine dos vectores unitarios ortogonales tanto a j + 2k 
como ai — 2j + 3k. 
3. Si u y v son los vectores mostrados en la figura, determine 7. Suponga que u - (v X w) = 2. Determine 
u: vy |u X v|. ¿u X v está dirigida a la página o fuera de (a) Uxv-w 
ella? (b) u - (w X v) 
(c) v: u X w) 
(d) (u X v)- v 
|v[=3 
8. Demuestre que si a, b y c están en V3, entonces 
45° (a X b) - [(b X e) x (ex a)] = [a - (b x e)? 
|u]=2 9. Determine el ángulo agudo entre dos diagonales de un cubo. 


10. Dados los puntos A(1, 0, 1), BG, 3, 0), C(— 1, 1, 4) y 
D(0, 3, 2), encuentre el volumen del paralelepípedo 
con lados adyacentes AB, AC y AD. 


11. (a) Determine un vector perpendicular al plano que pasa 
por los puntos A(1, 0, 0), B(2, 0, —1) y C(1, 4, 3). 
(b) Determine el área del triángulo ABC. 


12. Una fuerza constante F = 3i + 5j + 10k mueve un objeto 
a lo largo del segmento de recta de (1, 0, 2) a (5, 3, 8). 
Determine el trabajo realizado si la distancia se mide en 
metros y la fuerza en newtons. 


13. Un bote es tirado hacia la playa usando dos cuerdas, como se 
muestra en el diagrama. Si se necesita una fuerza de 255 N, 
determine la magnitud de la fuerza en cada cuerda. 


20 255N, 
4309 


O De 


14. Determine la magnitud del momento de torsión alrededor de 
P si una fuerza de 50 N se aplica como se muestra. 
50N 
r 30° 


40 cm 


P 


15-17 Determine ecuaciones paramétricas para la recta. 
15. La recta que pasa por (4, —1, 2) y (1, 1, 5) 


16. La recta que pasa por (1, 0, —1) y es paralela a la recta 
lx—-4)=jy=z2+2 


17. La recta que pasa por (2, 2, 4) y es perpendicular al plano 
2x — y + 5z = 12 


18-20 Determine una ecuación del plano. 


18. El plano que pasa por (2, 1, 0) y es paralelo a 
x+ 4y- 3z= 


19. El plano que pasa por (3, —1, 1), (4, 0, 2) y (6, 3, 1) 


20. El plano que pasa por (1, 2, —2) y que contiene la recta 
x=2ty=3-tz=1+3t 
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21. Encuentre el punto en el que la recta con ecuaciones 
paramétricas x = 2 — t, y = 1 + 3t, z = 4t interseca el plano 
2x—y+z=2. 


22. Determine la distancia del origen a la recta x = 1 + t, 
y=2-t2=-1+2t 


23. Determine si las rectas dadas por las ecuaciones simétricas 


A A al O z=3 
2 3 4 
el. y=3-2+5 
al 6 ál 2 


son paralelas, sesgadas o intersecantes. 


24. (a) Demuestre que los planos x +y=z=ly 
2x — 3y + 4z = 5 no son paralelos ni perpendiculares. 
(b) Determine, al grado más cercano, el ángulo entre esos 
planos. 


25. Determine una ecuación del plano que pasa por la recta 
de intersección de los planosx—z=1yy+2z=3y 
perpendicular al plano x + y — 2z = 1. 


26. (a) Encuentre una ecuación del plano que pasa por los puntos 

AQ, 1, 1), B(—1, —1, 10) y C(1, 3, -4). 

(b) Determine ecuaciones simétricas para la recta que pasa 
por B y que es perpendicular al plano del inciso (a). 

(c) Un segundo plano pasa por (2, 0, 4) y tiene vector normal 
(2, —4, —3). Demuestre que el ángulo agudo entre los 
planos es de aproximadamente 43°. 

(d) Encuentre ecuaciones paramétricas para la recta de inter- 
sección de los dos planos. 


27. Determine la distancia entre los planos 3x + y —4z = 2 
y 3x + y — 4z = 24. 


28-36 Identifique y trace la gráfica de cada superficie. 


28. x=3 29. x=z 
30. y= z? 31. x? = y? + 47? 
32. 4x — y + 2z = 33. —4x° + y? — 4? =4 


34. y +77 =l +x 
35. 4x? + 4y? — 8y +7 =0 
36. x= y +7 —2y—-4z+5 


37. Una elipsoide se crea rotando la elipse 4x? + y? = 16 
alrededor del eje x. Determine una ecuación del elipsoide. 


38. Una superficie consta de todos los puntos P tales que la 
distancia de P al plano y = 1 es dos veces la distancia de P al 
punto (0, —1, 0). Determine una ecuación para esta superficie 
e identifíquela. 


Problemas 
adicionales 


1 
m Iim 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 1 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 7 
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. Suponga que v, y vz son vectores con |v; | = 2, 


+ Cada arista de una caja cúbica tiene una longitud de 1 m. La caja contiene nueve pelotas 


esféricas con el mismo radio r. El centro de una pelota está en el centro del cubo y toca 

a las otras ocho. Cada una de estas otras toca tres lados de la caja. Así, las pelotas están 
ceñidamente empacadas en la caja (véase la figura). Determine r. (Si tiene dificultades con 
este problema, lea acerca de la estrategia para la resolución de problemas titulada Utilice 
analogías en la página 71.) 


. Sea B una caja sólida con longitud L, ancho W y altura H. Sea S el conjunto de todos los 


puntos que están a una distancia de a lo sumo 1 de algún punto de B. Exprese el volumen 
de S en términos de L, W y H. 


. Sea L la recta de intersección de los planos cx + y + z = c y x — cy + cz = —1, donde c 


es un número real. 

(a) Determine ecuaciones simétricas para L. 

(b) Al variar el número c, la recta L se desplaza por una superficie S. Determine una ecua- 
ción para la curva de intersección de S con el plano horizontal z = £ (la traza de S en el 
plano z = ô). 

(c) Determine el volumen del sólido delimitado por S y los planos z = 0y z = 1. 


. Un aeroplano es capaz de volar con una rapidez de 180 km/h en aire quieto. El piloto 


despega de un campo de aviación y se dirige al norte de acuerdo con la brújula del avión. 
Después de 30 minutos de vuelo, el piloto se da cuenta de que, debido al viento, el avión ha 
recorrido en realidad 80 km en un ángulo de 5° este del norte. 

(a) ¿Cuál es la velocidad del viento? 

(b) ¿Qué dirección debería haber seguido el piloto para llegar al destino previsto? 


val =3 y v, : va =5. 
Sea v; = proyy1Va, Va = Proyy2V3, Vs = proyy3V4 y así sucesivamente. Calcule Zril Vn |. 


. Determine una ecuación de la esfera más grande que pasa por el punto (-1, 1, 4) y que es tal 


que cada uno de los puntos (x, y, z) dentro de la esfera satisface la condición 


xX + y? +z < 136 + 2 (x + 2y + 32) 


+ Suponga que un bloque de masa m se coloca en un plano inclinado, como se muestra en la 


figura. El descenso del bloque por el plano es retardado por la fricción; si 0 no es demasiado 

grande, la fricción impedirá que el bloque se mueva en lo más mínimo. Las fuerzas que 

actúan sobre el bloque son el peso W, donde |W | = mg (g es la aceleración debida a la 
gravedad); la fuerza normal N (el componente normal de la fuerza de reacción del plano 
sobre el bloque), donde |N | = n; y la fuerza F debida a la fricción, que actúa en paralelo con 

el plano inclinado, en oposición a la dirección del movimiento. Si el bloque está en reposo y 

0 aumenta, IFI también debe aumentar hasta que, en definitiva, F| llegue a su máximo, más 

allá del cual el bloque comienza a deslizarse. En este ángulo 0, se ha observado que |F | es 

proporcional a n. Así, cuando IFI llega a su máximo, puede decirse que |F| = wn, donde u, 

se llama coeficiente de fricción estática y depende de los materiales que están en contacto. 

(a) Observe que N + F + W = 0 y deduzca que u, = tan(0,). 

(b) Suponga que, para 0 > 0,, una fuerza externa adicional H se aplica al bloque, horizon- 
talmente desde la izquierda, y sea |H| = A. Si h es pequeña, el bloque puede deslizarse 
de todas maneras por el plano; si es lo bastante grande, el bloque subirá por el plano. 
Sea Amin el valor más pequeño de h que permite que el bloque permanezca inmóvil (de 
tal forma que |F | es máxima). 

Eligiendo los ejes de coordenadas de tal modo que F se ubique a lo largo del eje x, 
resuelva cada fuerza en componentes paralelos y perpendiculares al plano inclinado y 
demuestre que 


hmin SENO + mg CosÓ = n y hmm COSO + usn = mg sen0 


(c) Demuestre que hmin = mg tan(0 — 0,) 


¿Esta ecuación parece razonable? ¿Tiene sentido para 0 = 0,? ¿Tiene sentido 
conforme 0 —> 90°? Explique su respuesta. 


(d) Sea máx el valor más grande de h que permite que el bloque permanezca inmóvil. 
(¿Qué dirección sigue F?) Demuestre que 


hmas = mg tan(0 +0,) 
¿Esta ecuación parece razonable? Explique su respuesta. 


8. Un sólido tiene las propiedades siguientes. Cuando es iluminado por rayos paralelos al eje z, 
su sombra es un disco circular. Si los rayos son paralelos al eje y, su sombra es un cuadrado. 
Si los rayos son paralelos al eje x, su sombra es un triángulo isósceles. (En el ejercicio 
12.1.48 se le pidió describir y trazar un ejemplo de un sólido como este, pero hay muchos 
sólidos de este tipo.) Suponga que la proyección en el plano xz es un cuadrado cuyos lados 
tienen longitud 1. 
(a) ¿Cuál es el volumen del más grande de esos sólidos? 
(b) ¿Hay un volumen al que se pueda calificar como el más reducido? 
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15 


Las trayectorias de objetos 
que se mueven en el espacio, 
como los jets que aparecen 
aquí, pueden describirse 
con funciones vectoriales. 

En la sección 13.1 

verá cómo usar estas 
funciones vectoriales para 
determinar si dos objetos así 
pueden chocar o no. 


Funciones vectoriales 


"e o. 


O Natalia Davydenko/Shutterstock.com 


LAS FUNCIONES QUE SE HAN usado hasta aquí han sido funciones con valores reales. Ahora 
se estudiarán funciones cuyos valores son vectores porque tales funciones son necesarias para 
describir curvas y superficies en el espacio. También se usarán funciones con vectores como 
valores para describir el movimiento de objetos en el espacio. En particular, se emplearán para 
derivar las leyes del movimiento de los planetas de Kepler. 
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848 CAPÍTULO 13 Funciones vectoriales 


13.1 Funciones vectoriales y curvas en el espacio 


Si lím, a r(t) = L, esta definición 
equivale a decir que la longitud y 
dirección del vector r(t) aproxima 


la longitud y dirección del vector L. 


En general, una función es una regla que asigna a cada elemento en el dominio un ele- 
mento en el rango. Una función con un vector como valor, o función vectorial, es 
simplemente una función cuyo dominio es un conjunto de números reales y cuyo rango 
es un conjunto de vectores. Interesan en particular las funciones vectoriales r cuyos valores 
son vectores tridimensionales. Esto significa que para cada número 1 en el dominio de r 
hay un vector único en V,, denotado por r(t). Si f(£), g(t) y h(t) son los componentes del 
vector r(t), f, g y h son funciones de valores reales llamadas funciones componentes 
de r y se pueden escribir 


r(A = (FO, g E, (0) =f01+ 90 j +0 k 


Se usa la letra t para denotar la variable independiente porque representa el tiempo 
en la mayoría de las aplicaciones de funciones vectoriales. 


EJEMPLO 1 Si 


rài) = (2, In(3 — 1), v1) 
entonces las funciones componentes son 


fÀ =r gÀ =1n(3 — 1) hÀ = yt 


Por efecto de la convención usual, el dominio de r consta de todos los valores de £ para 
los que se define la expresión r(t). Las expresiones 1?, In(3 — t) y Vt se definen 
en su totalidad cuando 3 — £ > 0 y t > 0. Así, el dominio de r es el intervalo [0, 3). Œ 


El Límites y continuidad 


El límite de una función vectorial r se define tomando los límites de sus funciones com- 
ponentes como sigue. 


[1] Sir() =(£(0, gló), AOX, entonces 


lím r() = (lím FO, lím glo, lím hA) 


t—a 


siempre y cuando los límites de las funciones componentes existan. 


En términos equivalentes, se podría haber usado una definición e-0 (véase el ejercicio 54). 
Los límites de las funciones vectoriales obedecen las mismas reglas que los límites de 
funciones con valores reales (véase el ejercicio 33). 


sen í 


EJEMPLO 2 Determine lím r(t), donde r(t) =(1 + t)i + tej + k. 


SOLUCIÓN De acuerdo con la definición 1, el límite de r es el vector cuyos componen- 
tes son los límites de las funciones componentes de r: 


S t 
lím r0) = [lím (1 + 1) i + [lim se" + E 2a |x 


1>0 I—>0 t 


=i+k (por la ecuación 3.3.2) E 
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Una función vectorial r es continua en a si 


lím r(t) = r(a) 


t=a 


En vista de la definición 1, vemos que r es continua en a si, y solo si, sus funciones com- 
ponentes f, g y h son continuas en a. 


ll Curvas en el espacio 


Existe una estrecha relación entre funciones vectoriales continuas y curvas en el espacio. 
Suponga que f, g y h son funciones continuas con valores reales en un intervalo /. Enton- 
ces el conjunto C de todos los puntos (x, y, z) en el espacio, donde 


(2] x=$f() y=4g0) 2=H0) 


y t varía a todo lo largo del intervalo /, se llama una curva en el espacio. Las ecuaciones 
en (2) se llaman ecuaciones paramétricas de C y £ se llama un parámetro. Se puede 
FIGURA 1 concebir C como trazada por una partícula en movimiento cuya posición en el tiempo 

tes (f(0), g£), A(O). Si se considera ahora la función vectorial r() = (KÀ, gÀ, hO), 
C es trazada por la punta de un vector entonces r(t) es el vector de posición del punto P( A£), g£), h(t)) en C. Así, toda función 
de posición en movimiento r(?). vectorial continua r define una curva en el espacio C trazada por la punta del vector en 
movimiento r(£), como se muestra en la figura 1. 


EJEMPLO 3 Describa la curva definida por la función vectorial 


r(1) = (1 ++1,2 + 5t, —1 + 6r) 


. . SOLUCIÓN Las ecuaciones paramétricas correspondientes son 
Visual 13.1A muestra varias 


curvas trazadas por vectores de x=1++. y =2+ 5t z=-—1+6t 
posición, incluidas las de las figuras 
1 y2. las que con base en las ecuaciones 12.5.2 se reconocen como ecuaciones paramétricas 


de una recta que pasa por el punto (1, 2, —1) y paralela al vector (1, 5, 6). O bien, podría 
observar que la función puede escribirse como r = rọ + tv, donde rọ = (1, 2, —1) y 
v = (1, 5, 6), y esta es la ecuación vectorial de una recta dada por la ecuación 12.5.1. E 


Curvas en un plano también pueden representarse en notación vectorial. Por ejemplo, 
la curva dada por las ecuaciones paramétricas x = 1? — 2t y y = t + 1 (véase el ejemplo 
10.1.1) también podrían describirse con la ecuación vectorial 


r() =( - 2t,t+ 1)= (4 -28)i+(1+1j 
donde i = (1, 0) y j = (0, 1). 
EJEMPLO 4 Trace la curva cuya ecuación vectorial es 
r(t) = cos ti + sentj + tk 


SOLUCIÓN Las ecuaciones paramétricas para esta curva son 


Il 
~ 


x = cost y = sent Z 


Como x + y? = cos% + sen’t = 1 para todos los valores de £, la curva debe estar en 

el cilindro circular x? + y? = 1. El punto (x, y, z) se sitúa directamente arriba del punto 
(x, y, 0), el cual se mueve a contrarreloj alrededor del círculo x? + y? = 1 en el plano xy. 
(La proyección de la curva en el plano xy tiene la ecuación vectorial r(1) = (cos £, sen £, 0). 
Véase el ejemplo 10.1.2.) Como z = t, la curva sube en espiral alrededor del cilindro 
FIGURA 2 al incrementarse t. Esta curva, la cual se muestra en la figura 2, se llama hélice. a 
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FIGURA 3 


Una hélice doble 


La figura 4 muestra el segmento 
de recta PO del ejemplo 5. 


FIGURA 4 


La forma de sacacorchos de la hélice del ejemplo 4 es conocida por su ocurrencia en 
resortes. También aparece en el modelo del ADN (ácido desoxirribonucleico, el material 
genético de las células vivas). En 1953 James Watson y Francis Crick demostraron 
que la estructura de la molécula del ADN es la de dos hélices paralelas y enlazadas como 
en la figura 3. 

En los ejemplos 3 y 4 se dieron ecuaciones vectoriales de curvas y se pidió una des- 
cripción geométrica o diagrama. En los dos ejemplos siguientes se dará una descripción 
geométrica de una curva y se pedirá determinar ecuaciones paramétricas para la misma. 


EJEMPLO 5 Determine una ecuación vectorial y ecuaciones paramétricas para el seg- 
mento de recta que une al punto P(1, 3, —2) con el punto VA, —1, 3). 


SOLUCIÓN En la sección 12.5 se determinó una ecuación vectorial para el segmento de 
recta que une la punta del vector rọ con la punta del vector r;: 


r(t) = (1 — fro + tri O=tf+<1 


(Véase la ecuación 12.5.4) Aquí se toma ro = (1, 3, —2) y r, = (2, —1, 3) para obtener 
una ecuación vectorial del segmento de recta de Pa Q: 


r(A = (1 — 1) (1,3, -2) + 1(2, —1, 3) O=1r1=1 
o r(t) =(1 +13 — 41, -2 + 51) O=<tf=1 
Las ecuaciones paramétricas correspondientes son 
x=1+:+ y =3-4r zZ==2 + O=stf=1 a 
EJEMPLO 6 Determine una función vectorial que represente la curva de intersección 
del cilindro x? + y? — 1 y el plano y + z = 2. 


SOLUCIÓN La figura 5 muestra cómo interesecan el plano y el cilindro, y la figura 6 la 
curva de intersección C, la cual es una elipse. 


y+z=2 10.1, 3) 
EN 
w N 
— / 
hal | 
3 | 1, 0,2) 
AA C N 
E A 
QQ] (1, 0,2) \ 
-oas | 
El | 
< maa 1) 
x +y =l m~ o 
xX y x y 


FIGURA 5 FIGURA 6 
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La proyección de C en el plano xy es el círculo x + y? = 1, z = 0. Así, por el ejemplo 
10.1.2 se sabe que se puede escribir 


x=C0SÍ y = sen £ 0=1=<=2r 
De la ecuación del plano se tiene 
z=2-y=2- sent 
Así, se puede escribir ecuaciones paramétricas para C como 
x=c0Sf y =sent z=2-—sent 0=<1=<2T 
La ecuación vectorial correspondiente es 
r(t) = cos ti +sentj + (2 — senf) k 0=<1<2r 


Esta ecuación se llama parametrización de la curva C. Las flechas de la figura 6 indican 
la dirección en la que se traza C al incrementarse el parámetro t. E 


E Uso de computadoras para trazar curvas en el espacio 


Las curvas en el espacio son inherentemente más difíciles de trazar a mano que las curvas 
en un plano; para una acertada representación se debe usar tecnología. Por ejemplo, 
la figura 7 muestra una gráfica generada por computadora de la curva con ecuaciones 
paramétricas 


x = (4 + sen 207) cos t y = (4 + sen 201) sen t z = cos 201 


Esta curva se llama espiral toroidal porque se sitúa en un toro. Otra curva interesante, 
el nudo de trébol, con ecuaciones 


x = (2 + cos 1.51) cos t y = (2 + cos 1.51) sent z = sen1.5t 


se grafica en la figura 8. No sería fácil trazar a mano ninguna de estas curvas. 


FIGURA 7 FIGURA 8 


Una espiral toroidal Un nudo de trébol 


Aun cuando se usa una computadora para trazar una curva en el espacio, las ilusiones 
ópticas dificultan obtener una buena impresión de la apariencia verdadera de la curva. 
(Esto es especialmente cierto en la figura 8. Véase el ejercicio 52.) El ejemplo siguiente 
muestra cómo lidiar con este problema. 


EJEMPLO 7 Use una computadora para trazar la curva con ecuación vectorial 
r(t) = (t, £?, t°}. Esta curva se llama cúbica torcida (también se conoce como 
cúbica alabeada). 


SOLUCIÓN Se comienza usando la computadora para trazar la curva con ecuaciones 
paramétricas x = t, y =t?,Z— t? para —2 < t < 2, El resultado aparece en la figura 
9(a), pero es difícil ver la verdadera naturaleza de la curva con base únicamente en esa 
gráfica. La mayoría de los programas de cómputo de graficación tridimensional 
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Vistas de la cúbica torcida 


En Visual 13.1B usted puede 
rotar la caja de la figura 9 para ver la 
curva desde cualquier punto de vista. 


FIGURA 10 


permiten al usuario encerrar una curva o superficie en una caja en lugar de exhibir 
los ejes de coordenadas. Cuando se examina la misma curva en una caja en la figura 
9(b), se tiene una imagen mucho más clara de la curva. Se puede ver que sube de una 
de las esquinas inferiores de la caja a la esquina superior más cercana a la persona, y 
que se tuerce al subir. 


(b) (e) 
8 N 8 á 
P 
: | D i A 
z 0 ~ z 0 a 


Se obtiene una idea todavía mejor de la curva cuando se ve desde diferentes perspec- 
tivas. La parte (c) muestra el resultado de rotar la caja para dar otro punto de vista. Las 
partes (d), (e) y (f) muestran las vistas que se obtiene cuando se examina directamente 
una de las caras de la caja. En particular, la parte (d) muestra la vista directa desde 
arriba de la caja. Esta es la proyección de la curva en el plano xy, es decir la parábola 
y = xX. La parte (e) muestra la proyección en el plano xz, la curva cúbica z = x’. Ahora 
es obvio por qué la curva dada se llama cúbica torcida. E 


Otro método para visualizar una curva en el espacio es dibujarla en una superficie. 
Por ejemplo, la cúbica torcida del ejemplo 7 se tiende en el cilindro parabólico y = x’. 
(Elimine el parámetro de las dos primeras ecuaciones paramétricas, x = t y y = 1?). La 
figura 10 muestra tanto el cilindro como la cúbica torcida, y se ve que la curva se mueve 
hacia arriba desde el origen a lo largo de la superficie del cilindro. También se utiliza 
este método en el ejemplo 4 para visualizar la hélice tendida en el cilindro circular 
(véase la figura 2). 
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Un tercer método para visualizar la cúbica torcida es reparar en que también se tiende 
en el cilindro z = x’. Así, puede verse como la curva de intersección de los cilindros 
y =x yz = X. (Véase la figura 11.) 


Visual 13.1C muestra cómo 87 gii pi! 
surgen las curvas como interseccio- 4 
nes de superficies. 7 
z 0} 
—4 4 
—8 p. 
Aa 5 2o 4 
FIGURA 11 x y 

Algunos sistemas algebraicos por Se ha visto que una curva en el espacio interesante, la hélice, ocurre en el modelo 
computadora brindan una imagen del ADN. Otro ejemplo notable de una curva en espacio en la ciencia es la trayectoria de 
más clara de una curva en el espacio una partícula positivamente cargada en campos eléctrico y magnético ortogonalmente 


encerrándola Suun tubo. Un diagrama orientados E y B. Dependiendo de la velocidad inicial dada a la partícula en el origen, 
ast permite ver:sı una parte deina la trayectoria de la partícula es una curva en el espacio cuya proyección en el plano 
curva pasa al frente o por detrás de horizontal es el cicloide que se estudió en la sección 10.1 [figura 12(a)] o una curva cuya 


t te de 1 . Por ejemplo, 1 BS ; i e Sonasi : 
Reumis. BO Pre proyección es el trocoide que se investigó en el ejercicio 10.1.40 [figura 12(b)]. 


12(b) producida por el comando 
tublepot en Maple. 


t t 


(a) r() = (t— sen t, 1 — cos t, t) (b) r(1) = qt = 2 sen 6 = 3 cos t, t) 
FIGURA 12 FIGURA 13 
Movimiento de una partícula cargada Para más detalles concernientes a la física implicada y la animación de las trayectorias 
en campos eléctrico y magnético de las partículas, véanse los siguientes sitios web: 


t Imente orientadi ; 
E A = www.physics.ucla.edu/plasma-exp/Beam/ 


=a www.phy.ntnu.edu.tw/ntnujava/index.php?topic=36 


13.1 EJERCICIOS 


1-2 Determine el dominio de la función vectorial. 3-6 Determine el límite. 


t? 
3. lím G + j + cos 2r) 


t 
—, ph . 2 
/9 — 2 ) 1>0 sent 


(== 1 2 
y A š t^ — t S t 
2. r() =costi + Intj + -7k a. m (£ AE yg i4 T x) 


1. r(t) = (m + 1), 
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o A O E 21. 

5. lím >, tan h 
1>% I= t t 22. 
n — P+t 1 23. 

6. lím ( te a tsn 

1>0% 21 = 1 Í 24. 
25. 
7-14 Trace la curva con la ecuación vectorial dada. Indique con 26. 


una flecha la dirección en la que se incrementa t. 


x=tc08f, y=!t z=tsent, t=0 
x=c0sf, y=sent, z =1/(1 +1?) 


x=t y=1/0+4), 2=8P 


x=COSf, y= sent, z = cos2t 
x = cos 8t, y= sen 8t, z=e"", t>0 


x= cos’t, y= sent, z=t 


7. r(t) = (sent, t) 8. r(1) =(P — 1,t) 
9. r(t) =(1,2 — t, 2t) 10. r(t) = (47, 1?) 
11. r(t) =(3,t,2 — 1?) 


12. r(1) =2 costi + 2sentj + k 28. 


13. r(t) = ti + ttj + tík 
14. r(t) =t i+ tj + 2k 


15-16 Trace las proyecciones de la curva en los tres planos de 30 
coordenadas. Use estas proyecciones para trazar la curva. 


15. r(t) = (t, sen t, 2 cos t) 16. r(1)= (t,t, t°) 


17-20 Determine una ecuación vectorial y ecuaciones 32 
paramétricas para el segmento de recta que une P con Q. 


17. P(0,0,0), Q0, 2,3) 18. P(1,0,1), 0(2,3,1) 
19. P(0,-1,1), Q(},4,4}) 20. Pla,b,c), Qlu, v, w) 


27. 


29. 


31. 


Demuestre que la curva con ecuaciones paramétricas x = £ cos t 
y = tsen f, z = t se sitúa en el cono 2? = xX? + y? y use este 
hecho para trazar la curva. 

Demuestre que la curva con ecuaciones paramétricas x = sen t, 


y = cos t, z = sen’t es la curva de intersección de las superficies 
z=x yx + y = 1. Use este hecho para trazar la curva. 


Determine tres superficies diferentes que contengan la curva 
r() =2t1i+ej+e"k. 


. Determine tres superficies diferentes que contengan la curva 


r(A =P2i+Intj+ (1/ġk. 


¿En qué puntos la curva r(t) = ti + (2t — t°) k interseca el 
paraboloide z = x? + y?? 


. ¿En qué puntos la hélice r(t) = (sen t, cos t, f} interseca la 


esfera x? + y? + 22= 5? 


4 33-37 Use una computadora para graficar la curva con la 
ecuación vectorial dada. Cerciórese de elegir un dominio de 
parámetros y puntos de vista que revelen la verdadera naturaleza 


de la curva. 


21-26 Asocie las ecuaciones paramétricas con las gráficas 
(rotuladas I-VI). Dé razones de sus decisiones. 


33. 
34. 
35. 
36. 
37. 


r(t) = (cos t sen 21, sen 1 sen 2t, cos 21) 

r(t) = (te",e *,t) 

r(t) = (sen 31 cos t, +1, sen 31 sen t) 

r(t) = (cos(8 cos 1) sen f, sen (8 cos 1) sen 1, cos 1) 


r(t) = (t, t sent, t cos t) 


ta 


HI IV F 39. 


da 


7 40. 


. Grafique la curva con ecuaciones paramétricas x = sen t, 


y = sen 2t, z = cos 4t. Explique su forma graficando sus 
proyecciones en los tres planos de coordenadas. 


Grafique la curva con ecuaciones paramétricas 


x = (1 + cos 167) cos t 


y = (1 + cos 161) sent 


z= l] + cos 16t 


Explique la apariencia de la gráfica al mostrar que se ubica en 
un cono. 


Grafique la curva con ecuaciones paramétricas 


x = 41 — 0.25 cos? 10ż cos t 
y = yl — 0.25 cos? 10¢ sent 


z = 0.5 cos 10t 


41 


42 
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Explique la apariencia de la gráfica al mostrar que se ubica 
en una esfera. 


. Demuestre que la curva con ecuaciones paramétricas 
x=1?,y=1- 31,z = 1 + t? pasa por los puntos (1, 4, 0) 
y (9, —8, 28), pero no por el punto (4, 7, —6). 


-46 Determine una función vectorial que represente la curva de 


intersección de las dos superficies. 


42 


43. 


44 
45 
46 


FE 47. 


49 


50 


El cilindro x? + y? = 4 y la superficie z = xy 
El cono z = yx? + y? y el plano z = 1 + y 


El paraboloide z = 4x? + y? y el cilindro parabólico y = x? 


El hiperboloide z = x? — y? y el cilindro x? + y? = 


El semielipsoide x? + y? + 42? = 4, y > 0, y el cilindro 
X*+z2=1 


Intente trazar a mano la curva de intersección del cilindro 
circular xX? + y? = 4 y el cilindro parabólico z = x?. Luego 
determine ecuaciones paramétricas para esta curva y use estas 
ecuaciones y una computadora para trazar la curva. 


Intente trazar a mano la curva de intersección del cilindro 
parabólico y = x? y la mitad superior del elipsoide 

x? + 4y? + 42? = 16. Luego determine ecuaciones 
paramétricas para esta curva y use estas ecuaciones y una 
computadora para graficar la curva. 


Si dos objetos viajan por el espacio a lo largo de dos curvas 
diferentes, a menudo es importante saber si chocarán. (¿Un 
misil impactará su blanco móvil? ¿Dos aviones chocarán?) 
Las curvas podrían intersecar, pero se necesita saber si los 
objetos estarán en la misma posición al mismo tiempo. 
Suponga que las trayectorias de las dos partículas están dadas 
por las funciones vectoriales 


r(t) = (£, Tt — 12,1?) r(t) = (4t — 3, t°, 5t — 6) 
para t = 0. ¿Las partículas chocarán? 

Dos partículas viajan a lo largo de las curvas en el espacio 
r(t) = (t, t, t) r(t) = (1 + 2t,1 + 6t,1 + 14t) 


¿Las partículas chocarán? ¿Sus trayectorias intersecarán? 


855 


4 51. (a) Grafique la curva con ecuaciones paramétricas 


27 8 
x = 5sen8f — zg sen18f 


2 e 
y= -34 cos 81 + 35 COS 181 


=14 
= q sen 5t 


(b) Demuestre que la curva se ubica en el hiperboloide de 
una hoja 144x? + 144y? — 252? = 100. 


52. La vista del nudo de trébol mostrada en la figura 8 es exacta, 


53 


pero no revela toda la historia. Use las ecuaciones paramétricas 


x= (2 + cos 1.51) cos t 


y = (2 + cos 1.51) sen t 


z = sen 1.51 


para trazar a mano la curva vista desde arriba, con brechas que 
indiquen dónde pasa la curva sobre ella misma. Comience por 
demostrar que la proyección de la curva en el plano xy tiene 
coordenadas polares r = 2 + cos 1.51 y 0 = t, de manera que 
r varía entre 1 y 3. Después demuestre que z tiene valores 
máximo y mínimo cuando la proyección está a medio camino 
entrer=1yr=3. 

Al terminar su diagrama, use una computadora para trazar 
la curva con punto de vista directamente arriba y compárela 
con su diagrama. Use luego la computadora para trazar la 
curva desde otros puntos de vista. Podrá obtener una mejor 
impresión de la curva si traza un tubo con radio 0.2 alrededor de 
la curva. (Use el comando tubeplot en Maple o el comando 
tubecurve o Tubecommand en Mathematica.) 


Suponga que u y v son funciones vectoriales que fijan 
límites cuando £ > a y sea c una constante. Compruebe 
las siguientes propiedades de los límites. 


(a) lím [u(+) + v(t)] = lím u(t) + lím v(t) 


(b) lím cu(t) = c lím u(t) 
(c) lím [u(t - v(0)] = lím u(t): lím v(t) 


>a 


(d) lím [u(ż) X v(t)] = lím u(ż) X lím v(t) 
t=a t=a t=a 


54. Demuestre que lím, a r(1) = b si, y solo si, para cada £ > 0 
hay un número ð > 0 tal que 


Si 0<|1=a|<ó8 entonces |r(1) — b| < e 


13.2 Derivadas e integrales de funciones vectoriales 


Más adelante en este mismo capítulo se usarán funciones vectoriales para describir el 
movimiento de los planetas y otros objetos en el espacio. Aquí se preparará el camino 
desarrollando el cálculo de funciones vectoriales. 


E Derivadas 


La derivada r' de una función vectorial r se define casi de la misma manera que las fun- 
ciones con valores reales: 
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Nótese que cuando 0 < h < 1, 
multiplicar el vector secante por 1/h 
alarga el vector, como se muestra 
en la figura 1(b). 


Visual 13.2 muestra una anima- 
ción de la figura 1. 


FIGURA 1 


dr _ r(t + h) — r(t) 


=r'( = lí 
(1) a A h 


si este límite existe. La significación geométrica de esta definición aparece en la figura 
1. Si los puntos P y O tienen vectores de posición r(t) y r(t + h), entonces PỌ representa 
el vector r(t + h) — r(t), el cual puede considerarse un vector secante. Si h > 0, el múltiplo 
escalar (1/M(r(t + h) — r(t)) tiene la misma dirección que r(t + h) — r(t). Cuando 
h = 0, parece que este vector se aproxima a un vector que está en la recta tangente. Por 
esta razón, el vector r'(£) se llama vector tangente a la curva definida por r en el punto 
P, siempre y cuando r'(1) exista y r'(A + 0. La recta tangente a C en P se define como la 
recta que pasa por P paralela al vector tangente r'(1). También se tendrá ocasión de con- 
siderar el vector tangente unitario, el cual es 


_ "(o 
ro] 


Tð 


r(t+h)-r(t) 


(a) El vector secante PO (b) El vector tangente r'(£) 


El siguiente teorema da un método conveniente para calcular la derivada de una fun- 
ción vectorial r: sencillamente se deriva cada componente de r. 


(2) Teorema Si r(t) =(£(0), g(t), hA) =f(Di + gl) j + h(t) k, donde f, g, 
y h son funciones derivables, entonces 


r(t) =(£0, 90,49) =Ff Di + g(9j + h'i) k 


COMPROBACIÓN 


r() = lim L [r(t + At) — r(t)] 


= lím Lra + At), gt + Ad), h(t + Ad) = (FO, glo, h(0)] 


At—0 


al f+ Ab FA gle+ At) — gli) hlt + Af) — hle) 
O At i At ? At 


, lím 
AI—=0 At AI—0 At At—0 At 


B ( 2 fFERFADF0 , g+ A) -gÀ h(t + Ar) — o) 
=( ím ==, lím = M 


=(£'0, g (0, h'(0)) E 


=y 


FIGURA 2 


Nótese en la figura 2 que el vector 
tangente apunta en la dirección de t 
creciente. (Véase el ejercicio 58.) 


La hélice y la recta tangente del 
ejemplo 3 aparecen en la figura 3. 


FIGURA 3 
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EJEMPLO 1 
(a) Determine la derivada de r(A = (1 + t°) i + te ™j + sen 2t k. 
(b) Determine el vector tangente unitario en el punto donde f = 0. 


SOLUCIÓN 
(a) De acuerdo con el teorema 2, se deriva cada componente de r: 


r(A =3ti+ (1 — e “j + 2cos2tk 
(b) Como r(0) = i y r'(0) = j + 2k, el vector tangente unitario en el punto (1, O, 0) es 


_ HO) _ j+2k 1.2 
W= roO Jia S 


EJEMPLO 2 Para la curva r(t) = yt i + (2 — 1) j, determine r'(£) y trace el vector 
de posición r(1) y el vector tangente r'(1). 


SOLUCIÓN Se tiene 


1 1 
(0d =T—i-i {=== i 
r'(f) N j y r(1) A. 


La curva es una curva en un plano y la eliminación del parámetro de las ecuaciones 
x=yt,y =2 — tday = 2 — x?, x > 0. En la figura 2 se traza el vector de posición 
r(1) = i + ja partir del origen y el vector tangente r'(1) a partir del punto correspon- 
diente (1, 1). a 


EJEMPLO 3 Determine ecuaciones paramétricas para la recta tangente a la hélice con 
ecuaciones paramétricas 


x =2 cost y = sent z=f 
en el punto (0, 1, 7/2). 


SOLUCIÓN La ecuación vectorial de la hélice es r(t) = (2 cos t, sen t, t}, así que 
r'(£) = (—2 sen t, cos t, 1) 


El valor del parámetro correspondiente al punto (0, 1, 7/2) es t = 7/2 y, así que el 
vector tangente ahí es r'(11/2) = (2, 0, 1). La recta tangente es la recta que pasa por 
(0, 1, 7/2) paralela al vector (2, 0, 1), de modo que por las ecuaciones 12.5.2 sus 
ecuaciones paramétricas son 


T 
=< y=1 z= tt E 
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En la sección 13.4 se verá cómo r'(t) Igual que las funciones con valores reales, la segunda derivada de una función vec- 
y r"(t) pueden interpretarse como los torial r es la derivada de r', es decir r” = (r”)'. Por ejemplo, la segunda derivada de la 
vectores de velocidad y aceleración función del ejemplo 3 es 

de una partícula que se mueve en el a 

espacio con un vector de posición r'(£) = (2 cos t, —sen £, 0) 


r(t) en el momento t. 
E Reglas de derivación 


El siguiente teorema demuestra que las fórmulas de derivación para funciones con valores 
reales tienen sus contrapartes para funciones con un vector como valor. 


(3) Teorema Suponga que u y v son funciones vectoriales derivables, c un escalar 
y f una función con valores reales. Entonces 


1. L ut + v(t)] =u'(0) + v(0) 


; — [cu(t)] = cu'(t) 


-Ou = Ou +O 
L uO vO] =O vO + uD vO 
; < lul) X v(0)] = u(t) X v(t) + ult) X v(0) 


A: L uy A] =F Au fA) (regla de la cadena) 


Este teorema puede comprobarse directamente de la definición 1 o usando el teo- 
rema 2 y las correspondientes fórmulas de derivación para funciones con valores reales. 
La comprobación de la fórmula 4 se da a continuación, las fórmulas restantes se dejan 
como ejercicios. 


COMPROBACIÓN DE LA FÓRMULA 4 Sea 


u() = (AO, £(0, BO) vO =(gul0), g(t), gD) 


Entonces u) -vÀ =f(0gu(0) + AAPA + BA gA) = O git) 


así que la regla del producto ordinaria da 


E u 0] =E 3090 = ESOO] 


ie 


A (glt) + FÀ gA] 


=2 FOgl) + SOO 
= u'(t) - v(t) + ult) - vð) E 


EJEMPLO 4 Demuestre que si | r(t) | = c (una constante), entonces r'(f) es ortogonal 
a r(t) para todas las t. 


FIGURA 4 
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SOLUCIÓN Como 
r(A- r(A =| r| = c? 


y c? es una constante, la fórmula 4 del teorema 3 da 


= 50 - r(A] SrA - rA) + rA -r(A =2r(0 : r(0) 


Así, r'(t) < r(£) = 0, lo que indica que r'(f) es ortogonal a r(t). 

En términos geométricos, este resultado indica que si una curva está en una esfera 
con centro en el origen, el vector tangente r'(£) siempre es perpendicular al vector 
de posición r(t). (Véase la figura 4.) E 


E Integrales 


La integral definida de una función vectorial continua r(t) puede definirse casi igual 
que las funciones con valores reales, salvo que la integral es un vector. Pero entonces se 
puede expresar la integral de r en términos de las integrales de sus funciones componen- 
tes f, g y h como sigue. (Se usa la notación del capítulo 5.) 


| rC) de = lím X r4”) At 
Ya i=1 


n—o 


= lim (50) s) i+ (š gli?) s) + È h(tF) s) J 


y por tanto 


jroa=(froa)i+ (Pa)i+ (fra) 


Esto significa que se puede evaluar una integral de una función vectorial integrando cada 
función componente. 

Se puede extender el teorema fundamental del cálculo a las funciones vectoriales 
continuas como sigue: 


l r dt =R |’ = RE) — Ría) 


donde R es una antiderivada de r, es decir R'(1) = r(f). Se usa la notación | r(f) dt para 
integrales indefinidas (antiderivadas). 


EJEMPLO 5 Si r(t = 2 cos ti + sen t j + 2t k, entonces 


f r(0) dt = (i 2 cos ra) i+ (i sensar) + (i 21 ar) k 


=2 senti — costj+tťk+C 


donde C es una constante vectorial de integración y 


m/2 E . . 5 m/2 , 3 T? 
f r(ù dt =|2 senti — costj + t k| =24 + j+-=7k a 
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. r(t) =4senti — 2 cost j, 


. r(t) = (cost + 1)i + (sent — 1) j, 
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13.2 EJERCICIOS 


. La figura muestra una curva C dada por una función vectorial 


r(0). 
(a) Trace los vectores r(4.5) — r(4) y r(4.2) — r(4). 
(b) Trace los vectores 


r(4.5) — r(4) 
0.5 


r(4.2) — r(4) 
0.2 
(c) Escriba expresiones para r'(4) y el vector tangente unita- 
rio T(4). 
(d) Trace el vector T(4). 


. (a) Haga un diagrama grande de la curva descrita por la 


función vectorial r(2) = (1?, 1), 0 < t < 2, y trace los 
vectores r(1), r(1.1) y r(1.1) — rd). 
(b) Trace el vector r'(1) a partir de (1, 1) y compárelo con 
el vector 
r(1.1) — r(1) 
0.1 


Explique por qué estos vectores están tan cerca entre sí 
en longitud y dirección. 


Trace la curva en un plano con la ecuación vectorial dada. 
Determine r'(£). 


Trace el vector de posición r(t) y el vector tangente r'(1) para 
el valor dado de £. 

(1) =(1-2,4+1), 1=-1 

r) 5#, t} 1=1 

. r(t) 5 e”i+ ej, t=0 
r(t) = e'i + 2tj, 1=0 


t =371/4 
t =—T/3 


9-16 Determine la derivada de la función vectorial. 


9. 
10. 
11. 


12. 


r(t) =(y1= 2,3, 1/1) 
r(0) =(e7,1— £,1n1) 
r(t) =t" i + cos(t?) j + sen? k 
1 t t? 
t) = ¡4 j4 k 
dd TRA 


. r(t) =sen?ati + te” j 


. r(t) =t senti + e'cos tj + sent cos t k 


+ cos°ct k 


.r(1)=a+tb+tP2e 


.r()=tax(b+tc) 


17-20 Determine el vector tangente unitario T(t) en el punto con 
el valor dado del parámetro t. 


17. 
18. 
19. 
20. 


r(A) =( 24,1 + 3t, ir + te), t=2 
r(t) =(tan™'t, 2e”, 8te"), t =0 

r(t) =costi + 3tj + 2 sen2tk, 1=0 
r(t) S (P +31, + 1,3t+ 4, 1=1 


21. 


22 


Si r(2) = (t, t?, t° }, determine r'(t), T(1), r O yr xro. 


Si r(t) = (e”, e™™, te” }, determine T(0), r”(0) y r'(2) - r”(0. 


23-26 Determine ecuaciones paramétricas para la recta tangente 
a la curva con las ecuaciones paramétricas dadas en el punto 


especificado. 

23. x = +1, y =4/t, z =e"; (2,4,1) 

24. x =lIn(t + 1), y =tcos2t, z =2'; (0,0,1) 
25, x =e" cost, y =e sent, z =e'; (1,0,1) 
26. x =1 + 2/t, y= -t z=ť +t, (3,0,2) 


27. 


28. 


Determine una ecuación vectorial para la recta tangente a la 
curva de intersección de los cilindros x? + y? — 25 y 
y? + z? — 20 en el punto (3, 4, 2). 


Determine el punto en la curva r(t) = (2 cos t, 2 sen t, e”), 
0 =1=< 7, donde la recta tangente es paralela al plano 


V3x+y=1. 


29-31 Determine ecuaciones paramétricas para la recta tangente 
a la curva con las ecuaciones paramétricas dadas en el punto 
especificado. Ilustre en una gráfica tanto la curva como la recta 
tangente en una pantalla común. 


29. 
30. > 
31.) 


x=ty=e")2=2t-t; (0,1,0) 
x=2c08f, y =2senf, z = 4 cos 2t; (J3; 1,2) 
x = tcost, y= t, z = tsent; (—71r,71r,0) 


32. 


33. 


(a) Determine el punto de intersección de las rectas tangentes 
a la curva r(2) = (sen 7t, 2 sen Tt, cos mt) en los puntos 
donde ż = 0 y t = 0.5. 

(b) Ilustre en una gráfica la curva y ambas rectas tangentes. 


Las curvas r(t) = (t, t°, t°} y r(t) — (sen £, sen 2t, f) 
intersecan en el origen. Determine su ángulo de intersección 
al grado más cercano. 
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34. ¿En qué punto intersecan las curvas 48. Si u y v son las funciones vectoriales del ejercicio 47, use la 
r(t) =(,1-13+10%yr4s) = (Gs, s — 2, 5?) fórmula 5 del teorema 3 para determinar 
Determine su ángulo de intersección al grado más cercano. 


d 
dps [u x v] 
35-40 Evalúe la integral. dt 


35. f (6i + tj — 82k) dt 49. Determine f'(2), donde f (1) = u(®) - v(t), 
9 u(2) = (1, 2, — 1), u’ (2) = (3, 0, 4) y v®) = (t, £?, t°). 
36. f (212i + (t+ 1)/f k) ar 50. Si r( = u(1) X v(0), donde u y v son las funciones 
i vectoriales del ejercicio 49, determine r’ (2). 
37. f ( 1 ía 1 j4 t x) dt 51. Si r(t) = a cos wt + b sen t wt, donde a y b son vectores 
Jo \ż+1 +1 +1 constantes, demuestre que r(f) X r'(t) = wa X b. 


52. Si res la función vectorial del ejercicio 51, demuestre que 


(7/4 o 
a i S j g “2 g 
38. k (sec ż tan ti + t cos 2tj + sen? 21 cos 2t k) dt PO +or0O=0. 


39. | (e'i + 2tj + Intk) de 53. Demuestre que si r es una función vectorial tal que r” existe, 
entonces 


40. | (cos mti + sen mtj + tk) dt Zro x rO] = rA) X (0) 


d 
41. Determine r(t) si r'() = 3t i — 8tj + 81% k y 54. Determine una expresión para y [u(t - (v(t) x wO). 
r(1) = 3i + 7j. 4 sl i 
55. Si r(A # 0, demuestre que — | r(1) | = mo” - (0. 


42. Determine r(t) si r'(t) = 2 sen 21i + cos t j + 3 cos 3t k 
y r(71/6) =i+j+3k. 


de 
[Sugerencia: | r(t) |? = r(t) - r(0)] 


43. Compruebe la fórmula 1 del teorema 3. 56. Si una curva tiene la propiedad de que el vector de posición r(1) 


siempre es perpendicular al vector tangente r'(£), demuestre 


44. Compruebe la fórmula 3 del teorema 3. ; 
que la curva está en una esfera con centro en el origen. 


45. Compruebe la fórmula 5 del teorema 3. 
57. Si u(® = r(t) - [r(A X r”(0)], demuestre que 


u'() =r() : [r (9) xr”(0] 


46. Compruebe la fórmula 6 del teorema 3. 


47. Si u(t) = (sen t, cos t, 1) y v(t) = (t, cos t, sen £) use la 


fórmula 4 del teorema 3 para determinar 58. Demuestre que el vector tangente a una curva definida 
por una función vectorial r(t) apunta en la dirección de t 
d LORETO creciente. [Sugerencia: Remítase a la figura 1 y considere 
dt los casos h > 0 y h < 0 por separado.] 


13.3 Longitud de arco y curvatura 


E Longitud de una curva 

En la sección 10.2 se definió la longitud de una curva en un plano con ecuaciones para- 
métricas x = f (t), y = g(t), a S t S b, como el límite de longitudes de polígonos inscri- 
tos, y para el caso donde f' y g' son continuas, se arriba a la fórmula 


(1) L ay [POP +[g'OF dr =f VOJ + (5) dt 


1 


FIGURA 2 La longitud de una curva en el espacio se define exactamente de la misma manera 

(véase la figura 1). Suponga que la curva tiene la ecuación vectorial r(£) = (£(0), g(0), AO), 
La longitud de una curva en el espacio 4&5 t 5 bo, en términos equivalentes, las ecuaciones paramétricas x = f (t), y = g(t), 
es el límite de las longitudes de los z = h(t), donde f', g' y h' son continuas. Si la curva es recorrida exactamente una vez 
polígonos inscritos. cuando ż se incrementa de a a b, es posible demostrar que su longitud es 
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En la siguiente sección se verá que 

si r(f) es el vector de posición de un 
objeto en movimiento en el momento 
t, r'(£) es el vector de velocidad y 

| r'(® | la rapidez. Así, la ecuación 3 
indica que para calcular la distancia 
recorrida se integra la rapidez. 


La figura 2 muestra el arco de la 
hélice cuya longitud se calcula 
en el ejemplo 1. 


FIGURA 2 


= |’ SFO FUO F MOF ae 
2) b yl dx ) ( 
a` (a 
dt 


Nótese que ambas fórmulas de longitud de arco (1) y (2) pueden ponerse en la forma 
más compacta 


B s= egla 


porque para curvas en un plano r(A =f (Ai + g(o) j, 


ro |=|1F01i+g051=VLFOP + [907 


y para curvas en el espacio r(A =f ()i + gA j + hA) k, 


IO |=|F0i+g0j+20k|=V[F£0P +OP + OF 


EJEMPLO 1 Determine la longitud del arco de la hélice circular con ecuación vecto- 
rial r(t) = cos ti + sen £j + t k del punto (1, O, 0) al punto (1, 0, 277). 


SOLUCIÓN Como r'(t) = —sen ti + cos tj + k, se tiene 


Ir) | =VEsent? + cost + 1=y2 


El arco de (1, 0, 0) a (1, 0, 27) es descrito por el intervalo paramétrico O S t S 277 y por 
tanto de la fórmula 3 se obtiene 


L= E Ir |dt = e JZ dt =2/2r n 


Una curva C puede representarse con más de una función vectorial. Por ejemplo, la 
cúbica torcida 


[4] n) =P)  1<1<2 
también podría representarse con la función 


(5) ru) = le", e™, e°) O<s<u<ln2 


donde la relación entre los parámetros f y u está dada por t = e". Se dice que las ecuaciones 
4 y 5 son parametrizaciones de la curva C. Si se debería usar la ecuación 3 para calcular 
la longitud de C se obtendría la misma respuesta que usando las ecuaciones 4 y 5. En 
general, puede demostrarse que cuando se usa la ecuación 3 para calcular la longitud de 
arco, la respuesta es independiente de la parametrización utilizada. 


E La función longitud de arco 


Suponga ahora que C es una curva dada por una función vectorial 


r(t) = fi + g(0j + h()k astsb 


FIGURA 2 


Visual 13.3A muestra vectores 
tangentes unitarios animados, como 
los de la figura 4, para varias curvas 
en un plano y curvas en el espacio. 


FIGURA 4 


Vectores tangentes unitarios en puntos 
igualmente espaciados en C 
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donde r’ es continua y C es recorrida exactamente una vez al incrementarse f de a a b. 
Se define su función longitud de arco s con 


NOOO Na 


Así, s(t) es la longitud de la parte de C entre r(a) y r(t). (Véase la figura 3.) Si se derivan 
ambos miembros de la ecuación 6 usando la parte 1 del teorema fundamental del cálculo, 
se obtiene 


ds 

a” [ro | 

Suele ser útil parametrizar una curva con respecto a la longitud de arco porque 
la longitud de arco se desprende naturalmente de la forma de la curva y no depende de 
un sistema de coordenadas particular. Si una curva r(t) ya está dada en términos de un 
parámetro 1 y s(t) es la función longitud de arco dada por la ecuación 6, se puede despejar t 
como función de s: t = t(s). La curva puede reparametrizarse entonces en términos de s 
sustituyendo t: r = r(t(s)). Así, si s = 3 por ejemplo, r(1(3)) es el vector de posición del 
punto 3 unidades de longitud a lo largo de la curva desde su punto de partida. 


EJEMPLO 2 Reparametrice la hélice r(f) = cos ti + sen tj + t k con respecto 
a la longitud de arco medida desde (1, 0, 0) en la dirección de 1 creciente. 


SOLUCIÓN El punto inicial (1, O, 0) corresponde al valor paramétrico £ = 0. 
Del 1 se tiene 


ds 
== 119 ]=/2 
así que s =s() = k | r'(u) | du = k V2 du =~/2t 


Por tanto 1 =s/y/2 y la reparametrización requerida se obtiene sustituyendo t: 


r(t(s)) = cosls//2) i + sen(s//2) j + (s//2) k E 


Ml Curvatura 


Una parametrización r(f) se llama suave en un intervalo 7 si r' es continua y r'(1) 4 0 
en /. Una curva se llama suave si tiene una parametrización suave. Una curva suave no 
tiene esquinas agudas o cúspides; cuando el vector tangente gira, lo hace continuamente. 

Si C es una curva suave definida por la función vectorial r, recuerde que el vector 
tangente unitario T(t) está dado por 


e indica la dirección de la curva. En la figura 4 puede verse que T(t) cambia de dirección 
muy lentamente cuando C es casi recta, pero cambia de dirección más rápido cuando C 
se dobla o tuerce en forma más pronunciada. 

La curvatura de C en un punto dado es una medida de lo rápido que la curva cambia 
de dirección en ese punto. Específicamente, se define como la magnitud de la razón de 
cambio del vector tangente unitario con respecto a la longitud de arco. (Se usa la longitud 
de arco para que la curvatura sea independiente de la parametrización.) Como el vector 
tangente unitario tiene longitud constante, solo cambios en dirección contribuyen a la 
razón de cambio de T. 
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Definición La curvatura de una curva es 


dT 


Ko ds 


donde T es el vector tangente unitario. 


La curvatura es más fácil de calcular si se expresa en términos del parámetro £ que en 
s, así que se usa la regla de la cadena (teorema 13.2.3, fórmula 6) para escribir 


dT 
ds 


AT/dt 
ds/dt 


= K= 


EJEMPLO 3 Demuestre que la curvatura de un círculo de radio a es 1/a. 


SOLUCIÓN Se puede suponer que el círculo tiene su centro en el origen y entonces una 
parametrización es 


r(1) =acosti + asentj 


Por tanto r'( = —asenti+acostj y | r£) | =a 
r'(t 

así que T() = 0) = —sen ti + cos? j 
Leo | 

y T'( = —cos ti — sen t j 


Esto da | T'O | = ], de manera que usando la fórmula 9 se tiene 


— [TO — 


= TO] 


1 
a 


El resultado del ejemplo 3 muestra que círculos reducidos tienen una gran curvatura 
y que círculos grandes tienen una curvatura reducida, de acuerdo con la intuición. Se 
puede ver directamente de la definición de curvatura que la curvatura de una línea recta 
es siempre de 0, porque el vector tangente es constante. 

Aunque la fórmula 9 puede usarse en todos los casos para calcular la curvatura, la 
fórmula dada por el teorema siguiente suele ser más fácil de aplicar. 


Teorema La curvatura de la curva dada por la función vectorial r es 


[r(A x r") | 


EXO) P 


k(1) = 
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COMPROBACIÓN Como T = r'/|r'| y |r'| = ds/dt, se tiene 


ds 
r” =|r | T =—T 
dt 
así que la regla del producto (teorema 13.2.3, fórmula 3) da 
Ñ 25 ds, 
r"= — —T 
dt? dt 


Al usar el hecho de que T x T = 0 (véase el ejemplo 12.4.2) se tiene 


ds Y? 
r' Xr” =|—](TxT') 
dt 


Ahora | T(0) | = ] para todas las £, así que T y T’ son ortogonales por el ejemplo 13.2.4. 
En consecuencia, por el teorema 12.4.9, 


FEE A „IdV IBV n 
exes (E) rxn (E) rir (2) r 


J |r X r” |r X r” 
A: T'| = = 
pa O say IP 
| T’ | | r’ xX r” 
j “E Tr ü 


EJEMPLO 4 Determine la curvatura de la cúbica torcida r(^) = (t, t?, t°} en un punto 
general y en (0, O, 0). 


SOLUCIÓN Primero se calculan los ingredientes requeridos: 


r() =(1,21,31?) r”(2) =(0, 2, 6t) 
[rO| =y1 + 41? + 91* 
i j k 
r(A Xr") =|1 2t 3 =6i-6tj+2k 
0 2 6t 


r( X r") | =1/361* + 36 + 4 =2/91* + 91? + 1 


El teorema 10 da entonces 


E rA xr (9| _ 2/1 +97 + 91* 
ü rof (L F 4r + 914) 


En el origen, donde f£ = O, la curvatura es k(0) = 2. E 


Para el caso especial de una curva en un plano con ecuación y = f(x), se elige a x como 
el parámetro y se escribe r(x) = xi + f (o) j. Entonces r'(x) — i + f'o jy r =f" j. 
Como i X j = k y j X j = 0, de esto se sigue que r'(x) X r"(x) = f”"(x) k. También se tiene 


lœ |= V1 + [FP y por tanto, por el teorema 10, 


(1 (o |[£"60| 


[+ GO 
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FIGURA 5 


La parábola y = x° y su función 
curvatura 


FIGURA 6 


La figura 7 ilustra el ejemplo 6 
mostrando los vectores T, N y B en 
dos lugares en la hélice. En general, 
los vectores T, N y B, que parten de 
diversos puntos en una curva, forman 
un conjunto de vectores ortogonales 
llamado la estructura TNB, que se 
mueve a lo largo de la curva al variar 
t. Esta estructura TNB desempeña un 
importante papel en la rama de las 
matemáticas conocida como geome- 
tría diferencial y en sus aplicaciones 
al movimiento de naves espaciales. 


FIGURA 7 


EJEMPLO 5 Determine la curvatura de la parábola y = x? en los puntos (0, 0), (1, 1) 
y (Q, 4). 


SOLUCIÓN Como y” = 2x y” = 2, la fórmula 11 da 


_ ly”] _ 2 
+ PP 


ila (1 + 4x?)7 


La curvatura en (0, 0) es k(0) = 2. En (1, 1), es k(1) = 2/5? = 0.18. En (2, 4) es 
k(2) = 2/17 = 0.03. Se observa en la expresión para K(x) o en la gráfica de k en la 
figura 5 que k(x) —0 cuando x— +00. Esto se corresponde con el hecho de que 
la parábola parece aplanarse cuando x— too, E 


E Los vectores normal y binormal 


En un punto dado en una curva suave en el espacio r(t), hay muchos vectores que son 
ortogonales al vector tangente unitario T(r). Se destacará uno observando que, como 
| TH | = ] para todas las ż, se tiene T(*) - T'(*) = 0 por el ejemplo 13.2.4, así que T'(® 
es ortogonal a T(1). Adviértase que, por lo general, T'(t) no es en sí mismo un vector uni- 
tario. Pero en cualquier punto donde k + O se puede definir el vector normal unitario 
principal N(2) (o simplemente normal unitario) como 


_ TO) 
NO = Tr] 


El vector normal unitario puede concebirse como indicación de la dirección en la que 
gira la curva en cada punto. El vector B(A) = T(+) X N(t) se llama vector binormal. Es 


perpendicular tanto a T como a N y es también un vector unitario. (Véase la figura 6.) 


EJEMPLO 6 Determine los vectores normal y binormal unitarios para la hélice circular 


r(t) =costi+senfj+1rk 


SOLUCIÓN Primero se calculan los ingredientes necesarios para el vector normal unitario: 


r(1) = —senti + costj + k EXO =/2 
r'(t) 1 
T() =- = 7 (sen ti +costj + kK) 
rO] y2 
1) = (costi - sentr) TO] =- 
= — (—cos ti — sen == 
y2 j V2 
T(t 
N = () cos ti — sen tj = (—cos t, —sen £, 0) 


TOL 


Esto demuestra que el vector normal en cualquier punto en la hélice es horizontal y 
apunta al eje z. El vector binormal es 


1 
— sen źt cost 1 
v2 0 


—sen í 


al- 


Visual 13.3B muestra cómo la 
estructura TNB se mueve a lo largo 
de varias curvas. 


La figura 8 muestra la hélice y el 
plano osculador del ejemplo 7. 


FIGURA 8 


círculo 
osculador 


\ 


FIGURA 9 


Nótese que el círculo y la parábola 
parecen doblarse en forma similar 
en el origen. 


Visual 13.3C muestra cómo 
cambia el círculo osculador cuando 
un punto se mueve a lo largo de una 
curva. 
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El plano determinado por los vectores normal y binormal N y B en el punto P en una 
curva C se llama plano normal de C en P. Consta de todas las rectas ortogonales al vec- 
tor tangente T. El plano determinado por los vectores T y N se llama plano osculador 
de C en P. Este nombre procede del latín osculum, que significa “beso”. Es el plano que 
está más cerca de contener la parte de la curva próxima a P. (Para una curva en un plano, 
el plano osculador es simplemente el plano que contiene la curva.) 

El círculo que se ubica en el plano osculador de C en P tiene la misma tangente que C 
en P, se ubica en el lado cóncavo de C (hacia el que apunta N) y tiene radio p = 1/k (la 
recíproca de la curvatura) se llama círculo osculador (o círculo de curvatura) de C en 
P. Es el círculo que describe mejor la forma en que se comporta C cerca de P; comparte 
la misma tangente, normal y curvatura de P. 


EJEMPLO 7 Determine ecuaciones del plano normal y el plano osculador de la hélice 
del ejemplo 6 en el punto P(0, 1, 77/2). 


SOLUCIÓN El punto P corresponde a t = 7/2 y el plano normal ahí tiene vector normal 
r'(71/2) = (—1, 0, 1), así que una ecuación es 


T T 
l(x — 0) + O(y D)+llz =0 Z=x+> 
(x — 0) O ) ( z) o eta 


El plano osculador en P contiene los vectores T y N, así que su vector normal es T X N = B. 
Del ejemplo 6 se obtiene 


Lk B A EN A 1 
B= E cos f, 1) »(5) (0 5) 


Un vector normal más simple es (1, O, 1), de manera que una ecuación del plano oscu- 
lador es 


o +0 -D+ (2-2) =0 o E m 


EJEMPLO 8 Determine y grafique el círculo osculador de la parábola y = x? en el 
origen. 


SOLUCIÓN Con base en el ejemplo 5, la curvatura de la parábola en el origen es 
k(0) = 2. Así, el radio del círculo osculador en el origen es 1/x = ly su centro es (0, 5. 
Su ecuación es entonces 


y =3+>3sent E] 


Aquí se resumen las fórmulas para los vectores tangente unitario, normal unitario y 
binormal y para la curvatura. 


Tc) 
IT| 


N = B(A =T x NÒ 


dT z IT] 2 [r(A x r”(0) | 
ds ro) | rito Y 
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13.3 EJERCICIOS 


1-6 
1. 


2. 


3 
4 
5. 
6 


.r(1) =P i+09rj +44 k, 


Determine la longitud de la curva. 
r(t) =(2 cost, 451,2 sent), -2=1=<2 


r(t) = (t, 61, 3%), 


0=1=3 


r(t) =/2ti+e j+e"k 0=<1=<1 


. r(t) =12ri + 8j+3k, 0=<1=<1 


r(t) =i+P2j+Pk, 0O<s1<1 


l=1=4 


7-9 


Determine la longitud de la curva con cuatro decimales. (Use 


una calculadora para aproximar la integral.) 


7. 
8. 
9. 


r(t) S(t, t°, 1%), 
r(A =(P), 1<t<4 


r(t) =(cos mt, 2t, sen 2751), 


0=1=2 


de (1,0,0) a(1,4,0) 


10. 


11. 


12. 


Grafique la curva con ecuaciones paramétricas x = sen t, 
y = sen 2t, z = sen 3t. Determine la longitud total de esta 
curva con cuatro decimales. 


Sea C la curva de intersección del cilindro parabólico x? = 2y 
y la superficie 3z = xy. Determine la longitud exacta de C del 
origen al punto (6, 18, 36). 


Determine con cuatro decimales la longitud de la curva de 
intersección del cilindro 4x? + y? = 4 y el plano x + y + z = 2. 


13-14 (a) Halle la función longitud de arco para la curva 

medida desde el punto P en la dirección de £ creciente y después 
reparametrice la curva con respecto a la longitud de arco a partir 
de P, y (b) determine el punto 4 unidades a lo largo de la curva (en 
la dirección de 1 creciente) desde P. 


13. 
14. 


r(t) =(5 (41 — 3)j+3rk, P(4,1,3) 
r(t) =e'senti + e'costj + v2e'k, P(0, 1, V2) 


14 


15. 


16. 


Suponga que parte del punto (0, 0, 3) y se mueve 5 unidades 
a lo largo de la curva x = 3 sen £, y = 4t, z = 3 cos t en la 
dirección positiva. ¿Dónde se encuentra ahora? 


Reparametrice la curva 


r 2 ili4 2t . 
=[= +5 
+1 p+1? 


con respecto a la longitud de arco medida desde el punto (1, 0) 
en la dirección de t creciente. Exprese la reparametrización en su 
forma más simple. ¿Qué puede concluir acerca de la curva? 


17-20 


(a) 


Determine los vectores tangente unitario y normal unitario 
TO y NÒ. 


(b) Use la fórmula 9 para determinar la curvatura. 


17. 
18. 


19. 


20. 


r(t) = (t, 3 cos t, 3 sent) 


r(t) = (t°, sent — t cos t, cost + tsent), 1>0 


r(t) =( Ar, e', e~) 


r(A) = (r, e, P) 


21-23 Use el teorema 10 para determinar la curvatura. 


21. 
22. 
23. 


r4) =Pj+4k 


r() =t1i+1tj+ (1++14)k 


r(A =y6P i+21j +21 k 


24. 


Halle la curvatura de r(t) = (e' cos t, e' sen t, f} en el punto 
(1, 0, 0). 


. Determine la curvatura de r(f) = ( t, £?, t° ) en el punto (1, 1, 1). 


. Grafique la curva con ecuaciones paramétricas x = cos t, 


y = sen í, z = sen 5t y determine la curvatura en el punto (1, O, 0). 


27-29 Use la fórmula 11 para determinar la curvatura. 


27. 


y=x 28. y= cosx 29. y=xlnx 


30-31 ¿En qué punto la curva tiene máxima curvatura? 
¿Qué sucede con la curvatura cuando x — 00? 


30. 


y =Inx 31. y 


32. 


33. 


Determine una ecuación de una parábola con curvatura 4 en 
el origen. 


(a) ¿La curvatura de la curva C mostrada en la figura es 
mayor en P o en Q? Explique su respuesta. 

(b) Estime la curvatura en P y en O trazando los círculos 
osculadores en esos puntos. 
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4 34-35 Use una calculadora graficadora o una computadora para 
graficar tanto la curva como su función curvatura K(x) en la misma 


47-48 Determine los vectores T, N y B en el punto dado. 
47. r) = (6,20, 4), (1,21) 


pantalla. ¿La gráfica de x es la que usted esperaría? 


2 


34. y =x* — 2x? 35. y =y 


EN 36-37 Trace la curva en el espacio y su función curvatura K(f). 


Comente cómo refleja la curvatura la forma de la curva. 


36. r(t) = (t — sent, 1 — cos t, 4 cos(t/2)}, 0<t< 8r 


37. r(1) = (te', e”, Zt), =5=1=<5 


38-39 Se muestran dos gráficas, a y b. Una es una curva y = f(x) 
y la otra la gráfica de su función curvatura y = k(x). Identifique 
cada curva y explique sus decisiones. 


38. 39. 


40. (a) Grafique la curva r(t) = (sen 31, sen 2t, sen 31 ). ¿En 


cuántos puntos en la curva parece que la curvatura tiene 
un máximo local o absoluto? 

(b) Use un sac para determinar y graficar la función curvatu- 
ra. ¿Esta gráfica confirma su conclusión del inciso (a)? 


Ea 41. La gráfica de r(1) =d = 3 sent, 1 — 3 cos f, t) se muestra 


en la figura 13.1.12(b). ¿Dónde piensa usted que la curvatura 
es mayor? Use un sac para determinar y graficar la función 
curvatura. ¿Para cuáles valores de £ la curvatura es mayor? 


42. Use el teorema 10 para demostrar que la curvatura de una 
curva paramétrica en un plano x = f (t), y = g(t) es 
— 1 3% 
K=+3 mn 
[2 +3 PP 
donde los puntos indican derivadas con respecto a t. 
43-45 Use la fórmula del ejercicio 42 para determinar la curvatura. 
43. xZ, y =p 


44. x—acoswt, y —bsen wt 


45. x=e'cost, y =e'sent 


46. Considere la curvatura en x = O para cada miembro de la 
familia de funciones f(x) = e”. ¿Para cuáles miembros k(0) 
es mayor? 


48. 


r(t) = (cos t, sen t, In cos t}, (1,0, 0) 


49-50 Determine ecuaciones del plano normal y el plano 
osculador de la curva en el punto dado. 


49. 
50. 


x= sen2t, y =—cos 2t, z =4t, (0,1,27) 


x= lnt, y =2t, z =t°; (0,2,1) 


Æ 51. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


Determine ecuaciones de los círculos osculadores de la 
elipse 9x? + 4y? = 36 en los puntos (2, 0) y (0, 3). Use una 
calculadora graficadora o computadora para graficar la elipse 
y ambos círculos osculadores en la misma pantalla. 


. Determine ecuaciones de los círculos osculadores de la 


parábola y = t x° en los puntos (0, 0) y (1, 1), Grafique ambos 
círculos osculadores y la parábola en la misma pantalla. 


. ¿En qué punto en la curva x = £%, y = 3t, z = t* el plano 


normal es paralelo al plano 6x + 6y — 8z = 1? 


. ¿Hay un punto en la curva del ejercicio 53 donde el plano 


osculador sea paralelo al plano x + y + z = 1? [Nota: 
Necesitará un sac para derivar, simplificar y calcular un 
producto cruz.] 


Halle ecuaciones de los planos normal y osculador de la curva 
de intersección de los cilindros parabólicos x = y? y z = x? 
en el punto (1, 1, 1). 


Demuestre que el plano osculador en cada punto en la curva 
r(t) = (t EZ ke 1/2) es el mismo plano. ¿Qué puede 
concluir acerca de la curva? 


Demuestre que en cada punto en la curva 
r(t) = (e' cos t, e' sent, e”) 


el ángulo entre el vector tangente unitario y el eje z es el mis- 
mo. Luego demuestre que el mismo resultado es válido para 
los vectores normal unitario y binormal. 


El plano rectificante de una curva en un punto es el plano que 
contiene los vectores T y B en ese punto. Determine el plano 
rectificante de la curva r(r) = senti + cos tj + tan 1 k en el 


punto (/2/2, v2 /2, D. 
Demuestre que la curvatura k está relacionada con los 
vectores tangente y normal por la ecuación 


dT 
— = kN 


ds 


Demuestre que la curvatura de una curva en un plano es 

k= | db /ds |, donde ¢ es el ángulo entre T e i; es decir, ġ es 
el ángulo de inclinación de la recta tangente. (Esto demuestra 
que la definición de curvatura es congruente con la definición 
de curvas en un plano dada en el ejercicio 10.2.69.) 
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62. 


63. 
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. (a) Demuestre que dB/ds es perpendicular a B. 
(b) Demuestre que dB/ds es perpendicular a T. 
(c) Deduzca de los incisos (a) y (b) que dB/ds = —T(s)N 
para algún número 7(s) llamado la torsión de la curva. 
(La torsión mide el grado de giro de una curva.) 
(d) Demuestre que para una curva en un plano la torsión es 
t(s) = 0. 


Las fórmulas siguientes, llamadas fórmulas de Frenet-Serret, 
son de importancia fundamental en la geometría diferencial: 

1. dT/ds = KN 

2. dN/ds = -KT + 7B 

3. dB/ds =—TN 


(La fórmula 1 procede del ejercicio 59 y la fórmula 3 del 
ejercicio 61). Use el hecho de que N = B x T para deducir la 
fórmula 2 de las fórmulas 1 y 3. 


Use las fórmulas de Frenet-Serret para comprobar cada una 
de las ecuaciones siguientes. (Las primas denotan derivadas 
con respecto a t. Comience como en la comprobación del 
teorema 10.) 


(a) r"=s"T + k(s')N 


64. 


65. 


66. 


67. 


68. 


Demuestre que la hélice circular r(A = (a cos t, a sen t, bt), 
donde a y b son constantes positivas, tiene curvatura constante 
y torsión constante. [Use el resultado del ejercicio 63(d).] 


Use la fórmula del ejercicio 63(d) para determinar la torsión 
de la curva r(+) = (1, 19, 117). 


Determine la curvatura y torsión de la curva x = senh t, 
y = cosh £, z = t en el punto (0, 1, 0). 


La molécula del ADN tiene la forma de una hélice doble 
(véase la figura 3 de la página 850). El radio de cada hélice es 
de alrededor de 10 ángstroms (1 Å = 1078 cm). Cada hélice 
se eleva alrededor de 34 Á durante cada vuelta completa, y 
hay unas 2.9 X 10% vueltas completas. Estime la longitud de 
cada hélice. 


Considere el problema de diseñar un riel de ferrocarril para 

hacer una transición suave entre secciones de vías rectas. 

Rieles existentes a lo largo del eje x negativo deberán 

unirse armoniosamente con un riel a lo largo de la línea 

y= l parax> 1. 

(a) Determine un polinomio P = P(x) de grado 5 tal que la 
función F definida por 


; 0 Six=0 
(b) r' X r" =k(s'B F&) =] Pœ) Si0<x<1 
(c) r” =[s" — k(s'P]T + [3ks's" + k'(s)?]N + kr(s')B 1 Six=> 1 
(dd) r= pr aer? sea continua y tenga pendiente continua y curvatura continua. 
[ro xf Fl (b) Grafique F. 


13.4 Movimiento en el espacio: velocidad y aceleración 


En esta sección se mostrará cómo las ideas de vectores tangente y normal y de curvatura 
pueden usarse en física para estudiar el movimiento de un objeto, incluidas su velocidad 
y aceleración, a lo largo de una curva en el espacio. En particular, se seguirán los pasos 
de Newton al usar estos métodos para derivar la primera ley del movimiento de los pla- 
netas de Kepler. 

Suponga que una partícula se mueve en el espacio de tal forma que su vector de posición 
en el momento £ es r(t). Nótese en la figura 1 que, para valores reducidos de h, el vector 


r(t + h) — r(t) 
(1) h 


aproxima la dirección de la partícula que se mueve a lo largo de la curva r(t). Su mag- 
nitud mide el tamaño del vector de desplazamiento por unidad de tiempo. El vector (1) 
da la velocidad promedio durante un intervalo de tiempo de longitud h y su límite es el 
vector velocidad ví) en el tiempo t: 


FIGURA 1 


2] 


Así, el vector velocidad es también el vector tangente y apunta en la dirección de la recta 
tangente. 

La rapidez de la partícula en el momento ż es la magnitud del vector velocidad, es 
decir | v(t) l. Esto es apropiado porque de (2) y de la ecuación 13.3.7 se deduce que 


ds 
[vO] = |r| = Fr razón de cambio de la distancia respecto al tiempo 


YA 


FIGURA 2 


Visual 13.4 muestra vectores 
velocidad y aceleración animados 
para objetos que se mueven a lo 
largo de varias curvas. 


La figura 3 muestra la trayectoria 
de la partícula del ejemplo 2 con 
los vectores velocidad y aceleración 
cuando t=1. 


FIGURA 3 
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Como en el caso del movimiento unidimensional, la aceleración de la partícula se 
define como la derivada de la velocidad: 


a(d = V'À = "OÀ 


EJEMPLO 1 El vector de posición de un objeto que se mueve en un plano está dado 
por r(t) = t? i + 1? j. Determine su velocidad, rapidez y aceleración cuando ż¢ = 1 e 
ilustre geométricamente. 


SOLUCIÓN La velocidad y aceleración en el momento ź son 
vÀ = r (1) = 341 + 21j 


alt) = r"(t) = 6ti + 2j 


y la rapidez es 


Iv) | = VBP; + 2¢ =y9:* + 4r 


Cuando ż = 1, se tiene 
v(1) =3i+2j a(l) =6i+2j Iv] =/13 
Estos vectores velocidad y aceleración se muestran en la figura 2. E 


EJEMPLO 2 Determine la velocidad, aceleración y rapidez de una partícula con vec- 
tor de posición r(t) = (1?, e”, te'). 


SOLUCIÓN 
ví) =r (0) =(21,e', (1 + de') 


alt) =v (0) = (2, e', (2 + e”) 


IvA | =V4r + e” + (1 + Pe” a 


Las integrales vectoriales que se introdujeron en la sección 13.2 pueden usarse para 
encontrar vectores de posición cuando los vectores velocidad o aceleración son conoci- 
dos, como en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 3 Una partícula en movimiento parte de una posición inicial 


r(0) = (1, O, 0), con velocidad inicial v(0) = i — j + k. Su aceleración es 
a(t) = 4ti + 6t j + k. Halle su velocidad y posición en el momento t. 


SOLUCIÓN Como a(1) = v'(£), se tiene 
ví) = f al) de = | (4ri + 6tj + k) ar 


=2ťi+3ťj+tk+C 


Para determinar el valor del vector constante C se usa el hecho de que v(0) = i — j + k. 
La ecuación precedente da v(0) = C, así que C =i—j+ky 


v(t) =204 + 34 +1k+i-j+k 


= (2 + 1)i + (3? — 1)j+(t+1)k 
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La expresión para r(t) que se obtuvo 
en el ejemplo 3 se usó para trazar la 
trayectoria de la partícula en la figura 
4para0=<1=3, 


6 
4 
21 (10.0) J 0 
0 x 
0 5 10 15 20 20 
y 
FIGURA 4 


El objeto en movimiento con posi- 
ción P tiene rapidez angular 

w = dð /dt, donde 0 es el ángulo 
que se muestra en la figura 5. 


FIGURA 5 


FIGURA 6 


Como v(t) = r'(t), se tiene 
r() = | vO) at 


=] [2P + i+ Be- Dj+(+1k] ar 


=(P +i + (@-Aj+ (6 +1)k+0D 
Con t = 0, se descubre que D = r(0) = i, así que la posición en el momento t está dada por 


r() = (że +t+1)i+ -j+ (3 +0)k E 


En general, las integrales vectoriales permiten recuperar la velocidad cuando se conoce 
la aceleración y la posición cuando se conoce la velocidad: 


v() = vlt) + | alu) du r(0) = r(t) + [| ve) du 


Si se conoce la fuerza que actúa sobre una partícula, la aceleración puede determinarse 
a partir de la segunda ley del movimiento de Newton. La versión vectorial de esta ley 
establece que si en cualquier momento £ una fuerza F(£) actúa sobre un objeto de masa m 
y produce una aceleración a(t), entonces 


E) = ma(t) 


EJEMPLO 4 Un objeto con masa m que se mueve en una trayectoria circular con 
rapidez angular constante w tiene el vector de posición r(£) = a cos wti + a sen wt j. 
Determine la fuerza que actúa sobre el objeto y demuestre que se dirige al origen. 


SOLUCIÓN Para determinar la fuerza, primero se debe conocer la aceleración: 
v(t) =r'(t) = —aw sen wti + aw cos wi j 
al = v'(ù = —aw*cos wti — aw? sen wt j 
Por tanto, la segunda ley de Newton da la fuerza como 
F(1) = mal) = -mæ (a cos wti + a sen wt j) 


Nótese que F(A) = —mw? r(t). Esto demuestra que la fuerza actúa en la dirección opuesta 
al vector radio r(t) y que por tanto apunta al origen (véase la figura 5). A una fuerza así 
se le conoce como fuerza centrípeta (que busca el centro). E] 


El Movimiento de proyectiles 


EJEMPLO 5 Un proyectil es disparado con un ángulo de elevación «æ y velocidad 
inicial vo. (Véase la figura 6.) Suponiendo que la resistencia del viento es insignificante 
y que la única fuerza externa se debe a la gravedad, determine la función posición r(t) 
del proyectil. ¿Qué valor de æ maximiza el rango (la distancia horizontal recorrida)? 


SOLUCIÓN Se establecen los ejes de tal manera que el proyectil parta del origen. Como 
la fuerza debida a la gravedad actúa hacia abajo, se tiene 


F = ma = —mgj 


Si se elimina £ de las ecuaciones 4, se 
verá que y es una función cuadrática 
de x. Así, la trayectoria del proyectil 
forma parte de una parábola. 
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donde g = | a | < 9.8 m/s?. Así 


Como v'(f) = a, se tiene 
wA = =gtj+C 

donde C = v(0) = vo. Por tanto 

r'(2) =v) = —gtj + vo 
Integrando otra vez, se obtiene 

r(A = —5g?j + tv + D 
Pero D = r(0) = 0, así que el vector de posición del proyectil está dado por 

BJ r(A = —żgt j + tvo 

Se escribe | Vo | = v (la rapidez inicial del proyectil), entonces 

Vo = Vvocos ~i + vosena j 
y la ecuación 3 se convierte en 


r(t) = (vocos a)ti + [vosen a)t = Lar); 


Las ecuaciones paramétricas de la trayectoria son entonces 


(4) x = (vocos a)t y = (vo sen a)t — 


La distancia horizontal d es el valor de x cuando y = 0. Si se establece y = 0, se obtiene 
t = 00t = (2v sen «a)/g. Este segundo valor de £ da entonces 


2 2 
2v sena  vil2sena cosa) vő sen 2a 
d =x = (v cos æ) = = 
g g 


Es evidente que d alcanza su valor máximo cuando sen 2æ = 1, es decir œ = 45°. E 


EJEMPLO 6 Un proyectil es disparado con una rapidez de cañón de 150 m/s y un 
ángulo de elevación de 45° desde una posición de 10 m sobre la superficie. ¿Dónde 
impacta el proyectil la superficie y con qué rapidez? 


SOLUCIÓN Si se coloca el origen en la superficie, la posición inicial del proyectil es 
(0, 10), así que se debe ajustar las ecuaciones 4 sumando 10 a la expresión para y. 
Con v = 150 m/s, œ = 45° y g = 9.8 m/s?, se tiene 


x = 150 cos(45°)t = 75/2 t 
y = 10 + 150 sen(45°)t — 5(9.8)1? = 10 + 75/21 — 4.91? 


El impacto ocurre cuando y = 0, es decir 4.91? — 75 y21— 10 = 0. Al usar la fórmula 
cuadrática para resolver esta ecuación (y tomar solo el valor positivo de £f), se obtiene 


a 754/2 + y11250 + 196 
9.8 


= 21.74 


Entonces x ~ 75/2 (21.74) ~ 2306, así que el proyectil impacta la superficie a una 
distancia de alrededor de 2306 m. 
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La velocidad del proyectil es 


ví) = r'() = 75/2 i + (75/2 — 9.81) j 


Así, su rapidez en el impacto es 


|v(21.74)| = (15/2 Y + (75/2 — 9.8 - 21.74} = 151 m/s E 


El Componentes tangencial y normal de la aceleración 


Cuando se estudia el movimiento de una partícula, suele ser útil resolver la aceleración 
en dos componentes, uno en la dirección de la tangente y otro en la dirección de la normal. 
Si se escribe v = | v | para la rapidez de la partícula, entonces 


oro _ xð y 
wawo Ol 7 
así que v =T 


Si se derivan ambos miembros de esta ecuación con respecto a t se obtiene 
[5] a=v =vT+0T 


Si se usa la expresión para la curvatura dada por la ecuación 13.3.9 se tiene 


(6) k= =—— asíque |T'| =kv 
v 


El vector normal unitario fue definido en la sección precedente como N = T'/ | T’ |, de 


modo que (6) da 


T' =|T'|N = kuN 


y la ecuación 5 se convierte en 


a=0"T + ku?N 


Al escribir ay y ay para los componentes tangencial y normal de la aceleración se tiene 


a=arT + ayN 
donde 


ar =v" y ay = kv? 


Esta resolución se ilustra en la figura 7. 

FIGURA 7 Se examinará qué indica la fórmula 7. Lo primero por notar es que el vector binormal 
B está ausente. Sin importar cómo se mueva un objeto en el espacio, su aceleración siem- 
pre reside en el plano de T y N (el plano osculador). (Recuérdese que T da la dirección 
del movimiento y N apunta en la dirección de giro de la curva.) Se advierte después 
que el componente tangencial de la aceleración es v”, la razón de cambio de la rapidez, 
y que el componente normal de la aceleración es kv?, la curvatura multiplicada por el 
cuadrado de la rapidez. Esto tiene sentido si se piensa en un pasajero en un automóvil; 
una vuelta pronunciada en una calle significa un valor grande de la curvatura k, así que 
el componente de la aceleración perpendicular al movimiento es grande y el pasajero es 
arrojado contra la puerta del auto. Una rapidez alta al dar la vuelta tiene el mismo efecto; 
de hecho, si se duplica la rapidez, ay aumenta en un factor de 4. 
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Aunque se tienen expresiones para los componentes tangencial y normal de la acele- 
ración en las ecuaciones 8, es deseable tener expresiones que solo dependan de r, r' y r”. 
Con este fin se toma el producto punto de v = vT con a como dado por la ecuación 7: 


v-a =T- WT + ku?N) 
=w'T:- T+ v T-N 
= w' (yaqueT-T=1 y T-N=0) 


Por tanto 


(5) ea _ Wa _ rO -r”(í) 


v EXON 


Usando la fórmula para la curvatura dada por el teorema 13.3.10, se tiene 


pro) xr”(0) | 


= 2 o pata A 
ay = Kv = ro pr 


_ lro x r”(2) | 
Pr (o) | 


EJEMPLO 7 Una partícula se mueve con una función posición r(1) = (t?, 1?, t? Y. 
Determine los componentes tangencial y normal de la aceleración. 


SOLUCIÓN r()='i+Pj+ék 
r (0) =2ti+2tj + 34k 
r(t) =2i + 2j + 6tk 


[rO| = 81? + 9t* 


En consecuencia, la ecuación 9 da el componente tangencial como 


r'(À -r”(0) 81 + 1817 


T ro | BR t 9r 


i j k 
Dado que rÀ X r(A =|2t 2t 34 =6ťi-—6rj 
2 2 6t 


la ecuación 10 da el componente normal como 


rO XO] 6/2. a 
rol. 8E FIr 


N = 


E Leyes del movimiento de los planetas de Kepler 


Ahora se describirá uno de los grandes logros del cálculo mostrando cómo el material 
de este capítulo puede usarse para comprobar las leyes del movimiento de los planetas de 
Kepler. Después de 20 años de estudiar las observaciones astronómicas del astrónomo 
danés Tycho Brahe, el matemático y astrónomo alemán Johannes Kepler (1571-1630) 
formuló las tres leyes siguientes. 
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Leyes de Kepler 
1. Un planeta gira alrededor del sol en una órbita elíptica con el sol en un foco. 


2. La recta que une al sol con un planeta recorre áreas iguales en tiempos iguales. 
3. El cuadrado del período de revolución de un planeta es proporcional al cubo de la 
longitud del eje mayor de su órbita. 


En su libro Principia Mathematica de 1687, Sir Isaac Newton fue capaz de demos- 
trar que estas-tres leyes son consecuencia de dos de sus propias leyes, la segunda ley 
del movimiento y la ley de la gravitación universal. En lo que se sigue comprobará la 
primera ley de Kepler. Las leyes restantes se dejan como ejercicios (con sugerencias). 

Como la fuerza gravitacional del sol sobre un planeta es mucho mayor que las fuer- 
zas ejercidas por otros cuerpos celestes, se puede ignorar sin riesgo todos los cuerpos 
en el universo excepto el sol y un planeta que gira alrededor de él. Se usa un sistema de 
coordenadas con el sol en el origen y se concede que r = r(f) es el vector de posición del 
planeta. (En forma igualmente satisfactoria, r podría ser el vector de posición de-la luna 
o un satélite que se mueve alrededor de la Tierra o un cometa que se mueve alrededor de 
una estrella.) El vector velocidad es v = r’ y el vector aceleración es a = r”. Se usan las 
siguientes leyes de Newton: 


Segunda ley del movimiento: F=ma 


e GMm GMm 
Ley de la gravitación: F= -— r=- 
F r? 


donde F es la fuerza gravitacional sobre el planeta, m y M las masas del planeta y del sol, 
G la constante gravitacional, r = | r | y u = (1/r)r el vector unitario en la dirección de r. 
Primero se demostrará que el planeta se mueve en un plano. Igualando las expresiones 
para F en las dos leyes de Newton, se determina que 
GM 


x= E r 


así que a es paralela ar. De esto se sigue que r X a = 0. Se usa la fórmula 5 del teorema 
13.2.3 para escribir 
d (r x v) 'Xy+rXyv 
— (r Xv =r Xv+rXv 
dt 
=vxv+rxa=0+0=0 


Por tanto rxv=h 


donde h es un vector constante. (Se podría suponer que h + 0; es decir, que r y v no 
son paralelos.) Esto significa que el vector r = r(t) es perpendicular a h para todos los 
valores de t, así que el planeta siempre se ubica en el plano que pasa por el origen perpen- 
dicular a h. De este modo, la órbita del planeta es una curva en un plano. 

Para comprobar la primera ley de Kepler se reescribe el vector h como sigue: 


h=rXv=rXr =ru xX (ru) 
=ru X (ru' + r'u) = r’(u X u’) + rr(u X u) 


= r’(u X u’) 


FIGURA 8 
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Entonces 


GM 


r? 


axh= u X (r°u X u’) = -GM u X (u xX u’) 


= —GM[(u - u)u — (u ; u)u'] (por el teorema 12.4.11, propiedad 6) 


Pero u : u = | u |2 = 1, y como | u(t) | = 1, del ejemplo 13.2.4 se sigue que 


u:u'=0 
En consecuencia a X h = GM u’ 
así que (v xh) =vxh=axh=GMu' 


Integrando ambos miembros de esta ecuación se obtiene 
(1) vxh=GMu+e 


donde c es un vector constante. 

En este punto es conveniente elegir los ejes de coordenadas de tal manera que el vector 
de base estándar k apunte en la dirección del vector h. Entonces, el planeta se mueve 
en el plano xy. Puesto que tanto v X h como u son perpendiculares a h, la ecuación 11 
indica que e se tiende en el plano xy. Esto significa que se puede elegir los ejes x y y de 
tal forma que el vector i se tienda en la dirección de e, como se muestra en la figura 8. 

Si 0 es el ángulo entre e y r, entonces (r, 0) son las coordenadas polares del planeta. 
De la ecuación 11 se obtiene que 


r:(vxh)=r:(GMuw+c)=GMr:u+r:ce 


= GMru -u + |r||c[cosg = GMr + rc cos6 


donde c | c l. Entonces 


o re(vxhH _ 1 r:(vxh) 
á GM + c cos0 GM 1 + ecos0 


donde e = c/(GM). Pero 
r-(vxh)=(rxv-h=h:h=|h|?=p»? 


donde h = | h |. Así 


_ HNGM) _  ehfle 
de l+ecosg9 1+ ecos0 


Al escribir d = h?/c se obtiene la ecuación 


El a ed 
~ 1+ecosð 


Al comparar con el teorema 10.6.6, se ve que la ecuación 12 es la ecuación polar de una 
sección cónica con foco en el origen y excentricidad e. Se sabe que la órbita de un pla- 
neta es una curva cerrada y por tanto que la cónica debe ser una elipse. 

Esto completa la derivación de la primera ley de Kepler. Se guiará en la derivación 
de la segunda y tercera leyes en el proyecto de aplicación de la página 880. Las com- 
probaciones de estas tres leyes muestran que los métodos de este capítulo brindan una 
herramienta eficaz para describir algunas de las leyes de la naturaleza. 
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13.4 EJERCICIOS 


. La tabla da las coordenadas de una partícula que se mueve en 


el espacio a lo largo de una curva suave. 

(a) Determine las velocidades promedio durante los interva- 
los de tiempo [0, 1], [0.5, 1], [1, 2] y [1, 1.5]. 

(b) Estime la velocidad y rapidez de la partícula en t = 1. 


t Ey y z 
0 2T 9.8 3:7 
0.5 3.5 2.2 33 
1.0 4.5 6.0 3.0 
1.5 59 6.4 2.8 
2.0 T3 7.8 2.7 


. La figura muestra la trayectoria de una partícula que se mueve 


con un vector de posición r(t) en el momento t. 

(a) Dibuje un vector que represente la velocidad promedio de 
la partícula en el intervalo de tiempo 2 S t = 2.4. 

(b) Dibuje un vector que represente la velocidad promedio en 
el intervalo de tiempo 1.5 < t < 2, 

(c) Escriba una expresión para el vector velocidad v(2). 

(d) Dibuje una aproximación al vector v(2) y estime la rapi- 
dez de la partícula en 1 = 2. 


YA 


3-8 Determine la velocidad, aceleración y rapidez de una 
partícula con la función posición dada. Trace la trayectoria de 
la partícula y dibuje los vectores velocidad y aceleración para 
el valor especificado de t. 


e r(t) = ti 


o N AUN A W 


r(A = (r,t), t=2 
. r() = (P, 1/t), 
. r(t) = 3costi + 2sentj, t= 1/3 


r(A = (2-r4/r), t=1 


t= 1 


Pj+2k, t=1 


r(t) = ti + 2costj + sentk, t= 0 


9-14 Determine la velocidad, aceleración y rapidez de una 
partícula con la función posición dada. 


9 
10 


.r()=(2+1,4, 2-1) 


. r(t) = (2 cos t, 3t, 2 sent) 


11. 
12. 
13. 
14. 


r(A = /2ti+e'j+e”k 
r(t) = i+ 2tj+ ntk 


r(t) = e'(cos ti + sen tj + tk) 


r(t) = tsen ti + tcostj +t’ k 


15-16 Determine los vectores velocidad y posición de una partícula 
con la aceleración dada y la velocidad y posición inicial dada. 


15. a(1) = 2i + 2tk, v(0)=3i—j  r(0)=j+k 
16. a(1) = senti + 2costj + 6tk, 
v(0) = —k, r(0)=j-— 4k 
17-18 
(a) Halle el vector de posición de una partícula con la aceleración 


EH (b) 


17. 
18. 


dada y la velocidad y posición inicial especificada. 


Use una computadora para graficar la trayectoria de la partícula. 
a(t) = 21i + sen tj + cos21k, v(0)=i, r(0)=j 


a)=ti+e j+e'“k, v(0)=k, r(0)=j>+k 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


La función posición de una partícula está dada por 
r(£) — (t°, 5t, t? — 16t ). ¿En qué momento su rapidez 
alcanza un valor mínimo? 


¿Qué fuerza se requiere para que una partícula de masa m 
tenga la función posición r(t) = 121 + 1?j + 1% k? 


Una fuerza con magnitud 20 N actúa directamente hacia 
arriba del plano xy sobre un objeto con masa 4 kg. El objeto 
parte del origen con velocidad inicial v(0) = i — j. Determine 
su función posición y su rapidez en el momento t. 


Demuestre que si una partícula se mueve con una rapidez 
constante, los vectores velocidad y aceleración son 
ortogonales. 


Un proyectil es disparado con una rapidez inicial de 200 m/s 
y un ángulo de elevación de 60°. Determine (a) el rango del 
proyectil, (b) la altura máxima alcanzada y (c) la rapidez en 
el impacto. 


Repita el ejercicio 23 si el proyectil es disparado desde una 
posición de 100 m sobre la superficie. 


Una pelota es lanzada en un ángulo de 45° a la superficie. Si 
aterriza a una distancia de 90 m, ¿cuál fue su rapidez inicial? 


Un proyectil es disparado de un tanque con rapidez inicial 
e 400 m/s. Determine dos ángulos de elevación que pueden 
sarse para impactar un blanco a una distancia de 3000 m. 


ca 


Un arma se dispara con un ángulo de elevación de 30°. ¿Cuál es 
la rapidez de cañón si la altura máxima de la bala es de 500 m? 


Un bateador golpea una pelota 3 pies sobre la superficie hacia 

la cerca del jardín central, la cual tiene 10 pies de altura y se 
encuentra a 400 pies de home. La pelota se separa del bate con 
una rapidez de 115 pies/s y un ángulo de 50° sobre la horizontal. 
¿Es un jonrón? (En otras palabras, ¿la pelota cruza la cerca?) 


EE 


SECCIÓN 13.4 Movimiento en el espacio: velocidad y aceleración 879 


29. Una ciudad medieval tiene la forma de un cuadrado y está 
protegida por murallas con una longitud de 500 m y una altura 
de 15 m. Usted es el comandante de un ejército agresor y lo 
más que puede acercarse a la muralla son 100 m. Su plan es 
prender fuego a la ciudad catapultando rocas incandescentes 
sobre la muralla (con una rapidez inicial de 80 m/s). ¿A 
qué rango de ángulos debe ordenar a sus hombres colocar 
la catapulta? (Suponga que la trayectoria de las rocas es 
perpendicular a la muralla.) 


30 


Demuestre que un proyectil llega a tres cuartos de su altura 
máxima en la mitad del tiempo necesario para alcanzar su 
altura máxima. 


31 


Una pelota es lanzada al aire en dirección al este desde el 
origen (en la dirección del eje x positivo). La velocidad inicial 
es 50i + 80 k, con rapidez medida en metros por segundo. El 
giro de la pelota resulta en una aceleración al sur de 4 m/s?, de 
modo que el vector aceleración es a = —4j — 32k. ¿Dónde 
aterrizará la pelota y con qué rapidez? 


32. Una pelota con masa 0.8 kg es lanzada al aire con dirección al 
sur y una velocidad de 30 m/s en un ángulo de 30°. Un viento 
del oeste aplica una fuerza constante de 4 N sobre la pelota 
en dirección al este. ¿Dónde aterriza la pelota y con qué 


velocidad? 


Agua que corre a lo largo de una porción recta de un río 
normalmente lo hace más rápido en medio, y la rapidez se 
reduce a casi cero en las orillas. Considere un trecho largo y 
recto de un río que corre al norte con orillas paralelas a 40 m 
de distancia entre sí. Si la rapidez máxima del agua es de 

3 m/s, se puede usar una función cuadrática como un modelo 

básico para la razón de flujo del agua a x unidades de la orilla 

oeste: f(x) = 20 x(40 06) 

(a) Un bote avanza a una rapidez constante de 5 m/s desde 
un punto A en la orilla oeste mientras mantiene una direc- 
ción perpendicular a la orilla. ¿A qué distancia río abajo 
en la orilla opuesta tocará tierra? Grafique la trayectoria 
del bote. 

(b) Suponga que se quiere pilotar el bote a tierra en el punto 
B de la orilla este, directamente frente a A. Si se mantiene 
una rapidez constante de 5 m/s y una dirección constante, 
determine el ángulo en el que el bote debería orientarse. 
Luego grafique la trayectoria efectiva que sigue el bote. 
¿La trayectoria parece realista? 


34 


Otro modelo razonable para la rapidez del agua del río del 
ejercicio 33 es una función seno: f (x) = 3 sen(7rx/40). Si 
un barquero quisiera cruzar el río de A a B con dirección 
constante y una rapidez constante de 5 m/s, determine el 
ángulo en el que el bote debería orientarse. 


35. Una partícula tiene una función posición r(t). 
Si r'(£) = e X r(t), donde e es un vector constante, 
describa la trayectoria de la partícula. 


36. (a) Si una partícula se mueve a lo largo de una línea recta, 
¿qué podría decir usted sobre su vector aceleración? 
(b) Si una partícula se mueve con una rapidez constante 
alo largo de una curva, ¿qué podría decir usted 
sobre su vector aceleración? 


37-40 Determine los componentes tangencial y normal del vector 
aceleración. 


37. r(1) = (f +1)i+tj, t>0 
38. r(1) = 20% i + (3 -2j 


39. r(t) = costi + sentj + tk 
40. r(1) =1i+2e'"j+e"k 


41-42 Determine los componentes tangencial y normal del vector 
aceleración en el punto dado. 
41. r(t) = Inti + (t +30)j+4y1k, (0,4,4) 


1 1 
jF TA (1,1,1) 


1 
42. r(t) = —i + — 
t pP 


43. La magnitud del vector aceleración a es 10 cm/s?. Use la 
figura para estimar los componentes tangencial y normal de a. 


YA 


0 Xx 


44. Si una partícula con masa m se mueve con un vector de 
posición r(£), su cantidad de movimiento angular se define 
como L(t) = mr(f) X v(t) y su momento de torsión como 
(1) = mr(t) X a(t). Demuestre que L'(1) = q(t). Deduzca que 
si T(1) = 0 para todas las £, entonces L(1) es constante. (Esta es la 
ley de la conservación de la cantidad de movimiento angular.) 


45. La función posición de una nave espacial es 


4 
rí) = (3+)i+Q+Ii0)j+17 5 k 
(1) =( Ji+( )j ( ayi ) 
y las coordenadas de una estación espacial son (6, 4, 9). El 
capitán desea que la nave se deslice hasta la estación espacial. 
¿En qué momento deberían apagarse los motores? 


46. Un cohete que consume su combustible a bordo al moverse 
en el espacio tiene una velocidad v(t) y una masa m(t) en 
el momento ź. Si los gases escapan con una velocidad v, en 
relación con el cohete, de la segunda ley del movimiento de 
Newton puede deducirse que 


m(0) 
Vo. 
m(t) 


(b) Para que el cohete acelere en una línea recta desde su es- 
tado de reposo hasta dos veces la velocidad de sus gases 
de escape, ¿qué fracción de su masa inicial tendría que 
consumir como combustible? 


(a) Demuestre que v(t) = v(0) — In 
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PROYECTO DE APLICACIÓN LEYES DE KEPLER 


Johannes Kepler enunció las siguientes tres leyes del movimiento de los planetas sobre la base 
de inmensas cantidades de datos acerca de las posiciones de los planetas en diversos momentos. 


Leyes de Kepler 


1. Un planeta gira alrededor del sol en una órbita elíptica con el sol en un foco. 


2. La recta que une al sol con un planeta recorre áreas iguales en tiempos iguales. 
3. El cuadrado del período de revolución de un planeta es proporcional al cubo de la 
longitud del eje mayor de su órbita. 


Kepler formuló estas leyes porque se ajustaban a los datos astronómicos. No fue capaz de ver 
por qué eran ciertas o cómo se relacionaban entre sí. Pero Sir Isaac Newton, en su Principia 
Mathematica de 1687, mostró cómo deducir las tres leyes de Kepler de dos de sus propias leyes, la 
segunda ley del movimiento y la ley de la gravitación universal. En la sección 13.4 se comprueba 
la primera ley de Kepler usando el cálculo de funciones vectoriales. En este proyecto será guiado 
por las comprobaciones de la segunda y tercera leyes de Kepler y se explorarán algunas de sus 
consecuencias. 


1. Siga los pasos que se indican a continuación para comprobar la segunda ley de Kepler. La 
notación es la misma que la de la comprobación de la primera ley en la sección 13.4. En 
particular, use coordenadas polares para que r = (r cos 0) i + (r sen 0) j. 


d 
(a) Demuestre que h= r? Z k. 
t 


(b) Deduzca que r° — =h 
a 


(c) Si A = A(?) es el área recorrida por el vector radio r = r(£) en el intervalo de tiempo [to, t], 
como en la figura, demuestre que 


(d) Deduzca que 


LA 
— = 5h = constante 
dt 5 


Esto indica que la razón en la que se recorre A es constante y comprueba la segunda ley 
de Kepler. 


2. Sea T el período de un planeta alrededor del sol; es decir, T es el tiempo requerido para que 
recorra una vez su órbita elíptica. Suponga que las longitudes del eje mayor y menor de la 
elipse son 2a y 2b. 


(a) Use el inciso (d) del problema 1 para demostrar que T = 27rab/h. 


h? D 
(b) Demuestre que A ed = —. 
GM a 


2 


3 


ae 
GM 


(c) Use los incisos (a) y (b) para demostrar que 7? = 


Esto comprueba la tercera ley de Kepler. [Nótese que la constante de proporcionalidad 
411?/(GM,) es independiente del planeta.] 
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3. El período de la órbita de la Tierra es de aproximadamente 365.25 días. Use este hecho 
y la tercera ley de Kepler para encontrar la longitud del eje mayor de la órbita terrestre. 
Necesitará la masa del sol, M = 1.99 X 10% kg, y la constante gravitacional, 

G = 6.67 X 10" N-m?/kg?. 


4. Es posible poner un satélite en órbita alrededor de la Tierra para que permanezca fijo sobre 
un lugar dado en el ecuador. Calcule la altitud necesaria para ese satélite. La masa de la 
Tierra es 5.98 X 10 kg y su radio 6.37 X 10% m. (Esta órbita se llama órbita geoestaciona- 
ria Clarke, en honor a Arthur C. Clarke, quien fue el primero en proponer esta idea, en 1945. 
El primer satélite de este tipo, Syncom II, se lanzó en julio de 1963.) 
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VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS Las respuestas a la verificación de conceptos se encuentran en las páginas finales del libro. 
1. ¿Qué es una función vectorial? ¿Cómo se encuentra su derivada 6. (a) ¿Cuál es la definición de curvatura? 
y Su integral? (b) Escriba una fórmula para la curvatura en términos de r'(1) 
, 
2. ¿Cuál es la relación entre funciones vectoriales y curvas en el yT (0. J o r 
espacio? (c) Escriba una fórmula para la curvatura en términos de r' (t) 
y r (0). 
3. ¿Cómo se determina el vector tangente a una curva suave en (d) Escriba una fórmula para la curvatura de una curva en un 
un punto? ¿Cómo se determina la recta tangente? ¿El vector plano con ecuación y = f(x). 
itario? DES de 
tangente unitatii 7. (a) Escriba fórmulas para los vectores normal unitario y 
4. Si u y v son funciones vectoriales derivables, c un escalar y f binormal de una curva suave en el espacio r(t). 
una función con valores reales, escriba las reglas para derivar (b) ¿Qué es el plano normal de una curva en un punto? ¿Qué 
las siguientes funciones vectoriales. es el plano osculador? ¿Qué es el círculo osculador? 
(a) uA + vÀ b) cul?) (0) f(0uío) 8. (a) ¿Cómo se determina la velocidad, rapidez y aeleración 
(d) ulo) -vÀ (e) uA X vÀ E€) ufo) de una partícula que se mueve a lo largo de una curva 
; P . onsi 1 M en el espacio? 
5. ¿Cómo se A la ongitud y i a (b) Escriba la aceleración en términos de sus componentes 
dada por una función vectorial r(t)? tangencial y normal. 
9. Enuncie las leyes de Kepler. 
EXAMEN VERDADERO-FALSO 
Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero, 7. Si T(t) es el vector tangente unitario de una curva suave, 
explique por qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo la curvatura es k = | dT/dt |. 
que refute el enunciado. 
. . i . 8. El vector binomial es B() = NA X TÐ. 
1. La curva con ecuación vectorial r(t) = 1% i + 2t? j + 31*k es 
una recta. 9. Suponga que fes dos veces continuamente derivable. En 
2. La curva r(t) = (0, £?, 4£) es una parábola. un punto de inflexión de la curva y = f(x), la curvatura es 0. 
10. Si k(t) = 0 para todas las £, la curva es una línea recta. 


3. La curva r(t) = (21, 3 — t, O ) es una recta que pasa por el 
origen. 


4. La derivada de una función vectorial se obtiene derivando 
cada función componente. 


5. Si u(t) y v(t) son funciones vectoriales derivables, entonces 
d 
q PO X YOL = vO x vo 


6. Si r(t) es una función vectorial derivable, entonces 


FOl rO| 


14. 


. Si|r() | = 1 para todas las £, 


r (1) | es una constante. 


. Si | r(t) | = 1 para todas las £, r'(f) es ortogonal a r(f) para 


todas las f. 


. El círculo osculador de una curva C en un punto tiene el 


mismo vector tangente, vector normal y curvatura que C 
en ese punto. 


Diferentes parametrizaciones de la misma curva resultan 
en vectores tangentes idénticos en un punto dado en la curva. 
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CAPÍTULO 13 Funciones vectoriales 


EJERCICIOS 


1. 


(a) Trace la curva con función vectorial 
r(t) = ti + cos mtj + sen mtk t=0 


(b) Determine r'(£) y r"(t) 


. Sea r(A = (V2 =r, (e' — 1/1, In(+ + 1)) 


(a) Determine el dominio de r. 
(b) Determine lím,—o r(t). 
(c) Determine r'(1). 


. Encuentre una función vectorial que represente la curva de 


intersección del cilindro x? + y? = 16 y el plano x + z = 5. 


. Encuentre ecuaciones paramétricas para la recta tangente a la 


curva x = 2 sen £, y = 2 sen 2t, z = 2 sen 3t en el punto 
(1, J3: 2). Grafique la curva y la recta tangente en una 
pantalla común. 


5. Si r(t) = 1?%i + tcos m tj + sen mtk, evalúe F r(t) dt. 


10. 


11. 


12. 


13. 
FE 14. 


15. 


. Sea C la curva con ecuaciones x = 2 


P, y=2t-1,z=lnt. 
Determine (a) el punto donde C interseca el plano xz, 

(b) ecuaciones paramétricas de la recta tangente en (1, 1, 0) 
y (c) una ecuación del plano normal a C en (1, 1, 0). 


. Use la regla de Simpson con n = 6 para estimar la longitud 


del arco de la curva con ecuaciones x = 1? y =1%,z=1* 


0=1=x3. 


. Determine la longitud de la curva r(t) — (219%, cos 2t, sen 2f), 


0O=s1t=1. 


. La hélice r(t) = cos ti + sen t j + t k interseca la curva 


r(t) = (1 + 1) 1 + t? j+ 1? k en el punto (1, O, 0). Determine 
el ángulo de intersección de estas curvas. 


Reparametrice la curva r(t) = e'i + e'sen tj + e' cos tk 
con respecto a la longitud de arco medida desde el punto 
(1, O, 1) en la dirección de ż creciente. 


Para la curva dada por r(f) = (sen? t, cos 3 t, sen? t), 
0 < t< 7/ 2, determine 

(a) el vector tangente unitario, 

(b) el vector normal unitario, 

(c) el vector binormal unitario y 

(d) la curvatura. 


Halle la curvatura de la elipse x = 3 cos £, y = 4 sen t 
en los puntos (3, 0) y (0, 4). 


Halle la curvatura de la curva y = x* en el punto (1, 1). 


Halle una ecuación del círculo osculador de la curva 
y = xt — x° en el origen. Grafique tanto la curva como 
su círculo osculador. 


Determine una ecuación del plano osculador de la curva 
x = sen 2t, y = t, z = cos 21 en el punto (0, 7, 1). 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


La figura muestra la curva C trazada por una partícula con 

vector de posición r(t) en el momento t. 

(a) Dibuje un vector que represente la velocidad promedio 
de la partícula en el intervalo de tiempo 3 = 1 = 3.2, 

(b) Escriba una expresión para la velocidad v(3). 

(c) Escriba una expresión para el vector tangente unitario 
T(3) y dibújela. 


Una partícula se mueve con función posición 
r(t) = tln ti + tj + e” k. Determine la velocidad, rapidez 
y aceleración de la partícula. 


Determine la velocidad, rapidez y aceleración de la partícula 
en movimiento con función posición r(A = (21?— 3) i + 2t j. 
Trace la trayectoria de la partícula y dibuje los vectores de 
posición, velocidad y aceleración para t = 1. 


Una partícula parte del origen con velocidad inicial i —j + 3k. 
Su aceleración es a(t) = 6ti + 121? j — 6t k. Determine su 
función posición. 

Un atleta realiza un lanzamiento a un ángulo de 45° con la 
horizontal y una rapidez inicial de 13 m/s. Este se separa de 
su mano 2 m arriba de la superficie. 

(a) ¿Dónde está el lanzamiento 2 segundos después? 

(b) ¿Qué tan alto llegará el lanzamiento? 

(c) ¿Dónde aterrizará el lanzamiento? 


Un proyectil se lanza con una rapidez inicial de 40 m/s desde 
el piso de un túnel cuya altura es de 30 m. ¿Qué ángulo de 
elevación debería usarse para alcanzar el máximo rango 
horizontal posible del proyectil? ¿Cuál es el rango máximo? 


Determine los componentes tangencial y normal del vector 
aceleración de una partícula con función posición 


r(A) =ti+2tj+t’k 
Un disco de radio 1 rota en dirección a contrarreloj a una 
rapidez angular constante de w. Una partícula parte del centro 
del disco y se mueve hacia el extremo a lo largo de un radio 


fijo de tal manera que su posición en el momento t, t> 0, está 
dada por 


24 


r(t) = tR(t), donde 


(a) 


(b) 


(c) 


R(7) = cos wti + sen wfj 


Demuestre que la velocidad v de la partícula es 


v = cos wti + senwtj + tva 


donde v, = R'(1) es la velocidad de un punto en el extre- 
mo del disco. 
Demuestre que la aceleración a de la partícula es 


a = 2y; + taa 


donde a, = R”(® es la aceleración de un punto en el 
extremo de disco. El término extra 2v, se llama acelera- 
ción de Coriolis; es resultado de la interacción de 

la rotación del disco y el movimiento de la partícula. Es 
posible obtener una demostración física de esta acele- 
ración caminando hacia el extremo de un carrusel en 
movimiento. 

Determine la aceleración de Coriolis de una partícula 
que se mueve en un disco en rotación de acuerdo con la 
ecuación 


r(t) = e 'cos wti + e 'sen wtj 


Al diseñar curvas de transferencia para unir secciones 

de rieles de ferrocarril rectos, es importante comprender 

que la aceleración del tren debe ser continua para que la 
fuerza reactiva ejercida por el tren sobre el riel también sea 
continua. A causa de las fórmulas para los componentes de la 
aceleración en la sección 13.4, este será el caso si la curvatura 
varía continuamente. 


(a) 


Un candidato lógico para que una curva de transferencia 
una rieles existentes dado por y = 1 para x < 0 
y/2 — x para x > 1//2 podría ser la función 
f() =V1 = x? 0 < x < 1//2, cuya gráfica es el arco 


m 
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de un círculo mostrado en la figura. Esto parece razona- 
ble a primera vista. Demuestre que la función 


1 six<0 
VI=x2 si0<x<1/y/2 
Vx six> 1/42 


es continua y tiene pendiente continua, pero no curvatura 
continua. Así, f no es una curva de transferencia apropiada. 


F(x) = 


yA 


o y=F(x) 
ES 


~ 


Y 
y2 


Determine un polinomio de quinto grado que sirva como 
curva de transferencia entre los siguientes segmentos de 
recta: y = 0 para x < 0 y y = x para x > 1. ¿Esto podría 
hacerse con un polinomio de cuarto grado? Use una cal- 
culadora graficadora o computadora para trazar la gráfica 
de la función “conectada” y compruebe que luzca como 
la de la figura. 


y=0 


Problemas 
adicionales 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 1 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 2 


—R 0 Rx 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 3 
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1. Una partícula P se mueve con rapidez angular constante w alrededor de un círculo 


cuyo centro está en el origen y cuyo radio es R. Se dice que esta partícula está en 
movimiento circular uniforme. Suponga que el movimiento es a contrarreloj y que la 
partícula está en el punto (R, 0) cuando £ = O. El vector de posición en el momento £ > 0 
es r(t) = R cos wti + R sen owt j. 
(a) Determine el vector velocidad v y demuestre que v « r = 0. Concluya que v es tangente 
al círculo y apunta en la dirección del movimiento. 
(b) Demuestre que la rapidez | v | de la partícula es la constante wR. El período T 
de la partícula es el tiempo requerido para una revolución completa. Concluya que 


T= 2TR _ 271 


lv e 


(c) Determine el vector aceleración a. Demuestre que es proporcional a r y que apunta al 
origen. Una aceleración con esta propiedad se llama aceleración centrípeta. Demuestre 
que la magnitud del vector aceleración es | a | = Ro’. 

(d) Suponga que la partícula tiene masa m. Demuestre que la magnitud de la fuerza F que se 
requiere para producir este movimiento, llamada fuerza centrípeta, es 


m| v |? 


F| = Z2 


. Una curva circular de radio R sobre una autopista está peraltada en un ángulo O de manera 


que un automóvil puede recorrer la curva sin riesgo a derrapar cuando no hay fricción entre 
el pavimento y las llantas. La pérdida de fricción podría ocurrir, por ejemplo, si el pavimento 
estuviera cubierto por una capa fina de agua o hielo. La rapidez de régimen vp de la curva es 
la rapidez máxima que un auto puede alcanzar sin derrapar. Suponga que un auto de masa m 
recorre la curva a la rapidez de régimen vg. Dos fuerzas actúan sobre el vehículo: la fuerza 
vertical, mg, debida al peso del automóvil, y una fuerza F ejercida por, y normal a, el camino 
(véase la figura). 

El componente vertical de F balancea el peso del auto, de manera que | F | cos O = mg. 
El componente horizontal de F produce una fuerza centrípeta sobre el auto, así que, por la 
segunda ley de Newton y el inciso (d) del problema 1, 


2 
muk 


|F | send = 


(a) Demuestre que vg = Rg tan 0. 

(b) Determine la rapidez de régimen de una curva circular con radio 120 m peraltada en un 
ángulo de 12°. 

(c) Suponga que los ingenieros diseñadores desean mantener el peralte en 12°, pero quieren 
aumentar la rapidez de régimen en 50%. ¿Cuál debería ser el radio de la curva? 


. Un proyectil es disparado desde el origen con ángulo de elevación æ y rapidez inicial vo. 


Suponiendo que la resistencia del aire es insignificante y que la única fuerza que actúa sobre 
el proyectil es la gravedad, g, en el ejemplo 13.4.5 se demostró que el vector de posición del 
proyectil es 


r(1) = (vocos a)ti + [(osena): E Lar] 


También se demostró que la distancia horizontal máxima del proyectil se alcanza cuando 

a = 45° y que en este caso el rango es R = 10/49. 

(a) ¿En qué ángulo debería dispararse el proyectil para alcanzar su altura máxima y cuál es 
la altura máxima? 

(b) Fije la rapidez inicial vo y considere la parábola x? + 2Ry — R? = 0, cuya gráfica 
aparece en la figura de la izquierda. Demuestre que el proyectil puede impactar cual- 
quier blanco dentro de o en la frontera de la región delimitada por la parábola 
y el eje x, y que no puede impactar ningún blanco fuera de esta región. 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 4 


FIGURA PARA EL PROBLEMA 5 


4. 


(c) Suponga que el arma es elevada a un ángulo de inclinación « a fin de apuntar a un 
objetivo suspendido a una altura h directamente sobre un punto D unidades bajo el rango 
(véase la figura inferior). El objetivo es liberado en el instante en que se dispara el arma. 
Demuestre que el proyectil siempre impacta el objetivo, sea cual fuere el valor de vo, a 
condición de que el proyectil no impacte la superficie “antes” que D. 


YA 


(a) Un proyectil es disparado desde el origen por un plano inclinado que forma un ángulo 0 
con la horizontal. El ángulo de elevación del arma y la rapidez inicial del proyectil son æ 
y v, respectivamente. Halle el vector de posición del proyectil y las ecuaciones 
paramétricas de la trayectoria del proyectil como funciones del tiempo t. (Ignore la 
resistencia del aire.) 

(b) Demuestre que el ángulo de elevación æ que maximizará el rango de descenso es el 
ángulo a medio camino entre el plano y la vertical. 

(c) Suponga que el proyectil es disparado hacia arriba en un plano inclinado cuyo ángulo 
de inclinación es 0. Demuestre que, a fin de maximizar el rango (de ascenso), el proyec- 
til debería dispararse en la dirección a medio camino entre el plano y la vertical. 

(d) En un trabajo presentado en 1686, Edmond Halley resumió las leyes de la gravedad y el 
movimiento de proyectiles y las aplicó a la artillería. Uno de los problemas que planteó 
implicaba disparar un proyectil para que impactara a un objetivo a una distancia R en lo 
alto de un plano inclinado. Demuestre que el ángulo en que el proyectil debería dispa- 
rarse para impactar el objetivo usando el menor monto de energía es el mismo que en el 
inciso (c). (Use el hecho de que la energía necesaria para disparar el proyectil es propor- 
cional al cuadrado de la rapidez inicial, de manera que minimizar la energía equivale a 
minimizar la rapidez inicial.) 


. Una pelota rueda desde una mesa con una rapidez de 0.5 m/s. La mesa es de 1.2 m de alto. 


(a) Determine el punto en el que la pelota alcanza el suelo y determine su rapidez en el 
instante del impacto. 

(b) Encuentre el ángulo 0 entre la trayectoria de la pelota y la recta vertical que pasa por el 
punto de impacto (véase la figura). 

(c) Suponga que la pelota rebota desde el suelo en el mismo ángulo con que lo alcanzó, 
pero pierde 20% de su rapidez debido a la energía absorbida por la pelota en el 
impacto. ¿Dónde alcanzará la pelota el suelo en el segundo golpe? 


. Halle la curvatura de la curva con ecuaciones paramétricas 


x= f sen E m0)do y= k cos(! 110) do 


. Si un proyectil se dispara con ángulo de elevación «æ y rapidez inicial v, entonces las 


ecuaciones paramétricas para esta trayectoria son 
1 
x = (v cos æ)t y = (v sen a)t — zgt° 


(Véase el ejemplo 13.4.5.) Se sabe que el rango (distancia horizontal recorrida) se maximiza 
cuando q = 45°. ¿Qué valor de « maximiza la distancia total recorrida por el proyectil? 
(Enuncie su respuesta al grado más cercano.) 


. Un cable tiene radio r y longitud L y se enrolla en un carrete con radio R sin empalmar. 


¿Cuál es la longitud más corta a lo largo del carrete cubierto por el cable? 


. Demuestre que la curva con ecuación vectorial 


2 1 


| bat | Ch azt? | b3t T c3) 


r(t) = lait? | bit F ci, aat 


reside en un plano y determine una ecuación del plano. 
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En 2008 Speedo lanzó el LZR 
Racer, que al reducir la fricción 
en el agua, logró romper 
muchos récords de natación. 
En el proyecto de la página 
936 se usarán derivadas 
parciales para explicar cómo 
una pequeña reducción de 

la fricción puede mejorar el 
desempeño. 


Derivadas parciales 
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HASTA ESTE CAPÍTULO SE HA ABORDADO el cálculo de las funciones de una variable. En 
el mundo real, las cantidades físicas dependen a menudo de dos o más variables. Este capítulo 

se enfocará en las funciones de diversas variables y se ampliarán las nociones básicas del cálculo 
diferencial a esas funciones. 
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888 CAPÍTULO 14 Derivadas parciales 


14.1 Funciones de varias variables 


FIGURA 1 


En esta sección se estudiarán funciones de dos o más variables desde cuatro puntos de 
vista: 

e verbalmente, mediante una descripción 

e numéricamente con una tabla de valores 

e algebraicamente mediante una fórmula explícita 

e visualmente con una gráfica o curvas de nivel 


E Funciones de dos variables 


La temperatura T en un punto en la superficie de la Tierra en cualquier momento dado 
depende de la longitud x y la latitud y del punto. T puede concebirse entonces como una 
función de dos variables, x y y, o una función del par (x, y). Se indica esta dependencia 
funcional escribiendo T = f(x, y). 

El volumen V de un cilindro circular depende de su radio r y su altura h. De he- 
cho, se sabe que V = 7rr?h. Se dice que V es una función de r y h y se escribe 
V(r, h) = merh. 


Definición Una función f de dos variables es una regla que asigna a cada par orde- 
nado de números reales (x, y) en un conjunto D un número real único denotado por 
f(x, y). El conjunto D es el dominio de f y su rango es el conjunto de valores que f 
adopta, es decir { f (x, y) | (x, y) € D}. 


A menudo se escribe z = f(x, y) para explicitar el valor adoptado por f en el punto 
general (x, f). Las variables x y y son variables independientes y z es la variable depen- 
diente. [Compare con la notación y = f(x) para funciones de una sola variable.] 

Una función de dos variables es sencillamente una función cuyo dominio es un sub- 
conjunto de R? y cuyo rango es un subconjunto de R. Una manera de visualizar una 
función de este tipo es por medio de un diagrama con flechas (véase la figura 1), donde 
el dominio D es representado como un subconjunto del plano xy y el rango como un 
conjunto de números en una recta real, mostrada como eje z. Por ejemplo, si fx, y) 
representa la temperatura en un punto (x, y) en una placa metálica plana en forma de D, 
el eje z puede concebirse como un termómetro que presenta las temperaturas registradas. 

Si una función f es dada por una fórmula y no se especifica ningún dominio, se 
entiende que el dominio de f es el conjunto de todos los pares (x, y) para los cuales la 
expresión dada es un número real satisfactoriamente definido. 


EJEMPLO 1 Para cada una de las funciones siguientes, evalúe f(3, 2); determine y 
trace el dominio. 


@ fy) = Iuel (b) f(x, y) = xhg’ = x 
SOLUCIÓN 
a fa L AE 


3= 1 2 


La expresión para f tiene sentido si el denominador no es 0 y la cantidad bajo el signo 
de raíz cuadrada es no negativa. Así, el dominio de f es 


D=((xy)|x+y+1>0, x#1} 


La desigualdad x + y + 1 = 0, 0o y > — x — 1 describe los puntos que se encuentran en o 


x+y+1=0 
J YA 
x=1 
-1 W 
=l 
FIGURA 2 


Vx+y+1 
el 


Dominio de f(x, y) = 


Y —> 


to 


FIGURA 3 


Dominio de f(x, y) =x1n(y?— x) 


El índice de viento-frío 

El índice de viento-frío mide cómo 
se siente el frío cuando hay viento, 
basándose en un modelo que calcula 
la rapidez con que un rostro humano 
pierde calor. El modelo se desarrolló 
mediante pruebas clínicas en las que 
voluntarios se expusieron a varias 
temperaturas y a velocidades del 
viento en un túnel aerodinámico 
refrigerado. 


=y 
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sobre la recta y = — x — 1 , mientras que x + 1 significa que los puntos sobre la recta 
x = 1 deben excluirse del dominio. (Véase la figura 2.) 


(b) fB, 2) = 3 In(2? -3)=3In1=0 


Como In(y? — x) se define solo cuando y? — x > 0, es decir x < y? , el dominio de f es 
D = {(x, y) | x < y?). Este es el conjunto de puntos a la izquierda de la parábola x = y?. 
(Véase la figura 3.) E 


No todas las funciones pueden representarse con fórmulas explícitas. La función en 
el ejemplo siguiente se describe verbalmente y mediante estimaciones numéricas de sus 
valores. 


EJEMPLO 2 En regiones con clima severo en invierno, el índice de viento-frío suele 
usarse para describir la aparente severidad del frío. Este índice W es una temperatura 
subjetiva que depende de la temperatura real T y la velocidad del viento v. Así, W 

es una función de T y v, y se puede escribir W = f (T, v). La tabla 1 registra valores 
de W compilados por el US National Weather Service y el Meteorological Service of 
Canada. 


Tabla 1 Índice de viento-frío como función de temperatura del aire y velocidad del viento 


Velocidad del aire (km/h) 


Temperatura real (°C) 


Por ejemplo, la tabla muestra que si la temperatura es de -5 *C y la velocidad del 
viento de 50 km/h, subjetivamente se sentirá frío y una temperatura cercana a -15 °C 
sin viento. Así, 


f(=5,50) = -15 a 


EJEMPLO 3 En 1928 Charles Cobb y Paul Douglas publicaron un estudio en el que 
expusieron el crecimiento de la economía estadounidense durante el período 1899-1922, 
Consideraron una visión simplificada de la economía en la que la producción es deter- 
minada por la cantidad de mano de obra implicada y la cantidad de capital invertido. 
Aunque también muchos factores afectan el desempeño económico, este modelo 
resultó notablemente atinado. La función que esos autores usaron para establecer la 
producción fue de la forma 


(1) P(L, K) = bL*K'"* 


donde P es la producción total (el valor monetario de todos los bienes producidos en un 
año), L la cantidad de mano de obra (el número total de horas-hombre trabajadas en 
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FIGURA 5 


Tabla 2 
Año P L K 
1899 100 100 100 
1900 101 105 107 
1901 112 110 114 
1902 122 117 122 
1903 124 122 131 
1904 122 121 138 
1905 143 125 149 
1906 152 134 163 
1907 151 140 176 
1908 126 123 185 
1909 155 143 198 
1910 159 147 208 
1911 153 148 216 
1912 177 155 226 
1913 184 156 236 
1914 169 152 244 
1915 189 156 266 
1916 225 183 298 
1917 227 198 335 
1918 223 201 366 
1919 218 196 387 
1920 231 194 407 
1921 179 146 417 
1922 240 161 431 


(x y f(x y) 
y” 


un año) y K la cantidad de capital invertido (el valor monetario de toda la maquinaria, 
equipo y edificios involucrados). En la sección 14.3 se mostrará cómo la forma de la ecua- 
ción 1 se desprende de ciertos supuestos económicos. 

Cobb y Douglas usaron datos económicos publicados por el gobierno para obtener la 
tabla 2. Tomaron el año 1899 como línea base y a P, L y K se les asignó el valor de 100 
para ese año. Los valores para los demás años se expresaron como porcentajes de las 
cifras de 1899. 

Cobb y Douglas usaron el método de mínimos cuadrados para ajustar los datos de la 
tabla 2 a la función 


(2) P(L, K) = 1.01L97K02 


(Véase el ejercicio 81 para más detalles.) 
Si se usa el modelo dado por la función de la ecuación 2 para calcular la producción 
de los años 1910 y 1920, se obtienen los valores 


P(147, 208) = 1.01(147)208)2 = 161.9 
P(194, 407) = 1.01(194)7(407)%2 = 235.8 


los cuales están muy cerca de los valores reales, 159 y 231. 

La función de producción (1) se ha usado subsecuentemente en muchos campos, 
desde empresas particulares hasta la economía global, y se le conoce como función de 
producción de Cobb-Douglas. Su dominio es ((L, K) | L = 0, K = 0) porque L y K 
representan mano de obra y capital y por tanto nunca son negativas. o 


EJEMPLO 4 Determine el dominio y el rango de g(x, y) = y9 — x? — y?. 
SOLUCIÓN El dominio de g es 


D = {(x, y) | 9 = x? = y? = 0} = {(x, y) | x? + y? = 9} 
el cual es un disco con centro (0, 0) y radio 3. (Véase la figura 4.) El rango de g es 
[z| z = v9 -= x? = y’, (x,y) € D} 
Como z es una raíz cuadrada positiva, z = 0. Asimismo, como 9 — x? — y? < 9, se tiene 


y9—=x?— y? =3 


Así, el rango es 


E Gráficas 


Otra manera de visualizar el comportamiento de una función de dos variables es consi- 
derar su gráfica. 


Definición Si f es una función de dos variables con dominio D, la gráfica de f es 
el conjunto de todos los puntos (x, y, z) en R? tales que z = f(x, y) y (x, y) esté en D. 


Así como la gráfica de una función f de una variable es una curva C con ecuación y = fx), 
la gráfica de una función f de dos variables es una superficie $ con ecuación z = fx, y). Se 
puede visualizar la gráfica S de f como tendida directamente arriba o abajo de su dominio D 
en el plano xy (véase la figura 5). 


Xx 


FIGURA 6 


FIGURA 7 
Gráfica de g(x, y) = V9 — x? — y? 


FIGURA 8 
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EJEMPLO 5 Trace la gráfica de la función f(x, y) = 6 — 3x — 2y. 


SOLUCIÓN La gráfica de f tiene la ecuación z = 6 — 3x — 2y, o 3x + 2y + z = 6, 

que representa un plano. Para graficar el plano se determinan primero las intersecciones. 
Si y = z = 0, en la ecuación se obtiene x = 2 como la intersección en x. De igual for- 
ma, la intersección en y es 3 y la intersección en z es 6. Esto ayuda a trazar la porción 
de la gráfica que reside en el primer octante de la figura 6. E 


La función del ejemplo 5 es un caso especial de la función 
f(x,y) = ax + by +c 


la cual se llama función lineal. La gráfica de esa función tiene la ecuación 
z=ax+by+c o ax+by=z+c=0 


que es un plano. Así como las funciones lineales de una variable son importantes en el 
cálculo de una variable, se verá que las funciones lineales de dos variables desempeñan 
un papel central en el cálculo de múltiples variables. 


EJEMPLO 6 Trace la gráfica de g(x, y) = y9 — x? — y?. 


SOLUCIÓN La gráfica tiene la ecuación z = y9 — x? — y?. Eleve al cuadrado ambos 
miembros de esta ecuación para obtener 7? = 9 — x? — y°, o x? + y? +2? = 9, 

la cual se reconoce como una ecuación de la esfera con centro en el origen y radio 3. Pero 
como z = 0, la gráfica de g es solo la mitad superior de esta esfera (véase la figura 7). E 


NOTA Una esfera entera no puede representarse con una sola función de x y y. Como 
se vio en el ejemplo 6, el hemisferio superior de la esfera x? + y? + 2? = 9 es repre- 
sentado por la función g(x, y) = y9 — x? — y?. El hemisferio inferior está representado 


por la función h(x, y) = -V9 — x? — y?. 


EJEMPLO 7 Use una computadora para dibujar la gráfica de la función de producción 
de Cobb-Douglas P(L, K) = 1.012%k0%, 


SOLUCIÓN La figura 8 muestra la gráfica de P para valores de la mano de obra L y 

el capital K, que se ubican entre O y 300. La computadora ha dibujado la superficie 
diagramando trazas verticales. De estas trazas se deduce que el valor de la producción 
P aumenta cuando L o K aumenta, como se preveía. 


SS 
SSS 


EJEMPLO 8 Determine el dominio y el rango y trace la gráfica de h(x, y) = 4x2? + y’. 


SOLUCIÓN Nótese que h(x, y) se define para todos los posibles pares ordenados de 
números reales (x, y), así que el dominio es R?, la totalidad del plano xy. El rango de 

h es el conjunto (0, œ) de todos los números reales no negativos. [Nótese también que 
xX > 0y y? =0, así que h(x, y) > 0 para todas las x y y.] La gráfica de A tiene la ecuación 
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z = 4x? + y?, que es el paraboloide elíptico que se trazó en el ejemplo 12.6.4. Las trazas 
horizontales son elipses y las verticales parábolas (véase la figura 9). 


\ 
Al 


(== 


\ 


FIGURA 9 
Gráfica de h(x, y) = 4x? + y? 


Es fácil conseguir programas de cómputo para graficar funciones de dos variables. 
En la mayoría de estos, las trazas en los planos verticales x = k y y = k se dibujan para 
valores igualmente espaciados de k y partes de la gráfica son omitidas usando la elimi- 
nación de líneas ocultas. 

La figura 10 muestra gráficas generadas por computadora de varias funciones. Observe 
la imagen completa de una función cuando puede rotarse y mostrar diferentes perspectivas. 
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(c) f(x, y) = sen x + sen y (d) f(x, y) = 


FIGURA 10 


FIGURA 11 


Visual 14.1A anima la figura 11 
mostrando las curvas de nivel corres- 


pondientes a las gráficas de funciones. 
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En las partes (a) y (b) la gráfica de fes muy plana y está cerca del plano xy, excepto 
cerca del origen; esto se debe a que e”? ~? es muy reducida cuando x o y tienen valores 
grandes. 


E Curvas de nivel 


Hasta aquí dispone de dos métodos para visualizar funciones: diagramas con flechas y 
gráficas. Un tercer método, tomado de los cartógrafos, es un mapa de contorno en el que 
puntos de elevación constante se unen para formar curvas de contorno o curvas de nivel. 


Definición Las curvas de nivel de una función f de dos variables son las curvas con 
ecuaciones f(x, y) = k, donde k es una constante (en el rango de f). 


Una curva de nivel f(x, y) = k es el conjunto de todos los puntos en el dominio de fen 
los que f adopta un valor k dado. En otras palabras, muestra dónde la gráfica de f tiene 
altura k. 

En la figura 11 se observa la relación entre curvas de nivel y trazas horizontales. Las 
curvas de nivel f(x, y) = k son las trazas de la gráfica de f en el plano horizontal z = k 
proyectadas en el plano xy. Si se dibujan las curvas de nivel de una función para visuali- 
zarlas en la altura indicada, es posible crearse una imagen de la gráfica. La superficie es 
pronunciada donde las curvas de nivel se juntan y es más plana donde están separadas. 


FIGURA 12 


Un ejemplo común de curvas de nivel se observa en mapas topográficos de regiones 
montañosas, como el mapa de la figura 12. Las curvas de nivel son curvas de elevación 
constante sobre el nivel del mar. Si se recorre una de esas líneas de contorno, no se 
asciende ni desciende. Otro ejemplo común es la función temperatura que se presentó al 
principio de esta sección. En este caso, las curvas de nivel se llaman isotermas y unen 
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FIGURA 13 Temperatura promedio del aire cerca del nivel del mar en julio (°F) 


FIGURA 14 
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FIGURA 16 
Mapa de contorno de 
Fay) = 6 — 3x— 2y 
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lugares con la misma temperatura. La figura 13 es un mapa de climas del mundo con las 
temperaturas promedio en julio. Las isotermas son las curvas que separan las bandas de 
distinto tono. 

En mapas de climas de presión atmosférica, como función de la longitud y la latitud, 
las curvas de nivel se llaman isobaras y unen lugares con la misma presión. (Véase el 
ejercicio 34.) Los vientos superficiales tienden a fluir desde áreas de alta presión a lo 
largo de las isobaras hacia áreas de baja presión, y son más fuertes donde las isobaras 
están más estrechamente ceñidas entre sí. 

En el mapa de contorno de la precipitación mundial (véase la figura 14), las curvas de 
nivel no están rotuladas, pero distinguen las regiones con distintas tonalidades de gris y 
la cantidad de precipitación se indica en las acotaciones. 


EJEMPLO 9 En la figura 15 se muestra un mapa de contorno para una función f. 
Estime los valores de (1, 3) y f(4, 5). 


SOLUCIÓN El punto (1, 3) se ubica en parte entre las curvas de nivel con valores de z 
de 70 y 80. Se estima que 
$f(1,3)=73 
De igual manera, se estima que  f(4,5) = 56 m 


EJEMPLO 10 Trace las curvas de nivel de la función f (x, y) = 6 — 3x — 2y para los 
valores k = —6, 0, 6, 12. 


SOLUCIÓN Las curvas de nivel son 


6-3x=2y=k o 3x+2y+(k-6)=0 


Esta es una familia de rectas con pendiente — 5. Las cuatro curvas de nivel particulares 
con k = —6, 0, 6 y 12 son 3x + 2y — 12=0,3x + 2y — 6 = 0, 3x + 2y = 0, y 
3x + 2y + 6 = 0. Y están trazadas en la figura 16. Las curvas de nivel son rectas parale- 
las igualmente espaciadas porque la gráfica de f es un plano (véase la figura 6). 
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EJEMPLO 11 Trace las curvas de nivel de la función 
g(x,y) =49=x2?= y? para k=0,1,2,3 


SOLUCIÓN Las curvas de nivel son 


Esta es una familia de círculos concéntricos con centro (0, 0) y radio y9 — k?. Los 
casos k = 0, 1, 2, 3 se muestran en la figura 17. Intente visualizar estas curvas de nivel 
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FIGURA 17 


Mapa de contorno de 


g(x, y) = V9 =- x? — y? 


Visual 14.1B demuestra la 
relación entre superficies y sus mapas 
de contorno. 


FIGURA 18 
La gráfica de A(x, y) = 4x? + y? + 1 
se forma elevando las curvas de nivel. 


elevándolas para formar una superficie y compárelas con la gráfica de g (hemisferio) de 
la figura 7. (Véase TEC Visual 14.1A.) 


EJEMPLO 12 Trace algunas curvas de nivel de la función A(x, y) = 4x? + y? + 1. 


SOLUCIÓN Las curvas de nivel son 


x? y 


+ = 
Hk=1)  k-1 


d+ y+1=k o 


lo que, para k > 1, describe una familia de elipses con semiejes N k=1 y yk-=1.La 
figura 18(a) muestra un mapa de contorno de h dibujado en computadora. La figura 18(b) 
muestra estas curvas de nivel elevadas para componer la gráfica de h (un paraboloide 
elíptico), donde se convierten en trazas horizontales. Se ve en la figura 18 cómo la gráfica 
de h se forma a partir de las curvas de nivel. 


(a) Mapa de contorno (b) Las trazas horizontales son curvas de nivel elevadas | 


EJEMPLO 13 Trace curvas de nivel para la función de producción de Cobb-Douglas 
del ejemplo 3. 


SOLUCIÓN En la figura 19 se usa una computadora para dibujar un diagrama de con- 
torno para la función de producción de Cobb-Douglas 


P(L, K) = 1.011%9K0 
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KA Las curvas de nivel se han rotulado con el valor de la producción P. Por ejemplo, 
300 + la curva de nivel señalada como 140 muestra todos los valores de la mano de obra £ y la 
inversión de capital K que resultan en una producción de P = 140. Se ve que, para un 
valor fijo de P, cuando L aumenta, K disminuye y viceversa. E 

200 + 

Para algunos propósitos, un mapa de contorno es más útil que una gráfica, como en 
el ejemplo 13. (Compare la figura 19 con la figura 8.) Y también para estimar valores de 

100 + funciones, como en el ejemplo 9. 

La figura 20 muestra algunas curvas de nivel generadas por computadora y sus corres- 
pondientes gráficas. Nótese que las curvas de nivel de la parte (c) se apilan cerca del 
origen debido a que la gráfica en la parte (d) es más pronunciada al acercase a ese punto. 

FIGURA 19 
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(a) Curvas de nivel de f(x, y) = -rye 


. a Y =3y 
(c) Curvas de nivel de f(x, y) = ENT] o 


FIGURA 20 


E Funciones de tres o más variables 


Una función de tres variables, f, es una regla que asigna a cada terna ordenada (x, y, z) 
en un dominio D C R? un número real único denotado por f(x, y, z). Por ejemplo, la tempe- 
ratura T en un punto de la superficie terrestre depende de la longitud x y la latitud y del 
punto y del momento f, así que se puede escribir T = f(x, y, £). 
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EJEMPLO 14 Determine el dominio de f si 
f(x,y,z) = ln(z — y) + xy sen z 
SOLUCIÓN La expresión para f(x, y, z) está definida mientras z — y > 0, así que el 
dominio de fes 
D=([(x, y, ER? | z> y) 


Este es un semiespacio que consta de todos los puntos que se ubican arriba del plano 
z=y. E 


Una función f de tres variables es difícil de visualizar porque su gráfica tendría que repre- 
sentarse en un espacio tetradimensional. Sin embargo, se hará una idea de fexaminando 
sus superficies de nivel, las cuales son las superficies con ecuaciones f(x, y, z) = k, donde 
k es una constante. Si el punto (x, y, z) se mueve a lo largo de una superficie de nivel, el 
valor de f(x, y, z) se mantiene fijo. 


EJEMPLO 15 Determine las superficies de nivel de la función 
fixy, D) =x +y +2 


SOLUCIÓN Las superficies de nivel son x? + y? + 2? = k, donde k => 0. Estas forman 
una familia de esferas concéntricas con radio V k. (Véase la figura 21.) Así, cuando 
(x, y, Z) varía en cualquier esfera con centro O, el valor de f(x, y, z) se mantiene fijo. M 


Las funciones pueden tener cualquier número de variables. Una función de n varia- 
bles es una regla que asigna un número z = f(x, X2, ..., Xn) a una n-ada (xi, X2, . . ., Xp) 
de números reales. Se denota con R” el conjunto de todas esas n-adas. Por ejemplo, si una 
compañía usa n ingredientes diferentes para hacer un producto alimenticio, c; es el costo 
por unidad del ¡-ésimo ingrediente y x; son las unidades usadas del ingrediente ¡-ésimo, 


HSURA21 de modo que el costo total C de los ingredientes es una función de las n variables x, x2, 
de Xn: 
E C = f(xi, X23.. -3 Xn) = C1X1 H C2X2 F -e F CpXp 


La función fes una función con valores reales cuyo dominio es un subconjunto de R”. 
A veces se usará la notación vectorial para escribir tales funciones en forma más com- 
pacta: si x = (X1,X2,..., Xn), a menudo se escribe f(x) en lugar de f(x1,x2,..., Xn). 
Con esta notación se puede reescribir la función definida en la ecuación 3 como 


FA =C-:x 


donde € = (c1, C2, ..., Cn) y €: Xx denota el producto punto de los vectores e y x en V,. 

En vista de la correspondencia inyectiva entre los puntos (x1, X2, . . ., Xn) en R” y sus 
vectores de posición X = (xi, X2, . . ., Xn} en V, se tienen tres maneras de considerar una 
función f definida en un subconjunto de R": 


1. Como una función de n variables reales x,, X2, ...,X, 
2. Como una función de una variable puntual (x1, X2, . . ., Xn) 
3. Como una función de una variable vectorial x = (x¡,X2,..., Xn) 


Verá que estos tres puntos de vista son igualmente útiles. 


14.1 EJERCICIOS 


1. En el ejemplo 2 se consideró la función W = f (T, v), donde 
W es el índice de viento-frío; T, la temperatura real y v, la 
velocidad del viento. En la tabla 1 de la página 889 se ofrece 
una representación numérica. 

(a) ¿Cuál es el valor de f(-15, 40)? ¿Cuál es su significado? 

(b) Explique el significado de la pregunta “¿Para qué valor 
de v es f(—20, v)=—30?” Después responda la pregunta. 

(c) Explique el significado de la pregunta “¿Para qué valor 
de Tes f(T, 20)=—49?” Después responda la pregunta. 

(d) ¿Cuál es el significado de la función W = f (—5, v)? 
Describa el comportamiento de esta función. 

(e) ¿Cuál es el significado de la función W = f (T, 50)? 
Describa el comportamiento de esta función. 


. El índice I de temperatura-humedad, o humidex, es la 
temperatura del aire percibida cuando la temperatura real es 
T y la humedad relativa es h, de modo que se puede escribir 
I= f (T, h). La tabla de valores de / siguiente es un fragmento 
de una tabla compilada por Environment Canada. 


Tabla 3 Temperatura aparente como una función 
de la temperatura y la humedad 


Humedad relativa (%) 


h 20 30 40 50 60 70 


20 20 20 20 21 22 23 


25 25 25 26 28 30 32 


30 30 31 34 36 38 41 


35 36 39 42 45 48 51 


Temperatura real (°C) 


40 43 47 51 55 59 63 


(a) ¿Cuál es el valor de f(35, 60)? ¿Cuál es su significado? 

(b) ¿Para qué valor de h es f (30, h) = 36? 

(c) ¿Para qué valor de T es f (T, 40) = 42? 

(d) ¿Cuáles son los significados de las funciones 7 = f(20, h) 
e I = f(40, h)? Compare el comportamiento de estas dos 
funciones de h. 


. Un fabricante ha planeado su función de producción anual P 
(el valor monetario de su producción entera en millones de 
dólares) como una función de Cobb-Douglas 


P(L, K) = 1.47L"SKR?35 


donde L es el número de horas de trabajo (en miles) y K el 
capital invertido (en millones de dólares). Determine P(120, 20) 
e interprétela. 


4. Verifique la función de producción de Cobb-Douglas 


P(L, K) a 1.0115 025 


Velocidad del viento (km/h) 
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explicada en el ejemplo 3 que la producción se duplicará si 
se duplica tanto la cantidad de mano de obra como la 
cantidad de capital. Determine si esto también se aplica 

a la función de producción general 


P(L, K) = bL*K'"* 


. Un modelo para el área de un cuerpo humano está dado 


por la función 
S = f(w, h) = 0.1091 


donde w es el peso (en libras), h la altura (en pulgadas) y S se 
mide en pies cuadrados. 

(a) Encuentre (160, 70) e interprétela. 

(b) ¿Cuál es el área de su propio cuerpo? 


. El índice de viento-frío W expuesto en el ejemplo 2 ha sido 


modelado para la función siguiente: 
W(T, v) = 13.12 + 0.6215T — 11.370%'% + 0.3965T4"'* 


Compruebe cuánto coincide este modelo con los valores de la 
tabla 1 para algunos valores de T y v. 


< La altura de las olas h en mar abierto depende de la velocidad 


v del viento y el tiempo f durante el cual el viento ha soplado 

a esa velocidad. Valores de la función h = f(v, t) se registran 

en metros en la tabla 4. 

(a) ¿Cuál es el valor de (80, 15)? ¿Cuál es su significado? 

(b) ¿Cuál es el significado de la función h = f(60, £)? 
Describa el comportamiento de esta función. 

(c) ¿Cuál es el significado de la función h = f(v, 30)? 
Describa el comportamiento de esta función. 


Tabla 4 


Duración (horas) 


t 5 10 15 20 30 40 50 


20 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 


30 1.2 1.3 1.5 1.5 1.5 1.6 1.6 


40 1.5 22 2.4 23 27 2.8 2.8 


60 2.8 40 4.9 52 5.5 5.8 5.9 


80 4.3 64 17 8.6 9.5 | 10.1 | 10.2 


100 5.8 89 [110 | 122 | 138 | 147 | 15.3 


120 74 113 | 144 | 166 | 190 | 205 | 21.1 


8. Una compañía fabrica cajas de cartón de tres tamaños: 


chica, mediana y grande con un costo de $2.50, 
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$4.00 y $4.50, respectivamente. Los costos fijos son 
de $8 000. 
(a) Exprese el costo de fabricar x cajas chicas, y cajas media- 


IN 
nas y z cajas grandes como una función de tres variables: Il RREO N 
C = f(x, y, z). I AO? i 
(b) Determine f(3 000, 5000, 4000) e interprétela. IK IO SRL) 


(c) ¿Cuál es el dominio de f? 


9. Sea g(x, y) = cos(x + 2y). 
(a) Evalúe g(2, — 1). 
(b) Determine el dominio de g. 


(c) Determine el rango de g. 
10. Sea F(x, y) = 1 + v4- y’. 
(a) Evalúe F(3, 1). 
(b) Determine y trace el dominio de F. 
(c) Determine el rango de F. 
11. Sea f(x, y, z) = Vx + yy + vz + In(4— x? — y? — z’). 
(a) Evalúe f1, 1, 1). 
(b) Determine y describa el dominio de f. ENIKAN / \ / 
12. Sea g(x, y, z) = x°ĉy’zy10 — x- y- z. NN | N \ Yes 
(a) Evalúe g(1, 2, 3). WONS 
(b) Determine y describa el dominio de g. 


13-22 Determine y trace el dominio de la función. 33. A continuación se muestra el mapa de contorno para una 


13. f(x,y) =yx-2 + ,y-1 función f. Úselo para estimar los valores de f(-3, 3) y 
AG, -2). Explique la forma de la gráfica. 
14. f(x, y) = 4x — 3y 


A oe A 
15. f(x,y) = In(9 — x? — 9y?) 16. f(x,y) = vx +y -4 A | 
x-y In(2 — x) á 
17. = —— 18. Se ea 
gay) =T r gy) = 3237 E : 
Vy = / 
19. f(x, y) = -r cl 
fœ) =- 2 ] 70| 60 50 40 
—=1 1 j j 
20. f(x, y) = sen '(x + y) \ \ | ] ] / 5 
\Jol i 302 
21. f(x,y,z) = V4 =- x? + y9- y? + y1-2? x KA 20 
22. f(x, y) = arcsen (x? + y? — 2) o 10 
34. En las curvas de nivel, llamadas isobaras, representadas 
23-31 Trace la gráfica de la función. en el mapa de contorno de presión atmosférica en América 
T del Norte del 12 de agosto de 2008, la presión se señala 
23. f(xy) =y 24. f(x,y) =x en milibaras (mb). 
25. f(x, y) = 10 — 4x — 5y 26. f(x,y) = cos y (a) Estime la presión en C (Chicago), N (Nashville), S 
(San Francisco) y V (Vancouver). 
= = — x?- y? 
27. f(x, y) = sen x 28. f(xy) =2= 00 y (b) ¿En cuál de esos lugares los vientos fueron más fuertes? 
29. f(x,y) =x? + 4y?+1 30. f(x,y) =e” 


31. f(x,y) =y +1 


32. Asocie la función con la gráfica que le corresponde. 
Argumente sus decisiones. 


wier b) fœ) = 


1+2 +y LEY 
(c) f(x y) = In(x? + y) (d) f(x, y) = cos yx? + y? 
(e) flx, y) = (2? — y (E) f(x, y) = cos(xy) 


35. Las curvas de nivel (isotermas) para la temperatura habitual 


36. 


37. 


38. 


39. 


del agua (en °C) en Long Lake, Minnesota, representan una 
función de la profundidad y el momento del año. Estime la 
temperatura del lago el 9 de junio (día 160) a una profundidad 
de 10 m y el 29 de junio (día 180) a una profundidad de 5 m. 


0 TT] i 


7 16 20 
A 8 
E sl 
ys] 
3 
3 2 
E 016 i2 
$ 10+ 
H 
A 
15+ 8- 
120 160 200 240 280 


Día del año 


Observe los dos mapas de contorno. Uno es para una función f 
cuya gráfica es un cono. El otro es para una función g cuya 
gráfica es un paraboloide. ¿Cuál corresponde a cada función 
y por qué? 


Localice los puntos A y B en el mapa de la Montaña 
Lonesome (figura 12). ¿Cómo describiría el terreno 
que se forma cerca de A? ¿Cerca de B? 


Haga un diagrama de un mapa de contorno para la función 
que se representa en la gráfica siguiente. 


m 
hi 
Yi 


HH 
AHRON 


El índice de masa corporal (Imc) de una persona se calcula con 


Bí(m, h) = A 
2? 


donde m es la masa de la persona en kilogramos y A la altura 
en metros. Dibuje las curvas de nivel B(m, h) = 18.5, 
B(m, h) = 25, B(m, h) = 30, B(m, h) = 40. Una pauta es que 


40. 
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una persona tiene bajo peso si su IMC es menor que 18.5; se 
encuentra en un estado óptimo si su IMC está entre 18.5 y 25; 
tiene sobrepeso si su IMC está entre 25 y 30, y es obesa si su 
Imc excede de 30. Sombree la región correspondiente al Imc 
óptimo. ¿Si una persona pesa 62 kg y mide 152 cm pertenece 
a esta categoría? 


La fórmula para el cálculo del índice de masa corporal se 
localiza en el ejercicio 39. Dibuje la curva de nivel de esta 
función para una persona que mide 2 metros de altura y 80 kg 
de peso. Determine el peso y la altura de otras dos personas 
con esa misma curva de nivel. 


41-44 Use el mapa de contorno de una función para hacer un 
diagrama de la gráfica de f. 


45-52 Dibuje un mapa de contorno de la función que muestre 
varias curvas de nivel. 


45. flx, y) =x y” 46. f(x,y) = xy 

47. f(x, y) = (y — 2x? 48. f(x,y) =x — y 

49. f(x,y) = ye” 50. f(x,y) = y — arctan x 
51. f(x,y) = Yx ty 52. f(x,y) = y sec x 


53. f(x,y) =x? + 9y? 


53-54 Trace un mapa de contorno y una gráfica de la función y 
compárelos. 


54. f(x,y) = 436 — 9x? — 4y? 


55. Una placa metálica delgada, localizada en el plano xy, tiene 


temperatura T(x,y) en el punto (x, y). Trace algunas curvas 
de nivel (isotermas) si la función temperatura está dada por 
100 


DN e Ey 


902 CAPÍTULO 14 Derivadas parciales 


56. Si V(x, y) es el potencial eléctrico en un punto (x, y) en 59. f(x, y) = e sena?) + cos(y?)) 
el plano xy, las curvas de nivel de V se llaman curvas 
equipotenciales, porque en todos los puntos sobre una de 60. f(x, y) = cos x cos y 


esas curvas el potencial eléctrico es el mismo. Trace algunas 


curvas equipotenciales si V(x, y) = c/yr? — x? — y?, donde 


tant itiva. f Ñ 
di e 61-66 Asocie la función (a) con su gráfica (figuras A a la F) 


FS 57-60 Grafique la función siguiente usando varios dominios y (b) con su mapa de contorno (dibujos I-VI). Explique sus 
y distintas perspectivas. Imprima la que considere tiene mejor decisiones. 
visibilidad. Si con su software puede crear curvas de nivel, trace ` 
algunas líneas de contorno de la misma función y compárelas 61. z = sen (xy) 62. z = e“ cos y 
con la gráfica. 63. z = sen(x — y) 64. z = sen x — sen y 
57. f(x,y) = xy? — x? (silla de mono) x-y 

i P 65. z = (1 — x°)\(1 — y?) 66. z = == 

58. f(x, y) = xy? — yx? (silla de perro) Lix + y? 
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FS 77. Investigue la familia de funciones f(x, y) = e 


67-70 Describa las superficies de nivel de cada función. 
x,y,z) = x + 3y + 5z 
x,y, z) = x? + 3y? + 52? 


( 
( 

69. f(x,y,z) =y +2 
( 


71-72 Describa cómo la gráfica de g se obtiene de la gráfica de f. 


71. (a) gx, y) = f(x, y) + 2 
(b) glx, y) = 2f(x, y) 
(e) glx, y) = f(x, y) 
(d) glx, y) = 2 — f(x, y) 
72. (a) g(x, y) = f(x — 2, y) 
(b) glx, y) = f(x, y + 2) 
(e) glx, y) = f(x + 3, y — 4) 


73-74 Grafique una función en computadora usando varios 
dominios y perspectivas. Imprima la que ofrezca una mejor 
visibilidad de los “picos y valles”. ¿Puede afirmarse que la 
función tiene un valor máximo? ¿Puede identificar puntos en la 
gráfica que fuera posible considerar “puntos máximos locales”? 
¿Y “puntos mínimos locales”? 


73. f(x,y) = 3x — x* — 4y? — 10xy 


74. f(x, y) =xye >" 


75-76 Grafique la función usando varios dominios y perspectivas. 
Comente el comportamiento de la función para situaciones 
límite. ¿Qué sucede cuando tanto x como y se incrementan 
indefinidamente? ¿Qué sucede cuando (x, y) se aproxima al origen? 


x Ey xy 
ON 76. fy) = ==35 
po Prg 


75. f(xy) = er 
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FS 78. Use una computadora para investigar la familia de superficies 


z = (ax? + by?)e “o” 


¿Cómo varía la forma de la gráfica con los números a y b? 


FS 79. Use una computadora para investigar cuál es la familia de 


superficies de z = x? + y? + cxy. En particular, determine 
los valores de transición de c para los que la superficie 
cambia de un tipo de superficie cuadrática a otro. 


FS 80. Grafique las funciones. 


f(x y) = Vx? + y? 
Hay) = e 


FG y) = nyx? + y? 


f(x,y) = sen(/x2 + y?) 
1 


y Fx y) = JR 


En general, si g es una función de una variable, ¿cómo se 
obtiene la gráfica de 


FG, y) =gl Vx? + y?) 


de la gráfica de g? 


FS 81. (a) Demuestre con logaritmos que la función general de 


oxty? 


. ¿Cómo 
depende de c la forma de la gráfica? 


14.2 Límites y continuidad 


Cobb-Douglas P = bL*K'™® puede expresarse como 


In In ¿ 1 
no & in 


(b) Si se concede que x = In(L/K) y y = In(P/K), la ecua- 
ción del inciso (a) se convierte en la ecuación lineal 
y = ax + ln b. Use la tabla 2 del ejemplo 3 para hacer 
una tabla de valores de In(L/K) y In(P/K) para los años 
1899-1922. Use una calculadora graficadora o compu- 
tadora para determinar la línea de regresión de mínimos 
cuadrados que pasa por los puntos (In(L/K), In(P/K)). 

(c) Deduzca que la función de producción de Cobb-Douglas 
es P = 1.01107 R?”, 


Compare el comportamiento de las funciones 


2 2 


sen(x? + y?) x -y 


f(x,y) = - 


y gy) == 
Xx 


x2+ y? + y? 


cuando x y y se aproximan a 0 [y por tanto el punto (x, y) se aproxima al origen]. 
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Tabla 1 Valores de fx, y) 


Las tablas 1 y 2 muestran valores de fx, y) y g(x, y) con tres decimales para los puntos 
(x, y) cerca del origen. (Nótese que ninguna función está definida en el origen.) 


Tabla 2 Valores de g(x, y) 


> Y | -1.0 | -0.5 | -02 0 0.2 0.5 1.0 à Y| -1.0 | -0.5 | -0.2 0 0.2 0.5 1.0 
—1.0 | 0.455 | 0.759 | 0.829 | 0.841 | 0.829 | 0.759 | 0.455 —1.0 | 0.000 0:600| 0.923| 1.000 | 0.923| 0.600| 0.000 
—0.5 | 0.759 | 0.959 | 0.986 | 0.990 | 0.986 | 0.959 | 0.759 —0.5 | —0.600| 0000| 0.724| 1.000 | 0.724 | 0.000 | —0.600 
—0.2 | 0.829 | 0.986 | 0.999 | 1.000 | 0.999 | 0.986 | 0.829 —0.2 | —0.923 | —0.724 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | —0.724 | —0.923 
O | 0.841 | 0.990 | 1.000 1.000 | 0.990 | 0.841 O  |—1.000 | —1.000 | — 1.000 —1.000 | — 1.000 | — 1.000 
0.2 | 0.829 | 0.986 | 0.999 | 1.000 | 0.999 | 0.986 | 0.829 0.2 | —0.923 | —0.724 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | —0.724 | —0.923 
0.5 | 0.759 | 0.959 | 0.986 | 0.990 | 0.986 | 0.959 | 0.759 0.5 | —0.600| 0.000) 0.724| 1.000 | 0.724| 0.000 | —0.600 
1.0 | 0.455 | 0.759 | 0.829 | 0.841 | 0.829 | 0.759 | 0.455 1.0 | 0.000| 0.600| 0.923| 1.000 | 0.923| 0.600| 0.000 


Parece que cuando (x, y) se aproxima a (0, 0), los valores de f(x, y) se aproximan a 1, 
mientras que los valores de g(x, y) no se acercan a ningún número. Estas suposiciones 
basadas en la evidencia numérica son correctas, y se escribe que 


2 2 


sen(x? + y?) E x y f 
— ~] y lm —;~~~z; noexisten 
(xy) —> 0,0) xl + y? 


# 


1m 7 2 
(x, y) (0, 0) AR yo 


En general, se usa la notación 


be a b) FG, y) NN L 
para indicar que los valores de f(x, y) se aproximan al número £ cuando el punto (x, y) se 
aproxima al punto (a, b) a lo largo de cualquier trayectoria que permanezca en el domi- 
nio de f. En otras palabras, se puede hacer que los valores de f(x, y) se acerquen a los de 
L tanto como se quiera tomando el punto (x, y) lo suficientemente cerca del punto (a, b), 
pero no igual a (a, b). A continuación se ofrece una definición más precisa. 


(1) Definición Sea f una función de dos variables cuyo dominio D incluye puntos 
arbitrariamente cerca de (a, b). Se dice entonces que el límite de (x, y) cuando (x, y) 
se aproxima a (a, b) es L y se escribe 


ím f(x,y) =L 


(x, y) > (a, b) 


si para cada número e > 0 hay un correspondiente número ô > 0 tal que 


si (x,y) ED y 0<YMx—a?+(y-b?<8 entonces |f(x,y) — L|<e 


Otras notaciones para el límite de la definición 1 son 


lim fa) =L y fœ) >L cuando (x, y) — (a, b) 
= 


Nótese que | f(x, y) — L| es la distancia entre los números f(x, y) y L, y que 


Vx — a)? + (y — b)? es la distancia entre el punto (x, y) y el punto (a, b). Así, la defini- 
ción 1 indica que la distancia entre f(x, y) y L puede reducirse arbitrariamente volviendo 
la distancia de (x, y) a (a, b) lo suficientemente pequeña (pero diferente de 0). La figura 1 
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ilustra la definición 1 por medio de un diagrama con flechas. Si cualquier intervalo reducido 
(L — e, L + e) se da alrededor de L, se puede determinar un disco D; con centro (a, b) y 
radio ô > 0 tal que f mande todos los puntos en D; [con la posible excepción de (a, b)] en el 
intervalo (L — e, L + e). 


FIGURA 1 


YA 


FIGURA 3 


>< 


FIGURA 4 


0 


FIGURA 2 


Otra ilustración de la definición 1 se da en la figura 2, donde la superficie S es la grá- 
fica de f. Si se da e > 0, se puede determinar ô > 0 tal que si (x, y) se restringe a residir 
en el disco D; y (x, y) + (a, b), entonces la parte correspondiente de S resida entre los 
planos horizontales z =L—eyz=L+ e. 

Para funciones de una variable, cuando se permite que x se aproxime a a, solo hay dos 
posibles direcciones de aproximación, desde la izquierda o desde la derecha. Recuerde 
del capítulo 2 que si lím,=.- f(x) + lím,=>«+ f(x), entonces lím,>. f(x) no existe. 

Para funciones de dos variables no es tan sencillo, porque (x, y) puede aproximarse a 
(a, b) desde un número infinito de direcciones en cualquier trayectoria (véase la figura 3) 
mientras (x, y) permanezca en el dominio de f. 

La definición 1 indica que la distancia entre f(x, y) y L puede reducirse de manera arbi- 
traria volviendo la distancia de (x, y) a (a, b) lo suficientemente pequeña (pero diferente 
de 0). Esta definición solo se refiere a la distancia entre (x, y) y (a, b), no a la dirección de la 
aproximación. Por tanto, si el límite existe, Ax, y) debe aproximarse al mismo límite sin 
importar cómo se aproxime (x, y) a (a, b). Así, si se puede determinar dos diferentes tra- 
yectorias de aproximación a lo largo de las cuales la función f(x, y) tiene diferentes límites, 
entonces se concluye que lím (+. y >(a, » f(x, y) no existe. 


Si f(x, y) > Lı cuando (x, y) > (a,b) a lo largo de una trayectoria Ci y 
f(x, y) > Lə cuando (x,y) —> (a,b) a lo largo de una trayectoria C, donde 
Li + L, entonces lím;+, y) >(a, 1) f(x, y) no existe. 


EJEMPLO 1 Demuestre que lím Ec da no existe. 

(13>(0,0) x% + y” 

SOLUCIÓN Sea f(x, y) = (x? — y?)/(x? + y?) . Primero aproxime (0, 0) a lo largo del 
eje x. Entonces y = 0 da f(x, 0) = x/x? = 1 para todas las x + 0, de manera que 

Fix, y) > 1 


cuando (x, y) — (0, 0) a lo largo del eje x 


Ahora aproxime a lo largo del eje y poniendo x = 0. Entonces f(0, y) = > = 
para todas las y + 0, de modo que y 


=] 


f(x,y) > 1 cuando 


(x, y) > (0, 0) alo largo del eje y 

(Véase la figura 4.) Como f tiene dos diferentes límites a lo largo de dos rectas diferen- 
tes, el límite dado no existe. (Esto confirma la conjetura hecha con base en la evidencia 
numérica al principio de esta sección.) a 
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FIGURA 5 


En Visual 14.2, una recta gira- 
toria sobre la superficie de la figura 6 
muestra límites diferentes en el origen 
desde direcciones distintas. 


FIGURA 6 


xy 


Fx, y) =- 
X 


z 


+ y 


EJEMPLO 2 Si f(x, y) = xy/(x? + y?), ¿existe el, lím, a f(x, y)? 


SOLUCIÓN Si y = 0, entonces f(x, 0) = 0/x? = 0. Por tanto, 

f(x, y) >0 cuando (x, y) > (0,0) a lo largo del eje x 
Six = 0, entonces f(0, y) = 0/y? = 0, así que 

f(x,y) >0 cuando (x, y) > (0, 0) a lo largo del eje y 


Aunque se han obtenido límites idénticos a lo largo de los ejes, eso no demuestra que el 
límite dado sea de 0. Aproxime ahora (0, 0) a lo largo de otra recta, por decir y = x. Para 
todas las x + 0, 


2 


A T 


Por tanto, f(x, y) > 4 cuando (x, y) > (0, 0) y alo largo de y — x 
(Véase la figura 5.) Como se han obtenido límites diferentes a lo largo de trayectorias 


diferentes, el límite dado no existe. E 


En la figura 6 se explica con más claridad el ejemplo 2. La cresta que se forma arriba 
de la recta y = x se corresponde con el hecho de que f(x, y) = para todos los puntos (x, y) 
en esa recta, excepto en el origen. 


EJEMPLO 3 Si f(x, y) = 


2 
xy . P 
—=—, ¿existe lím X y)? 
aya? (x, y) (0, 0) Fo») 


SOLUCIÓN Con la solución del ejemplo 2 en mente, intente ahorrar tiempo permitiendo 
que (x, y) > (0, 0) a lo largo de cualquier recta que pasa por el origen. Si la recta no es 
el eje y, entonces y = mx, donde m es la pendiente, y 


May =f ) x(mx)y mix? m’x 
xy) = fami == = = 
ae xX + (m  x+mtx* 1 + m’x? 


Así f(x,y —>0 cuando (x, y) > (0, 0) a lo largo de y = mx 


Se obtiene el mismo resultado que (x, y) — (0, 0) a lo largo de la recta x = 0. Así, f 
tiene el mismo valor límite a lo largo de todas las rectas que pasan por el origen. Sin 


La figura 7 muestra la gráfica de la 


función del ejemplo 3. Nótese la 


cresta arriba de la parábola x = y?. 


FIGURA 7 


Otra manera de resolver el ejemplo 4 
es usar el teorema de compresión en 
vez de la definición 1. De (2) se 
sigue que 


lím  3|y|=0 
(x, y) > (0, 0) 


así que la primera desigualdad en 
(3) indica que el límite dado es 0. 
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embargo, eso no demuestra que el límite dado sea de 0, porque si ahora se permite que 
(x, y) > (0, 0) a lo largo de la parábola x = y7, se tiene 


Fx y) =f, y) = 


de manera f(x, y) >] cuando (x, y) — (0, 0) a lo largo de x = y? 


Como trayectorias distintas conducen a valores límite diferentes, el límite dado no existe. 
E 


Considere ahora los límites que sí existen. Igual que en el caso de las funciones de una 
variable, el cálculo de límites para funciones de dos variables puede simplificarse mucho 
mejor usando propiedades de los límites. Las leyes de los límites que se enlistaron en la 
sección 2.3 pueden prolongarse a las funciones de dos variables: el límite de una suma es 
la suma de los límites, el límite de un producto es el producto de los límites y así sucesi- 
vamente. En particular, las ecuaciones siguientes son verdaderas. 

(2) ím x=a lím y=b ím c=c 


(x, y) = (a, b) i (x, y) > (a, b)” (x, y) > (a, b) 


El teorema de compresión también es válido. 


EJEMPLO 4 Determine si existe lím E, 

œ y)2(0,0) x + y” 
SOLUCIÓN Como en el ejemplo 3, se podría demostrar que el límite a lo largo 
de cualquier recta que pasa por el origen es 0. Esto no prueba que el límite dado sea de 0, 
pero los límites a lo largo de las parábolas y = x° y x = y? también resultan ser de 0, 
de manera que empiece a sospechar que ese límite sí existe y es igual a 0. 


Sea e > 0. Se quiere encontrar 9 > 0 tal que 


. === 3x?y 
si 0<yx2+y?<8 entonces ——>-0|<e 
xo + y? 
: i E 3x7 y] 
es decir quesi 0< yx? +y? <ô entonces 24 y <e 
x ty 


Pero x? < x? + y? ya que y? > 0, de modo que x/(x? + y?) < 1 y por tanto 


3x7] y| 


(3) a+ y PIEN 3 y 0 + y 
x ty 
Así, si elige 8 = e/3 y considera 0 < yx? + y? < ô, entonces 


3x?y 


=0 or <38 = (E) =e 


x?+ y? 


De ahí que, por la definición 1, 


E Continuidad 


Recuerde que evaluar límites de funciones continuas de una variable es fácil. Eso puede 
hacerse mediante sustitución directa, porque la propiedad definitoria de una función conti- 
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nua es lím,-. f(x) = f(a). Las funciones continuas de dos variables también se definen 
mediante la propiedad de sustitución directa. 


(4) Definición Una función f de dos variables se llama continua en (a, b) si 


lím f(x, y) = f(a, b) 


(x, y)> (a, b) ` 


Se dice que f es continua en D si f es continua en cada punto (a, b) en D. 


El significado intuitivo de la continuidad es que si el punto (x, y) cambia un poco, el 
valor de f(x, y) cambia también solo un poco. Esto significa que una superficie con la 
gráfica de una función continua no tiene agujeros ni quiebres. 

Usando las propiedades de los límites se puede observar que las sumas, diferencias, 
productos y cocientes de las funciones continuas son continuos en sus dominios. Use este 
hecho para ejemplificar funciones continuas. 

Una función polinomial de dos variables (o polinomio para abreviar) es una suma 
de términos de la forma cx”y”, donde c es una constante y m y n son enteros no negativos. 
Una función racional es una razón de polinomios. Por ejemplo, 


flx, y) = xt + 5x°y? + 6xy* — Ty +6 


es un polinomio, mientras que 


es una función racional. 

Los límites en (2) indican que las funciones f (x, y) = x, g(x, y) = y, y h(x, y) = c 
son continuas. Como cualquier polinomio puede basarse en funciones simples f, g y h 
por multiplicación y adición, se sabe que todos los polinomios son continuos en R°. De igual 
manera, toda función racional es continua en su dominio, porque es un cociente de funciones 
continuas. 


EJEMPLO 5 Evalúe lím , (xy? — x%y? + 3x + 2y). 

Xx, y) > (1, 2 
SOLUCIÓN Como f (x, y) = Xy? — xy? + 3x + 2y es un polinomio, es continuo en 
todas partes, así que se puede determinar el límite por sustitución directa: 


lím  (x%y? — xy? + 3x +2y)=1?:+2?-1%:22+3:1+2:2=11 E 


(x, y) > (1, 2) 


EJEMPLO 6 ¿Dónde es continua la función f(x, y) = E 
x + y? 


SOLUCIÓN La función f es discontinua en (0, 0) porque no está definida ahí. Como f es 
una función racional, es continua en su dominio, el cual es el conjunto 


D = ((x, y) | (x, y) # (0, 0)). m 


EJEMPLO 7 Sea 


CY gi (x,y) + (0,0) 
glx, y)=3 x + y? 


0 si (x, y) = (0, 0) 


La figura 8 muestra la gráfica de la 
función continua del ejemplo 8. 


FIGURA 8 


LLZ 
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LI LLL 


FIGURA 9 
La función A(x, y) = arctan(y/x) es 
discontinua en x = 0. 
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Aquí g se define en (0, 0), pero g sigue siendo discontinua ahí porque líma, y,=(0, 0) g(x, y) 
no existe (véase el ejemplo 1). E 


EJEMPLO 8 Sea 
3x?y 


Fx, y) = x ty? 
0 si (x, y) = (0, 0) 


si (x, y) # (0, 0) 


Se sabe que f es continua para (x, y) + (0, 0), ya que ahí es igual a una función racional. 
Asimismo, del ejemplo 4 se tiene 


3x?y 
lím Xx, y) = lím => = O = 0, 0 
(x. )) (0, 0) Fo, y) 900,0) x? + y? F(0, 0) 
Por tanto, fes continua en (0, 0), y en consecuencia es continua en R?. E 


Al igual que en las funciones de una variable, la composición es otra manera de com- 
binar dos funciones continuas para obtener una tercera. De hecho, puede demostrarse que 
si fes una función continua de dos variables y g es una función continua de una variable 
definida en el rango de f, la función compuesta h = g ° f definida por h(x, y) = gf (x, y) 
es también una función continua. 


EJEMPLO 9 ¿Dónde es continua la función h(x, y) = arctan(y/x)? 


SOLUCIÓN La función Ax, y) = y/x es una función racional, y por tanto continua 
excepto en la recta x = 0. La función g(t) = arctan t es continua en todas partes. Así, la 
función compuesta 


gif (x, y)) = arctan(y/x) = h(x, y) 


es continua excepto en x = 0. La gráfica de la figura 9 muestra la interrupción en la grá- 
fica de h arriba del eje y. E 


E Funciones de tres o más variables 
Todo lo realizado en esta sección puede aplicarse a funciones de tres o más variables. 
La notación 

lím f(x,y,z =L 


(x, y, 2) > (a, b, c) 


significa que los valores de f(x, y, z) se aproximan al número Ł cuando el punto 
(x, y, z) se aproxima al punto (a, b, c) a lo largo de cualquier trayectoria en el domi- 
nio de f. Como la distancia entre dos puntos (x, y, z) y (a, b, c) en R? está dada por 
V(x — a)? + (y — b)? + (z — c)?, se puede escribir una definición precisa como la 
siguiente: para cada número € > 0 hay un correspondiente número ô > 0 tal que 


si (x, y, Z) está en el dominio de fy 0 < Mx — a)? + (y = b)? + (z = c}? < ô 


entonces | f(x, y, z) — L| < e 


La función f es continua en (a, b, c) si 


lím f(x, y, z) = f(a, b, c) 


(x, y, 2) > (a, b, c) 
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14.2 EJERCICIOS 


Por ejemplo, la función 


1 
xX +y +z?-1 


fix, y, 2) = 


es una función racional de tres variables y, por tanto, es continua en cualquier punto en 
R? excepto donde x? + y? + 2? = 1. En otras palabras, es discontinua en la esfera con 
centro en el origen y radio 1. 

Si se usa la notación vectorial que se presentó al final de la sección 14.1, pueden escri- 
birse las definiciones de un límite para funciones de dos o tres variables en una forma 
compacta, como se muestra a continuación. 


(5) Teorema Si f se define en un subconjunto D de R”, entonces límx—>a f(x) = L 
significa que para cada número e > 0 hay un correspondiente número ô > 0 tal que 


si xXED y O<|x-a|<g8 entonces |f(x)-L|<e 


Obsérvese que si n = 1, entonces x = x y a = a, y (5) es solo la definición de un 
límite para funciones de una variable. Para el caso n = 2, se tiene x = (x, y ), a = (a, b) 
y [x= a|= v(x — a)? + (y — b)?, de manera que (5) se convierte en la definición 1. 
Sin = 3, entonces x = (x, y, z), a = (a, b, c) y (5) se convierte en la definición de un 
límite de una función de tres variables. En cada caso, la definición de continuidad puede 
escribirse así 


lím f) = f(a) 


1. Suponga que líma, »—> 6, 1) f x, y) = 6. ¿Qué puede decir sobre 7. lím  ysení(x— y) 8 lm e? 


el valor de f3, 1)? ¿Y si f fuera continua? 


(x, y) (T, 7/2) ~ (x, y) > (3, 2) 


2. Explique por qué cada función es continua o discontinua. 9. lím xt — 4y? 10. lím x? + sen?y 
(a) La temperatura ambiente como una función de la longi- (,3)>00,0) x? + 2y? (,3)>0,0) 2x7 + y? 
tud, la latitud y el tiempo 
(b) La elevación (altura sobre el nivel del mar) como una xy COS y x= y? 


función de la longitud, la latitud y el tiempo (320,0) 3x? + y? 490.0) x7 + y 
(c) El costo de un viaje en taxi como una función de la dis- 


tancia recorrida y el tiempo 


3-4 Use una tabla de valores numéricos de f(x, y) para (x, y) cerca 
del origen para hacer una conjetura sobre el valor del límite de 
fx, y) cuando (x, y) — (0, 0). Luego explique por qué su 15. 


suposición es correcta. 


Xy + wy =9 


2 = Xý 


3. f(x,y) = 


11. lím 12. ím  —_—— 


5-22 Determine el límite, si existe, o demuestre que no existe. 


5. lím _ (xy? -— 4y’) 
(x3) >68, 2) í 


P xy o y 
13. lím + 14. lím A a 
(x, y) (0, 0) yx? + y? (920,0) x? + xy + y? 
2 4 
> xy* COS y xy 
lím . — a 16. ím — ~~ 
ka= x% + y @, y)—> (0,0) x* + y 
x?ye* x’ sen*y 
f(x,y) = 0 17. lm —=5 18. . im. —— 
EAN x? + 2y? @ y> 0,0) xt + 4y? @ >00) x? + 2y? 
19. lím e” tan(xz) 
(x, y, z)— (m, 0, 1/3) 
2 2 
P xy + xy” 3 yz 
lím TE 20. lím IE RATA 
E>- y= y? (x, y, 2)>(0,0,0) x* + 4y + 9z 


xy + yz? + x2? 


21. lím 
3 3>00,0,0 x? + y? +2 
2.2.2 
A yz 
22. lím > 5 S 
& y, 2)>(0,0,0) x + y" + z% 


23-24 Elabore una gráfica en computadora de la función para 
explicar por qué el límite no existe. 


2x? + 3xy + 4y? xy? 
23. AA AN 2) 
31 + Sy" 


m lím —_——G 
(x, y) (0, 0) (x, y)—>(0,0) x° + y 


25-26 Determine h(x, y) = g( f (x, y)) y el conjunto de puntos en 
el que h es continua. 


25.90) = + yt, fly =2x+3y-6 


1 = xy 
26. gt) =1t+Int, f(x, y) = = 


1 + x?y? 


27-28 Grafique la función y observe dónde es discontinua. Use 
después la fórmula para explicar lo que observó. 


1 


27. f(x, y) = e0 PE EPR 
ll «=.3* =:y* 


28. f(x, y) = 


29-38 Determine el conjunto de puntos en el que la función es 
continua. 


29. F(x,y) => »— 30. F(x,y) =cosy/l + x= y 
PETE 
LF ty He 
31. Fy) = — 32. Ha, y) = E 
5 LR ys £ 9 1 


33. G(x, y) = Vx + yl = x? — y? 
34. G(x, y) = In(l + x — y) 

35. G(x, y) = In(x? + y? — 4) 

36. G(x, y) = tan ((x + y)”>) 


ZI si(1y (0,0 
37. f(x,y) =3 2x7 + y” si (x,y) # (0,0) 


1 si (x, y) = (0, 0) 
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xy 
38. f(x,y) =3 x+ xy + y? 
0 si (x, y) = (0, 0) 


si (x, y) + (0, 0) 


39-41 Use coordenadas polares para encontrar el límite. [Si (r, 0) 
son coordenadas polares del punto (x, y), con r > 0, advierta que 
r => 0* cuando (x, y) — (0, 0).] 


sy 
39. lím - 


2 2 
(x, y)—>(0,0 x% + y? 


40. lím (1? + y?) In? + y?) 
(x, y) (0, 0) 7 i 
gee 
“m. m > 
(x, y) (0, 0) x“ + ye 


FA 42. Al comienzo de esta sección se consideró la función 


sen(x? + y?) 
xX y? 


fx, y) = 


y se supuso, con base en la evidencia numérica, que 

Ax, y) > 1 cuando (x, y) > (0, 0). Emplee coordenadas 
polares para confirmar el valor del límite. Después grafique 
la función. 


FS 43. Grafique y valore la continuidad de la función 


sen xy 
FAY) =3Y xy 
1 sixy=0 


si xy + 0 


44. Sea 


4 


Fy) 0 siys0 o y=x 
X, Y) = : 
ii l si0<y<x! 


(a) Demuestre que f(x, y) —> 0 cuando (x, y) — (0, 0) a lo 
largo de cualquier trayectoria que pasa por (0, 0) de la 
forma y =mx*con0<a<4, 

(b) Independientemente del inciso (a), demuestre que f es 
discontinua en (0, 0). 

(c) Demuestre que fes discontinua en dos curvas enteras. 


45. Demuestre que la función f dada por f (x) = | x | es continua en 
R”. [Sugerencia: considere |x — a|? = (x — a) : (x — a).] 


46. Si c E V,, demuestre que la función f dada por f(x) = e - x 
es continua en R”. 


En un día caluroso, la humedad extrema hace creer que la temperatura es más alta de lo 
que realmente es, mientras que en un día muy seco se percibe que la temperatura es inferior 
a lo que indica el termómetro. El Meteorological Service of Canada inventó el humidex o 
índice de temperatura-humedad para describir los efectos combinados de la temperatura y la 
humedad. El humidex 7 es la temperatura del aire percibida cuando la temperatura real es 
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T y la humedad relativa es H. Así, I es una función de T y H y se puede escribir 7 = f(T, H). 
La tabla de valores de / que se muestra a continuación es un fragmento de una tabla 
compilada por el Meteorological Service. 


Tabla 1 Índice de calor 7 como una función de la temperatura y la humedad 


Humedad relativa (%) 


H| 40 45 50 55 60 65 70 TS 80 


26 28 28 29 31 Sil 32 33 34 35 


28 31 32 33 34 35 36 37 38 39 


Temperatura 
real 30 34 35 36 37 38 40 41 42 43 


CC) 


32 37 38 39 41 42 43 45 46 47 


34 41 42 43 45 47 48 49 51 52 


36 43 45 47 48 50 51 53 54 56 


Si se considera en la columna destacada de esta tabla, que corresponde a la humedad 
relativa de H = 60%, el humidex como una función de la variable T para un valor fijo 
de H. Escriba g(T) = f (T, 60). Entonces, g(T) describe cómo aumenta el índice de calor 
I cuando la temperatura real T aumenta en un momento en que la humedad relativa es 
de 60%. La derivada de g cuando T = 30 °C es la razón de cambio de / con respecto a T 
cuando T = 30 °C: 


930) = lím 930 + A) — 930) _ im £80 + h, 60) — £(30, 60) 


h=0 h h>0 h 


Es posible aproximar g'(30) usando los valores de la tabla 1 y tomando h = 2 y — 2: 


g(32) — g(30) — f(32,60) — f(30,60) 42-38 


(30) = 
g'(30) 2 3 3 


2 


_ g(28)— g(30)  f(28,60) — f(30,60) 35-38 _ 
E =2 =j E 


g'(30) 1.5 


Al promediar estos valores se puede decir que la derivada g'(30) es de aproximadamente 
1.75. Esto significa que cuando la temperatura real es de 30 *C y la humedad relativa 
es de 60%, ¡la temperatura aparente (humidex) aumenta alrededor de 1.75 *C por cada 
grado que aumenta la temperatura real! 

Analice ahora la fila destacada de la tabla 1, que corresponde a una temperatura fija de 
T = 30 °C. Los números de esta fila son valores de la función G(H) = f (30, H), que des- 
cribe cómo aumenta el humidex cuando aumenta la humedad relativa H en un momento 
en que la temperatura real es de T = 30 °C. La derivada de esta función cuando H = 60% 
es la razón de cambio de / con respecto a H cuando H = 60%: 


era PA. y ANDA) 0000) 


h=0 h h>0 h 
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Si se toma h = 5 y — 5, aproxime G'(60) usando los valores tabulares: 


G(65) — G(60) _ FO, 65) — f(30, 60) _ 40-38 


G'(60) = 5 5 5 


= 0.4 


G(55) — G(60) _ f(30, 55) — f(30, 60) 37-38 _ 


G'(60) = Z5 35 35 


0.2 


Al promediar estos valores se obtiene la estimación G'(60) ~ 0.3. Esto indica que cuando 
la temperatura es de 30 *C y la humedad relativa es de 60%, el humidex aumenta alrede- 
dor de 0.3 *C por cada punto porcentual en que aumenta la humedad relativa. 

En general, si fes una función de dos variables x y y, suponga que per se permite que 
solo x varíe mientras se mantiene fija a y, por ejemplo y = b, donde b es una constante. 
En realidad se está considerando una función de una variable x, a saber g(x) = f (x, b). 
Si g tiene una derivada en a, se llama derivada parcial de f con respecto a x en (a, b) y se 
denota con f(a, b). Así, 


a fla, b)=gla) donde gla) = f(x, b) 


Por la definición de una derivada, se tiene 


O = im ETA dl) 


h=0 h 


de manera que la ecuación 1 se convierte en 


fla + h,b) — f(a, b) 


[2] fía, b) = lím A 


De igual forma, la derivada parcial de f con respecto a y en (a, b), denotada por 
f(a, b), se obtiene manteniendo fija a x (x = a) y determinando la derivada ordinaria en 
b de la función G(y) = f (a, y): 


El A fla, b + h) — f(a, b) 


h=0 h 


Con esta notación para las derivadas parciales se puede escribir las razones de cambio 
del índice de calor 7 con respecto a la temperatura real T y la humedad relativa H cuando 
T = 96 °F y H = 70% como sigue: 


fr(96, 70) = 3.75 f(96, 70) = 0.9 


Si ahora concede que el punto (a, b) varía en las ecuaciones 2 y 3, f. y f, se convierten 
en funciones de dos variables. 
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[4] Si fes una función de dos variables, sus derivadas parciales son las funciones 
fey f, definidas por 


f(x,y) = lím F+ hy) -f y) 


n=>0 h 


ad Tuy += fly) 


h—>0 h 


Hay muchas notaciones alternativas para derivadas parciales. Por ejemplo, en lugar de 
f: se puede escribir f, o D,f para indicar derivación con respecto a la primera variable, o 
0f/0x. Pero aquí ðf/ðx no puede interpretarse como una razón de diferenciales. 


Notaciones para derivadas parciales Si z = f(x, y), se escribe 


fð dz 

FAX, y) Ef a Fx, y) a fi = Dif = D,f 
A E dz 

By) =f > o f(x, y) ay f =D,f=D,f 


Para calcular derivadas parciales, todo lo que se tiene que hacer es recordar de la 
ecuación 1 que la derivada parcial con respecto a x es sencillamente la derivada ordi- 
naria de la función g de una variable que se obtiene manteniendo fija y. Así se tiene 
la regla siguiente. 


Regla para determinar derivadas parciales de z = f(x, y) 


1. Para determinar f., considere a y como una constante y derive f(x, y) con respecto a x. 


2. Para determinar f,, considere a x como una constante y derive f(x, y) con respecto a y. 


EJEMPLO 1 Si f(x, y) = x° + x?y? — 2y?, determine f(2, 1) y £G, 1). 


SOLUCIÓN Manteniendo constante a y y derivando con respecto a x, se obtiene 
f(x, y) = 3x? + 2xy? 
de manera que 
(2,1) =3:2?2+2:2:1?=16 
Manteniendo constante a x y derivando con respecto a y, se obtiene 
f(x, y) = 3x*y? — 4y 


FIGURA 1 

Las derivadas parciales de f en 
(a, b) son las pendientes de las 
tangentes a C, y C2. 
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E Interpretaciones de las derivadas parciales 


Para dar una interpretación geométrica de las derivadas parciales, recuerde que la ecua- 
ción z = f(x, y) representa una superficie S (la gráfica de f). Si f(a,b) = c, entonces el 
punto P(a, b, c) está en S. Fijando y = b, restrinja su atención a la curva C; en la que 
el plano vertical y = b interseca S. (En otras palabras, C, es la traza de S en el plano 
y = b.) De igual manera, el plano vertical x = a interseca S en una curva C}. Ambas 
curvas C; y C, pasan por el punto P. (Véase la figura 1.) 

Nótese que la curva C, es la gráfica de la función g(x) = Ax, b), así que la pendiente de 
su tangente T, en Pes g' (a) = f(a, b). La curva C, es la gráfica de la función G(y) = f(a, y), 
de manera que la pendiente de su tangente T, en P es G'(b) = f(a, b). 

Así, las derivadas parciales f(a, b) y f(a, b) pueden interpretarse geométricamente 
como las pendientes de las rectas tangentes en P(a, b, c) a las trazas C, y C, en los planos 
y=byx=a. 

Como se vio en el caso de la función del índice de calor, las derivadas parciales tam- 
bién pueden interpretarse como razones de cambio. Si z = f(x, y), entonces ðz/ðx repre- 
senta la razón de cambio de z con respecto a x cuando y es fija. De igual manera, 0z/0y 
representa la razón de cambio de z con respecto a y cuando x es fija. 


EJEMPLO 2 Si f(x, y) = 4 — x° — 2y?, encuentre £.(1, 1) y £,(1, 1) e interprete estos 
números como pendientes. 


SOLUCIÓN Tiene 
fx, y) = =2x f(x, y) = —4y 


La gráfica de fes el paraboloide z = 4 — x? — 2y? y el plano vertical y = 1 la interseca en 
la parábola z = 2 — x?, y = 1. (Al igual que en el análisis precedente, se llama C; 
en la figura 2.) La pendiente de la recta tangente a esta parábola en el punto (1, 1, 1) es 


f, 1) = —2. De igual forma, la curva C, en la que el plano x = 1 interseca el parabo- 


loide es la parábola z = 3 — 2y? x = 1 y la pendiente de la recta tangente en (1, 1, 1) es 


FC, 1) = —4. (Véase la figura 3.) 


X 


FIGURA 2 FIGURA 3 E 
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FIGURA 4 


FIGURA 5 


La figura 4 es una contraparte dibujada en computadora de la figura 2. La parte 
(a) muestra el plano y = 1 que interseca la superficie para formar la curva C, y la 
parte (b) muestra C, y T,. [Se han usado las ecuaciones vectoriales r(t) = (t, 1, 2 — 1?) 
para C, y r(t) = (1 + t, 1, 1 — 27) para T,.] De igual modo, la figura 5 corresponde a la 
figura 3. 


LS 


SL 


[z 


EJEMPLO 3 En el ejercicio 14.1.39 se definió el índice de masa corporal de una 
persona como 


Bím, h) = ra 


Calcule las derivadas parciales de B para un joven con m = 64 kg y h = 1.68 m 
e interprételas. 


SOLUCIÓN Considerando a h como una constante, vea que la derivada parcial con 
respecto a m es 


3B na ð mxY 1 
dm pe ðm \ k? h? 
ðB 


así que — (64, 1.68) = 


ðm (1.68) = 0.35 (kg/m*)/kg 


Este es el índice al que aumenta el Imc de este hombre con respecto a su peso cuando 
pesa 64 kg y su altura es de 1.68 m. Así, si su peso aumenta en una cantidad reducida, un 
kilogramo por ejemplo, y su altura se mantiene sin cambios, su IMC aumentará alrededor 
de 0.35. 


Algunos programas de computación 
pueden trazar superficies definidas 
por ecuaciones implícitas en tres 
variables. La figura 6 muestra un 
diagrama de ese tipo de la superficie 
definida por la ecuación del ejemplo 5. 


FIGURA 6 


SECCIÓN 14.3 Derivadas parciales 917 


Considere ahora a m como constante. La derivada parcial con respecto a h es 


ðB ð m 2 2m 
(m, h) =- ~] =m z7] = 3 
ðh ðh \ h? h h 


ðB 2-64 
í — (64, 1. = —27 (k e 
así que 3h (64, 1.68) (1.687 (kg/m*”)/m 


Este es el índice al que aumenta el Imc de este hombre con respecto a su altura cuando 
pesa 64 kg y su altura es de 1.68 m. Así, si este hombre sigue creciendo y su peso se man- 
tiene sin cambios mientras su altura se incrementa en una cantidad reducida, por decir 1 


cm, su IMC decrecerá alrededor de 27(0.01) = 0.27, E 
ð ð 
EJEMPLO 4 Sif(x, y) = sen( X i aak y 
L Fy dx" ðy 


SOLUCIÓN Usando la regla de la cadena para funciones de una variable, se tiene 


of x ð xX X 1 
= cos : = cos : 
Ox 1>+y ox X ly l+y l+y 
of x ð xX X x 
= Cos : = —COs : 7 
dy Md O E 1+y/ UR a 


EJEMPLO 5 Determine 0z/0x y 9z/0y si z es implícitamente definida como una fun- 
ción de x y y por la ecuación 


x? + y? +z’ + 6xyz=1 


SOLUCIÓN Para determinar dz/0x, se deriva implícitamente con respecto a x, teniendo 
el cuidado de tratar a y como constante: 


5 , Oz ðZ 
3I + 32 — + 6yz + 6xy —=0 
ðx ðx 
Si se despeja dz/0x en esta ecuación se obtiene 


Oz x? + 2yz 
ðx z? + 2xy 


De igual forma, la derivación implícita con respecto a y da 


ðz y? + 2xz 
dy 22 + 2xy 


E Funciones de más de dos variables 

Las derivadas parciales también pueden definirse para funciones de tres o más variables. 
Por ejemplo, si f es una función de tres variables x, y y z, su derivada parcial con respecto 
a x se define como 


ed AAA 


h=0 h 


y se determina considerando a y y az como constantes y derivando f(x, y, z) con respecto 
ax. Si w = f(x, y, z), entonces f; = 0w/0x puede interpretarse como la razón de cambio 
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de w con respecto a x cuando y y z se mantienen fijas. Pero no se puede interpretar esto 
geométricamente, porque la gráfica de f reside en el espacio tetradimensional. 

En general, si u es una función de n variables, u = f(x;, X2, . . ., Xn ), su derivada parcial 
con respecto a la variable de ¡-ésima x;, es 


du re CO E A EA A 
ðXi h=>0 h 


y también se escribe 
du of 
Ox i Ox i 


Li = fi = Dif 


EJEMPLO 6 Determine f, fy, y f. si f (x, y, z) = e° In z. 


SOLUCIÓN Manteniendo constantes a y y z y derivando con respecto a x se tiene 
fe = ye” In z 


De igual manera, fi = xe*” In z y f: = — E 


E Derivadas de orden superior 


Si f es una función de dos variables, sus derivadas parciales f, y f, también son funciones 
de dos variables, así que se pueden considerar sus derivadas parciales (£)w (f) P)» 
y (f)y, llamadas segundas derivadas parciales de f. Si z = f(x, y), se usa la notación 
siguiente: 


A (2 ) -2.2 
Lady = Lo = fo = a (2) - E - a 
Ue = La = fa = > (2) AN 
y == fa == El ) LE 


Así, la notación f., (o 9/0y dx) significa que primero se deriva con respecto a x y des- 
pués con respecto a y, mientras que al calcular f, el orden se invierte. 


EJEMPLO 7 Determine las segundas derivadas parciales de 
fu) = xê + ayi = 2y? 


SOLUCIÓN En el ejemplo 1 se encontró que 


f(x, y) = 3x? + 2xy? fay) = 3x?y? — dy 
Por tanto, 
? ? j à g 2 3 2 
fe = — Bx? + 2xy?) = 6x + 2y A 
Ox dy 
A 2y? 2 ð DA 2 
fx = == By" = 4y) = xy? fy = (3x?y? — 4y)=6x%y-4 E 
OX dy 


La figura 7 muestra la gráfica de 

la función f del ejemplo 7 y las 
gráficas de sus derivadas parciales 
de primer y segundo orden para 

—2 Sx S2, —2 S y < 2, Nótese 
que estas gráficas son congruentes 
con nuestras interpretaciones de f, y 
f, como pendientes de las rectas tan- 
gentes a las trazas de la gráfica de f. 
Por ejemplo, la gráfica de f decrece 
si se parte de (0, —2) y se mueve en 
la dirección de x positiva. Esto se 
refleja en los valores negativos de f.. 
Usted debería comparar las gráficas 
de fx Y fy con la gráfica de f, para 
ver las relaciones. 


FIGURA 7 


Clairaut 

Alexis Clairaut fue un niño prodigio 
en matemáticas: leyó el libro de 
texto de cálculo de L'Hópital cuando 
tenía diez años y presentó un traba- 
jo sobre geometría a la Academia 
Francesa de Ciencias cuando tenía 
13.A los 18 publicó Recherches 

sur les courbes à double courbure, 
el primer tratado sistemático de 
geometría analítica tridimensional, 
el cual incluía el cálculo de curvas 
en el espacio. 
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Obsérvese que f = fix en el ejemplo 7. Esto no es mera coincidencia. Resulta que las 
derivadas parciales mixtas fw y f,, son iguales para la mayoría de las funciones que se 
encuentran en la práctica. El teorema siguiente, descubierto por el matemático francés 
Alexis Clairaut (1713-1765), establece condiciones bajo las cuales puede afirmarse que 
fo = f La comprobación se encuentra en el apéndice F. 


Teorema de Clairaut Suponga que fes definida en un disco D que contiene el punto 
(a, b). Si las funciones fa y fx son ambas continuas en D, entonces 


f(a, b) = fx(a, b) 


Derivadas parciales de orden 3 o superior también pueden definirse. Por ejemplo, 


ð A of 
dy | dy ðx dy? 0x 


Fwy (f yy 
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[puts 


1] 
FIGURA 8 


y usando el teorema de Clairaut puede demostrarse que foy = fuy = fyyx Si estas funciones 
son continuas. 


EJEMPLO 8 Calcule foy- si f(x, y, z) = sen(3x + yz). 
SOLUCIÓN fs brisa 

fa = -9 sen (3x + yz) 

Fixy 


Fexyz = 9 cos(3x + yz) + 9yz sen(3x + yz) a 


—9z cos(3x + yz) 


E Ecuaciones diferenciales parciales 


Las derivadas parciales ocurren en ecuaciones diferenciales parciales que expresan cier- 
tas leyes físicas. Por ejemplo, la ecuación diferencial parcial 


%u 8u 
sF a =0 


se llama ecuación de Laplace, en honor a Pierre Laplace (1749-1827). Las soluciones 
de esta ecuación se llaman funciones armónicas; desempeñan un papel en problemas de 
conducción de calor, circulación de fluidos y potencial eléctrico. 


EJEMPLO 9 Demuestre que la función u(x, y) = e* sen y es una solución de la ecua- 
ción de Laplace. 


SOLUCIÓN Primero se calculan las derivadas parciales de segundo orden necesarias: 


U, = e“ sen y Uy = e* cos y 
Uxx = e* sen y Uyy = —e*seny 
De esta manera, Uxx t Uyy = e seny — e” seny = 0 
Por tanto, u satisface la ecuación de Laplace. u 
La ecuación de onda 
ou , 0u 
— = as z 
Ot” Ox” 


describe el movimiento en forma de onda, por ejemplo, una ola marina, una onda sonora, 
una onda luminosa o una onda que viaja a lo largo de una cuerda vibrante. Es decir, si 
u(x, t) representa el desplazamiento de una cuerda vibrante de violín en el momento t 
y a una distancia x de un extremo de la cuerda (como en la figura 8), entonces u(x, t) 
satisface la ecuación de onda. Aquí la constante a depende de la densidad de la cuerda y 
la tensión en ella. 


EJEMPLO 10 Verifique que la función u(x, t) = sen(x — at) satisface la ecuación 
de onda. 


SOLUCIÓN 
ux = cos(x — at) u, = —a cos(x — at) 


Ux = —sen(x — at) Un = —a?seníx — at) = a, 


Así, u satisface la ecuación de onda. = 
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Las ecuaciones diferenciales parciales que implican funciones de tres variables tam- 
bién son muy importantes en las ciencias y la ingeniería. La ecuación tridimensional de 
Laplace es 


— +— +0 
[5] ðx? 2 dz? 


y uno de los campos en los que ocurre es el de la geofísica. Si u(x, y, z) representa la 
fuerza de campo magnético en la posición (x, y, z), satisface la ecuación 5. La fuerza del 
campo magnético indica la distribución de minerales ricos en hierro y refleja diferentes 
tipos de rocas y la ubicación de fallas. La figura 9 muestra un mapa del contorno del 
campo magnético de la Tierra registrado con un magnetómetro desde una aeronave que 
volaba a 200 m sobre la superficie. Este mapa de contorno ha sido mejorado con codifi- 
cación de color de las regiones entre las curvas de nivel. 


O Saskatchewan Ministry of Energy and Resources / Roger Watson 


FIGURA 9 
Fuerza del campo magnético de la ' 
Tierra Hal 
La figura 10 muestra un mapa de contorno para la derivada parcial de segundo orden 
de u en la dirección vertical, es decir u... Resulta que los valores de las derivadas parcia- 
les uw y uy son relativamente fáciles de medir a partir de un mapa del campo magnético. 
Entonces, los valores de u.. pueden calcularse con base en la ecuación de Laplace (5). 
5 
z 
El 
E 
E 
E 
E 
E 
3 n 
F 
Ead A ShM a 
> 
Š 
A 
= 
FIGURA 10 3 
Segunda derivada vertical del E nn 
o mas 


campo magnético 
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E La función de producción de Cobb-Douglas 


En el ejemplo 14.1.3 se describió el trabajo de Cobb y Douglas de modelar la producción 
total P de un sistema económico como una función de la cantidad de mano de obra L 
y la inversión de capital K. Aquí se usarán derivadas parciales para demostrar cómo la 
forma particular de su modelo se desprende de ciertos supuestos que ellos hicieron sobre 
la economía. 

Si la función de producción se denota con P = P(L, K), la derivada parcial 9P/0L es 
la razón en la que cambia la producción con respecto a la cantidad de mano de obra. Los 
economistas lo llaman producción marginal con respecto a la mano de obra, o produc- 
tividad marginal del trabajo. De igual manera, la derivada parcial 9P/09K es la razón 
de cambio de la producción con respecto al capital y se llama productividad marginal 
del capital. En estos términos, los supuestos que hicieron Cobb y Douglas pueden enun- 
clarse como sigue. 


(1) Si el trabajo o el capital desaparece, lo mismo ocurrirá con la producción. 
(11) La productividad marginal del trabajo es proporcional a la cantidad de producción 
por unidad de trabajo. 
(111) La productividad marginal del capital es proporcional a la cantidad de producción 
por unidad de capital. 


Como la producción por unidad de trabajo es P/L, el supuesto (ii) indica que 


ðP 


P 
— =p 
ðL L 


para alguna constante œ. Si se mantiene constante a K (K = Ko), su ecuación diferencial 
parcial se convierte en una ecuación diferencial ordinaria: 
dP P 
G az 
dL L 


Si esa ecuación diferencial separable se resuelve con los métodos de la sección 9.3 (véase 
también el ejercicio 85), se obtiene 


P(L, Ko) = Ci(Ko)L* 


Nótese que se ha escrito la constante C, como una función de Ko, porque podría depender 
del valor de Ko. 
De igual forma, el supuesto (111) indica que 


ðP B P 
ðK K 
y se puede resolver esta ecuación diferencial para obtener 


P(Lo, K) = C(Lo)K® 


Al comparar las ecuaciones 7 y 8 se tiene 


g P(L, K) = bL*K* 
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donde b es una constante independiente tanto de L como de K. El supuesto (1) muestra 
quea>0yB>0. 

Adviértase en la ecuación 9 que si tanto el trabajo como el capital aumentan en un 
factor m, entonces 


P(mL, mK) = b(mL)(mKyY = m*“*PbL*K* = m**PP(L, K) 
Sia + B = 1, entonces P(mL, mK) = mP(L, K), lo que significa que la producción 
también aumenta en un factor de m. Por eso Cobb y Douglas supusieron que œ + £ = 1, 
y por tanto 


P(L, K) = bLK'""* 


Esta es la función de producción de Cobb-Douglas que se explicó en la sección 14.1. 


14.3 EJERCICIOS 


1. La temperatura T (en °C) en una localidad del hemisferio (b) En general, ¿qué puede decirse sobre los signos de 
norte depende de la longitud x, la latitud y y el tiempo 1, así 9W/9T y 9W/9v? 
que se puede escribir T = f(x, y, t). Mida el tiempo en horas (c) ¿Cuál será el valor del límite siguiente? 
desde principios de enero. 
(a) ¿Qué significan las derivadas parciales 97/0x, -aW 
9T/dy y 0T/a1? pu 


(b) Honolulú tiene una longitud de 158 °W y una latitud 
de 21 °N. Suponga que a las nueve de la mañana del 1° de 
enero el viento sopla aire caliente hacia el noreste, 
de manera que el aire al oeste y el sur es templado y 
el aire del norte y el este es fresco. ¿Se esperaría que 
f(158, 21, 9), £(158, 21, 9), y fi(158, 21, 9) fueran 
positivas o negativas? Explique su respuesta. 


4. La altura de las olas h en mar abierto depende de la velocidad v 
del viento y el tiempo £ durante el cual el viento ha soplado 
a esa velocidad. Los valores de la función h = f (v, f) se 
registran en metros en la tabla siguiente. 


E . A P Duración (horas) 
2. Al principio de esta sección se analizó la función 7 = f (T, H), 


donde 7 es el humidex, T la temperatura y H la humedad SS 5 10 15 20 30 40 50 
relativa. Use la tabla 1 para estimar fr (34, 75) y fu (34, 75). 
¿Cuáles son las interpretaciones prácticas de estos valores? 


20 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 


3. El índice de viento-frío W es la temperatura percibida cuando 30 1.2 1.3 1.5 1.5 1.5 1.6 1.6 
la temperatura real es T y la velocidad del viento v, así que se 
puede escribir W = f (T, v). La tabla de valores siguiente es 


un fragmento de la tabla 1 de la sección 14.1. 


40 1.5 2.2 24 2.5 2.7 2.8 2.8 


60 2.8 4.0 4.9 5:2 pjs] 5.8 59 


Velocidad del viento (km/h) 80 4.3 6.4 Tl 8.6 9.5 | 10.1 | 102 


Velocidad del viento (km/h) 


- v 20 30 40 50 60 70 100 5.8 8.9 | 110 | 12.2 | 13.8 14.7 | 153 
O 
£ 120 7.4 11.3 | 144 | 16.6 | 190 | 20.5 | 21.1 
d 10 18 20 21 22 23 23 
o 
H 
fas] 
E 15 24 26 27 29 30 30 da ; j 
$ (a) ¿Qué significan las derivadas parciales 0h/0v y 9h/01? 
EN 20 30 33 34 35 36 37 (b) Estime los valores de f,(80, 15) y £(80, 15). ¿Cuáles son 
5 las interpretaciones prácticas de estos valores? 
= 25 37 39 4l 42 43 44 (c) ¿Cuál será el valor del límite siguiente? 
: ol 
(a) Estime los valores de fr (—15, 30) y £,(— 15, 30). ¿Cuáles lím 2 


son las interpretaciones prácticas de estos valores? 
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10. Con el mapa de contorno para una función f siguiente estime 


fL, 1) y f2, 1). 


AIA 


5-8 Determine los signos de las derivadas parciales para la 
función f de la gráfica siguiente. 


TAa AT | 
UYI 


5; (1,2 b) p(l; 2 : 
@) AU, 2) y 51,2) 11. Si fx, y) = 16 — 4x? — y?, encuentre f:(1, 2) y (1, 2) 
6. (a) f£(=1,2) (b) £(=1,2) e interprete estos números como pendientes. Ilustre con un 
7. (2) fa(=1,2) ©) f (1,2) dibujo a mano o un diagrama en computadora. 
. i = Sye 2 > NA > yn, 
8. (2) fa (1,2) ©) fa(=1,2) 12. Si f(x, y) = Y4 -x 4y?, encuentre £.(1, 0) y f,(1, 0) e 


interprete estos números como pendientes. Ilustre con un 
dibujo a mano o un diagrama en computadora. 


FS 13-14 Determine f, y f, y grafique f, f. y f, con dominios y puntos 
de vista que le permitan ver las relaciones entre ellas. 


9. Las superficies a, b y c son gráficas de una función f y sus 
derivadas parciales f; y f,. Identifique cada superficie y 


argumente sus decisiones. J 


13. f(x, y) = xy? 14. f(x, y) = 22 
+ xy 


15-40 Determine las primeras derivadas parciales de la función. 


15. f(x, y) = xt + 5xy? 16. f(x, y) = x?%y — 3y* 

17. f(x, t) = Pe" 18. f(x, t) = 3x + 4t 

19. z = ln(x + £’) 20. z = x sen (xy) 

21. f(x,y) = 22. f(n) = Vxint 

23. f(x, t) = e cos rx 24. z = tan xy 

25. z = (2x + 3y)” 26. f(x, 1) = arctan( xvt ) 
27. w = sen a cos B 28. f(x,y) =x 

29. F(x,y) = f * cos(e') dt 30. Fla, B) = IN VE FT dt 
31. f(x, y, z) = x?°yz’ + 2yz 32. f(x, y,2) = xy?e F 

33. w = ln(x + 2y + 3) 34. w = y tan(x + 2z) 

35. u = xy sen '(yz) 36. u = x} 

37. h(x, y, z, t) = x?y cos(z/t) 38. (x, y, z, t) = = 
39. u = Vx? +x? +- +x? 

40. u = sen(xı + 2x2 + +++ + nx,) 


41-44 Determine la derivada parcial indicada. 


41. R(s, t) = te", R,(0,1) 


42. f(x,y) = y sen '(xy); f0, 3) 
1 IY Ey 

- > 4(1,2,2) 
1+ yx? + y? +2? ú 


f.(e, 1,0) 


43. Fl, y, z) = In 


44. f(x,y, z) = 7; 


45-46 Use la definición de derivadas parciales como límites (4) 
para hallar f(x, y) y fix, y). 

x 
DS y? 


45. f(x, y) = xy? — xy 46. f(x, y) = 


47-50 Use la derivación implícita para determinar 9z/0x y 0z/0y 


47. x? + 2y? + 32? = 48. x2-y?+22-22=4 


49. e” = xyz 50. yz + xlny = 2? 


51-52 Determine 0z/0x y 0z/0y. 
51. (a) z = f(x) + g(y) (b) 7 = f(x + y) 


52. (a) z = f(x)g(y) (b) z = f(xy) 
(c) z = f(x/y) 


53-58 Determine todas las segundas derivadas parciales. 


53. f(x, y) = xy — 2x%y? 54. f(x, y) = In(ax + by) 


y 


55. 2 = == 
2x + 3y 


56. T = e™ cos 0 


58. w = yl + uv? 


57. v = sen(s? — 1?) 


59-62 Verifique que la conclusión del teorema de Clairaut es 
válida, es decir que u = Uyx. 


59. u = xy? — y* 60. u = e*'sen y 


61. u = cos(x?y) 62. u = ln(x + 2y) 


63-70 Determine las derivadas parciales indicadas. 
63. f(x,y) = xy? — xy; fas fo 

64. f(x,y) = sen(2x + 5y); fixy 

65. f(x,y, z) = e7; foz 


66. g(r, s, t) = e"seníst); grst 


5 aW 
67. W = yu + v*; 


du? ðv 


av 
dr ðs ðt 


68. V = In(r + s? + t°); 


69. u = e° senð; 
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Oz 
70. z = uyv — w; 
ðu ðv ðw 
71. Si f(x, y, 2) = xyz? + arcsen(xy/z ), halle f.,.. [Sugerencia: 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


77. 


78. 


79. 


¿cuál orden de derivación es el más fácil?] 


Si g(x, y, z) = y1 + xz + yl — xy, halle gy- [Sugerencia: 
use un orden de derivación diferente para cada término.] 


Use la tabla de valores de f(x, y) para estimar los valores de 


$43, 2), AG, 2.2), y £u(3, 2). 


de y 1.8 2.0 22 
25 12.5 10.2 9.3 
3.0 18.1 17.5 15.9 
25 20.0 22.4 26.1 


Se muestran curvas de nivel para una función f. Determine si 
las derivadas parciales siguientes son positivas o negativas en 
el punto P. 


a) f b) f (0) fox 
(d) fey (e) fy 
A / / E A / 
/ / 
10 8 6 y Z 
A- 5 2 
EH J Z / 
/ Y. / / JE 
Z APZ J A 
E / eS PF 
j / 
LA / 7 ] 
) e AA E 


2 
a 


Verifique que la función u = e™®*' sen kx es una solución de 
la ecuación de conducción de calor u, = &°ux. 


Determine si cada una de las funciones siguientes es una 
solución de la ecuación de Laplace uxx + uyy = 0. 


(b) u = x? — y? 
(d) u = In yx? + y? 


(e) u = senx cosh y + cos x senh y 


(a) u=x? + y? 
(0) u= x* + 3xy? 


(f) u = e~ cos y — e cos x 


Verifique que la función u = 1/yx? + y? + z? es una solución 
de la ecuación tridimensional de Laplace uxx + Uyy + uz- = 0. 


Demuestre que cada una de las funciones siguientes es una 
solución de la ecuación de onda u,, = a%u.,. 

(a) u = seníkx) sení(akt) (b) u = t/(at? — x°) 
(c) u = (x — atf + (x + añ! 

(d) u = sen(x — at) + In(x + at) 


Si f y g son funciones dos veces derivables de una variable, 
demuestre que la función 


ulx, 1) = f(x + at) + g(x — at) 


es una solución de la ecuación de onda dada en el ejercicio 78. 
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80. 


81. 


82. 


83. 


84. 


85. 


86. 
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Si u = e tar +t +4 x donde aj + af +... 
demuestre que 


22 2 2 
du ou , , du 


ox? dx? ox? 
La ecuación de difusión 
de  _ dc 
ðt dx? 


donde D es una constante positiva, describe la difusión de 
calor a través de un sólido, o la concentración de un con- 
taminante en el momento í a una distancia x de la fuente de 
contaminación, o la invasión por una especie extraña de un 
nuevo hábitat. Verifique que la función 

1 


clx, t) = —— e 


y4rDt 


es una solución de la ecuación de difusión. 


—x?/ (4D) 


La temperatura en un punto (x, y) en una placa metálica plana 
está dada por T(x, y) = 60/(1 + x? + y?), donde T se mide 
en °C y x, y en metros. Encuentre la razón de cambio de la 
temperatura con respecto a la distancia en el punto (2, 1) en 
(a) la dirección de x y (b) la dirección de y. 


La resistencia total R producida por tres conductores con 
resistencias R¡, Rə, R, conectadas en un circuito eléctrico 
paralelo está dada por la fórmula 


h 
h 
n 


Determine ðR/ðR,. 


Demuestre que la función de producción de Cobb-Douglas 
P — bL“K? satisface la ecuación 


= (a + B)P 
E A 
Demuestre que la función de producción de Cobb-Douglas 
satisface P(L, Ko) = C¡(Ko)L* resolviendo la ecuación 
diferencial 


dP _ P 
dL “E 


(Véase la ecuación 6.) 


Cobb y Douglas usaron la ecuación P(L, K) = 1.012%” K?” 

para modelar la economía estadounidense de 1899 a 1922, 

donde L es la cantidad de mano de obra y K la cantidad de 

capital. (Véase el ejemplo 14.1.3.) 

(a) Calcule P, y Px. 

(b) Determine la productividad marginal del trabajo y la 
productividad marginal de capital en el año 1920, cuando 
L = 194 y K = 407 (en comparación con los valores 
asignados L = 100 y K = 100 en 1899). Interprete los 
resultados. 


(c) En el año 1920, ¿qué habría beneficiado más a la producción: 


un aumento en la inversión de capital o un aumento en el 
gasto de mano de obra? 


87. La ecuación de Van der Waals para n moles de un gas es 


n?a 
(> } y jv nb) = nRT 


donde P es la presión, V el volumen y T la temperatura del 

gas. La constante R es la constante de gas universal y a y b 
son constantes positivas características de un gas particular. 
Calcule ðT/ðP y ðP/ðV. 


88. La ley del gas para una masa fija m de un gas ideal a 
temperatura T, presión P y volumen absolutos V es 
PV = mRT, donde R es la constante de gas. Demuestre que 
ðP oV oT — 


— H] 


IV 0T ðP 
89. Para el gas ideal del ejercicio 88, demuestre que 


ðP ðV 
=5 = mR 
oT OT 


90. El índice de viento-frío es modelado por la función 
W = 13.12 + 0.6215T — 11.370%'% + 0.3965T0"'* 


donde T es la temperatura (°C) y v la velocidad del viento 
(km/h). Cuando T = -15 °C y v = 30 km/h, ¿cuánto se 
esperaría que se reduzca la temperatura aparente W si la tem- 
peratura real disminuye 1 °C? ¿Y si la velocidad del viento 
aumenta 1 km/h? 


91. Un modelo para el área de un cuerpo humano está dado 
por la función 


S = f(w, h) = 0.1091 p07 


donde w es el peso en libras, h la altura en pulgadas y S se 
mide en pies cuadrados. Calcule e interprete las derivadas 
parciales. 


ONY ONY 
(a) —— (160, 70) (b) — (160, 70) 
ðw ðh 


92. Una de las leyes de Poiseuille establece que la resistencia 
a la circulación de la sangre por una arteria es 


L 
R= =p 


r 


donde L y r son la longitud y radio de la arteria y C una 


constante positiva determinada por la viscosidad de la sangre. 


Calcule ðR/ðL y 9R/0r e interprételas. 


93. En el proyecto de la página 344 se expresa la fuerza que 
necesita un ave durante su modo de aleteo como 


P B(mg/xy 
v 


P(v, x, m) = Av? 


donde A y B son constantes específicas de una especie de ave, 


v la velocidad del ave, m la masa del ave y x la fracción del 
tiempo de vuelo pasada utilizado en modo de aleteo. Calcule 
ðP/ðv, 0P/0x, y ƏP/ðm e interprételas. 


927 


SECCIÓN 14.4 Planos tangentes y aproximaciones lineales 


94. La energía promedio E (en kcal) que necesita un lagarto (b) Encuentre 97/01. ¿Cuál es su significado físico? 
para caminar o correr una distancia de un kilómetro ha sido (c) Demuestre que T satisface la ecuación de calor 
modelada por la ecuación T, = kT., para cierta constante k. 

3 (d) Sià = 0.2, To = 0, y T, = 10, use una computadora 
E(m, v) = 2.65m"% + 35m” para graficar T(x, t). l , 
v (e) ¿Cuál es el significado físico del término —Ax en la 
expresión sen(wí — Ax)? 
donde m es la masa corporal del lagarto en gramos y y su 
velocidad en km/h. Calcule E,,(400, 8) y E,(400, 8) 101. Use el teorema de Clairaut para demostrar que si las 


95. 


e interprete sus respuestas. 
Fuente: C. Robbins, Wildlife Feeding and Nutrition, 2a. ed. (San Diego, 
Academic Press, 1993). 


La energía cinética de un cuerpo con masa m y velocidad v 
Í 
es K = 5 mv’. Demuestre que 


102. 


derivadas parciales de tercer orden de f son continuas, 
entonces 


Fos = fosy = Sy 


(a) ¿Cuántas derivadas parciales de n-ésimo orden tiene 
una función de dos variables? 


za ok =K (b) Si todas esas derivadas parciales son continuas, ¿cuántas 
dm ðv” de ellas pueden ser distintas? 
96. Sia, b, c son los lados de un triángulo y A, B, C los ángulos (c) Responda la pregunta del inciso (a) para una función de 
opuestos, determine 94 /%a, 9A/0b, ðA/ðc por derivación tres variables. 
implícita de la ley de los cosenos. 103. Si 


97. 


98. 


Se dice que hay una función f cuyas derivadas parciales son 
fix, y) =x + 4y y f(x, y) = 3x — y. ¿Debería creerlo? 


El paraboloide z = 6 — x — x? — 2y? interseca el plano 

x = 1 en una parábola. Determine ecuaciones paramétricas 
para la recta tangente a esta parábola en el punto (1, 2, — 4). 
Use una computadora para graficar el paraboloide, la 


fa, y) = x(x? + yy gon 


determine f.(1, 0). [Sugerencia: en lugar de determinar primero 
fx, y), advierta que es más fácil usar la ecuación 1 o la 
ecuación 2.] 


i 104. Si f(x, y) = Yx? + y?, determine f,(0, 0). 
parábola y la recta tangente en la misma pantalla. 
99. El elipsoide 4x? + 2y? + z? = 16 interseca el plano y = 2 105; Sea 
en una elipse. Determine ecuaciones paramétricas para la xy — xy? i (x,y) + (0,0) 
recta tangente a esta elipse en el punto (1, 2, 2). fay = +y 0 z 
100. En un estudio de penetración de la escarcha se descubrió 0 si (x, y) = (0, 0) 
que la temperatura T en el tiempo 1 (medido en días) a una re U d ñ 
profundidad x (medida en metros) puede modelarse con la la) Use bane computadora para graficar f. 
función (b) Determine f(x, y) y f(x, y) cuando (x, y) + (0, 0). 
(c) Determine f:(0, 0) y £,(0, 0) usando las ecuaciones 2 y 3. 
T(x, ft) = To + Tie *"senlot — Ax) (d) Demuestre que £,,(0, 0) = —1 y fx(0, 0) = 1. 
En (e) ¿El resultado del inciso (d) contradice el teorema 


donde w = 27/365 y A es una constante positiva. 
(a) Encuentre 97/0x. ¿Cuál es su significado físico? 


14.4 Planos tangentes y aproximaciones lineales 


de Clairaut? Use gráficas de fa y fx para ilustrar su 
respuesta. 


Una de las ideas más importantes en el cálculo de una variable es que al acercarse a un 
punto en la gráfica de una función derivable, la gráfica se vuelve indistinguible de su recta 
tangente y se puede aproximar la función mediante una función lineal. (Véase la sección 
3.10.) Aquí se desarrollarán ideas similares en tres dimensiones. Al acercarse a un punto 
en una superficie que es la gráfica de una función derivable de dos variables, la superfi- 
cie parece cada vez más un plano (su plano tangente) y se puede aproximar la función 
mediante una función lineal de dos variables. También se prolonga esta idea de una dife- 
rencial a funciones de dos o más variables. 
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FIGURA 1 
El plano tangente contiene las rectas 
tangentes T; y T2. 


Nótese la semejanza entre la 
ecuación de un plano tangente 
y la ecuación de una recta tangente: 


y — yo = f'(xo)(x — xo) 


E Planos tangentes 


Suponga que una superficie S tiene la ecuación z = f(x, y), donde f tiene primeras deriva- 
das parciales continuas y sea P(xo, Yo, Zo) un punto en S. Como en la sección precedente, 
sean C; y C; las curvas obtenidas de la intersección de los planos verticales y = yo y x = Xo 
con la superficie S. Así, el punto P reside tanto en Cı como en C2. Sean T; y T, las rectas 
tangentes a las curvas C; y C en el punto P. Entonces el plano tangente a la superficie S 
en el punto P se define como el plano que contiene a ambas rectas tangentes T; y Tə. 
(Véase la figura 1.) 

En la sección 14.6 se verá que si C es cualquier otra curva que reside en la superficie S 
y pasa por P, su recta tangente en P también reside en el plano tangente. Por tanto, el 
plano tangente a $ en P puede concebirse como compuesto por todas las posibles rectas 
tangentes en P a curvas que residen en S y pasan por P. El plano tangente en P es el plano 
que aproxima más certeramente la superficie S cerca del punto P. 

Se sabe por la ecuación 12.5.7 que cualquier plano que pasa por el punto P(xo, yo, Zo) 
tiene una ecuación de la forma 


A(x — xo) + Bly — yo) + C(z — zo) = 0 


Al dividir esta ecuación entre C y conceder que a = —A/C y b = —B/C, se puede escri- 
bir en la forma 
(1) Z= 2 = alx z Xo) + d(y Yo) 


Si la ecuación 1 representa el plano tangente en P, su intersección con el plano y = yo 
debe ser la recta tangente T,. La inclusión de y = y, en la ecuación 1 da 


z= = alx — xo) donde y = yo 


y se reconoce esta como la ecuación (en forma punto-pendiente) de una recta con pen- 
diente a. Pero por la sección 14.3 se sabe que la pendiente de la tangente T, es f:(xo, yo). 
Por tanto, a = f.(Xo, yo). 

De igual forma, si se traslada x = xy en la ecuación 1 se obtiene z — zy = b(y — yo), lo 
que debe representar a la recta tangente T», así que b = fi(Xo, yo). 


(2) Suponga que f tiene derivadas parciales continuas. Una ecuación del plano tan- 
gente a la superficie z = f(x, y) en el punto P(xo, Yo, Zo) es 


Z — Zo = filxo, yo)(x — xo) + fi(xo, yo)(y — yo) 


EJEMPLO 1 Determine el plano tangente al paraboloide elíptico z = 2x? + y? en el 
punto (1, 1, 3). 


SOLUCIÓN Sea f(x, y) = 2x? + y’. Entonces, 
F(x, y) = 4x Hx y) = 2y 
£(1,1)=4 ¿41,10)=2 

Así, (2) da la ecuación del plano tangente en (1, 1, 3) como 
z-3=4(x- 1) +2(y- 1) 

o z=4x+2y-3 E 


La figura 2(a) muestra el paraboloide elíptico y su plano tangente en (1, 1, 3) que se 
halla en el ejemplo 1. En las partes (b) y (c) se acerca al punto (1, 1, 3) restringiendo el 


Visual 14.4 muestra una anima- 


ción de las figuras 2 y 3. 
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dominio de la función f(x, y) = 2x? + y”. Observe que cuanto más se acerca, más plana 
parece la gráfica y más se asemeja a su plano tangente. 


FIGURA 2 El paraboloide elíptico parece coincidir con su plano tangente cuando se acerca a (1, 1, 3). 


FIGURA 3 Acercamiento 
a (1, 1) en un mapa de 
contorno de 

fay) = 20 + y 


1 


0.5 


En la figura 3 se corrobora esta impresión al acercarse al punto (1, 1) en un mapa de 
contorno de la función f(x, y) = 2x? + y?. Adviértase que cuanto más se acerca, las curvas 
de nivel se parecen cada vez más a rectas paralelas igualmente espaciadas, lo cual es 
característico de un plano. 


1.2 1.05 


3 
Y 
NN \ 
\ 15 1.2 1.05 


0.8 0.95 


E Aproximaciones lineales 


En el ejemplo 1 se determinó que una ecuación del plano tangente a la gráfica de la fun- 
ción f(x,y) = 2x? + y? en el punto (1, 1, 3) es z = 4x + 2y — 3. Por tanto, en vista de la 
evidencia visual en las figuras 2 y 3, la función lineal de dos variables 


L(x, y) = 4x + 2y — 3 


es una aproximación satisfactoria a f(x, y) cuando (x, y) está cerca de (1, 1). La función 
L se llama linealización de fen (1, 1) y la aproximación 


f(x,y) = Ax + 2y — 3 


se llama aproximación lineal o aproximación del plano tangente de fen (1, 1). 
Por ejemplo, en el punto (1.1, 0.95) la aproximación lineal da 


f(1.1, 0.95) = 4(1.1) + 2(0.95) — 3 = 3.3 
lo cual está muy cerca del valor real de f (1.1, 0.95) = 2(1.1)? + (0.95)? = 3.3225. Pero 


se toma un punto más alejado de (1, 1), como (2, 3), ya no se obtiene una aproximación 
satisfactoria. De hecho, L(2, 3) = 11, mientras que f(2, 3) = 17. 
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FIGURA 4 


Fx, y) = == si (x, y) # (0, 0), 
X Py 
f(0,0)=0 


Esta es la ecuación 3.4.7. 


En general, se sabe por (2) que una ecuación del plano tangente a la gráfica de una fun- 
ción f de dos variables en el punto (a, b, f (a, b)) es 


z = fla, b) + f(a, bx — a) + f(a, bMy — b) 
La función lineal cuya gráfica es este plano tangente, a saber 
(3) L(x, y) = fla, b) + f(a, b)(x — a) + f(a, Py — b) 
se llama linealización de fen (a, b) y la aproximación 
[4] f(x, y) ~ fla, b) + fla, Dx = a) + fila, by — b) 


se llama aproximación lineal o aproximación del plano tangente de fen (a, b). 

Se han definido planos tangentes para superficies z = f(x, y), donde f tiene primeras 
derivadas parciales continuas. ¿Qué sucede si f, y f, no son continuas? La figura 4 pre- 
senta esa función; su ecuación es 


xy 
fœ» =] + y? 
0 si (x, y) = (0, 0) 


si (x, y) + (0, 0) 


Se puede verificar (véase el ejercicio 46) que sus derivadas parciales existen en el origen 
y que, de hecho, £.(0, 0) = 0 y f (0, 0) = 0, pero que f. y f, no son continuas. La aproxi- 
mación lineal sería f(x, y) = 0, pero f(x, y) = 4 en todos los puntos en la recta y = x. 
Así, una función de dos variables puede desviarse pese a que sus dos derivadas parciales 
existan. Para eliminar este comportamiento, formule la idea de una función derivable de 
dos variables. 

Recuérdese que para una función de una variable, y = f(x), si x cambia de aa a + Ax, 
se define el incremento de y como 


Ay = f(a + Ax) — f(a) 
En el capítulo 3 se demostró que si f es derivable en a, entonces 


[5] Ay = f'(a) Ax + £ Ax donde s > 0 cuando Ax => 0 


Considérese ahora una función de dos variables, z = f(x, y), y suponga que x cambia 
de aaa + Ax y que y cambia de b a b + Ay. El incremento de z correspondiente es 


[6] z = fla + Ax, b + Ay) — f(a, b) 


Así, el incremento Az representa el cambio de valor de f cuando (x, y) cambia de (a, b) a 
(a + Ax, b + Ay). Por analogía con (5), se define la derivabilidad de una función de dos 
variables como sigue. 


Definición Siz = f(x, y), f es derivable en (a, b) si Az puede expresarse en la 
forma 


Az = f(a, b) Ax + f(a, b) Ay + e¡ Ax + e, Ay 


donde e, y £2 > 0 cuando (Ax, Ay) — (0, 0). 


La definición 7 establece que una función derivable es aquella para la que la aproxi- 
mación lineal (4) es una aproximación satisfactoria cuando (x, y) está cerca de (a, b). Es 
decir, el plano tangente aproxima la gráfica de f muy cerca del punto de tangencia. 


El teorema 8 se demuestra en el 
apéndice F. 


La figura 5 muestra las gráficas 
de la función f y la linealización 
L usadas en el ejemplo 2. 


FIGURA 5 
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A veces es difícil usar la definición 7 directamente para comprobar la derivabilidad de 
una función, pero el teorema siguiente ofrece una condición cómoda suficiente para la 
derivabilidad. 


Teorema Si las derivadas parciales f, y f, existen cerca de (a, b) y son continuas 
en (a, b), entonces f es derivable en (a, b). 


EJEMPLO 2 Demuestre que f (x, y) = xe” es derivable en (1, 0) y determine su linea- 
lización ahí. Luego úsela para aproximar f(1.1, — 0.1). 


SOLUCIÓN Las derivadas parciales son 
A) =P +ayer Gy) = e" 
f(1, 0) = 1 fy(1, 0) = 1 


Tanto f, y como f,son funciones continuas, así que f es derivable por el teorema 8. La 
linealización es 


L(x, y) = f0, 0) + A0, O)(x — 1) + £:(1, 0)(y — 0) 
=1+l(x-D)+1:y=x+y 


La correspondiente aproximación lineal es 


xe” =x>+y 
así que $f01.1, 0.1) = 1.1 — 0.1 =1 
Compare esto con el valor real de f(1.1, —0.1) = 1.1e 7% =~ 0.98542. E 


EJEMPLO 3 Al principio de la sección 14.3 se analizó el humidex (temperatura perci- 
bida) Z como una función de la temperatura real T y la humedad relativa H y se formuló 
la tabla de valores siguiente. 


Humedad relativa (%) 


H| 40 45 50 55 60 65 70 75 80 


26 28 28 29 31 31 32 33 34 35 


28 31 32 33 34 35 36 37 38 39 


Temperatura 


real CC) 30 34 35 36 37 38 40 41 42 43 


32 37 38 39 41 42 43 45 46 47 


34 41 42 43 45 47 48 49 51 52 


36 43 45 47 48 50 51 53 54 56 


Determine una aproximación lineal para el humidex Z = f(T, H) cuando T está cerca de 
30 °C y H de 60%. Úsela para estimar el humidex cuando la temperatura es de 31 °C y 
la humedad relativa de 62%. 


SOLUCIÓN En la tabla se lee que (30, 60) = 38. En la sección 14.3 se usaron los 
valores tabulares para estimar que fr (30, 60) = 1.75 y fa(30, 60) = 0.3. (Véase las 
páginas 912-913.) Así, la aproximación lineal es 
f(T, H) ~ f(30, 60) + fr (30, 60)(T — 30) + fa(30, 60)(H — 60) 
= 38 + 1.75(T — 30) + 0.3(H — 60) 
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1) 


e dx=Ax 


0 a 
recta tangente 


a+ Ax 


y= fla) + f'(ax— a) 


FIGURA 6 


FIGURA 7 


En particular, 
f(31, 62) = 38 + 1.75(1) + 0.3) = 40.35 
Por tanto, cuando T = 31 *C y H = 62%, el humidex es 


I = 40,4*C E 


E Diferenciales 


Para una función derivable de una variable, y = f(x), se define la diferencial dx como 
la variable independiente; es decir, dx puede tener el valor de cualquier número real. La 
diferencial de y se define entonces como 


[9] dy = f'(x) dx 


(Véase la sección 3.10.) La figura 6 muestra la relación entre el incremento Ay y la 
diferencial dy: Ay representa el cambio de altura de la curva y = f(x) y dy representa el 
cambio de altura de la recta tangente cuando x cambia por una cantidad dx = Ay. 

Para una función derivable de dos variables, z = f(x, y), se definen las diferencia- 
les dx y dy como las variables independientes; es decir, pueden recibir cualquier valor. 
Entonces la diferencial dz, también llamada diferencial total, se define mediante 


ðZ ðZ 
dz = f(x, y) dx + f(x, y) dy = — dx + — dy 
ôx 0y 


(Compare con la ecuación 9.) A veces se usa la notación df en lugar de dz. 
Si se toma dx = Ax = x — a y dy = Ay = y — b de la ecuación 10, la diferencial de 
zes 


dz = fla, b)(x — a) + f(a, b)(y — b) 
Así, en la notación de las diferenciales, la aproximación lineal (4) puede escribirse como 
Fx, y) ~ fla, b) + dz 


La figura 7 es la contraparte tridimensional de la figura 6 y muestra la interpretación 
geométrica de la diferencial dz y el incremento Az: dz representa el cambio de altura del 
plano tangente, mientras que Az representa el cambio de altura de la superficie z = f(x, y) 
cuando (x, y) cambia de (a, b) a (a + Ax, b + Ay). 


eN (a+ Ax, b + Ay, f(a + Ax, b + Ay)) 


superficie z = f(x, y) 


+ fla, b) 


== 
Y >y 


fabril 2 
> YO + Ax, b + Ay, 0) 
x 
(a, b, 0) Ay=dy 


plano tangente 
z= f(a, b) = f(a, b)(x = a) + f,(a, b)(y = b) 


En el ejemplo 4, dz está cerca de 

Az porque el plano tangente es una 
aproximación satisfactoria de la 
superficie z = x? + 3xy — y? cerca 
de (2, 3, 13). (Véase la figura 8.) 


FIGURA 8 
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EJEMPLO 4 
(a) Siz = f(x, y) = xX + 3xy — y?, determine la diferencial dz. 
(b) Si x cambia de 2 a 2.05 y y cambia de 3 a 2.96, compare los valores de Az y dz. 


SOLUCIÓN 
(a) La definición 10 da 


Z ðz 
dz = dx + dy = (2x + 3y) dx + (3x — 2y) dy 
ox dy 


(b) Al poner x = 2, dx = Ax = 0.05, y = 3, y dy = Ay = —0.04 se obtiene 


dz = [2(2) + 3(3)]0.05 + [3(2) — 2(3) (20.04) = 0.65 


N 


El incremento de z es 


z = f(2.05, 2.96) — f(2, 3) 
= [(2.05)? + 3(2.05)(2.96) — (2.96)}] — [2? + 3(2)(3) — 3?] 
= 0.6449 


Nótese que Az = dz , pero dz es más fácil de calcular. A 


EJEMPLO 5 El radio de la base y la altura de un cono circular recto se miden 
como 10 cm y 25 cm, respectivamente, con un posible error de medición de hasta 
0.1 cm en cada uno. Use diferenciales para estimar el error máximo en el volumen 
calculado del cono. 


SOLUCIÓN El volumen V de un cono con radio de la base r y altura h es V = 1rr?h/3. 
Así, la diferencial de V es 


oV oVv 21rrh nmr’ 
dV = dr + dh = dr + dh 
ðr ðh 3 3 


Como cada error es a lo sumo de 0.1 cm, se tiene | Ar| < 0.1, | Ah | < 0.1. Para esti- 
mar el mayor error en el volumen se toma el error mayor en la medición de r y h. Así, 
se toma dr = 0.1 y dh = 0.1 junto con r = 10, h = 25. Esto da 


_ 5007 1007 


dV 3 (0.1) 4 3 (0.1) = 207 


Así, el error máximo en el volumen calculado es de alrededor de 2077 cm? ~ 63 cm. E 


E Funciones de tres o más variables 


Aproximaciones lineales, derivabilidad y diferenciales pueden definirse en forma 
similar para funciones de más de dos variables. Una función derivable se define 
mediante una expresión similar a la de la definición 7. Para esas funciones la apro- 
ximación lineal es 


f(x,y,z) = fla, b, c) + fla, b,c Mx — a) + fila, b, My — b) + fla, b, cMz — c) 


y la linealización L(x, y, z) es el miembro derecho de esta expresión. 
Si w = f(x, y, z), el incremento de w es 


Aw = f(x + Ax, y + Ay,z + Az) — f(x, y, z) 
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La diferencial dw se define en términos de las diferenciales dx, dy y dz de las variables 
independientes mediante 


EJEMPLO 6 Las dimensiones de una caja rectangular se miden en 75 cm, 60 cm y 40 cm 
y cada medida es correcta con un margen de error de 0.2 cm. Use diferenciales para 
estimar el mayor error posible cuando el volumen de la caja se calcula a partir de estas 
medidas. 


SOLUCIÓN Si las dimensiones de la caja son x, y y z, su volumen es V = xyz, así que 


oV oV oV 
dV = dx + dy + dz = yz dx + xz dy + xy dz 
0x dy 0z 


Se dio que |Ax| < 0.2, | Ay| < 0.2, y | Az] < 0.2. Para estimar el mayor error en el 
volumen, se usa por tanto dx = 0.2, dy = 0.2 y dz = 0.2 junto con x = 75, y = 60 y 
z = 40: 


AV = dV = (60)(40)(0.2) + (75)(40)(0.2) + (75)(60)(0.2) = 1980 
Así, un error de solo 0.2 cm en la medición de cada dimensión podría conducir a jun 


error de aproximadamente 1 980 cm’ en el volumen calculado! Este podría parecer un error 
considerable, pero es de apenas alrededor de 1% del volumen de la caja. a 


1-6 Determine una ecuación del plano tangente a la superficie plano tangente.) Acérquese después hasta que la superficie 


dada en el punto especificado. 


l.z=2x? + y? — 5y, 


2. z= 


w 
N 
II 


(2, 3, 3) 


Vay. (1,1,1) 


y el plano tangente se vuelvan indistinguibles. 


1 + cos’(x- y) [mnr 17 
9. Xx, y) = > mE > > 
Fu y 1 + cos(x + y) 3 6 7) 


10. fix y) = Alla + Vy + xy), (1, 1, 30%) 


11-16 Explique por qué la función es derivable en el punto dado. 
Determine después la linealización L(x, y) de la función en ese 
punto. 


11. f(x, y) = 1 + xln(xy — 5), (2,3) 
12. f(x, y) = Vxy, (1,4) 


FE 7-8 Grafique la superficie y el plano tangente en el punto dado. 
(Elija el dominio y punto de vista de tal forma que obtenga una 


vista satisfactoria tanto de la superficie como del plano tangente.) 13. f(x, y) = xe, (1,0) 


Acérquese después hasta que la superficie y el plano tangente se 
vuelvan indistinguibles. 


x 
N 
| 


go 
N 
II 


x + xy + 3y’, 


V9 + x?y?, (2,2,5) 


l+y 
1+x 
15. f(x, y) = 4arctan(xy), (1, 1) 


16. f(x, y) = Vx +e*, (3,0) 


14. f(x, y) = (1, 3) 


En 9-10 Dibuje la gráfica de f y su plano tangente en el punto dado. 
(Use su sistema algebraico computacional tanto para calcular las y=1 
derivadas parciales como para graficar la superficie y su x+1 


17-18 Verifique la aproximación lineal en (0, 0). 


17. e*cos(xy) =x +1 18. = + y=1 


19. 


21 


22. 


Velocidad del viento (km/h) 


23. 


24. 


Temperatura real (°C) 


Dado que fes una función derivable con (2, 5) = 6, 
f.Q2,5) = 1, y f, (2, 5) = —1, use una aproximación lineal 
para estimar (2.2, 4.9). 


. Halle la aproximación lineal de la función 


f(x,y) = 1 — xy cos 7y en (1, 1) y úsela para aproximar 
$(1.02, 0.97). Ilustre graficando f y el plano tangente. 


. Halle la aproximación lineal de la función 


f(x,y,z) = yx? + y? + z? en (3, 2, 6) y úsela para 


aproximar el número /(3.02)? + (1.97)? + (5.99)?. 


La altura de las olas h en mar abierto depende de la velo- 
cidad v del viento y el tiempo f durante el cual el viento ha 
soplado a esa velocidad. Valores de la función h = f(v, f) 

se registran en metros en la tabla siguiente. Use la tabla 
para determinar una aproximación lineal de la función 

de altura de las olas cuando v está cerca de 80 km/h y 1 está 
cerca de 20 horas. Luego estime la altura de las olas cuando 
el viento ha soplado durante 24 horas a 84 km/h. 


Duración (horas) 


r t 5 10 15 20 30 40 50 
40 1.5 232 24 23 2.1 2.8 2.8 
60 2.8 4.0 4.9 5.2 53 5.8 359. 
80 4.3 6.4 17 8.6 95 | 10.1 | 102 

100 5.8 89 | 110 | 122 | 138 | 147 | 153 

120 74 113 | 144 | 166 | 190 | 205 | 21.1 


Use la tabla del ejemplo 3 para determinar una aproximación 
lineal de la función de humidex cuando la temperatura se 
acerca a los 32 °C y la humedad relativa es cercana a 65%. 
Estime después el humidex cuando la temperatura es de 33 °C 
y la humedad relativa de 63%. 


El índice de viento-frío W es la temperatura percibida cuando 
la temperatura real es T y la velocidad del viento es v, así que 
se puede escribir W = f (T, v). La tabla de valores siguiente 
es un fragmento de la tabla 1 de la sección 14.1. Úsela para 
determinar una aproximación lineal de la función del índice 
de viento-frío cuando T se acerca a —15 °C y v se acerca a 

50 km/h. Estime después el índice de viento-frío cuando la 
temperatura es de -17 *C y la velocidad del viento es de 

55 km/h. 


Velocidad del viento (km/h) 


v 20 30 40 50 60 70 


10 18 20 21 22 23 23 


15 24 26 27 29 30 30 


20 30 33 34 35 36 37 


25 37 39 41 42 43 44 


SECCIÓN 14.4 Planos tangentes y aproximaciones lineales 


25-30 Determine la diferencial de las siguientes funciones. 


25. 7 =e cos 211 26. u = yx? + 3y? 
s PE] v 
27. m= pg 28. T = ———— 
1 + uvw 
29. R = aß?’ cos y 30. L=xze "" 
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31. Siz = 5x2 + y y (x, y) cambia de (1, 2) a (1.05, 2.1), 
compare los valores de Az y dz. 


32. Siz =x? — xy + 3y y (x, y) cambia de (3, —1) a 


(2.96, -0.95), compare los valores de Az y dz. 
33. 


La longitud y ancho de un rectángulo se miden como 30 cm 


y 24 cm, respectivamente, con un error de medición de, a lo 
sumo, 0.1 cm en cada uno. Use diferenciales para estimar el 


error máximo en el área calculada del rectángulo. 


34. 


Use diferenciales para estimar la cantidad de metal en una 


lata cilíndrica cerrada de 10 cm de alto y 4 cm de diámetro 
si el metal en la tapa y el fondo es de 0.1 cm de grosor y el 


metal en los lados es de 0.05 cm de grosor. 


35. 


estaño es de 0.04 cm de grosor. 


36. El índice de viento-frío es modelado por la función 


W = 13.12 + 0.6215T — 11.370%'% + 0,3965T4"'% 


Use diferenciales para estimar la cantidad de estaño en una 
lata cerrada con diámetro de 8 cm y altura de 12 cm si el 


donde T es la temperatura (en °C) y v la velocidad del viento 
(en km/h). La velocidad del viento se mide en 26 km/h, con 
un posible error de +2 km/h, y la temperatura se mide en 


-11 °C, con un posible error de +1 °C. Use diferenciales 
para estimar el error máximo en el valor calculado de W 


debido a los errores de medición en Tyv. 


37. La tensión T en la cuerda del yo-yo de la figura es 


mgR 
2r? + R? 


donde m es la masa del yo-yo y g la aceleración ejercida por 
la gravedad. Use diferenciales para estimar el cambio en la 
tensión si R aumenta de 3 cm a 3.1 cm y r aumenta de 0.7 cm 


a 0.8 cm. ¿La tensión aumenta o disminuye? 


TA 


38. 


La presión, volumen y temperatura de un mol de un gas ideal 


están relacionados por la ecuación PV = 8.317, donde P se 
mide en kilopascales, V en litros y T en grados Kelvin. Use 
diferenciales para hallar el cambio aproximado en la presión 


si el volumen aumenta de 12 La 12.3 L y la temperatura 


disminuye de 310 K a 305 K. 
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39. Si R es la resistencia total de tres resistores, conectados r(t) = (2 + 3t, 1 — t,3 — 4t + t°) 
en paralelo, con resistencias R,, R2, R3, entonces 


ra(u) = (1 + u’, 2u? — 1,2u + 1) 


o A a ¿o residen en S. Determine una ecuación del plano tangente en P. 


43-44 Demuestre que la función es derivable encontrando valores 


Si las resistencias se miden en ohms como R, = 25 Q, de €, y €» que satisfagan la definición 7. 


R,=400, y Ra =500, con un posible error de 0.5% en 43. f(xy) =x +y? 44. flx, y) = xy — 5y? 
cada caso, estime el error máximo en el valor calculado de R. 
40. Un modelo para el área de un cuerpo humano está dado por 
S = 72.09w"*Bp7%, donde w es el peso (en kilogramos), 45. Compruebe que si f es una función de dos variables derivable 
h la altura (en centímetros) y $ se mide en centímetros en (a, b), fes continua en (a, b). 
cuadrados. Si los errores de medición de w y h son a lo Sugerencia: demuestre que 
sumo de 2%, use diferenciales para estimar el máximo error ' 
5 lím fla + Ax, b + Ay) = f(a, b) 
porcentual en el área calculada. (Ax, Ay)—> (0,0) * j 
41. En el ejercicio 14.1.39 y el ejemplo 14.3.3, el índice de masa 46. (a) La función 


corporal de una persona se definió como B(m, h) = m/7?, 
donde m es la masa en kilogramos y h la altura en metros. 


(a) ¿Cuál es la aproximación lineal de B(m, h) para un niño xy i( + (0,0) 
con masa de 23 kg y altura de 1.10 m? fay) =3 2 + y? si (x, y) + (0, 

(b) Si la masa del niño aumenta 1 kg y la altura 3 cm, use la 0 si (x, y) = (0, 0) 
aproximación lineal para estimar el nuevo IMC. Compare 
con el nuevo IMC real, fue graficada en la figura 4. Demuestre que f, (0, 0) y 

42. Suponga que debe conocer una ecuación del plano tangente $, (0, 0) existen pero que f no es derivable en (0, 0). 
a la superficie S en el punto P(2, 1, 3). No tiene una ecuación [Suger encia: use el resultado del Ejercicio 45.] 
para S, pero sabe que las curvas (b) Explique por qué f. y fy no son continuas en (0, 0). 


PROYECTO DE APLICACIÓN EL SPEEDO LZR RACER 


Muchos avances tecnológicos han ocurrido en los deportes que han contribuido a un mejor 
desempeño atlético. Uno de los más conocidos es el lanzamiento, en 2008, del Speedo LZR 
Racer. Se dijo entonces que este traje de baño de cuerpo entero reducía la fricción de un nadador 
en el agua. La figura 1 muestra el número de récords mundiales rotos en eventos de natación de 
estilo libre y carrera larga para hombres y mujeres entre 1990 y 2011.' El drástico incremento en 
2008, cuando se lanzó ese traje de baño, llevó a algunas personas a sostener que esos trajes eran 
una forma de doping tecnológico. Como consecuencia, todos los trajes de baño de cuerpo entero 
fueron prohibidos en competencias a partir de 2010. 


YA A 
18 1 m Mujeres 
= 6 + EE Hombres a 
E | 
AL 
S E 104 — i 
EB gl — a 7 
Zm °l a S j A 
-a E E 
i H H E ' ' } H ¿ML A A , My 
1990 1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010 


FIGURA 1 Número de récords mundiales impuestos en eventos de natación de estilo libre y carrera larga 
para hombres y mujeres, 1990-2011 


Quizá sorprenda que una simple reducción de fricción pueda tener un efecto tan importante en el 
rendimiento. Para hacernos una idea, se puede usar un modelo matemático simple.? 


1. L. Foster et al. “Influence of Full Body Swimsuits on Competitive Performance”, Procedia 
Engineering 34 (2012): 712-717. 
2. Adaptado de http://plus.maths.org/content/swimming. 


Cortesía de O Speedo y ANSYS, Inc. 
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La velocidad y de un objeto propulsado en el agua está dada por 


173 
v(P, C) = (22) 


donde P es la potencia usada para propulsar el objeto, C el coeficiente de fricción y k una cons- 
tante positiva. Así, los atletas pueden aumentar su velocidad al nadar aumentando su potencia o 
reduciendo sus coeficientes de fricción. Pero, ¿qué tan efectivo es cada uno de estos factores? 


Para comparar el efecto de aumentar la potencia contra el de reducir la fricción, es necesa- 


rio comparar de alguna manera ambos factores en unidades comunes. El enfoque más común 


es 


determinar el cambio porcentual en velocidad que resulta de un cambio porcentual dado en 


potencia y fricción. 


Si se trabaja con porcentajes como fracciones, cuando la potencia cambia en una fracción x 


(con x correspondiendo a 100x por ciento), P cambia de P a P + xP. De igual forma, si el coefi- 
ciente de fricción cambia en una fracción y, esto significa que ha cambiado de Ca C + yC. Por 
último, el cambio fraccional en velocidad resultante de ambos efectos es 


1. 


IS 


w 


UA + TAC r VE = WCE 
(1) v(P, C) 


La expresión 1 da el cambio fraccional en velocidad que resulta de un cambio x en potencia y 
un cambio y en fricción. Demuestre que esto se reduce a la función 


EEN 
ly 


Dado el contexto, ¿cuál es el dominio de f? 


Suponga que los posibles cambios en potencia x y fricción y son pequeños. Determine la 
aproximación lineal de la función f(x, y). ¿Qué puede decirse de esa aproximación sobre el 
efecto de un aumento reducido en potencia contra una disminución reducida en fricción? 


Calcule falx, y) y f(x, y). Con base en los signos de estas derivadas, ¿la aproximación lineal 
del problema 2 resulta en una sobrestimación o una subestimación para un aumento en 
potencia? ¿Y para una disminución en fricción? Use su respuesta para explicar por qué, para 
cambios en potencia o fricción no muy pequeños una disminución en fricción es más efectiva. 


Grafique las curvas de nivel de f(x, y). Explique cómo se relacionan las formas de estas curvas 
con sus respuestas a los problemas 2 y 3. 


14.5 La regla de la cadena 


Recuerde que la regla de la cadena para funciones de una variable da la regla para deri- 
var una función compuesta: si y = f(x) y x = g(t), donde f y g son funciones derivables, 
entonces y es indirectamente una función derivable de t y 


al dy _ dy dx 
dt dx dt 


Para funciones con más de una variable, la regla de la cadena tiene varias versiones, 
cada una de las cuales da una regla para derivar una función compuesta. La primera 
versión (teorema 2) se refiere al caso donde z = f(x, y) y cada una de las variables x y 
y es a su vez una función de una variable t. Esto significa que z es indirectamente una 
función de £, z = f (g(t), h(t)) y la regla de la cadena da una fórmula para derivar z como 
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una función de t. Suponga que fes derivable (definición 14.4.7). Recuerde que este es el 
caso cuando f, y f, son continuas (teorema 14.4.8). 


(2) La regla de la cadena (caso 1) Suponga que z = f(x, y) es una función deriva- 
ble de x y y, donde x = g(t) y y = h(t) son funciones derivables de t. Entonces, z es 
una función derivable de t y 


dz of dx 
dt ox dt 


af dy 
dy dt 


COMPROBACIÓN Un cambio de At en £ produce cambios de Ax en x y de Ay en y. 
Esto produce a su vez un cambio de Az en z, y por la definición 14.4.7 se tiene 


10) 10) 
Az = + Lay + e Ax + e, Ay 
Ox dy 


donde £; > 0 e, > 0 cuando (Ax, Ay) —> (0,0). [Si las funciones e, y e, no están defini- 
das en (0, 0), puede definirlas como 0 ahí.] Al dividir ambos miembros de esta ecuación 
entre Az, se tiene 


Az 0f Ax 
At ðx At 


ðf Ay Ax 4 Ay 
ay Aat Pa Ar 


Si ahora se permite que At — 0, entonces Ax = g(t + Af) — g(t) — 0, porque g es deri- 
vable y por tanto continua. De igual forma, Ay — 0. Esto significa a su vez que e, > 0 
y £, 20, así que 


dz lí Az 
a A 
dt  Ai=0 At 


E E i + (a Ji + (y lím 4 
Óx ARSO At dy IE At Neia Ah At AO sE Al At 

_ of dx əf dy | dx 0 dy 
Ox dt dy dt dt ` dt 

_ f dx of dy z 
ox dt ðy dt 


Como se suele escribir ôz/ðx en vez de ðf/ðx, se puede reescribir la regla de la cadena 


A 3 mesita en la forma 
Nótese la semejanza con la definición 


de diferencial: 
0z 


ðZ 
dz = dx + Ž dy 
Ox dy * 


dz 0z dx I 
dt ðx dt 


dz dy 
ðy dt 


EJEMPLO 1 Siz = xy + 3xy*, donde x = sen 2t, y y = cos t determine dz/dt cuando 


t=0. 


SOLUCIÓN La regla de la cadena da 


dz 


dz dx dz dy 


ðx dt dy dt 


= (2xy + 3y9)Q cos 21) + (x? + 12xy*)(=sent) 


FIGURA 1 La curva x = sen2t, 
y= cost 
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No es necesario sustituir las expresiones para x y y en términos de t. Simplemente observe 
que cuando £ = 0, se tiene x = sen 0 = 0 y y = cos 0 = 1. En consecuencia, 


dz 


F = (0 + 3)(2 cos 0) + (0 + 0)(—sen 0) = 6 = 


La derivada del ejemplo 1 puede interpretarse como la razón de cambio de z con 
respecto a £ cuando el punto (x, y) se mueve a lo largo de la curva C con ecuaciones para- 
métricas x = sen 2t, y = cos t. (Véase la figura 1.) En particular, cuando £ = 0, el punto 
(x, y) es (0, 1) y dz/dt = 6 es la razón de incremento cuando se mueve a lo largo de 
la curva C que pasa por (0, 1). Si, por ejemplo, z = T(x, y) = x?y + 3xy* representa la 
temperatura en el punto (x, y), la función compuesta z = T(sen 2t, cos £) representa la tem- 
peratura en los puntos en C y la derivada dz/dt representa la razón en la que la temperatura 
cambia a lo largo de C. 


EJEMPLO 1 La presión P (en kilopascales), volumen V (en litros) y temperatura 

T (en grados Kelvin) de un mol de un gas ideal se relacionan por la ecuación PV = 8.317. 
Determine la razón a la que cambia la presión cuando la temperatura es de 300 K y 
aumenta a razón de 0.1 K/s y el volumen es 100 L y aumenta a razón de 0.2 L/s. 


SOLUCIÓN Si £ representa el tiempo transcurrido en segundos, en el instante dado se 
tiene T = 300, dT/dt = 0.1, V = 100, dV/dt = 0.2. Puesto que 


T 
P =8.31— 
V 


la regla de la cadena da 


dP ƏP dT 0PdV 831 dT 83IT dV 
dt 9T dt 9V dt V dt V? dt 


8.31 8.31(300) 
= 0.1 5 2) = -0.041 
100 W 100* (0a) i 
La presión baja a razón de alrededor de 0.042 kPa/s. El 


Considere ahora la situación en la que z = f(x, y), pero en la que tanto x como y son 
una función de dos variables s y t: x = g(s, £), y = h(s, t). Entonces, z es indirectamente una 
función de s y t y se desea encontrar z/ðs y ðz/ðt. Recuerde que al calcular ðz/ðt se 
mantiene fija s y se calcula la derivada ordinaria de z con respecto a £. Por tanto, se puede 
aplicar el teorema 2 para obtener 


02 _ 0z ðx 0z dy 
ot ox ðt dy ðt 


Un argumento similar es válido para 0z/0s, así que se ha comprobado la versión siguiente 
de la regla de la cadena. 


(3) La regla de la cadena (caso 2) Suponga que z = f(x, y) es una función deriva- 
ble de x y y, donde x = g(s, t) y y = h(s, t) son funciones derivables de s y t. Así pues, 


qa: 1 E DE qa dE 
ðs Ox ðS dy ds ðt Ox ðt ðy ðt 


940 CAPÍTULO 14 Derivadas parciales 


Z 
óz dz 
5 / dy 
x y 
ðx ÓX dy / dy 
ds \ ar os) 1 ot 


S t S t 


FIGURA 2 


xX 


A 
A E: 


u v u v u v u v 


FIGURA 3 


EJEMPLO 3 Siz = æ sen y, donde x = sł y y = s’t, determine 0z/0s y ðz/ðt. 
SOLUCIÓN Aplicando el caso 2 de la regla de la cadena se obtiene 
ðz _ 0z ðx 
ðs Ox ðs 


= te” sen(s*1) + 2ste cos(s?1) 


dz dy 
dy ds 


= (e* sen y)(1?) + (e* cos y)(2st) 


0z 0z 0x 0z 0y > 
= + — = (e* sen y)(2st) + (e* cos y)(s” 
naa Nas + (ecos ls) 


= 2ste" sen(s’t) + s?e* cos(s?1) E 


El caso 2 de la regla de la cadena contiene tres tipos de variables: s y £ son variables 
independientes, x y y se llaman variables intermedias y z es la variable dependiente. 
Nótese que el teorema 3 tiene un término para cada variable intermedia y que cada uno 
de estos términos se asemeja a la regla de la cadena unidimensional de la ecuación 1. 

Para recordar la regla de la cadena serviría dibujar el diagrama de árbol de la figura 2. 
Se trazan ramas de la variable dependiente z a las variables intermedias x y y para indicar 
que z es una función de x y y. Luego se trazan ramas de x y y a las variables independien- 
tes s y t. En cada rama se escribe la correspondiente derivada parcial. Para hallar 9z/0s, 
se encuentra el producto de las derivadas parciales a lo largo de cada trayectoria de z a s 
y después se suman esos productos: 

ðZ 0z ðx 


Os Ox ðs 


dz dy 
dy ds 


En forma similar, se hallan 0z/0f usando las trayectorias de za t. 

Considere ahora la situación general en la que una variable dependiente u es una 
función de n variables intermedias xı, . . . , x,, cada una de las cuales es a su vez una fun- 
ción de m variables independientes tı, . . ., tn. Nótese que hay n términos, uno para cada 
variable intermedia. La comprobación es similar a la del caso 1. 


(4) La regla de la cadena (versión general) Suponga que u es una función deri- 


vable de las n variables xı, x2, . . . , Xn y que cada x; es una función derivable de las m 


variables f;, t, . . . , tm. Entonces, u es una función de t, t, ..., tm y 
du du ðX P du ðxX2 ðU 0X» 
ot; 0X¡ Ot; 0X> Ot; 0X, Ot; 


para cada į = 1, 2, ..., m. 


EJEMPLO 4 Escriba la regla de la cadena para el caso donde w = f(x, y, z, f) y 
x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), y t = t(u, v). 


SOLUCIÓN Se aplica el teorema 4 con n = 4 y m = 2. La figura 3 muestra el diagrama 
de árbol. Aunque no se han escrito las derivadas en las ramas, se entiende que si una 
rama lleva de y a u, la derivada parcial de esa rama es ðy/ðu. Con la ayuda del dia- 
grama de árbol, se pueden escribir ahora las expresiones requeridas: 


ðw _ ðw dx ðw 9y. y DU L ðt 
ðu ox ðu ðy ðu dz ðu ðt ðu 
ðw _ ðw dx ðw ðy $ ðw ðz ðw ðt 
ðv Ox ðv dy dv dz ðv ðt ðv E 


FIGURA 4 
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EJEMPLO 5 Si u = x*y + y?23, donde x = rse', y = rsle*, y z = r’s sen t, determine 
el valor de du/ds cuando r = 2, s = 1, t = 0. 


SOLUCIÓN Con la ayuda del diagrama de árbol de la figura 4 se tiene 


ðu Ju 0x du dy du 0z 
ðs Ox ðs dy ds dz ðs 


= (4x°y)(re') + (x4 + 2y25)Qrse ") + (3y%2?)(1? sen t) 
Cuando r = 2, s = 1 y t = 0, se tiene x = 2, y = 2 y z = 0, así que 


= = (6412) + (16)(4) + (0(0) = 192 $ 


EJEMPLO 6 Si g(s, t) = f ($ — 1?, 1? — s? ) y fes derivable, demuestre que g satisface 
la ecuación 


SOLUCIÓN Sea x = $ — 1? y y = 1? — s. Entonces, g(s, t) = f(x, y) y la regla de la 
cadena da 


af 


ð of 0 of ð ð 
g E E agy Lia 
ðs Ox ðs dy ðs ðx ðy 
ð of 0 of ð ð ð 
g _ of a Y Y — ôf 20) + Y op 
ðt Ox ðt ðy ðt ðx ðy 
Por tanto, 
ð ð ð ð 
(Bey 251 Y 2st f + as Ly ayy A =0 E 
ðs ðt ðx dy ð 


EJEMPLO 7 Si z = f(x, y) tiene derivadas parciales continuas de segundo orden y 
x= 1? + y? y y = 2rs, encuentre (a) dz/0r y (b) 022/07. 


SOLUCIÓN 
(a) La regla de la cadena da 


ðZ Oz ðx dz ðy ðZ 0z 
= — + == (2r) + — (Qs) 
dr ox dr dy dr ðx dy 


(b) Al aplicar la regla del producto a la expresión del inciso (a), se obtiene 


El 
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Oz 
ðx 
x y 
r S F S 


FIGURA 5 


La solución del ejemplo 8 debería 
compararse con la del ejemplo 
3.5.2. 


Pero usando de nuevo la regla de la cadena (véase la figura 5) se tiene 
o [oz o (f əz\ əx 9 fozY oy 0 dz 
J= A ire O 08) 
ðr Nox ox l 0x/) ðr oy Nox /) or ox” 0y Ox 


ð (oz ð (f əz\ ax 0 (01 0y dz dz 
= + == — (2r) + — (2s) 
ðr oy dx \ 3y) dr ðy Ll dy / ðr ðx dy dy” 


Al poner estas expresiones en la ecuación 5 y usar la igualdad de las derivadas mixtas 
de segundo orden, se obtiene 


El Derivación implícita 

La regla de la cadena puede usarse para obtener una descripción más completa del pro- 
ceso de la derivación implícita que se presentó en las secciones 3.5 y 14.3. Se supone 
que una ecuación de la forma F(x, y) = O define a y implícitamente como una función 
derivable de x, es decir y = f(x), donde F(x, f (x)) = 0 para todas las x en el dominio de f. 
Si F es derivable, se puede aplicar el caso 1 de la regla de la cadena para derivar ambos 
miembros de la ecuación F(x, y) = 0 con respecto a x. Puesto que tanto x como y son 
funciones de x, se obtiene 


ðF dx ðF dy 0 
ðx dx ðy dx 


Pero dx/dx = 1, así que si 9F/0y + 0 se despeja dy/dx y se obtiene 


ðF 

dy ax Fx 

[6] dx ðF F, 
ðy 


Para derivar esta ecuación suponga que F(x, y) = O define a y implícitamente como 
una función de x. El teorema de la función implícita, comprobado en el cálculo avan- 
zado, establece condiciones en las cuales este supuesto es válido: sostiene que si F se 
define en un disco que contiene (a, b), donde Fla, b) = 0, F,(a, b) + 0, y F, y F, son 
continuas en el disco, la ecuación F(x, y) = 0 define a y como una función de x cerca del 
punto (a, b) y la derivada de esta función está dada por la ecuación 6. 


EJEMPLO 8 Determine y' six? + y? = 6xy. 

SOLUCIÓN La ecuación dada puede escribirse como 
F(x, y) = x? + y? — 6xy = 0 

así que la ecuación 6 da 


dy Fy 


dx F, 


3x? — 6y E x’ — 2y 
3y? — 6x y? — 2x 
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Ahora suponga que z es dada implícitamente como una función z = f(x, y) por una 
ecuación de la forma F(x, y, z) = 0. Esto significa que F(x, y, f(x, y)) = 0 para todas las 
(x, y) en el dominio de f. Si F y f son derivables se puede usar la regla de la cadena para 
derivar la ecuación F(x, y, z) = O como sigue: 


IF 0x 4 ðF dy ðF ðz 
Ox 0x dy 0x 0z ðx 


ð ð 
Pero — (x) = 1 y —(y=0 
Ox ôx 
así que esta ecuación se convierte en 
ôF  ðF oz 
— + 
ðx dz dx 


Si 9F/0z + 0, despeje ðz/ðx y obtenga la primera fórmula en las ecuaciones 7. La fórmula 
para 0z/0y se obtiene de forma similar. 


oF oF 

ðZ ax ðz ay 

əx aF ay 9F 
ðZ ðZ 


De nueva cuenta, una versión del teorema de la función implícita estipula condiciones 
en las cuales nuestro supuesto es válido: si F se define dentro de una esfera que contiene 
a (a, b, c), donde F(a, b, c) = 0, F:(a, b, c) + 0, y F,, F,, y F. son continuas dentro de la esfera, 
la ecuación F(x, y, z) = O define a z como una función de x y y cerca del punto (a, b, c) 
y esta función es derivable, con derivadas parciales dadas por (7). 


0z 0z 
EJEMPLO 9 Encuentre m six? + y? + z’ + 6xyz=1. 
y 


X 


SOLUCIÓN Sea F(x, y, z) = xX? + y? + z’ + 6xyz — 1. Entonces, por las ecuaciones 7 se 
tiene 


La solución del ejemplo 9 debería 
compararse con la del ejemplo 14.3.5. 


14.5 EJERCICIOS 


1-6 
1. 


Use la regla de la cadena para determinar dz/dt o dw/dt. 


N 


N 


x= y 


=a =y x= +l, y=r =i 


TÍ mt 


=e ysg 
x+2y” g 


= sen x COS y, oe, y= 1/t 


=41l +xy, x=tant, y = arctan t 


ðz F, 3x? + 6yz E x? + 2yz 
ðx F, z + 6xy z + 2xy 
əz F, 3yYw+6xz y?+2xz a 
dy F; 32? + 6xy z? + 2xy 
5, w = xe", x=f y=1-t z=1+2t 
6. z= tan (y/x), x=e', y=1-e” 


7-12 Use la regla de la cadena para determinar ðz/ðs y ðz/ðt. 


T.z=(x-yY, x=st, y=st 


5 


8. z =tan (2x2 + y’), x=slnt, y= te 
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9. z = In(3x + 2y), x= ssent, y= 1coss 


e'cosð®, r=st, 0 =s? +t 


mb = 
N = 
N N 
| Il 


= arcsen(x — y), x= s^ +t, y=1-— 2st 


13. Sea p(t) = f (g(t), h(t)), donde fes derivable, g(2) = 4, 
g'(2) = —3, h(2) = 5, h' (2) = 6, f. (4, 5) = 2,f, (4, 5) = 8. 
Determine p'(2). 


14. Sea RÍs, t) = Gluls, t), v(s, t)), donde G, u y v son derivables, 
u(1, 2) =5,4u,(1,2) = 4, u(1, 2) = —3, v(1,2) =7,0,(1,2) = 2, 
v(1,2) = 6, G(5, 7) = 9, G(5, 7) = —2. Determine R,(1, 2) 
y RU 1, 2). 


15. Suponga que fes una función derivable de x y y, y 
glu, v) = f (e" + sen v, e" + cos v). Use la tabla de valores 
para calcular g,(0, 0) y g,(0, 0). 


(0, 0) 3 6 4 8 
(1, 2) 6 3 2 5 


16. Suponga que fes una función derivable de x y y, y 
g(r, s) = f (2r — s, s$ — 4r). Use la tabla de valores del 
ejercicio 15 para calcular g,(1, 2) y g,(1, 2). 


17-20 Use un diagrama de árbol para escribir la regla de la 
cadena para el caso dado. Suponga que todas las funciones 
son derivables. 


17. u = f(x, y), donde x = x(r, s, t), y = y(r, s, t) 
18. w = f(x,y,z), donde x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v) 


19. T = F(p,q,r), donde p = p(x, y, z), q = q(x, y, Z), 
reena 


20. R = F(t,u) donde t = t(w, x, y, z), u = ulw, x, y, z) 


21-26 Use la regla de la cadena para determinar las derivadas 
parciales indicadas. 


21. z=x° + xy’, x=u00+0w%, y=u+ve 
ðz 0z ðz 
ðu’ ðv’ ðw 


cuando u = 2,v = 1, w =0 


22. u= yr? + s?°, r=y+xcost, s =x + ysent; 
ðu ðu ðu 
—y > 7 cuandox=1,y=2,1=0 
ðx dy ðt 


23. w = xy + yz + zx, x= rcosĝ, y= rsen, z= rð; 
ðw ðw 


==, — cuandor = 2,0 = 7/2 
ðr 00 


24. P = yu? + v + w?, u =xe, v= ye", w= e”; 


ðP 
=>, —— Cuando x= 0, y = 2 
dy 


p+4q 

25. N= , P=U+0w q=v+ uw, r=w + uv, 
PEY 
oN ƏN ƏN 


=> TT cuando u = 2,v = 3,w =4 
ðu ðv ðw 

26. u = xe”, x=0B y=By t= ya; 
ðu ðu ðu 


—, —, — cuando a = -1,6 =2,y=1 
ða ƏB’ dy i PE 


27-30 Use la ecuación 6 para hallar dy/dx. 


27. ycosx=x? + y? 28. cos(xy) = 1 + sen y 


29. tan (x?%y) = x + xy? 30. e’senx = x + xy 


31-34 Use las ecuaciones 7 para hallar ôz/ðx y ðz/ðy. 


31. x? +2y? + 32? =1 32. x =y +22 = 


> 


33. e* = xyz 34. yz +xIlny=z 


35. La temperatura en el punto (x, y) es T(x, y), medida 
en grados Celsius. Un bicho se arrastra de tal manera 
que su posición después de t segundos está dada por 
x=yv1+1t,y=24 tr, donde x y y se miden en 
centímetros. La función de temperatura satisface T,(2, 3) = 4 
y T,Q, 3) = 3. ¿Qué tan rápido aumenta la temperatura en la 
trayectoria del bicho después de 3 segundos? 


36. La producción de trigo W en un año dado depende de 

la temperatura promedio T y la precipitación anual R. 

Científicos estiman que la temperatura promedio aumenta a 

razón de 0.15 *C/año y la precipitación disminuye a razón de 

0.1 cm/año. También estiman que a los niveles de producción 

corrientes, 9W/0T = —2 y IW/0R = 8. 

(a) ¿Cuál es el significado de los signos de estas derivadas 
parciales? 

(b) Estime la razón de cambio corriente de la producción de 
trigo, dW/dt. 


37. La velocidad del sonido que viaja a través de aguas oceánicas 
con salinidad de 35 partes por millar se forma por la ecuación 


C = 1449.2 + 4.6T — 0.0557? + 0.000297* + 0.016D 


donde C es la velocidad del sonido (en metros por segundo), 
T la temperatura (en grados Celsius) y D la profundidad 
bajo la superficie del océano (en metros). Un buzo inició 
una inmersión recreativa en aguas marinas; su profundidad 
y la temperatura del agua circundante con el paso del tiempo 
se registran en las gráficas siguientes. Estime la razón de 
cambio (con respecto al tiempo) de la velocidad del sonido 
a través de agua marina, experimentada por el buzo luego de 
20 minutos de inmersión. ¿Cuáles son las unidades? 


DA t | | py eh 
20 | — uA 
15 - | E 12 + Z> 
10 AE 10 > 
TTEA i 
A | | | > 1 > 
10 20 30 40 t 10 20 30 40t 


(min) (min) 


38. El radio de un cono circular recto aumenta a razón de 4.6 cm/s 
mientras su altura disminuye a razón de 6.5 cm/s. ¿A qué 
razón cambia el volumen del cono cuando el radio es de 300 cm 
y la altura de 350 cm? 


39. La longitud €, ancho w y altura h de una caja cambian con el 
tiempo. En cierto instante las dimensiones son € = 1 m y 
w = h = 2 m, y € y w aumentan a razón de 2 m/s mientras 
que h disminuye a razón de 3 m/s. Determine en ese instante 
las razones a las que cambian las cantidades siguientes. 
(a) El volumen 
(b) El área 
(c) La longitud de una diagonal 


40. El voltaje V en un circuito eléctrico simple disminuye 
lentamente conforme se agota la batería. La resistencia R 
se reduce con lentitud conforme el resistor se calienta. 
Use la ley de Ohm, V = IR, para determinar cómo cambia 
la corriente / en el momento en que R = 400 Q, 

I = 0.08 A, dV/dt = —0.01 V/s, y dR/dt = 0.03 Q/s. 


41. La presión de 1 mol de un gas ideal aumenta a razón de 
0.05 kPa/s y la temperatura aumenta a razón de 0.15 K/s. 
Use la ecuación PV = 8.31T del ejemplo 2 para hallar la 
razón de cambio del volumen cuando la presión es de 20 kPa 
y la temperatura de 320 K. 


42. Un fabricante ha modelado su función de producción anual 
P (el valor de su producción entera, en millones de dólares) 
como una función de Cobb-Douglas 


P(L, K) = 1471%k0% 


donde L es el número de horas de trabajo (en miles) y K 

el capital invertido (en millones de dólares). Suponga que 
cuando L = 30 y K = 8, la fuerza de trabajo disminuye a 
razón de 2 000 horas de trabajo al año y el capital aumenta a 
razón de $500 000 al año. Determine la razón de cambio de 
la producción. 


43. Un lado de un triángulo aumenta a razón de 3 cm/s y un 
segundo lado disminuye a razón de 2 cm/s. Si el área del 
triángulo se mantiene constante, ¿a qué razón cambia el 
ángulo entre los lados cuando el primer lado es de 20 cm de 
largo, el segundo de 30 cm y el ángulo es de 7/6? 


44. Un sonido con frecuencia f, es producido por una fuente 
que viaja a lo largo de una línea con velocidad v,. Si un 
observador viaja con velocidad v, a lo largo de la misma 
línea en la dirección opuesta a la fuente, la frecuencia del 
sonido escuchado por el observador es 


donde c es la velocidad del sonido, de alrededor de 332 m/s. 
(Este es el efecto Doppler.) Suponga que, en un momento 
dado, usted viaja en un tren a 34 m/s que acelera a 1.2 m/s?. 
Un tren se acerca a usted desde la dirección opuesta en la 
otra vía a 40 m/s y acelera a 1.4m/s? y hace sonar su silbato, 
que tiene una frecuencia de 460 Hz. En ese instante, ¿cuál 

es la frecuencia percibida que usted oye y qué tan rápido 
cambia? 
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45-48 Suponga que todas las funciones dadas son derivables. 


45. Siz = f(x, y), donde x = r cos y y = r sen 0, (a) encuentre 
ðz/ðr y ðz/ð y 0 y (b) demuestre que 


dz Y”. dy da Y, 1 az V 
ox) Voy ar) "ro 


46. Siz = f(x, y), donde x = s + ty y = s — t, demuestre que 


dz V az V _ 0z 0z 
dx dy ds ðt 


y) + g(x + y)], demuestre que 


47. Siz=2 [A 
Xx 


48. Siz = : [flax + y) + glax 


y 
Z a ð ( 302 
n q = 3 ” y 
dx* y” dy dy 


49-54 Suponga que todas las funciones dadas tienen derivadas 
parciales continuas de segundo orden. 


y)], demuestre que 


49. Demuestre que cualquier función de la forma 


z = f(x + at) + g(x — at) 


es una solución de la ecuación de onda 


0% , 0% 
===> 
Ot” Ox” 


[Sugerencia: sea u = x + at, v = x — at.] 


50. Si u = f(x, y), donde x = e* cos t y y = e sen t, demuestre que 


du du E 8u du 
go” A ee dle; 
ox” dy” ds” Ot” 
51. Siz = fx, y), donde x = 1? + $ y y = 2rs, determine 02z/0r ðs. 
(Compare con el ejemplo 7.) 


52. Si z = f(x, y), donde x = r cos 0 y y = r sen, determine 
(a) 0z/0r, (b) 0z/00, y (c) 0?/9r 00. 


53. Si z = f(x, y), donde x = r cos O y y = r sen, demuestre que 


0% Oz 9% 1 0% 1 oz 
S r? 96? r dr 


54. Suponga que z = f(x, y), donde x = g(s, t) y y = h(s, £). 
(a) Demuestre que 


əz o dz [ox Y L2 Əz 0x ðy i dz [ð V 
a ax? \ ar)  “oxoy ðt at ay? (ðt 
dz öx _ 0 Yy 


dx or oy ðr 


(b) Determine una fórmula similar para 02z /ðs ðt. 
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55. Una función f se llama homogénea de grado n si satisface la 
ecuación 


f(x, ty) = "f(x, y) 


para todas las £, donde n es un entero positivo y f tiene deriva- 

das parciales continuas de segundo orden. 

(a) Verifique que f (x, y) = xy + 2xy? + 5y? es homogénea 
de grado 3. 


57. 


58. 


Si f es homogénea de grado n, demuestre que 


fLtx, ty) = R(x, y) 


Suponga que la ecuación F(x, y, z) = O define implícitamente 
a cada una de las tres variables x, y y z como funciones de 

las otras dos: z = f (x, y), y = g(x, z), x = h( y, z). Si F es 
derivable y F, F,, y F. son diferentes de cero, demuestre que 


(b) Demuestre que si f es homogénea de grado n, entonces 
dz ðx dy 
Ox dy 0z 


Af Af = — 1 
¿E + y = nf(x, y) 
dx ` 0y ` - 

59. La ecuación 6 es una fórmula para la derivada dy/dx de 
una función definida implícitamente por una ecuación 
F(x, y) = 0, siempre y cuando F sea derivable y F, + 0. 
Compruebe que si F tiene segundas derivadas continuas, una 
fórmula para la segunda derivada de y es 


[Sugerencia: use la regla de la cadena para derivar f(tx, ty) 
con respecto a £.] 


56. Si fes homogénea de grado n, demuestre que 


2 O 2y F? — 2F FF, PF? 
2 Í DA, y) d y q FaF; 2F ¿y FsF, + Fs Pr 


y 
Ox” “ ðxðy “dy” dx? F? 


se viaja al norte. Pero, ¿y si se quiere conocer la razón de cambio de temperatura cuando se 
viaja al sureste o en alguna otra dirección? En esta sección se presentará un tipo de derivada 
llamada derivada direccional, que permite determinar la razón de cambio de una función 
de dos o más variables en cualquier dirección. 


NS m El mapa meteorológico de la figura 1 muestra un mapa de contorno de la función de 
O ePekín temperatura T(x, y) para China a las tres de la tarde del 28 de diciembre de 2004. Las 
A e curvas de nivel, o isotermas, unen lugares con la misma temperatura. La derivada parcial 

> T, en un lugar como Chongqing es la razón de cambio de temperatura con respecto a la 
Xx vor +A distancia si se viaja al este desde Chongqing; T, es la razón de cambio de temperatura si 
Shanghái e 


— Cong E 
— 5 
¿5 —— 


Ml Derivadas direccionales 


FIGURA 1 
Recuerde que si z = f(x, y), las derivadas parciales f; y f, se definen como 
YA 
„f(x + h, yo) — f(xo, yo) 
4 F(x, yo) = lím - - Es 
Si h=>0 h 
A) m 
/ l sen 9 y Fo, Yo + h) = Fx, Jo) 
E Sian) = Ji . 
(Xo; Yo) Lat 
Cos . . . . . . 
a y representan las razones de cambio de z en las direcciones de x y y, es decir en las direccio- 
0 x nes de los vectores unitarios i y j. 
Suponga que ahora desea determinar la razón de cambio de z en (xo, yo) en la dirección 
FIGURA 2 de un vector unitario arbitrario u = (a, b}. (Véase la figura 2.) Para hacer esto se considera 


la superficie S con la ecuación z = f(x, y) (la gráfica de f) y se concede que zo = f(Xo, Yo). 
Entonces, el punto P(xo, Yo, Zo) reside en S. El plano vertical que pasa por P en la dirección 


Un vector unitario 
u = (a, b) = (cos u, sen u) 


Visual 14.6A anima la figura 3 


rotando u, y por tanto T. 


FIGURA 3 
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de u interseca $ en una curva C. (Véase la figura 3.) La pendiente de la recta tangente T 
a C en el punto P es la razón de cambio de z en la dirección de u. 


Si Q(x, y, z) es otro punto en C y P’, O” son las proyecciones de P, Q en el plano xy, 
—= 
el vector P'Q' es paralelo a u y por tanto 


— 
P'Q' = hu = (ha, hb) 


para algún escalar h. Así, x — xy = ha, y — yo = hb, de modo que x = xy + ha, y = yo + hb, y 


Az 2z-—2z0 f(xo + ha, yo + hb) — f(xo, yo) 
h h h 


Si toma el límite cuando h — 0, se obtiene la razón de cambio de z (con respecto a la dis- 
tancia) en la dirección de u, la cual se llama derivada direccional de fen la dirección de u. 


(2) Definición La derivada direccional de fen (xo, yo) en la dirección de un vector 
unitario u = (a, b) es 


F(xo + ha, yo + hb) — f(xo, yo) 
h 


Da f(xo, yo) = lím 


si este límite existe. 


Al comparar la definición 2 con las ecuaciones 1 se puede ver que si u = i = (1, 0), 
entonces D; f = f; y que si u = j = (0, 1 }, entonces D; f = f,. En otras palabras, las deri- 
vadas parciales de f con respecto a x y y son sencillamente casos especiales de la derivada 
direccional. 
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EJEMPLO 1 Use el mapa meteorológico de la figura 1 para estimar el valor de la deri- 
vada direccional de la función de temperatura en Chongqing en la dirección suroeste. 


SOLUCIÓN El vector unitario dirigido al suroeste es u = —(i — j)//2, pero no necesi- 
tará usar esta expresión. Comience dibujando una recta que pase por Chongqing hacia 
el suroeste (véase la figura 4). 


A 


AAN 
0 500 1000 Pekín 
(Distancia en kilómetros) 


FIGURA 4 


Aproxime la derivada direccional D,T mediante la razón de cambio promedio de la tem- 
peratura entre los puntos donde esta recta interseca las isotermas T = 5 y T = 10. La 
temperatura en el punto suroeste de Chongqing es T = 10 °C y la temperatura en el punto 
noreste de Chongqing es T = 5 °C. La distancia entre estos puntos parece ser alrededor 
de 380 km. Así, la razón de cambio de la temperatura en la dirección suroeste es 


A O m 
380 380 ” m 


DaT = 


Cuando se calcula la derivada direccional de una función definida por una fórmula, 
suele emplearse el teorema siguiente. 


B] Teorema Si fes una función derivable de x y y, entonces f tiene una derivada 
direccional en la dirección de cualquier vector unitario u = (a, b) y 


Da f(x, y) = fix, y) a + f(x, y) b 


COMPROBACIÓN Si se define una función g de la variable h mediante 
g(h) = f(xo + ha, yo + hb) 


por la definición de una derivada se tiene 


g(h) — gl0) — ím f(xo + ha, yo + hb) — f(xo, yo) 


g (0) a a h n=>0 h 


= Du f(xo, Yo) 


La derivada direccional D, (1,2) del 
ejemplo 2 representa la razón de 
cambio de z en la dirección de u. 
Esta es la pendiente de la recta 
tangente a la curva de intersección 
de la superficie z = xX? — 3xy + 4y? 
y el plano vertical que pasa por (1, 
2, 0) en la dirección de u mostrada 
en la figura 5. 


ZA 


¡CODAE 


ad 


OEI E E E E E E E O 


(1,2, 0) “= 


ala 


FIGURA 5 
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Por otro lado, se puede escribir g(h) = f (x, y), donde x = xo + ha, y = yo + hb, de forma 
que la regla de la cadena (teorema 14.5.2) da 


_ of dx of dy 
dx dh dy dh 


g (1) = f(x, y) a + f(x, y) b 


Si se pone ahora h = 0, entonces x = xo, Y = Yo Y 


(5) g'(0) = flo, yo) a + f(xo, yo) b 
Al comparar las ecuaciones 4 y 5 se observa que 


Da f(xo, yo) = fi(xo, yo) a + f(xo, yo) b E 


Si el vector unitario u forma un ángulo 0 con el eje x positivo (como en la figura 2), se 
puede escribir u = (cos 6, sen 0) y la fórmula del teorema 3 se convierte en 


(6) Da f(x, y) = f(x, y) cosO + f(x, y) sen 0 
EJEMPLO 2 Determine la derivada direccional D, f(x, y) si 


Fx, y) = x? — 3xy + 4y? 


y u es el vector unitario dado por el ángulo 0 = 7/6. ¿Qué es D, f(1, 2)? 


SOLUCIÓN La fórmula 6 da 


Da f(x, y) = f(x, y) cos - + f(x, y) sen A 


a + ( 3x + 8y)5 


= 113/31? — 3x + (8 - 3/3 )y] 
Por tanto, 


_ M3 


Dafa, 2) = 3/31? — 30) + (8 - 3/3)0)] > 


E El vector gradiente 


Nótese en el teorema 3 que la derivada direccional de una función derivable puede escri- 
birse como el producto punto de dos vectores: 


Daf, y) = x,y) a + f(x, y)b 
= (flx y), £, y) > (a, b) 
= (fala y), ha y) u 


El primer vector en este producto punto no solo ocurre en el cálculo de derivadas direccio- 
nales, sino también en muchos otros contextos. Así, se le da un nombre especial (el 
gradiente de f) y una notación especial (grad f o Vf, que se lee “del f”). 
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El vector gradiente Vf(2, —1) del 
ejemplo 4 se muestra en la figura 6 
con punto inicial (2, —1). También 
se muestra el vector v que da la 


dirección de la derivada direccional. 


Estos dos vectores se sobreimpo- 
nen en un mapa de contorno de la 
gráfica de f. 


FIGURA 6 


Definición Si fes una función de dos variables x y y, entonces el gradiente de f 
es la función vector Vf definida por 

ð ð 
EEE 
x 


VEI) = (E 9), $6, 9) = 52 


EJEMPLO 3 Si f (x, y) = sen x + e*?, entonces 
Vf(x, y) E (Je f = (cos eye”, xe*”) 
y Vf(0, 1) = (2, 0) i 


Con esta notación para el vector gradiente se puede reescribir la ecuación 7 para la 
derivada direccional de una función derivable como 


(9) Da f(x, y) = Vf, y) -u 


Esto expresa la derivada direccional en la dirección de un vector unitario u como la pro- 
yección escalar del vector gradiente en u. 


EJEMPLO 4 Determine la derivada direccional de la función f(x, y) = xy? — 4y en el 
punto (2, —1) en la dirección del vector v = 2i + 5j. 


SOLUCIÓN Primero se calcula el vector gradiente en (2, —1): 


Vf(x, y) = 2xy*i + (Bx?y? — 4j 


VQ, —1) = —4i + 8j 


Nótese que v no es un vector unitario, pero como |v| = y/29, el vector unitario en la 
dirección de v es 


v 2 
w= _ 


5 
ij 
Iv] /29 J29” 


Así, por la ecuación 9 se tiene 


Da f(2, —1) = Vf, —1) - u = (—4i + 8j) - (5 + ) 


_ -4:-2+8:5 _ 32 
29 V29 


B Funciones de tres variables 


Para funciones de tres variables se pueden definir derivadas direccionales en forma simi- 
lar. De nueva cuenta, D, f (x, y, z) puede interpretarse como la razón de cambio de la 
función en la dirección de un vector unitario u. 
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Definición La derivada direccional de fen (xo, yo, Zo) en la dirección de un vector 
unitario u = (a, b, c) es 


+ ha, yo + hb, zo + hc) — f(Xo, Yo, Z 
Duf (xo, Yo, Zo) = lím f t haw a 10) Hrs Jos 20) 


si este límite existe. 


Si se usa la notación vectorial, pueden escribirse ambas definiciones (2 y 10) de la 
derivada direccional en la forma compacta 


fa) D f(xo) ei fo + hu) — f(x0) 


h=0 h 


donde Xy = (Xo, Yo) si n = 2 y Xo = (Xo, Yo, Zo) si n = 3. Esto es razonable porque la ecuación 
vectorial de la recta que pasa por x en la dirección del vector u está dada por x = (Xo + fu) 
(ecuación 12.5.1), y por tanto f(x, + hu) representa el valor de fen un punto en esta recta. 

Si Ax, y, z) es derivable y u = (a, b, c}, el mismo método que se usó para comprobar 
el teorema 3 puede emplearse para demostrar que 


(12) Da f(x, y, 2) = f(x, y, 2) a + flx, y, 2) b + fx, y, 2) 0 


Para una función f de tres variables, el vector gradiente, denotado por Vf o grad f, es 


VEC, y, 2) = (Lalo, y, 2), A, y, 2), Ax, y, 2) ) 


O, para abreviar, 


E af, l 
B V= ohf) = t yt a" 


Entonces, lo mismo que en el caso de funciones de dos variables, la fórmula 12 para la 
derivada direccional puede reescribirse como 


Da f(x, y, 2) = Vf, y, z) -u 


EJEMPLO 5 Si f(x, y, z) = x sen yz, (a) determine el gradiente de f y (b) determine la 
derivada direccional de fen (1, 3, 0) en la dirección de v = i + 2j — k. 


SOLUCIÓN 
(a) El gradiente de fes 


Vf(x, y, z) = (f(x, y, z), ha, y, z), fx, y, z)) 


= (sen yz, XZ COS yz, Xy COS yz) 
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Visual 14.6B ofrece una confir- 
mación visual del teorema 15. 


(b) En (1, 3, 0) se tiene Vf (1, 3, 0) = (0, O, 3). El vector unitario en la dirección de 
v=i+2j-kes 


Por tanto, la ecuación 14 da 


Da f(1,3, 0) = Vf(1, 3, 0) - u 
E AP 
v6 JE Je 
1 3 
a la y; y 


Ml Maximización de la derivada direccional 


Suponga que tiene una función f de dos o tres variables y considere todas las posibles 
derivadas direccionales de fen un punto dado. Estas dan las razones de cambio de fen 
todas las direcciones posibles. Entonces, se pueden hacer estas preguntas: ¿en cuál de 
esas direcciones cambia más rápido fy cuál es la máxima razón de cambio? Las respues- 
tas se dan en el teorema siguiente. 


(15) Teorema Suponga que f es una función derivable de dos o tres variables. El 
valor máximo de la derivada direccional D, f(x) es |Vf(x)| y ocurre cuando u tiene la 
misma dirección que el vector gradiente Vf(x). 


COMPROBACIÓN De la ecuación 9 o 14 se tiene 
Daf = Vf- u = | Vf ||u| cose = | Vf | cose 


donde 0 es el ángulo entre Vf y u. El valor máximo de cos 0 es 1 y ocurre cuando 0 = 0. 
Por tanto, el valor máximo de D, f es |Vf| y sucede cuando 0 = O, es decir cuando u tiene 
la misma dirección que Vf. a 


EJEMPLO 6 

(a) Si f(x, y) = x”, determine la razón de cambio de fen el punto P(2, 0) en la dirección 
de P to O(2 2). 

(b) ¿En qué dirección tiene fla máxima razón de cambio? ¿Cuál es la máxima razón de 
cambio? 


SOLUCIÓN 
(a) Primero se calcula el vector gradiente: 


Vf (o y) = fo f) = (e, xe) 
Vf, 0) = (1,2) 


En (2, 0) la función del ejemplo 6 
aumenta más rápido en la dirección 
del vector gradiente Vf (2, 0) = (1, 2). 
Nótese en la figura 7 que este vector 
parece ser perpendicular a la curva 
de nivel que pasa por (2, 0). La 
figura 8 muestra la gráfica de f y el 
vector gradiente. 
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aa E m AT 3 _ 34 > 4 
El vector unitario en la dirección de PO = (-5,2)esu = (—5,5), así que la razón de 
cambio de f en la dirección de Pa Q es 


Daf, 0) = Vf, 0) -u = (1,2) - (2,1) 


(b) De acuerdo con el teorema 15, f aumenta más rápido en la dirección del vector gra- 
diente Vf (2, 0) = (1, 2 }. La máxima razón de cambio es 


(VFR O| =1(1,2)] = v5 E 
YA 
T 
1t 
0 
FIGURA 7 FIGURA 8 


EJEMPLO 7 Suponga que la temperatura en el punto (x, y, z) en el espacio está dada 
por T(x, y, z) = 80/(1 + x? + 2y? + 322), donde T se mide en grados Celsius y x, y, z 
en metros. ¿En qué dirección aumenta más rápido la temperatura en el punto (1, 1, -2)? 
¿Cuál es la razón de incremento máxima? 


SOLUCIÓN El gradiente de T es 


160x 320y 4807 
(1 + 12 + 2y? + 32?) (1 +x? + 2y? + 32?) J (1 + 1? + 2y? + 32?) 


k 


160 , : 
~ (1 +x? + 2y? + 32?) Ta i 


En el punto (1, 1, —2) el vector gradiente es 
VT(1, 1, -2) = (-i — 2j + 6k) = ¿(-i— 2j + 6k) 


Por el teorema 15 la temperatura aumenta más rápido en la dirección del vector gradiente 
VT(1, 1, =2) = Ai — 2j + 6k) o, en forma equivalente, en la dirección de —i — 2j + 6k 
o el vector unitario (—i — 2j + 6k)/ WESI . La razón de incremento máxima es la longi- 
tud del vector gradiente: 


| VT(1, 1, -2)] = 5] —i — 2j + 6k| = ¿441 


Por tanto, la razón de incremento máxima de la temperatura es 2/41 =~ 4°C/m. E 
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A VE (Xos Yo» Zo) 


> ~ plano tangente 


FIGURA 9 


E Planos tangentes a superficies de nivel 


Suponga que $ es una superficie con ecuación F(x, y, z) = k, es decir, que es una superficie 
de nivel de una función F de tres variables, y sea P(xo, Yo, Zo) un punto en S. Sea C cualquier 
curva residente en la superficie S y que pasa por el punto P. Recuerde de la sección 13.1 
que la curva C es descrita por una función vectorial continua r(t) = (x(t), y(t), z(1)). Sea to 
el valor paramétrico correspondiente a P; es decir, r(to) = (Xo, Yo, Zo). Como C reside en 
S, cualquier punto (x(t), y(t), z(1)), debe satisfacer la ecuación de S, es decir 


FOW, yA), (0) = k 


Si x, y y z son funciones derivables de t y F también es derivable, se puede usar la regla 
de la cadena para derivar ambos miembros de la ecuación 16 como sigue: 


ðF dx ðF dy ðF dz 


+ + =0 


ox dt ðy dt Oz dt 


Pero como VF = (F, F,, F} y r'(t) = x(t), y' (Ò, z'(0)), la ecuación 17 puede escribirse 
en términos de un producto punto como 


VF -r() =0 
En particular, cuando í = tọ se tiene r(to) = (xo, Yo, Zo), así que 


VE (xo, Yo, Zo) © 1 (to) = 0 


La ecuación 18 establece que el vector gradiente en P, VF(xo, Yo, Zo), es perpendicular 
al vector tangente r'(to) a cualquier curva C en S que pase por P. (Véase la figura 9.) 
Si VF (xo, Yo, Zo) # 0, es natural entonces definir el plano tangente a la superficie de 
nivel F(x, y, z) = k en P(xo, yo, zo) como el plano que pasa por P y tiene vector normal 
VF (Xo, Yo, Zo). Usando la ecuación estándar de un plano (ecuación 12.5.7), se puede escri- 
bir la ecuación de este plano tangente como 


| F,(xo, Yo, Zo)(x — xo) + Fy(xo, Yo, Zo)(y — yo) + Faxo, Yo, Zo)(Z — zo) = 0 


La recta normal a S en P es la recta que pasa por P y perpendicular al plano tangente. 
La dirección de la recta normal está dada entonces por el vector gradiente VF(xo, Yo, Zo), 
así que, por la ecuación 12.5.3, sus ecuaciones simétricas son 


x= e y — yo E Z 


F,(xo, Yo, Zo) Fylxo,Yo,Z0)  FAxo, Yo, Zo) 


Zo 


En el caso especial en el que la ecuación de una superficie S es de la forma z = f(x, y) 
(es decir, S es la gráfica de una función f de dos variables), es posible reescribir la ecua- 
ción como 


F(x, y, 2) = f(x, y) — z = 


y considerar a S como una superficie de nivel (con k = 0) de F. Así pues, 
FiXo, Yo, Zo) = filo, Yo) 
Fs (xo, Yo» Zo) = F (xo, Jo) 
FAxo, Yo, zo) = —1 


La figura 10 muestra el elipsoide, 
plano tangente y recta normal del 
ejemplo 8. 


FIGURA 10 


curva de nivel 7 
Fx, y) =k 


FIGURA 11 
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de manera que la ecuación 19 se convierte en 


felxo, yo Mx — xo) + fhxo, yo My — yo) — (Z — zo) = 0 


lo cual es equivalente a la ecuación 14.4.2. Así, esta nueva y más general definición de 
un plano tangente es congruente con la definición que se dio para el caso especial de la 
sección 14.4. 


EJEMPLO 8 Determine las ecuaciones del plano tangente y la recta normal en el 
punto (-2, 1, —3) al elipsoide 


x? E z? 
O =3 
4 Tg 


SOLUCIÓN El elipsoide es la superficie de nivel (con k = 3) de la función 


F(x, y, z) = z, + y? + a 
Xx, y, Z 4 y 9 
Por tanto, se tiene 
xX 2z 
Kya = F(x, y, z) = 2y Playz == 
2 9 
F.(—2, 1, —3) = —1 F(-2,1,—3)=2 F.(—2, 1, —3) = —4 


Así, la ecuación 19 da la ecuación del plano tangente en (-2, 1, -3) como 
=1(x +2) + 2y- 1)- 4z +3)=0 


lo que se simplifica en 3x — 6y + 2z + 18 = 0. 
Por la ecuación 20, ecuaciones simétricas de la recta normal son 
x+2 y-1 


N 
+ 
W 


WIN 


E Importancia del vector gradiente 


Ahora se resumirán las formas en que el vector gradiente es significativo. Primero consi- 
dere una función f de tres variables y un punto P(xo, yo, zo) en su dominio. Por una parte, 
por el teorema 15 se sabe que el vector gradiente Vf(xo, Yo, Zo) indica la dirección del 
incremento más rápido de f. Por otra, se sabe que Vf(xo, yo, Zo) es ortogonal a la superficie 
de nivel S de f que pasa por P. (Remítase a la figura 9.) Estas dos propiedades son muy 
compatibles intuitivamente, porque a medida que se aleja de P en la superficie de nivel S, 
el valor de fno cambia en absoluto. Así, parece razonable que si se mueve en la dirección 
perpendicular, se obtiene el incremento máximo. 

De igual manera, considere una función f de dos variables y un punto P(xo, yo) en su 
dominio. También esta vez el vector gradiente Vf(xo, yo) da la dirección del incremento 
más rápido de f. Asimismo, por consideraciones similares al análisis de los planos tan- 
gentes, se puede demostrar que Vf(xo, yo) es perpendicular a la curva de nivel fx, y) = k 
que pasa por P. Esto es, de nuevo, intuitivamente verosímil, porque los valores de f se 
mantienen constantes conforme se mueve a lo largo de la curva. (Véase la figura 11.) 

Si considera un mapa topográfico de una colina y concede que f(x, y) representa la 
altura sobre el nivel del mar en un punto con coordenadas (x, y), una curva de ascenso 
muy pronunciado puede dibujarse como en la figura 12 volviéndola perpendicular a todas 
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las rectas de contorno. Este fenómeno también puede percibirse en la figura 14.1.12, 
donde el río Lonesome sigue una curva de descenso muy pronunciada. 

Sistemas algebraicos computacionales tienen comandos que trazan vectores gra- 
diente de muestra. Cada vector gradiente Vf(a, b) se traza a partir del punto (a, b). La 
figura 13 muestra un diagrama de ese tipo (llamado campo de vectores gradiente) para 
la función f(a, b) = x? — y? sobreimpuesta a un mapa de contorno de f. Como era de 
esperarse, los vectores gradiente apuntan “colina arriba” y son perpendiculares a las 
curvas de nivel. 


curva de 
ascenso 
más pronunciada 100 


FIGURA 12 


FIGURA 13 


14.6 EJERCICIOS 


1. Se muestran curvas de nivel para la presión barométrica (en de la derivada direccional de esta función de temperatura 
milibaras) a las seis de la mañana de un día de noviembre. en Dubbo, Nueva Gales del Sur, en la dirección de Sídney. 
Una profunda depresión con presión de 972 mb se mueve ¿Cuáles son las unidades? 


sobre el noreste de lowa. La distancia a lo largo de la recta 
azul de K (Kearney, Nebraska) a S (Sioux City, lowa) es 

de 300 km. Estime el valor de la derivada direccional de la 
función de presión en Kearney en la dirección de Sioux City. 
¿Cuáles son las unidades de la derivada direccional? 


O 2016 Cengage Learning® 


AS. 


3. Una tabla de valores para el índice de viento-frío 
W = f (T, v) se da en el ejercicio 14.3.3, en la página 923. 
Use esa tabla para estimar el valor de 
D..f (—20, 30), donde u = (i + j)/4/2. 


4-6 Determine la derivada direccional de f en el punto dado en la 
dirección indicada por el ángulo 6. 


© 2016 Cengage Learning) 


2. El mapa de contorno muestra la temperatura máxima 


promedio para noviembre de 2004 (en °C). Estime el valor 4. fay) =y a, (1,2), 0 = 7/3 


5. f(x, y) = y cos(xy), (0,1), 0 = 7/4 


6. f(x,y) =V2x + 3y, (3,1), 0=—1/6 
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25. 
26. 
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Fx, y, 2) =x/(y + z), (8, 1,3) 


fp, q, r) = arctan(pgr), (1,2, 1) 


7-10 

(a) Determine el gradiente de f. 

(b) Evalúe el gradiente en el punto P. 

(c) Determine la razón de cambio de fen P en la dirección 
del vector u. 


7. f(x,y) =x/y, PQ, 1), u= ži + sj 


wn 


8. f(x,y) =a hy; P81); 


= 
| 
| 
D 
m 
+ 
al 
= 


EA 


9. f(x,y,z) =xe2%, P(3,0,2), u= (2 — 
10. f(x,y,z) = Vx + yz P(1,3,1), u= ( 


AN wN 
aw S= 


AD 
` 


11-17 Halle la derivada direccional de la función en el punto 
dado en la dirección del vector v. 


11. f(x,y) = e“seny, (0,7/3), v=(-6,8) 
12. g(r, s) = tan (rs), 


13. g(s, =svt, (2,4), v=2i-j 


(1,2), v=5i+10j 


14. glu, v) = u’e™, (3,0), v=3i+4j 
15. f(x,y,z) = xy + y%z, (1,2,3), v=(2,-1,2) 
16. f(x,y,z) = xy? tan™'z, (2,1,1), v= (1,1,1) 
17. f(x,y,z) = xe? + ye? + ze”, (0,0,0), v = (5,1, —2) 
18. Use la figura para estimar D, f (2, 2). 
7 (2,2) 
u 
> 


= 


o 


19. Determine la derivada direccional de 
f(x, y) = yxy at P(2, 8) en P(2, 8) en la dirección 
de Q(5, 4). 


20. Determine la derivada direccional de f(x, y, z) = xy?z? en 
P(2, 1, 1) en la dirección de Q(0, -3, 5). 


21-26 Determine la máxima razón de cambio de f en el punto 
dado y la dirección en la que ocurre. 


21. f(x, y) = 4yvVx, (4,1) 
22. f(x,y,z) = (x + y)/z, (1,1, —1) 
23. f(x, y) = sen(xy), 


24. f(x, y, 2) = x In(yz), (1, 2, 4) 


(1, 0) 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


(a) Demuestre que una función derivable f disminuye de 
manera más rápida en x en la dirección opuesta al vector 
gradiente, es decir, en la dirección de — Vf (x). 

(b) Use el resultado del inciso (a) para determinar la dirección 
en la que la función f (x, y) = xty — xy? disminuye 
a máxima velocidad en el punto (2, -3). 


Encuentre las direcciones en las que la derivada direccional 
de f (x, y) = 1? + xy” en el punto (2, 1) tiene el valor 2. 


Encuentre todos los puntos en los que la dirección del cambio 
más rápido de la función f (x, y) = x? + y?— 2x — 4y 
esi +j. 


Cerca de una boya, la profundidad de un lago en el punto con 
coordenadas (x, y) es z = 200 + 0.02x? — 0.001y°, donde 
x, y y z se miden en metros. Un pescador en un pequeño bote 
parte del punto (80, 60) y se mueve hacia la boya, la cual se 
localiza en (0, 0). ¿El agua bajo el bote es más profunda o 
más superficial cuando él parte? Explique su respuesta. 


La temperatura T en una pelota de metal es inversamente 

proporcional a la distancia desde el centro de la pelota, que se 

toma como el origen. La temperatura en el punto (1, 2, 2) es 

de 120°. 

(a) Determine la razón de cambio de T en (1, 2, 2) en dirección 
al punto (2, 1, 3). 

(b) Demuestre que en cualquier punto en la pelota la dirección 
de mayor incremento en temperatura está dada por un 
vector que apunta al origen. 


La temperatura en un punto (x, y, z) está dada por 


T(x, y, z) = 2000 99 


donde T se mide en °C y x, y, z en metros. 

(a) Determine la razón de cambio de temperatura en el punto 
P(2, —1, 2) en dirección al punto (3, —3, 3). 

(b) ¿En qué dirección aumenta más rápido la temperatura 
en P? 

(c) Determine la razón de incremento máxima en P. 


Suponga que en cierta región del espacio el potencial 

eléctrico V está dado por V(x, y, z) = 512 — 3xy + xyz. 

(a) Encuentre la razón de cambio de potencial en P(3, 4, 5) 
en la dirección del vector v = i + j — k. 

(b) ¿En qué dirección cambia más rápido V en P? 

(c) ¿Cuál es la máxima razón de cambio en P? 


Suponga que sube una colina cuya forma está dada por la 

ecuación z = 1000 — 0.005x° — 0.01y?, donde x, y y z se 

miden en metros, y que usted se encuentra en un punto con 

coordenadas (60, 40, 966). El eje x positivo apunta al este y el 

eje y positivo al norte. 

(a) Si camina hacia el sur, ¿empezará a ascender o a descen- 
der? ¿A qué razón? 
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(b) Si camina al noreste, ¿comenzará a ascender o a descen- 
der? ¿A qué razón? 

(c) ¿En qué dirección la pendiente es mayor? ¿Cuál es la 
razón de ascenso en esa dirección? ¿A qué ángulo sobre 
la horizontal comienza la trayectoria en esa dirección? 


Sea funa función de dos variables que tiene derivadas 
parciales continuas y considere los puntos A(1, 3), B(3, 3), 
C(1, 7) y D(6, 15). La derivada direccional de fen A en la 
dirección del vector AB es 3 y la derivada direccional en A en 
la dirección de AC es 26. Determine la derivada direccional 
de fen A en la dirección del vector AD. 


Se muestra un mapa topográfico del Parque Provincial del 
Río Azul, en la Columbia Británica. Dibuje las curvas de 
descenso más pronunciado desde el punto A (descenso al 
Lago Fango) y desde el punto B. 


O 2016 Cengage Learning) 


. Demuestre que la operación de tomar un gradiente de una 


función tiene la propiedad dada. Suponga que u y v son 
funciones derivables de x y y y que a, b son constantes. 


(a) Víau + bv) = aVu + b Wv 
(b) Víuv) = u Vu + v Vu 
© v(1) _ vVu “uve 

v 


v? 


(d) Vu” = nu" Vu 


Trace el vector gradiente Vf(4, 6) para la función f cuyas 
curvas de nivel se muestran. Explique cómo determinó la 
dirección y longitud de este vector. 


39. 


40. 


La segunda derivada direccional de f(x, y) es 
Di f(x, y) = Di[D, FG, y)] 


Sif(x, y) = x? + 5y + y? y u= de al calcule 
DifQ, 1. 


(a) Siu = (a, b} es un vector unitario y f tiene segundas 
derivadas parciales continuas, demuestre que 


Dif = faa? + 2f.yab + fyb? 


(b) Encuentre la segunda derivada direccional de 
f(x, y) = xe” en la dirección de v = (4, 6). 


41-46 Encuentre ecuaciones de (a) el plano tangente y (b) la 
recta normal a la superficie dada, en el punto especificado. 


41. 


=y db 1, 
La =g; 
y=x =z; (47,3) 
. xyz = 6, 


Leyes, (1,1, 1) 


2(x — 2) + (y — 1)? + (2 — 3)? = 10, (3,3,5) 


(3, 1, —1) 
(2, 2, 1) 


Z= 


(3,2, 1) 


47-48 Use una computadora para graficar la superficie, el 
plano tangente y la recta normal en la misma pantalla. Elija 
cuidadosamente el dominio para que evite planos verticales 
extraños. Seleccione el punto de vista de tal manera que obtenga 
una vista óptima de los tres objetos. 


47. 


xy+yz+zx=3, (1,1,1) 48. xyz=56, (1,2,3) 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


Si f(x, y) = xy, determine el vector gradiente Vf (3, 2) y úselo 
para hallar la recta tangente a la curva de nivel f(x, y) = 6 en 
el punto (3, 2). Trace la curva de nivel, la recta tangente y el 
vector gradiente. 


Si g(x, y) = x + y? — 4x, determine el vector gradiente 
Vg(1, 2) y úselo para hallar la recta tangente a la curva de 
nivel g(x, y) = 1 en el punto (1, 2). Trace la curva de nivel, 
la recta tangente y el vector gradiente. 


Demuestre que la ecuación del plano tangente al elipsoide 
xa? + y?/b? + 2/c? = 1 en el punto (xo, yo, zo) puede 
escribirse como 

XxX0 yyo ZZ0 


} yeee 
a? b* CS 


Determine la ecuación del plano tangente el hiperboloide 
xa? + yb? — 2/c? = 1 en (xo, yo, Zo) y exprésela en una 
forma similar a la del ejercicio 51. 


Demuestre que la ecuación del plano tangente al paraboloide 
elíptico z/c = x%/a? + y?/b? en el punto (xo, yo, zo) puede 
escribirse como 

2XxxX0 2yyo _ Z +Z 


b? c 


2 
a` 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


mínimo 
absoluto 


FIGURA 1 


¿En qué punto en el elipsoide x? + y? + 22? = 1 el plano 
tangente es paralelo al plano x + 2y + z = 1? 


¿Hay puntos en el hiperboloide x? — y? — 2? = 1 donde el 
plano tangente sea paralelo al plano z = x + y? 


Demuestre que el elipsoide 31? + 2y? + z? = 9 y la esfera 
xX + y? + 2? — 8x — 6y — 8z + 24 = 0 son tangentes entre 
sí en el punto (1, 1, 2). (Esto significa que tienen un plano 
tangente común en este punto.) 


Demuestre que todos los planos tangentes al cono x? + y? = 2? 
pasan por el origen. 


Demuestre que todas las rectas normales a la esfera 


xX + y? + 2? = r pasan por el centro de la esfera. 


¿Dónde interseca la recta normal al paraboloide 
z = xX + y en el punto (1, 1, 2) con el paraboloide por 
segunda vez? 


¿En qué puntos la recta normal que pasa por el punto (1, 2, 1) 
en el elipsoide 4x? + y? + 4z? = 12 interseca la esfera 
xX + y + z? = 102? 


Demuestre que la suma de las intersecciones en x, y y Z 
de todos los planos tangentes a la superficie 
yx ag Vy ag «z = y/e es una constante. 


Demuestre que las pirámides separadas del primer octante por 
cualquier plano tangente a la superficie xyz = 1 en puntos en 
el primer octante deben tener el mismo volumen. 


Determine ecuaciones paramétricas para la recta tangente 
a la curva de intersección del paraboloide z = x? + y? y el 
elipsoide 4x? + y? + 42? = 9 en el punto (1, 1, 2). 


(a) El plano y + z = 3 interseca el cilindro x? + y? = 5 en 
una elipse. Encuentre ecuaciones paramétricas para la 
recta tangente a esta elipse en el punto (1, 2, 1). 

(b) Grafique el cilindro, el plano y la recta tangente en la 
misma pantalla. 


14.7 Valores máximos y mínimos 


máximo 


mínimo 
local 


65. 


66. 


67. 


68. 


70. 
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¿Dónde interseca la hélice r(t) = (cos 7t, sen 7t, t) el 
paraboloide z = x? + y?? ¿Cuál es el ángulo de intersección 
entre la hélice y el paraboloide? (Este es el ángulo entre el 
vector tangente a la curva y el plano tangente al paraboloide.) 


La hélice r(t) = (cos(7r1/2), sen(111/2), t) interseca la esfera 
xX + y? + 2? = 2 en dos puntos. Determine el ángulo de 
intersección en cada punto. 


(a) Dos superficies se llaman ortogonales en un punto de 
intersección si sus rectas normales son perpendiculares en 
ese punto. Demuestre qué superficies, con las ecuaciones 
F(x, y, z) = 0 y G(x, y, z) = 0 son ortogonales en un 
punto P donde VF + 0 y VG 4 0 si, y solo si 


F.G, + F,G, + F:G.=0 en P 


(b) Use el inciso (a) para demostrar que las superficies 
z=x +y yx + y + z7 = r son ortogonales en todos 
los puntos de intersección. ¿Puede ver por qué esto es 
cierto sin usar el cálculo? 


(a) Demuestre que la función f(x, y) = y/xy es continua 
y que las derivadas parciales f; y f, existen en el origen 
pero que las derivadas direccionales en todas las demás 
direcciones no existen. 

(b) Grafique f cerca del origen y comente cómo esta gráfica 
confirma el inciso (a). 


. Suponga que las derivadas direccionales de Ax, y) son 


conocidas en un punto dado en dos direcciones no paralelas 
dadas por los vectores unitarios u y v. ¿Es posible determinar 
Af en este punto? De ser así, ¿cómo lo haría? 


Demuestre que si z = f(x, y) es derivable en Xo = (xo, yo), 
entonces 


fE) — f(x0) — Vf): (x — xo) E 


[x= xo] 


lím 0 


x>Xo 


[Sugerencia: use directamente la definición 14.4.7.] 


Como se vio en el capítulo 4, uno de los principales usos de las derivadas ordinarias es 
encontrar valores máximos y mínimos (valores extremos). En esta sección se verá cómo 
usar derivadas parciales para localizar máximos y mínimos de funciones de dos varia- 
bles. En particular, en el ejemplo 6 se verá cómo maximizar el volumen de una caja sin 
tapa si tiene una cantidad fija de cartón para trabajar. 

Examine las cumbres y valles de la gráfica de f que aparece en la figura 1. Hay dos 
puntos (a, b) donde f tiene un máximo local, es decir, donde (a, b) es mayor que los 
valores cercanos de f(x, y). El mayor de esos dos valores es el máximo absoluto. De igual 
manera, f tiene dos mínimos locales, donde (a, b) es menor que los valores cercanos. El 
menor de estos dos valores es el mínimo absoluto. 
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Nótese que la conclusión del 
teorema 2 puede enunciarse en la 
notación de vectores gradiente como 


Vf(a, b) = 0. 


ZA 


r 


FIGURA 2 
z=x +y — 2x — 6y + 14 


11) Definición Una función de dos variables tiene un máximo local en (a, b) si 
f(x, y) =f (a, b) cuando (x, y) está cerca de (a, b). [Esto significa que f (x, y) = f (a, b) 
para todos los puntos (x, y) en algún disco con centro (a, b).] El número fía, b) se lla- 
ma valor máximo local. Si f (x, y) > f (a, b) cuando (x, y) está cerca de (a, b), f tiene 
un mínimo local en (a, b) y fa, b) es un valor mínimo local. 


Si las desigualdades de la definición 1 son válidas para todos los puntos (x, y) en el 
dominio de f, entonces f tiene un máximo absoluto (o mínimo absoluto) en (a, b). 


(2) Teorema Si ftiene un máximo o mínimo local en (a, b) y las derivadas parciales 
de primer orden de f no existen, f(a, b) = 0 y f(a, b) = 0. 


COMPROBACIÓN Sea g(x) = f(x, b). Si f tiene un máximo (o mínimo) local en 

(a, b), g tiene un máximo (o mínimo) local en a, así que g'(a) = O por el teorema 

de Fermat (véase al teorema 4.1.4). Pero g'(a) = f(a, b) (véase la ecuación 14.3.1), de 
manera que f(a, b) = 0. De igual forma, al aplicar el teorema de Fermat a la función 
G(y) = f(a, y) se obtiene f,(a, b) = 0. E 


Si se pone f,(a, b) = 0 y f(a, b) = O en la ecuación de un plano tangente (ecuación 
14.4.2), se obtiene z = Zo. Así, la interpretación geométrica del teorema 2 es que, si la 
gráfica de f tiene un plano tangente en un máximo o mínimo local, el plano tangente debe 
ser horizontal. 

Un punto (a, b) se llama punto crítico (o punto estacionario) de f si f La, b) = 0 y 


f,(a, b) = 0, o si una de estas derivadas parciales no existe. El teorema 2 indica que si f 


tiene un máximo o mínimo local en (a, b), entonces (a, b) es un punto crítico de f. Sin 
embargo, como en el cálculo de una variable, no todos los puntos críticos dan origen a 
máximos o mínimos. En un punto crítico, una función podría tener un máximo local o un 
mínimo local, o ninguno de ellos. 


EJEMPLO 1 Sea f(x, y) = x + y? — 2x — 6y + 14. Entonces, 
fay=2%-2  fluy=2-6 


Estas derivadas parciales son iguales a O cuando x = 1 y y = 3, así que el único punto 
crítico es (1, 3). Al completar el cuadrado se descubre que 


fy) =4+(r= 1+ (y =3) 


Como (x — 1)? = 0 y (y — 3) = 0, se tiene f (x, y) = 4 para todos los valores de x y y. 
Por tanto, f(1, 3) = 4 es un mínimo local, y de hecho es el mínimo absoluto de f. Esto 
puede confirmarse geométricamente en la gráfica de f, que es el paraboloide elíptico con 
vértice (1, 3, 4) que aparece en la figura 2. E 


EJEMPLO 2 Determine los valores extremos de f(x, y) = y? — x?. 


SOLUCIÓN Como fx = —2x y f, = 2y, el único punto crítico es (0, 0). Nótese que 
para puntos en el eje x se tiene y = 0, y = 0, así que f(x, y) = —1?, < 0 (six + 0). 
Sin embargo, para puntos en el eje y se tiene x = 0, así que f (x, y) = y? > 0 (si y + 0). 
En consecuencia, todos los discos con centro (0, 0) contienen puntos donde f adopta 
valores positivos, así como puntos en los que f adopta valores negativos. Por tanto, 


fO, 0) = 0 no puede ser un valor extremo para f, por lo que f no tiene ningún valor 


extremo. E 


Fotografía de Stan Wagon, Macalester College 


FIGURA 3 


z=% 
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El ejemplo 2 ilustra el hecho de que una función no necesariamente debe tener un 
valor máximo o mínimo en un punto crítico. La figura 3 muestra cómo es posible esto. 
La gráfica de f es el paraboloide hiperbólico z = y? — x°, que tiene un plano tangente 
horizontal (z = 0) en el origen. Puede verse que f(0, 0) = O es un máximo en la dirección 
del eje x pero un mínimo en la dirección del eje y. Cerca del origen, la gráfica tiene la 
forma de una silla de montar, y por eso (0, 0) se llama un punto silla de f. 

Un paso de montaña también tiene forma de silla de montar. Como lo ilustra la foto- 
grafía de la formación geológica, para quienes escalan en una dirección, el punto silla es 
el punto más bajo en su ruta, mientras que para quienes viajan en una dirección diferente el 
punto silla es el punto más alto. 

Debe ser capaz de determinar si una función tiene o no un valor extremo en un punto 
crítico. La prueba siguiente, que se comprobará al final de esta sección, es análoga a la 
prueba de la segunda derivada para funciones de una variable. 


(3) Prueba de la segunda derivada Suponga que las segundas derivadas parciales 
de f son continuas en un disco con centro (a, b) y que f(a, b) = 0 y f(a, b) = 0 [es 
decir, que (a, b) es un punto crítico de f]. Sea 


D = D(a, b) F fala, b) f,y (a, b) a [f.,(a, b)]? 


(a) Si D > 0 y fla, b) > 0, entonces fa, b) es un mínimo local. 
(b) Si D >0 y f(a, b) < 0, entonces, fía, b) es un máximo local. 


(c) Si D < 0, entonces fía, b) no es un máximo ni un mínimo local. 


NOTA 1 En el caso (c), el punto (a, b) se llama punto silla de f y la gráfica de f cruza 
su plano tangente en (a, b). 


NOTA 2 Si D =0, la prueba no aporta ninguna información: f podría tener un máximo 
local o mínimo local en (a, b), o (a, b) podría ser un punto silla de f. 


NOTA 3 Para recordar la fórmula para D, es útil escribirla como una determinante: 


ha fo 
ba f 


D= = faf — (Fo) 


EJEMPLO 3 Encuentre los valores máximo y mínimo locales y los puntos silla de 
f(x,y) =x + yt — 4xy + 1. 


SOLUCIÓN Primero se localizan los puntos críticos: 

fe = 4x? — 4y f, = 4y? — 4x 
Al igualar con 0 estas derivadas parciales, se obtienen las ecuaciones 
x—y=0 y y x=0 


Para resolver estas ecuaciones, se sustituye y = x; de la primera ecuación en la segunda. 
Esto da 


0 = x? — x = x(x? — 1) = x(x* — De + 1) = x(x? — 1)(x? + Dí? + 1) 


de manera que hay tres raíces reales: x = 0, 1, —1. Los tres puntos críticos son (0, 0), (1, 1) 
y (1, -1). 
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Xx 


FIGURA 4 
z=% +y 4xy + 1 


Un mapa de contorno de la fun- 
ción f del ejemplo 3 se muestra 
en la figura 5. Las curvas de nivel 
cerca de (1, 1) y (—1, —1) son 

de forma ovalada e indican que 
conforme se alejan de (1, 1) o 
(1, —1) en cualquier dirección, 
los valores de f aumentan. Las 
curvas de nivel cerca de (0, 0) 
parecen hipérbolas. Revelan que 
conforme se alejan del origen 
(donde el valor de fes 1), los 
valores de f disminuyen en algu- 
nas direcciones pero aumentan en 
otras. Así, el mapa de contor- 

no sugiere la presencia de los 
mínimos y el punto silla que se 
determinaron en el ejemplo 3. 


En el Módulo 14.7 pueden 
usarse mapas de contorno para estimar 
las ubicaciones de puntos críticos. 


Luego se calculan las segundas derivadas parciales y D(x, y): 


fa = 12x? == fo = 12y? 


D(x, yY) = faf — (Lo)? = 144x?y? — 16 


Como D(0, 0) = -16 < 0, del caso (c) de la prueba de la segunda derivada se sigue que 
el origen es un punto silla; es decir, que f no tiene ningún máximo ni mínimo local en 
(0, 0). Como D(1, 1) = 128 > 0 y fẹ (1, 1) = 12 > 0, con base en el caso (a) de la prueba se 
advierte que (1, 1) = —1 es un mínimo local. De igual forma, se tiene DEl, -1) = 128 > 0 
y fa (1, 1) = 12 > 0, así que f(-1, —1) = —1 también es un mínimo local. 

La gráfica de f aparece en la figura 4. E 


FIGURA 5 


EJEMPLO 4 Determine y clasifique los puntos críticos de la función 


fx, y) = 10x?y — 5x? — 4y? — xt — 2y* 


Determine igualmente el punto más alto en la gráfica de f. 


SOLUCIÓN Las derivadas parciales de primer orden son 
fe = 20xy — 10x — 4x° f = 10x? — 8y — 8y* 
Así, para determinar los puntos críticos se deben resolver las ecuaciones 
El 2x(10y — 5-2x”) = 0 
[5] 5x? — 4y — 4y? = 0 
En la ecuación 4 se ve que 
x=0 o 10y — 5 — 2x’ = 0 


En el primer caso (x = 0), la ecuación 5 se convierte en —4y(1 + y?) = 0, así que 
y = 0 y se tiene el punto crítico (0, 0). 


2.7 


FIGURA 6 


Visual 14.7 muestra varias 
familias de superficies. La superficie 
en las figuras 7 y 8 es miembro de una 
de esas familias. 
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En el segundo caso (10y — 5 — 2x? = 0), se obtiene 


[6] x? = 5y- 2.5 


y al poner esto en la ecuación 5 se tiene 25y — 12.5 — 4y — 4y* = 0. Así, se debe resolver 
la ecuación cúbica 


4y? — 2ly+125=0 
Usando una calculadora graficadora o computadora para graficar la función 


gly) = 4y? — 21y + 12.5 


como en la figura 6, se advierte que la ecuación 7 tiene tres raíces reales. Al acercarse, se 
puede determinar las raíces con cuatro decimales: 


y = -2.5452 y = 0.6468 y = 1.8984 


(O bien, es posible haber usado el método de Newton o resuelto numéricamente con una 
calculadora o computadora para localizar esas raíces.) Con base en la ecuación 6, los 
correspondientes valores x están dados por 


x= +y5y — 2.5 


Si y = —2,5432, x no tiene valores reales correspondientes. Si y = 0.6468, entonces 
x = +0.8567. Si y = 1.8984, entonces x = +2.6442. Así, hay un total de cinco puntos 
críticos, los cuales se analizan en la tabla siguiente. Todas las cantidades se redondearon 
a dos decimales. 


Punto crítico Valor de f Fe D Conclusión 
(0, 0) 0.00 — 10.00 80.00 máximo local 

(+2.64, 1.90) 8.50 — 55.93 2488.72 máximo local 

(+0.86, 0.65) —1.48 —5.87 — 187.64 punto silla 


Las figuras 7 y 8 muestran dos vistas de la gráfica de f y se ve que la superficie se abre 
hacia abajo. [Esto también puede verse en la expresión para f(x, y): los términos dominan- 
tes son —x* — 2y* cuando |x| y |y| son grandes.] Al comparar los valores de f en sus puntos 
máximos locales, se advierte que el valor máximo absoluto de f es f (+2.64, 1.90) = 8.50. 
En otras palabras, los puntos más altos en la gráfica de f son f (+2.64, 1.90, 8.50). 


FIGURA 7 FIGURA 8 m 
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Los cinco puntos críticos de la 
función f del ejemplo 4 aparecen en 
negro en el mapa de contorno de f 
de la figura 9. 


FIGURA 9 


El ejemplo 5 también podría resol- 
verse usando vectores. Compare con 
los métodos de la sección 12.5. 


y 


FIGURA 10 


EJEMPLO 5 Determine la distancia más corta del punto (1, O, -2) al plano 
x+2y+z=4, 


SOLUCIÓN La distancia desde cualquier punto (x, y, z) al punto (1, 0, -2) es 


d=vVMx—=1?+y+(U +2? 
pero si (x, y, z) reside en el plano x + 2y + z = 4, entonces z = 4 — x — 2y y entonces 
se tiene d = y(x — 1)? + y? + (6 — x — 2y)?. Se puede minimizar d minimizando la 
expresión, más simple, 


2 = f(x,y) = (x — 1) + y? + (6 — x — 2y) 


Al resolver las ecuaciones 


f.= Ax — 1) —- 2(6 — x— 2y) = 4x + 4y- 14=0 


fı = 2y — 46 — x — 2y) = 4x + 10y - 24 = 0 
se descubre que el único punto crítico es (4, 2). Como fe = 4, fey = 4, y fy = 10, se 
tiene D(x, y) = fu fsy — (fo) = 24 > 0 y fix > 0, así que por la prueba de la segunda 
derivada f tiene un mínimo local en (4, 3). Intuitivamente, es posible ver que este mí- 
nimo local es en realidad un mínimo absoluto porque debe haber un punto en el plano 
dado que sea el más cercano a (1, 0, -2). Six = 1 yy= >, entonces 


A i m 
La distancia más corta de (1, 0 —2) al plano x + 2y + z = 4 es V6. 


EJEMPLO 6 Una caja rectangular sin tapa debe hacerse con 12 m? de cartón. Deter- 
mine el volumen máximo de esa caja. 


SOLUCIÓN Sean la longitud, ancho y alto de la caja (en metros) x, y y z, como se mues- 
tra en la figura 10. Entonces el volumen de la caja es 


V = xyz 


Se puede expresar V como una función de solo dos variables x y y usando el hecho de que 
el área de los cuatro lados y el fondo de la caja es 


2xz + 2yz + xy = 12 


OL 


(a) Conjuntos cerrados 


(b) Conjuntos no cerrados 


FIGURA 11 
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Al despejar z en esta ecuación se obtiene z = (12 — xy)/[2(x + y)], de modo que la expre- 
sión para V se convierte en 


12— xy  12xy- x?y? 
V = xy == a 
“ 2(x + y) 2(x + y) 
Calcule las derivadas parciales: 
ƏV (12 — 2xy — x°) ƏV _ x?’(12 — 2xy — y’) 
ax 2(x + yY dy Ax + y) 


Si V es un máximo, entonces 9V/0dx = ðV/ðy = 0, pero x 
se deben resolver las ecuaciones 


0o y = 0 da V = 0, así que 


12 — 2xy - x° = 0 12 — 2xy - y’ = 0 

Estas implican que x? = y?, y por tanto x = y. (Obsérvese que x y y deben ser positivas 
en este problema.) Si se pone x = y en cualquier ecuación se obtiene 12 — 3x1? = 0, lo 
que da x = 2, y = 2 y z = (12 — 2: 2)/[2(2 + 2)] = 1. 

Se podría usar la prueba de la segunda derivada para demostrar que esto da un máximo 
local de V, o simplemente es posible argumentar, con base en la naturaleza física de este 
problema, que debe haber un volumen máximo absoluto, el cual debe ocurrir en un punto crí- 
tico de V, de manera que debe ocurrir cuando x = 2, y = 2, z = 1. Entonces V = 2-2: 1 = 4, 
así que el volumen máximo de la caja es 4 m°. =l 


ll Valores máximos y mínimos absolutos 


Para una función f de una variable, el teorema de los valores extremos establece que si f 
es continua en un intervalo cerrado [a, b], f tiene un valor mínimo absoluto y un valor máximo 
absoluto. De acuerdo con el método del intervalo cerrado de la sección 4.1, esos valores se 
determinan evaluando f no solo en los números críticos, sino también en los puntos extre- 
mos a y b. 

Existe una situación similar para funciones de dos variables. Así como un intervalo 
cerrado contiene sus puntos extremos, un conjunto cerrado en R? es aquel que contiene 
todos sus puntos frontera. [Un punto frontera de D es un punto (a, b) tal que todos los 
discos con centro (a, b) contienen puntos en D y también ningún punto en D.] Por ejem- 
plo, el disco 


D = {(x, y) | 44 + y? < 1} 


que consta de todos los puntos en o dentro del círculo x? + y? = 1, es un conjunto 
cerrado porque contiene todos sus puntos frontera (los cuales son los puntos en el círculo 
x? + y? = 1). Pero si se omitiera incluso un solo punto en la curva frontera, el con- 
junto no sería cerrado. (Véase la figura 11.) 

Un conjunto acotado en R? es aquel que está contenido en un disco. En otras pala- 
bras, es de extensión finita. Así, en términos de conjuntos cerrados y acotados, se puede 
enunciar la contraparte del teorema de los valores extremos en dos dimensiones. 


Teorema de valores extremos para funciones de dos variables Si fes conti- 
nua en un conjunto cerrado y acotado D en R?, entonces f alcanza un valor máximo 
absoluto f(x, yı) y un valor mínimo absoluto f(x», y») en algunos puntos (x1, y1) y (X2, y») 
en D. 
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YA 
E A a G) 
Ls L; 
(0, 0) Lı (3, 0) 
FIGURA 12 


FIGURA 13 
f(x,y) = 2 — 2xy + 2y 


Para hallar los valores extremos garantizados por el teorema 8, hay que señalar que, 
por el teorema 2, si f tiene un valor extremo en (x;, yı), entonces (x,, yı) es un punto crítico 
de fo un punto acotado de D. Así, se tiene la extensión del método del intervalo cerrado 
siguiente. 


g Para determinar los valores máximo y mínimo absolutos de una función continua 
fen un conjunto cerrado y acotado D: 


1. Determine los valores de fen los puntos críticos de f en D. 
2. Determine los valores extremos de f en la frontera de D. 


3. El mayor de los valores de los pasos 1 y 2 es el valor máximo absoluto; el menor 
de esos valores es el valor mínimo absoluto. 


EJEMPLO 7 Halle los valores máximo y mínimo absoluto de la función 
f(x, y) = xX — 2xy + 2y en el rectángulo D = {(x, y) | 0 <x<3,0< y < 2). 


SOLUCIÓN Como fes una polinomial, es continua en el rectángulo cerrado y acotado 
D, así que el teorema 8 dice que hay tanto un máximo absoluto como un mínimo abso- 
luto. De acuerdo con el paso 1 en (9), primero se determinan los puntos críticos. Estos 
ocurren cuando 


f=2x—-2y=0 f=->2x+2=0 


así que el único punto crítico es (1, 1), y el valor de f ahí es (1, 1) = 1. 
En el paso 2 se examinan los valores de f en la frontera de D, los que constan de 
los cuatro segmentos de recta L4, L2, Lz, L4 que aparecen en la figura 12. En L; se tiene 


y=0y 
f(x, 0) = x? 0=x=3 


Esta es una función creciente de x, de manera que su valor mínimo es f(0, 0) = 0 y su 
valor máximo es (3, 0) = 9. En L, hay x = 3 y 


fG, y) = 9 — 4y 0 = y =2 


Esta es una función decreciente de y, así que su valor máximo es (3, 0) = 9 y su valor 
mínimo es (3, 2) = 1. En L; se tiene y = 2 y 


fla,2) =x?-4x+4 0O=x=3 


Por los métodos del capítulo 4, o simplemente observando que fx, 2) = (x— 2)”, se advierte 
que el valor mínimo de esta función es (2, 2) = 0 y el valor máximo es f0, 2) = 4. 
Por último, en L, hay x = 0 y 


f0, y) = 2y 0=y=2 


con valor máximo f(0, 2) = 4 y valor mínimo f(0, 0) = 0. Así, en la frontera, el valor 
mínimo de fes 0 y el máximo es 9. 

En el paso 3 se comparan estos valores con el valor (1, 1) = 1 en el punto crítico 
y se concluye que el valor máximo absoluto de f en D es (3, 0) = 9 y el valor mínimo 
absoluto es (0, 0) = (2, 2) = 0. La figura 13 muestra la gráfica de f. E 
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Finaliza esta sección con una comprobación de la primera parte de la prueba de la 
segunda derivada. La parte (b) tiene una prueba similar. 


COMPROBACIÓN DEL TEOREMA 3, PARTE (a) Calcule la derivada direccional 
de segundo orden de fen la dirección de u = (A, k}. La derivada de primer orden está dada 
por el teorema 14.6.3: 


Daf = feh + fk 


Al aplicar este teorema por segunda vez se tiene 
s 0 ð 
Di f = DAD f) = (Daf )h + — (Daf )k 
ðx dy 
= (fah + fh + (foh + Ay dk 


= fah + 2f5hk + yde (por el teorema de Clairaut) 


Si se completa el cuadrado en esta expresión se obtiene 


b 2 k? E 
pis=s(n +2 1) + yo Uta — 2) 


Se dio que f.(a, b) > 0 y D(a, b) > 0. Pero f y D = fa fy — fa son funciones con- 
tinuas, así que existe un disco B con centro (a, b) y radio ô > 0 tal que fẹ(x, y) > 0 y 
D(x, y) > 0 siempre que (x, y) está en B. Por tanto, al examinar la ecuación 10 se advierte 
que Di f(x, y) > 0 cada vez que (x, y) está en B. Esto significa que si C es la curva obte- 
nida de la intersección de la gráfica de fcon el plano vertical que pasa por Pla, b, f (a, b)) en 
la dirección de u, C'es cóncava hacia arriba en un intervalo de longitud 26. Esto es cierto 
en la dirección de todos los vectores u, de modo que si se restringe (x, y) a B, la gráfica 
de f reside arriba de su plano tangente horizontal en P. Así, f(x, y) > fía, b) cada vez que 


(x, y) está en B. Esto demuestra que fía, b) es un mínimo local. = 
14.7 EJERCICIOS 
1. Suponga que (1, 1) es un punto crítico de una función f con Use después la prueba de la segunda derivada para confirmar sus 
segundas derivadas continuas. En cada caso, ¿qué puede predicciones. 


decirse acerca de f? 
P 3. f(x,y) = 4 +x? + y?— 3xy 


Il 
N 


() fa(1,0)=4, f, 1) =1, fC, 1) 
(0) fa, 1) 54 fol, 1)=3, fy(1,1) 


II 
N 


2. Suponga que (0, 2) es un punto crítico de una función g con 
segundas derivadas continuas. En cada caso, ¿qué puede decir 
usted acerca de g? 

(a) gxx(0, 2) = =1, gxy(0, 2) = 6, gyy(0, 2) =1 
(b) gxsL0, 2) == =k gxy(0, 2) = 2, gyy(0, 2) =-8 
(c) Jxx(0, 2) = 4, gxy(0, 2) = 6, gyy(0, 2) = 9 


3-4 Use las curvas de nivel en la figura para predecir la ubicación 
de los puntos críticos de f y si f tiene un punto silla o un máximo 
o mínimo local en cada punto crítico. Explique su razonamiento. 
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FS 23-26 Use una gráfica o curvas de nivel o ambos para estimar los 
valores máximos y mínimos locales y el punto o puntos silla de 
la función. Luego use cálculo para determinar precisamente esos 


4. f(x, y) = 3x — x° — 2y + y! 


valores. 

23. f(x, y) = x? + y? ¥ xy? 

24. f(x, y) = (1 ye” 

25. f(x, y) = senx + seny + sen(x + y), 
0O=x=21,0=<y=<27 

26. f(x, y) = sen x + sen y + cos(x + y), 
0O=<x< 7/4, 0O=< y < 7/4 


FS 27-30 Use un dispositivo de graficación como en el ejemplo 4 

(o el método de Newton, o resuelva numéricamente usando una 
calculadora o computadora) para determinar los puntos críticos de 
fcon tres decimales. Clasifique después los puntos críticos y halle 
los puntos más altos o más bajos en la gráfica, si los hay. 


5-20 Determine los valores máximos y mínimos locales y el 
punto o puntos silla de la función. Si tiene software de graficación 


= yt yä 2 y 

tridimensional, grafique la función con un dominio y punto de 27. fy) =x + y YE 2y 

vista que revelen todos los aspectos importantes de la función. 28. f(x,y) = yf- 2y +x’ -y +y 

29. flx, y) = xt + y? — 3x +y’ +x- 2y+1 
5. f(x,y) =9 = 2x + 4y = x? = 4y? 30. f(x, y) = 20e7" sen 3x cos 3y, |x| <1, |y|=1 
6. f(x, y) = x%y + 12x? — 8y 
7. fay = y? + 3x%y — 6x? — 6y? + 2 31-38 Determine los valores máximo y mínimo absolutos de f en 
feta) el conjunto D. 
31. f(x, y) = x° + y? — 2x, Des la región triangular cerrada 
4 + ) 7 
9 f(x) == + y 25) con vértices (2, 0), (0, 2) y (0, -2) 

10. f(x, y) = 2 xt + 2x? — y” 32. f(x, y) =x + y — xy, Des la región triangular cerrada 

11. f(x, y) = x? — 3x + 3xy? con vértices (0, 0), (0, 2) y (4, 0). 

12. f(x, y) = x* + y? — 3x? — 3y? — 9x 33. f(x,y) =x" +y’ +x’y +4, 

B D = 1 | lx] <1 [y] = 1} 
13. f(x, y) = x* — 2x? + y? — 3y 
i 1 34. f(x,y) = x° + xy + y? — 6y, 
14. flx, y) =xy +- + D = {(x,y) | -3 Sx £3,055 y< 5} 
x y 
E i 35. fla, y) =x + 2y? = 2x— 4y +1, 
15. PS eog D=((xy|0=x=<2,0< y < 3) 
E = rue? +y?)/2 2 > 

101000) 36. f(x,y) = 4x + 6y- x? — y’, 

17. f(x,y) =xy+e> D = {(x,y) |05 x540 <y < 5) 

18. f(x, y) = (1? + ye" 37. f(x,y) = xt + yt — 4xy + 2, 

f D=((xy|0=x=3,0=y=2) 
19. f(x, y) = y? — 2y cos x, l=x=7 
E 38. f(x, y) = x? — 3x — y? + 12y, D es el cuadrilátero cuyos 

20. f(x, y) = senx seny, =T <X< T, -T< y< T vértices son (2, 3), (2, 3), (2, 2) y (2, 2). 

21. Demuestre que f (x, y) = x? + 4y? — 4xy + 2 tiene un FS 39. Para funciones de una variable es imposible que una función 
número infinito de puntos Críticos y que D = 0 en cada uno. continua tenga dos máximos locales y ningún mínimo local. 
Luego demuestre que f tiene un mínimo local (y absoluto) Pero para funciones de dos variables tales funciones existen. 
en cada punto crítico Demuestre que la función 

22. Demuestre que f(x, y) = x?ye"—” tiene valores máximos en fa y) = === (ey —=x- 1) 


(+ 1, 1/2 ) y valores mínimos en (+ l;= 1/2). Demuestre 
también que f tiene una infinidad de puntos críticos adicionales 
y que D = 0 en cada uno de ellos. ¿Cuáles dan origen a valores 
máximos? ¿A valores mínimos? ¿A puntos silla? 


solo tiene dos puntos críticos, pero tiene máximos locales 
en ambos. Use después una computadora para producir una 
gráfica con un dominio y punto de vista cuidadosamente 
elegidos para ver cómo es posible esto. 


FE 40. 


41 


42 


43 


. 


44 


45. 


46. 


47 


48 


49 


50 


51 


52. 


53 


. 


54. 


Si una función de una variable es continua en un intervalo 

y solo tiene un número crítico, un máximo local debe ser un 

máximo absoluto. Pero esto no es cierto para funciones de 

dos variables. Demuestre que la función 
f y) 5 3xe” = x?’ — e” 

tiene exactamente un punto crítico, y que f tiene un máximo 

local ahí que no es un máximo absoluto. Use después una 

computadora para producir una gráfica con dominio y punto 

de vista cuidadosamente elegidos para ver cómo es posible 

esto. 


Encuentre la distancia más corta del punto (2, 0, -3) al plano 
x+y+z=1l. 


Encuentre el punto en el plano x — 2y + 3z = 6 más cercano 
al punto (0, 1, 1). 


Encuentre los puntos en el cono z ? = x? + y? más cercanos 
al punto (4, 2, 0). 


Encuentre los puntos en la superficie y? = 9 + xz más 
cercanos al origen. 


Encuentre tres números positivos cuya suma sea 100 y cuyo 
producto sea un máximo. 


Encuentre tres números positivos cuya suma sea 12 y la suma 
de cuyos cuadrados sea lo más reducida posible. 


Encuentre el volumen máximo de una caja rectangular 
inscrita en una esfera de radio r. 


Encuentre las dimensiones de la caja con volumen 1000 cm? 
que tiene área mínima. 


Encuentre el volumen de la caja rectangular más grande en el 
primer octante con tres caras en los planos de coordenadas y 
un vértice en el plano x + 2y + 3z = 6. 


Encuentre las dimensiones de la caja rectangular con el 
volumen más grande si el área total está dada como 64 cm?. 


Encuentre las dimensiones de una caja rectangular de 
volumen máximo tal que la suma de las longitudes de sus 
doce aristas sea una c constante. 


La base de una pecera con volumen dado V está hecha de 
pizarra y los lados están hechos de vidrio. Si la pizarra cuesta 
cinco veces más (por unidad de área) que el vidrio, encuentre 
las dimensiones de la pecera que minimicen el costo de los 
materiales. 


Una caja de cartón sin tapa debe tener un volumen de 
32000 cm?. Encuentre las dimensiones que minimicen la 
cantidad de cartón usado. 


Un edificio rectangular se diseña para minimizar la pérdida 

de calor. Las paredes este y oeste pierden calor a razón de 

10 unidades/m? al día, las paredes norte y sur a razón de 8 

unidades/m? al día, el piso a razón de 1 unidad/m? al día y el 

techo a razón de 5 unidades/m? al día. Cada pared debe ser de 

al menos 30 m de largo, la altura debe ser de al menos 4 m y 

el volumen debe ser de exactamente 4000 m°. 

(a) Determine y trace el dominio de la pérdida de calor como 
una función de las longitudes de los lados. 


55 


56 


57 


58. 


59 
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(b) Determine las dimensiones que minimicen la pérdida de 
calor. (Verifique tanto los puntos críticos como los puntos 
en la frontera del dominio.) 

(c) ¿Podría diseñar un edificio con aún menos pérdida de 
calor si las restricciones de las longitudes de las paredes 
fueran eliminadas? 


Si la longitud de la diagonal de una caja rectangular debe ser 
L, ¿cuál es el mayor volumen posible? 


Un modelo para el rendimiento Y de un cultivo agrícola como 
una función del nivel de nitrógeno N y el nivel de fósforo P 
en la tierra (medidos en las unidades apropiadas) es 


Y(N, P) = kNPe""? 


donde k es una constante positiva. ¿Qué niveles de nitrógeno 
y fósforo resultan en el mejor rendimiento? 


El índice de Shannon (también llamado índice de Shannon- 
Wiener o índice de Shannon-Weaver) es una medida de la 
diversidad en un ecosistema. Para el caso de tres especies, se 
define como 


H = —pilnpi — p: ln p — ps In ps 


donde p; es la proporción de especies į en el ecosistema. 

(a) Exprese H como una función de dos variables usando el 
hecho de que p, + pa + p; = 1. 

(b) ¿Cuál es el dominio de H? 

(c) Determine el valor máximo de H. ¿Para cuáles valores de 
Pi, P2, p Ocurre? 


Tres alelos (versiones alternativas de un gen) A, B y O 
determinan los cuatro tipos de sangre A (AA o AO), B (BB o 
BO), O (OO) y AB. La ley de Hardy-Weinberg establece que 
la proporción de individuos en una población que portan dos 
alelos diferentes es 


P = 2pq + 2pr + 2rq 


donde p, q y r son las proporciones de A, B y O en la pobla- 
ción. Use el hecho de que p + q + r = 1 para demostrar que 
P es a lo sumo de a 


Suponga que un científico tiene razones para creer que dos 
cantidades x y y están relacionadas linealmente, es decir que 

y = mx + b, al menos aproximadamente, para algunos valores 
de m y b. El científico realiza un experimento y recolecta datos 
bajo la forma de puntos (x, yı), (o, Y Teris as Ya), tras de lo 
cual traza estos puntos. Los puntos no se sitúan exactamente 
en una recta, así que el científico quiere determinar constantes 
m y b de tal forma que la recta y = mx + b “se ajuste” lo más 
posible a los puntos (véase la figura). 


YA 
(Xi yi) r 
1 Lo 
dl 
oye ._<, ' 
mx;+ b 
| 
l > 
0 x 
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Sea d; = y; — (mx; + b) la desviación vertical del punto 
respecto a la recta. El método de mínimos cuadrados deter- 


n n n 
y mĚ x +b x= D xyi 
i=1 i=1 i=1 


Ñ a cdo j , , , 
mina m y b de tal modo que se minimice 2;-, d?, la suma de Así, la recta se determina resolviendo en estas dos ecuacio- 
los cuadrados de estas desviaciones. Demuestre que, de acuerdo nes las dos incógnitas m y b. (Véase la sección 1.2 para un 
con este método, la recta de mejor ajuste se obtiene cuando análisis adicional y aplicaciones del método de mínimos 


cuadrados.) 


n n . .. 
m Y x: + bn= Y y, 60. Determine una ecuación del plano que pasa por el punto (1, 2, 3) 
=1 =1 y corta el menor volumen en el primer octante. 


PROYECTO DEAPLICACIÓN DISEÑO DE UN CONTENEDOR DE DESECHOS 


Para este proyecto localice un contenedor rectangular a fin de estudiar su forma y construcción. 
Luego intente determinar las dimensiones de un contenedor de diseño similar que minimicen el 
costo de construcción. 


1. Localice primero un contenedor de desechos en su área. Estúdielo atentamente y describa todos 
los detalles de su construcción, y determine su volumen. Incluya un boceto del contenedor. 


2. Manteniendo la forma general y método de construcción, determine las dimensiones de un 
contenedor del mismo volumen si usted tuviera que minimizar el costo de construcción. Use 
los supuestos siguientes en su análisis: 


e Los lados, frente y tras deben hacerse con hojas de acero de 12 gauges (de 2.657 mm de gro- 
sor), que cuestan $8.00 dólares por metro cuadrado (incluidos todos los cortes y dobleces re- 
queridos). 


e La base debe hacerse con una hoja de acero de 10 gauges (de 3.416 mm de grosor), que 
cuesta $10.00 dólares por metro cuadrado. 


e Las tapas cuestan aproximadamente $50.00 cada una, independientemente de sus dimensiones. 
e La soldadura cuesta alrededor de $0.60 por metro, combinando material y mano de obra. 


Dé una justificación de cualesquiera supuestos o simplificaciones adicionales respecto a los 
detalles de construcción. 


3. Describa cómo podrían sus supuestos o simplificaciones afectar al resultado final. 


4. Si se le contratara como consultor en esta investigación, ¿cuáles serían sus conclusiones? 
¿Recomendaría alterar el diseño del contenedor? De ser así, describa los ahorros que resultarían. 


PROYECTO DE i i 
DESCUBRIMIENTO APROXIMACIONES CUADRÁTICAS Y PUNTOS CRÍTICOS 


La aproximación polinomial de Taylor de funciones de una variable que se estudió en el capítulo 11 
puede prolongarse a funciones de dos o más variables. Aquí investigará las aproximaciones 
cuadráticas de funciones de dos variables y las usará para dar una idea de la prueba de la segunda 
derivada para la clasificación de puntos críticos. 

En la sección 14.4 se analizó la linealización de una función f de dos variables en un punto (a, b): 


L(x, y) = f(a, b) + fla, Dx — a) + f(a, Dl — b) 
Recuerde que la gráfica de L es el plano tangente a la superficie z = f(x, y) en (a, b, f (a, b)) y 


que la correspondiente aproximación lineal es f(x, y) = L(x, y). La linealización L también se 
llama polinomio de Taylor de primer grado de fen (a, b). 
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. Si f tiene derivadas parciales continuas de segundo orden en (a, b), el polinomio de Taylor 
de segundo grado de fen (a, b) es 


O(x, y) = Fla, b) + fla, bx — a) + f,(a, by — b) 
+ $ fala, I = N iaa = A A (a, D= by 


y la aproximación f (x, y) = Q(x, y) se llama aproximación cuadrática de fen (a, b). Verifi- 
que que O tiene las mismas derivadas parciales de primero y segundo orden que fen (a, b). 
. (a) Determine los polinomios de Taylor de primer y segundo grado L y Q de f(x, y) = (A 
en (0, 0). 
(b) Grafique f, L y O. Comente qué tanto L y O se aproximan a f. 


. (a) Determine los polinomios de Taylor de primer y segundo grado L y Q para f(x, y) = xe” 
en (1, 0). 
(b) Compare los valores de L, O y fen (0.9, 0.1). 


(c) Grafique f, L y O. Comente qué tanto L y O se aproximan a f. 


4. En este problema se analizará el comportamiento del polinomio f(x, y) = ax? + bxy + cy? 


(sin usar la prueba de la segunda derivada) al identificar la gráfica como un paraboloide. 
(a) Completando el cuadrado, demuestre que si a + 0, entonces 


A T b 2 dac=b?N , 
f(x, y) = ax? + bxy + cy =aļ| | x+ y | 5 y 
i > É 2a ` 4a* 3 


(b) Sea D = 4ac — b’. Demuestre que si D > 0 y a > 0, f tiene un mínimo local en (0, 0). 


(c) Demuestre que si D > 0 y a < 0, f tiene un máximo local en (0, 0). 


(d) Demuestre que si D < 0, entonces (0. 0) es un punto silla. 


5. (a) Suponga que f es cualquier función con derivadas parciales continuas de segundo orden 


tales que (0, 0) = 0 y que (0, 0) es un punto crítico de f. Escriba una expresión para el 
polinomio de Taylor de segundo grado O de fen (0, 0). 
(b) ¿Qué puede concluir sobre O con base en el problema 4? 


(c) En vista de la aproximación cuadrática f(x, y) = Q(x, y), ¿qué sugiere el inciso (b) acerca 


de f? 
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YA 

ANA Sasa 

i ) fx, y) =10 
— fx, y) =9 

aii ~ fin y) =8 

fx, y) =7 
0 
FIGURA 1 


Visual 14.8 anima la figura 1 
tanto para curvas de nivel como para 
superficies de nivel. 


En el ejemplo 14.7.6 se maximizó una función de volumen V = xyz sujeta a la restricción 
2xz + 2yz + xy = 12, que expresaba la condición secundaria de que el área era de 12 m°. 
En esta sección se presentará el método de Lagrange para maximizar o minimizar una 
función general f(x, y, z) sujeta a una restricción (o condición secundaria) de la forma 
g(x, y, Z) = k. 

Es más fácil explicar la base geométrica del método de Lagrange para funciones de 
dos variables. Así, comience tratando de determinar los valores extremos de (x, y) sujetos a 
una restricción de la forma g(x, y) = k. En otras palabras, buscaremos los valores extremos 
de f(x, y) cuando el punto (x, y) está restringido a residir en la curva de nivel g(x, y) = k. 
La figura 1 muestra esta curva junto con varias curvas de nivel de f. Estas tienen las ecua- 
ciones f(x, y) = c, donde c = 7, 8, 9, 10, 11. Maximizar f(x, y) sujeta a g(x, y) = k 
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Los multiplicadores de Lagrange 
deben su nombre al matemático 
ítalo-francés Joseph-Louis Lagrange 
(1736-1813). Véase un boceto 
biográfico de Lagrange en la 
página 289. 


Al derivar el método de Lagrange 

se supuso que Vg + 0. En cada uno 
de nuestros ejemplos puede verificar 
que Vg + 0 en todos los puntos 
donde g(x, y, z) = k. Véase 

el ejercicio 25 para analizar qué 
puede fallar si Vg = 0. 


consiste en hallar el mayor valor de c tal que la curva de nivel f(x, y) = c interseque 
g(x, y) = k. En la figura 1 parece que esto sucede cuando esas curvas se tocan apenas entre 
sí, es decir, cuando tienen una recta tangente común. (De lo contrario, el valor de c podría 
aumentar más.) Esto significa que las rectas normales en el punto (xo, yo) donde se tocan 
son idénticas. Así, los vectores gradiente son paralelos; es decir, Vf (xo, yo) = A Vg(xo, yo) 
para algún escalar A. 

Este tipo de argumento también se aplica al problema de encontrar los valores extremos 
de f(x, y, z) sujeta a la restricción g(x, y, z) = k. Así, el punto (x, y, z) está restringido a re- 
sidir en la superficie de nivel S con ecuación g(x, y, z) = k. En vez de las curvas de nivel de 
la figura 1, considere las superficies de nivel f(x, y, z) = c y argumente que si el valor 
máximo de fes f (xo, Yo, Zo) = c, la superficie de nivel f(x, y, z) = c es tangente a la superficie 
de nivel g(x, y, z) = k, y por tanto los correspondientes vectores gradiente son paralelos. 

Este argumento intuitivo puede precisarse de la forma siguiente. Suponga que una 
función f tiene un valor extremo en un punto P(xo, yo, zo) en la superficie S y sea C 
una curva con ecuación vectorial r(t) = (x(t), y(t), z(2)) que reside en S y pasa por P. Si to 
es el valor paramétrico correspondiente al punto P, entonces r(to) = (xo, Yo, Zo). La función 
compuesta A(t) = f (x(t), y(t), z(t)) representa los valores que fadopta en la curva C. Como f 
tiene un valor extremo en (xo, yo, Zo), de esto resulta que A tiene un valor extremo en to, 
de modo que h’ (to) = 0. Pero si f es derivable, se puede usar la regla de la cadena para 
escribir 


0 = h'(to) 
= filxo, yo, Zo)x'(to) + f(xo, Yo, Zo)y (to) + f:(xo, yo, Zo)z’(to) 
= Vf (xo, Yo, Zo) * Y (to) 
Esto demuestra que el vector gradiente Vf(xo, yo, zo) es ortogonal al vector tangente r' (tp) 
a todas esas curvas C. Pero por la sección 14.6 se sabe que el vector gradiente de g, 
Vg(xo, Yo, Zo) también es ortogonal a r'(f)) para todas esas curvas. (Véase la ecuación 


14.6.18.) Esto significa que los vectores gradiente VAxo, Yo, Zo) y Vg(xo, yo, Zo) deben ser 
paralelos. Por tanto, si Vg(xo, yo, zo) + 0, existe un número A tal que 


(1) Vf (xo, Yo» Zo) =À Vg(xo, Yo, Zo) 


El número A en la ecuación 1 se llama multiplicador de Lagrange. El procedimiento 
basado en la ecuación 1 es como sigue. 


Método de multiplicadores de Lagrange Para determinar los valores máximo y 
mínimo de fx, y, z) sujetos a la restricción g(x, y, z) = k [suponiendo que estos valores 
extremos existen y que Vg + 0 en la superficie g(x, y, z) = k]: 


(a) Determine todos los valores de x, y, z y À tales que 


Vf (x, y, z) = A Vglx, y, z) 


y g(x, y, 2) = k 


(b) Evalúe fen todos los puntos (x, y, z) que resulten del paso (a). El mayor de esos 
valores es el valor máximo de f; el menor es el valor mínimo de f. 


Si se escribe la ecuación vectorial Vf = A Vg en términos de componentes, las ecua- 
ciones del paso (a) se convierten en 


f.= Mgx h = Ag, J- = Àg g(x, y,z) =k 


Otro método para resolver el sistema de 
ecuaciones (2-5) es despejar A en cada 
una de las ecuaciones 2, 3 y 4 e igualar 
después las expresiones resultantes. 
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Este es un sistema de cuatro ecuaciones con las cuatro incógnitas x, y, z y À, pero no 
es necesario hallar valores explícitos para A. 

Para funciones de dos variables, el método de multiplicadores de Lagrange es similar 
al método que se acaba de describir. Para determinar los valores extremos de f(x, y) sujeta 
a la restricción g(x, y) = k se buscan valores de x, y y A tales que 


Vf(x, y) = A Vg(x, y) y g(x,y) =k 
Esto equivale a resolver tres ecuaciones con tres incógnitas: 


f= Àgx f = M9 g(x,y) =k 


La primera ilustración del método de Lagrange es para reconsiderar el problema dado 
en el ejemplo 14.7.6. 


EJEMPLO 1 Una caja rectangular sin tapa debe hacerse con 12 m? de cartón. Deter- 
mine el volumen máximo de esa caja. 


SOLUCIÓN Como en el ejemplo 14.7.6, sean x, y y z la longitud, ancho y alto, respec- 
tivamente, de la caja en metros. Entonces, se desea maximizar 


V = xyz 
sujeta a la restricción 


g(x, y, 2) = 2xz + 2yz + xy = 12 


Usando el método de multiplicadores de Lagrange, busque valores de x, y, z y À tales que 
VV = à Vg y g(x, y, z) = 12. Esto da las ecuaciones 


V; = Ag 
V, = Àgy 
V: = Ag: 


2xz + 2yz + xy = 12 


que se convierten en 


2) ye =M2z +3) 
B) xz =A(2z + x) 


(4) xy = AQx + 2y) 
(5) 2xz + 2yz + xy = 12 


No existen reglas generales para resolver sistemas de ecuaciones. A veces se requiere un poco de 
ingenio. En el ejemplo siguiente es notorio que si se multiplica (2) por x, (3) por y y (4) por z, los 
miembros izquierdos de estas ecuaciones serán idénticos. Haciendo esto, se tiene 


(6) xyz = A(2xz + xy) 
xyz = A(2yz + xy) 
xyz = A(2xz + 2yz) 


Observe que A + O porque A = O implicaría que yz = xz = xy de (2), (3) 
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FIGURA 2 


La geometría detrás del uso de los 
multiplicadores de Lagrange en el 
ejemplo 2 se muestra en la figura 3. 
Los valores extremos de f (x, y) = xX + 2y? 
corresponden a las curvas de nivel que 
tocan el círculo xX + y? = 1. 


FIGURA 3 


y (4), y esto contradiría (5). Por tanto, de (6) y (7) se tiene 


2xz + xy = 2yz + xy 


lo que da xz = yz. Pero z + 0 (ya que z = 0 daría V = 0), así que x = y. De (7) y (8) es 


2yz + xy = 2xz + 2yz 


lo que da 2xz = xy, y por tanto (ya que x + 0) y = 2z. Si se pone ahora x = y = 2z en (5), 
se obtiene 


47? + 42? + 47 = 12 


Como x, y y z son positivas, se tiene z = 1, así que x = 2 y y = 2. Esto coincide con la 
respuesta en la sección 14.7. E 


EJEMPLO 2 Determine los valores extremos de la función Ax, y) = x? + 2y? en el 
círculo 12 + y? = 1. 


SOLUCIÓN Se piden los valores extremos de f sujetos a la restricción g(x, y) = + y? = 1. 
Usando los multiplicadores de Lagrange, se resuelven las ecuaciones Vf = À Vg y 
g(x, y) = 1, las que pueden escribirse como 


fe = Mas f = Agr g(x,y) = 1 
o bien 
g 2x = 2xA 
4y = 2yA 
m Pty 


De (9) se tiene que x = 00A = 1. Si x = 0, entonces (11) da y = +1. SIA = 1, entonces 
y = 0 de (10), así que (11) da x = +1. Por tanto, f tiene posibles valores extremos en los 
puntos (0, 1), (0, — 1), (1, 0) y (—1, 0). Al evaluar f en esos cuatro puntos se descubre que 


f(0,1) = 2 f0, =1)=2 fU0)=1 f(=1,0) = 


En consecuencia, el valor máximo de f en el círculo x? + y? = 1 es f(0, +1) = 2 y el 
valor mínimo es f(+1, 0) = 1. En términos geométricos, estos corresponden a los puntos 
más alto y más bajo en la curva C de la figura 2, donde C consta de aquellos puntos en el 
paraboloide z = x? + 2y? que se encuentran directamente arriba del círculo de restricción 
X2+y=1. E 


EJEMPLO 3 Determine los valores extremos de f(x, y) = x? + 2y? en el disco 1? + y < 1. 


SOLUCIÓN De acuerdo con el procedimiento en (14.7.9), se compararon los valores de fen 
los puntos críticos con los valores en los puntos de la frontera. Como f, = 2x y f, = 4y, 

el único punto crítico es (0, 0). Compare el valor de f en ese punto con los valores extre- 
mos en la frontera del ejemplo 2: 


F(0,0)=0 f(=1,0)=1 f(0, +1) =2 


Por tanto, el valor máximo de fen el disco x? + y? = 1 es f(0, +1) = 2 y el valor mínimo 
es f(0, 0) = 0. a 


La figura 4 muestra la esfera y el 
punto P más cercano del ejemplo 4. 
¿Cómo podría determinar las coor- 
denadas de P sin usar cálculo? 


(3, 1.1) 


FIGURA 4 
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EJEMPLO 4 Halle los puntos en la esfera x? + y? + z? = 4 que están más cerca y 
más lejos del punto (3, 1, —1). 


SOLUCIÓN La distancia desde un punto (x, y, z) al punto (3, 1, —1) es 


d = y(x — 3} + (y — D? + (+ 1)? 


pero el álgebra es más simple si en lugar de ello maximiza y minimiza el cuadrado de la 
distancia: 


d= flay) = (34 0 D+G+ 0 
La restricción es que el punto (x, y, z) reside en la esfera, es decir 
glx, yz) =x +y? +7 =4 


De acuerdo con el método de multiplicadores de Lagrange, se resuelve Vf = À Vg, g = 4. 
Esto da 


[12] Lx — 3) = 2x 
[13] Ay — 1) = 2yA 
2(z + 1) = 2zA 
(15] xX ty +z? = 


La manera más sencilla de resolver estas ecuaciones es despejar x, y y z en términos de À 
en (12), (13) y (14) y sustituir después esos valores en (15). De (12) se tiene 


3 
L= 


x=3=xA o x(1-A)=3 o x= 


[Adviértase que 1 — A + 0, porque A = 1 es imposible debido a (12).] De igual manera, 
(13) y (14) dan 


1 a 1 
2S A 
En consecuencia, de (15) se tiene 
32 1? (-1y 


a-a N ay” 


lo que da (1 — à} = #4, 1 — à = +y11/2, así que 


v11 
a 


A=1zx 


Estos valores de A dan entonces los correspondientes puntos (x, y, z): 


(< 2 2) ( 6 2 =) 
ia? 1 E JA11 A11 yT 


Es fácil ver que f tiene un valor menor en el primero de estos puntos, así que el punto más 


cercano es (6//11, 2/4/11, —2//T1 ) y el más alejado es (—6//T1, -2//11, 2//T1 ). m 
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h=c 


FIGURA 5 


El cilindro x? + y? = 1 interseca el 
plano x — y + z = 1 en una elipse 
(figura 6). El ejemplo 5 pide el valor 
máximo de f cuando (x, y, z) está 
restringido a residir en la elipse. 


ÉS 
, 
t 


j 
E 
a: 


FIGURA 6 


E Dos restricciones 


Suponga ahora que se quieren encontrar los valores máximo y mínimo de una función 
fx, y, z) sujeta a dos restricciones (condiciones secundarias) de la forma g(x, y, z) = k y 
h(x, y, z) = c. Geométricamente, esto significa que se buscan los valores extremos de f 
cuando (x, y, z) está restringido a residir en la curva de intersección C de las superficies 
de nivel g(x, y, z) = k y h(x, y, z) = c. (Véase la figura 5.) Suponga que f tiene tal valor 
extremo en un punto P(xo, Yo, Zo). Se sabe desde el principio de esta sección que Vf es 
ortogonal a C en P. Pero también se sabe que Vg es ortogonal a g(x, y, z) = k y que Vh 
es ortogonal a h(x, y, z) = c, así que Vg y Vh son por igual ortogonales a C. Esto signi- 
fica que el vector gradiente Vflxo, yo, zo) está en el plano determinado por Vg(xo, Yo, Zo) 
y Vh(xo, Yo, Zo). (Suponga que estos vectores gradiente no son cero ni paralelos.) Así, 
existen números A y u (llamados multiplicadores de Lagrange) tales que 


Vf (xo, Yo, Zo) = A Vglxo, Yo, Zo) + m Vh(xo, yo, Zo) 


En este caso, el método de Lagrange consiste en buscar valores extremos resolviendo 
cinco ecuaciones con las cinco incógnitas x, y, z, A y q. Estas ecuaciones se obtienen 
escribiendo la ecuación 16 en términos de sus componentes y usando las ecuaciones de 
restricción: 


f.= Agx + Mhz 

fi = Ag, + ph, 

J: = Ag: + ph. 
g(x, y, z) = k 


h(x, y, z) 6 


EJEMPLO 5 Encuentre el valor máximo de la función f(x, y, z) = x + 2y + 3z en la 
curva de intersección del plano x- y + z = 1 y el cilindro 1? + y? = 1. 


SOLUCIÓN Maximice la función f(x, y, z) = x + 2y + 3z sujeta a las restricciones 
g(x, y, zZ) =x — y +z = ly h(x, y, 2) =x + y? = 1. La condición de Lagrange 
es Vf = AVg + y Vh, así que se resuelven las ecuaciones 


1=1A+2xp 
2=-—A + 2yu 
3=A 
x=y+z=1 
(21) + y?=1 


Al poner A = 3 [de 19)] en (17) se obtiene 2xu = —2, así que x = —1/p. De igual 
manera, (18) da y = 5/(21). La sustitución en (21) da entonces 


SECCIÓN 14.8 Multiplicadores de Lagrange 977 


y por tanto u? = >, u = +y29/2. Entonces, x = +2/y/29, y = +5/y29 y, de (20), 
z=1=x+y=127/4/29. Los valores correspondientes de f son 


li) al) 23 


Por tanto, el valor máximo de f en la curva dada es 3 + 4/29. E 


14.8 EJERCICIOS 


1. Se presenta un mapa de contorno de f y una curva con 11: faya a y a +y+ezr=1 
ecuación g(x, y) = 8. Estime los valores máximo y mínimo D > 5 
. 9, y) o 1 12. flay 2 ayr ay 
de f sujetos a la restricción de que g(x, y) = 8. Explique su i 7 7 
razonamiento. 13. f(11y20)=x+y+23+0 y ty +l 


14. f Kio Ade Xa) = Ki + X2 +o...+ Xn> 


15. El método de multiplicadores de Lagrange supone que los 
valores extremos existen, pero este no siempre es el caso. 
Demuestre que el problema de encontrar el valor mínimo de 
f(x, y) = x? + y sujeta a la restricción xy = 1 puede 
resolverse usando multiplicadores de Lagrange pero que f no 
tiene un valor máximo con esa restricción. 


16. Halle el valor mínimo de f (x, y) = x? + 2y? + 32? sujeta a 
la restricción x + 2y + 3z = 10. Demuestre que f no tiene 
ningún valor máximo con esa restricción. 


17-20 Determine los valores extremos de f sujeta a ambas 
restricciones. 


FH 2. (a) Use una calculadora graficadora o computadora para 


graficar el círculo x? + y? = 1. En la misma pantalla, 17. f(x, y, z) = vez Padel siy=l 

grafique varias curvas de la forma x? + y = c hasta A A 

encontrar dos que toquen apenas el círculo. ¿Cuál es la 18. f(x, y, 2) = EY Zin WEY = 2A 

significación de los valores de c para estas dos curvas? 19. f(x,y,z =x +2y; x+y+z=1, y +7 =4 
(b) Use los multiplicadores de Lagrange para determinar 20. f(x,y,z) = 3x — y — 3z; 


y, 
=x j = 2 2 
los valores extremos de f (x, y) = x? + y sujeta a la res x+y=2=0, x +22=1 


tricción x? + y? = 1. Compare sus respuestas con 


las del inciso (a). 
21-23 Halle los valores extremos de fen la región descrita por la 


3-14 Cada uno de estos problemas de valores extremos tiene una desigualdad. 
solución tanto con un valor máximo como con un valor mínimo. 
Use los multiplicadores de Lagrange para hallar los valores 21. f(x,y) =x? + y? + 4x- 4y, 19+y?<9 
extremos de la función sujeta a la restricción dada. 22. f(x,y) = 2x? + 3y? — 4x- 5, x? +y <16 
5 j 3 23. flx, y) =e™, x? +4y’ s1 
ol O A EA 
3 ¿3 iu 
4 fy) =e, Y 16 24. Considere el problema de maximizar la función 
5. f(x,y) = xy; 4x +y = Ax, y) = 2x + 3y sujeta a la restricción Vx + yy = 5. 
6 Fay) = re; x tya (a) Intente usar multiplicadores de Lagrange para resolver 
i 7 el problema. 
7. f(xy) = 1 Ry +a; x+y+z=12 (b) ¿Podría f(25, 0) dar un valor mayor que el del inciso (a)? 
8. f(x,y,z) =e"% 2x? +y? +z? = 24 m (c) Resuelva el problema graficando la ecuación de res- 
, , tricción y varias curvas de nivel de f. 
9. f(x,y,z) = xyz; I+y+zr=4 (d) Explique por qué el método de multiplicadores de 
10. f(x,y,2) = In? + 1) + n? + 1) + In? + 1); Lagrange fracasa en la resolución de este problema. 
2 i (e) ¿Cuál es el significado de f(9, 4)? 


xX +y tz = 12 
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25. Considere el problema de minimizar la función f(x, y) = xen 41. Ejercicio 51 42. Ejercicio 52 

la curva y? + x* — e =0 (un piriforme). 43. Ejercicio 55 

(a) Intente usar multiplicadores de Lagrange para resolver 
este problema. , , , , 

(b) Demuestre que el valor mínimo es f(0, 0) = O, pero que 44. Determine los volúmenes máximo y mínimo de una caja 
la condición de Lagrange Vf(0, 0) = A Vg(0, 0) no es rectangular cuya área es de 1500 cm? y cuya longitud de 
satisfecha por ningún valor de À. aristas total es de 200 cm. 

(c) Explique por qué los multiplicadores de Lagrange fraca- 45. El plano x + y + 2z = 2 interseca el paraboloide z = x? + y? 
san en el hallazgo del valor mínimo en este caso. en una elipse. Halle los puntos en esta elipse que están más 

En 26. (a) Si su sistema algebraico computacional traza curvas cerca y más lejos del origen. 
implícitamente definidas, úselo para estimar los valores FS 46. El plano 4x — 3y + 8z = 5 interseca el cono 2? = 2 + y? 


mínimo y máximo de f (x, y) = xX + y? + 3xy sujeta a la 
restricción (x — 3)? + ( y — 3)? = 9 mediante métodos 
gráficos. 

(b) Resuelva el problema del inciso (a) con ayuda de los 
multiplicadores de Lagrange. Use su SAC para resolver la 


ecuación numéricamente. Compare sus respuestas con las 
del inciso (a) En 47-48 Halle los valores máximo y mínimo de f sujeta a las 


restricciones dadas. Use un sistema algebraico computacional 
para resolver el sistema de ecuaciones que surge del uso de 
multiplicadores de Lagrange. (Si su SAC solo halla una solución, 
quizá deba usar comandos adicionales.) 


en una elipse. 

(a) Grafique el cono y el plano y observe la intersección 
elíptica. 

(b) Use multiplicadores de Lagrange para determinar el 
punto más alto y el más bajo en la elipse. 


27. La producción total P de cierto producto depende de la 
cantidad L de mano de obra utilizada y de la cantidad K de 
inversión de capital. En las secciones 14.1 y 14.3 se analizó 
cómo el modelo de Cobb-Douglas P = bL*K'"* sigue ciertos 
supuestos económicos, donde b y œ son constantes positivas y 47. f(x, y, z) = yen”; 9x? + 4y? H 362? = 36, xy+yz=1 
a < 1. Si el costo de una unidad de trabajo es m y el costo de 
una unidad de capital es n, y si la compañía solo puede gastar 
p dólares como su presupuesto total, maximizar la producción 


48. f(x,y,z) =x+y+z;, 12-y=2zx+2=4 


P está sujeta a la restricción mL + nK = p. Demuestre que la 


o pe 49. (a) Encuentre el valor máximo de 
producción máxima ocurre cuando 


ap =a Fl, X25. -03 Xn) = Y XX2: Xn 
L=% g=- )p 
m n 
dado que x2, X2, . . . , X, son números positivos y 
28. En referencia al ejercicio 27, suponga ahora que la xi +x ++... + x = c, donde c es una constante. 
Pa : l-a = E OE : 5 

producción se fija en bL“K*™® = Q, donde Q es una (b) Deduzca del inciso (a) que si xı, X2, . . ., Xn son números 

constante. ¿Qué valores de L y K minimizan la función positivos, entonces 

de costo C(L, K) = mL + nK? 

a 1 > a i Hk IS E O 

29. Use multiplicadores de Lagrange para comprobar que el OER Xp < 


rectángulo con área máxima que tiene un perímetro dado p n 


esun ciadrado. Esta desigualdad indica que la media geométrica 


30. Use multiplicadores de Lagrange para comprobar que el de n números no es mayor que la media aritmética de 
triángulo con área máxima que tiene un perímetro dado p los números. ¿En qué circunstancias estas dos medias 
es equilátero. son iguales? 


Sugerencia: use la fórmula de Herón para el área: Lia He a ; e 
8 P 50. (a) Maximice Zi MY sujeta a las restricciones 


Nx? =1 y 3 1yÉ =1. 


A = vsís — x)\(s — y)(s — z) 


(b) Use 
donde s = p/2 y x, y, z son las longitudes de los lados. de di y y= bi 
31-43 Use multiplicadores de Lagrange para dar una solución v> af l V2 b 


alterna al ejercicio indicado de la sección 14.7. 
para demostrar que 


31. Ejercicio 41 32. Ejercicio 42 
33. Ejercicio 43 34. Ejercicio 44 Y aibi < VZ a? JÈ b? 
35. Ejercicio 45 36. Ejercicio 46 a A 
para cualesquiera números a,,..., an, bı, . . . , bn. Esta 
37. Ejercicio 47 38. Ejercicio 48 desigualdad se conoce como desigualdad de Cauchy- 


39. Ejercicio 49 40. Ejercicio 50 Schwarz. 
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PROYECTO DE APLICACIÓN LA CIENCIA DE LOS COHETES 


Muchos cohetes, como el Pegasus XL, que actualmente se usa para lanzar satélites, y el Saturn V, 
que fue el primero en llevar hombres a la luna, están diseñados para usar tres etapas en su 
ascenso al espacio. Una gran primera etapa propulsa inicialmente al cohete hasta que su com- 
bustible se agota, momento en el cual esta etapa es desechada para reducir la masa del cohete. 
Las etapas segunda y tercera son menores y funcionan de manera similar a fin de poner en órbita 
alrededor de la Tierra la carga útil del cohete. (Con este diseño, se requieren al menos dos etapas 
para llegar a las velocidades necesarias, y usar tres etapas ha resultado ser un buen arreglo entre 
costo y desempeño.) La meta aquí es determinar las masas particulares de las tres etapas, las 
que deben diseñarse para minimizar la masa total del cohete, permitiendo al mismo tiempo que 
alcance la velocidad deseada. 

Para un cohete de una etapa que consume combustible a una razón constante, el cambio en 
velocidad que resulta de la aceleración del vehículo del cohete se ha propuesto como 


AV=-< nf a= o) 
PEEM. 

donde M, es la masa del motor del cohete incluido el combustible inicial, P es la masa de la carga 

útil, S es un factor estructural determinado por el diseño del cohete (específicamente, la propor- 

ción entre la masa del vehículo del cohete sin combustible y la masa total del cohete sin carga 

útil) y c es la velocidad (constante) de escape en relación con el cohete. 

Considérese ahora un cohete con tres etapas y una carga útil de masa A. Suponga que las 
fuerzas externas son mínimas y que c y S permanecen constantes en cada etapa. Si M; es la masa 
de la etapa de orden i, se puede considerar inicialmente que el motor del cohete tiene masa M, 

y que su carga útil tiene masa M, + M; + A; la segunda y tercera etapas pueden manejarse de 
forma similar. 


1. Demuestre que la velocidad alcanzada después de desechadas las tres etapas está dada por 


„p(t M+M +A), p(MtM+A\ (MAA 
n= EEN G e E e EA) ATEFA) ASE EA 


2. Se desea minimizar la masa total M = M, + M, + M; del motor del cohete sujeta a la restric- 
ción de que se alcance la velocidad deseada vf del problema 1. El método de multiplicadores de 
Lagrange es apropiado aquí, pero difícil de implementar usando las expresiones corrientes. 
Para simplificar, se definen variables N; de tal forma que la ecuación de restricción pueda 
expresarse como 0; = c(In N, + In N, + In N3). Dado que M es ahora difícil de expresar en 
términos de N's, es deseable usar una función más simple que sea minimizada en el mismo 
lugar que M. Demuestre que 


Mı | M: M3 A NA a Ea SIN, 
Mı + M; +t A 1 — SN, 


Mz M3 A X a a SIN 
M; + A 1 — SN», 


M; + A G= SE 


A SINE 
y concluya que 
M+A _ (1 — SPNINN; 
A (1 = SN) = SN2J(1 — SN) 


3. Verifique que In((M + A)/A) se minimiza en el mismo lugar que M; use multiplicadores de 
Lagrange y los resultados del problema 2 para hallar expresiones para los valores de N; donde 
ocurre el mínimo sujeto a la restricción v; = c(ln N, + In N, + ln N3). [Sugerencia: use pro- 
piedades de logaritmos para simplificar las expresiones.] 
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4. Determine una expresión para el valor mínimo de M como función de vy. 


5. Si se quiere poner un cohete de tres etapas en órbita a 160 km de la superficie terrestre, se 
requiere una velocidad final de aproximadamente 28 000 km/h. Suponga que cada etapa 
integra un factor estructural $ = 0.2 y una velocidad de escape de c = 9 600 km/h. 

(a) Determine la masa mínima total M de los motores del cohete como una función de A. 
(b) Determine la masa de cada etapa particular como una función de A. (¡No son de igual tamaño!) 


6. El mismo cohete requeriría una velocidad final de aproximadamente 39 700 km/h para escapar 
de la gravedad de la Tierra. Determine la masa de cada etapa que minimizaría la masa total de 
los motores del cohete y que le permitiría propulsar una sonda de 200 kg en el espacio profundo. 


PROYECTO DE APLICACIÓN OPTIMIZACIÓN DE HIDROTURBINAS 


En una estación generadora de energía hidroeléctrica (alguna vez operada por la Katahdin Paper 
Company) en Millinocket, Maine, el agua se traslada por tuberías desde una presa hasta la esta- 
ción de energía. La razón a la que fluye el agua por la tubería varía, dependiendo de condiciones 
externas. 

La estación de energía tiene tres diferentes turbinas hidroeléctricas, cada una de ellas con una 
función de potencia conocida (y única) que define la cantidad de energía eléctrica generada como 
una función del flujo de agua que llega a la turbina. El agua de arribo puede repartirse en diferentes 
volúmenes a cada turbina, así que la meta es determinar cómo distribuir el agua entre las turbinas 
para establecer la máxima producción de energía total a cualquier razón de flujo. 

Con base en evidencia experimental y la ecuación de Bernoulli, se determinaron los modelos 
cuadráticos siguientes para la producción de energía de cada turbina, junto con los flujos permisi- 
bles de operación: 


KW, = (-18.89 + 0.12770, — 4.08 - 10%07)(170 — 1.6 - 100%) 
KW, = (-24.51 + 0.13580, — 4.69 - 10 %03)1(170 — 1.6 - 10%0?) 
KW; = (-27.02 + 0.13800, — 3.84 - 10%07)(170 — 1.6 - 100%) 
250 = Q, = 1110, 250 = 0, = 1110, 250 = Q; = 1225 
donde 
O, = flujo por la turbina i en pies cúbicos por segundo 
KW, = energía generada por turbina i en kilowatts 
Qr = flujo total por la estación en pies cúbicos por segundo 
1. Si se usan las tres turbinas, se quiere determinar el flujo O, a cada turbina que dará la producción 
máxima de energía total. Las limitaciones son que los flujos deben sumar el flujo de entrada 
total y observar las restricciones dadas del dominio. En consecuencia, use multiplicadores de 
Lagrange para determinar los valores para los flujos particulares (como funciones 


de Or) que maximicen la producción de energía total KW, + KW, + KW, sujeta a las restriccio- 
nes Q, + O, + Q; = Or y alas restricciones del dominio en cada Q;. 


2. ¿Para cuáles valores de Q7 es válido su resultado? 


3. Para un flujo de entrada de 2500 pies*/s, determine la distribución a las turbinas y verifique 
(probando algunas distribuciones cercanas) que su resultado sea efectivamente un máximo. 


4. Hasta ahora se ha supuesto que las tres turbinas están en operación; ¿en algunas situaciones 
es posible que se produzca más energía usando solo una turbina? Haga una gráfica de las 
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tres funciones de energía y úsela para decidir si un flujo de entrada de 1000 pies*/s debería 
distribuirse a las tres turbinas o encauzarse solo a una. (Si determina que debería usarse solo 
una turbina, ¿cuál de ellas sería?) ¿Y si el flujo fuera de únicamente 600 pies*/s? 


5. Quizá para algunos niveles de flujo sería provechoso usar dos turbinas. Si el flujo de entrada 
es de 1500 pies?/s, ¿cuáles dos turbinas recomendaría usar? Use multiplicadores de Lagrange 
para determinar cómo debería distribuirse el flujo entre las dos turbinas para maximizar la 
energía producida. Para este flujo, ¿emplear dos turbinas es más eficiente que usar las tres? 


6. Si el flujo de entrada es de 3400 pies”/s, ¿qué recomendaría a la gerencia de la estación? 


¡LA REPASO 


Las respuestas a la verificación de conceptos se encuentran en las páginas finales del libro. 


. (a) ¿Qué es una función de dos variables? 


(b) Describa tres métodos para visualizar una función 
de dos variables. 


. ¿Qué es una función de tres variables? ¿Cómo puede 


visualizar una función de ese tipo? 


. ¿Qué significa la expresión siguiente? 


lím 
(x, y) —> (a, b 


Huy) =L 


¿Cómo podría demostrar que ese límite no existe? 


. (a) ¿Qué significa decir que f es continua en (a, b)? 


(b) Si fes continua en R?, ¿qué puede decir usted sobre 
su gráfica? 


. (a) Escriba expresiones para las derivadas parciales f(a, b) 


y f(a, b) como límites. 

(b) ¿Cómo se interpreta f(a, b) y f(a, b) geométricamente? 
¿Cómo se les interpreta como razones de cambio? 

(c) Si fx, y) está dada por una fórmula, ¿cómo se calcula f; y f,? 


. ¿Qué dice el teorema de Clairaut? 


7. ¿Cómo se determina un plano tangente a cada uno de los 


10. 
11. 


tipos de superficies siguientes? 

(a) Una gráfica de una función de dos variables, z = f(x, y) 

(b) Una superficie de nivel de una función de tres variables, 
F(x, y, z) = k 


. Defina la linealización de f en (a, b). ¿Cuál es la 


correspondiente aproximación lineal? ¿Cuál es la 
interpretación geométrica de la aproximación lineal? 


. (a) ¿Qué significa decir que f es derivable en (a, b)? 


(b) ¿Cómo suele verificarse que f es derivable? 
Si z = f(x, y), ¿qué son las diferenciales dx, dy y dz? 


Enuncie la regla de la cadena para el caso en el que 
z = f(x, y) y x y y son funciones de una variable. ¿Y si 
x y y fueran funciones de dos variables? 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 
18. 


19. 


Si z es definida implícitamente como una función de x y y por 
una ecuación de la forma F(x, y, z) = 0, ¿cómo se determina 
02/0x y ðz/ðy? 


(a) Escriba una expresión como un límite para la derivada 
direccional de f en (xo, yo) en la dirección de un vector 
unitario u = (a, b). ¿Cómo se le interpreta como una 
razón? ¿Cómo se le interpreta geométricamente? 

(b) Si fes derivable, escriba una expresión para 
Daf (xo, yo) en términos de f, y fy- 


(a) Defina el vector gradiente Vf para una función f de dos 
o tres variables. 

(b) Exprese D, fen términos de Vf. 

(c) Explique la significación geométrica del gradiente. 


¿Qué significan los enunciados siguientes? 
(a) ftiene un máximo local en (a, b). 

(b) ftiene un máximo absoluto en (a, b). 
(c) ftiene un mínimo local en (a, b). 

(d) ftiene un mínimo absoluto en (a, b). 
(e) ftiene un punto silla en (a, b). 


(a) Si ftiene un máximo local en (a, b), ¿qué puede decir usted 
sobre sus derivadas parciales en (a, b)? 
(b) ¿Qué es un punto crítico de f? 


Enuncie la prueba de la segunda derivada. 


(a) ¿Qué es un conjunto cerrado en R?? ¿Qué es un conjunto 
acotado? 

(b) Enuncie el teorema de valores extremos para funciones de 
dos variables. 

(c) ¿Cómo se determinan los valores que garantiza el teorema 
de valores extremos? 


Explique cómo funciona el método de multiplicadores de 
Lagrange para determinar los valores extremos de f(x, y, z) 
sujeta a la restricción g(x, y, z) = k. ¿Y si hubiera una segunda 
restricción h(x, y, z) = c? 
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EXAMEN VERDADERO-FALSO 


Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero 
explique por qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo 
que refute el enunciado. 


1. fla, b) = lím f(a, y) — f(a, b) 


y>b y= b 


2. Existe una función f con derivadas parciales continuas de 
2 


segundo orden tales que fx, y) = x + y? y f(x, y) =x — y?. 
o L 
ds dx dy 
4. Dk f(x, y, 2) = fx, y, 2) 
5. Si f(x, y) > L cuando (x, y) —> (a, b) a lo largo de todas las 


rectas que pasan por (a, b), entonces líM +. y) >(a, 0) f(x, y) = L. 


6. Si f(a, b) y f(a, b) existen, f es derivable en (a, b). 


EJERCICIOS 


. Si f tiene un mínimo local en (a, b) y f es derivable en (a, b), 


entonces Vf (a, b) = 0. 


. Si fes una función, entonces 


ím _ f(x,y) = f(2, 5) 


(x, a 5) * 


9. Sif (x, y) = ln y, entonces Vf (x, y) = 1/y. 


11. 
12. 


. Si (2, 1) es un punto crítico de f y 


Fal, Dfy(2, 1) < fol, DI? 
f tiene un punto silla en (2, 1). 


Si f (x, y) = sen x + sen y, entonces —y/2 = Da f(x, y) = y2. 


Si f(x, y) tiene dos máximos locales, f debe tener un mínimo 
local. 


1-2 Determine y trace el dominio de la función. 
1. f(x,y) = ln(x + y+ 1) 


2. f(x,y) =V4=x2= y? H V1- 


3-4 Trace la gráfica de la función. 
3. f(x,y = 1- y? 
4. f(x,y) = x? + (y — 2) 


5-6 Trace varias curvas de nivel de la función. 


5. f(x, y) = v4? + y? 


6. f(x,y) =e" + y 


7. Haga un diagrama aproximado de un mapa de contorno para 
la función cuya gráfica se muestra. 


SS 
SS 
Se 33 


SS 


8. Se muestra el mapa de contorno de una función f. 
(a) Estime el valor de K3, 2). 


(b) ¿f (3, 2) es positivo o negativo? Explique su respuesta. 
(c) ¿Cuál es mayor, f, (2, 1) o f, (2, 2)? Explique su respuesta. 


YA 
AY 
80 
3 70 
60 
50 
2] 40 
30 
20 

1 ¡== 

SS , A a 
0 1 2 3 4 x 


P 2xy x 2xy 
9. í z 10: . lin- === 
@ y>, 1) x? + 2y @ y)>(0,0) x% + 2y* 
11. Una placa de metal está situada en el plano xy y ocupa el 


rectángulo 0 = x < 10, 0 = y < 8, donde x y y se miden 

en metros. La temperatura en el punto (x, y) en la placa es 

T(x, y), donde T se mide en grados Celsius. Temperaturas en 

puntos igualmente espaciados se miden y registran en la tabla. 

(a) Estime los valores de las derivadas parciales T.(6, 4) y 
T,(6, 4). ¿Cuáles son las unidades? 


(b) Estime el valor de D, 7(6, 4), donde u = (i + j) W2. 
Interprete su resultado. 


(c) Estime el valor de 7,,(6, 4). 


P 0 2 4 6 8 
0 30 38 45 51 55 
2 52 56 60 62 61 
4 78 74 72 68 66 


10 92 92 91 87 78 


12. Halle una aproximación lineal de la función de temperatura 
T(x, y) del ejercicio 11 cerca del punto (6, 4). Úsela después 
para estimar la temperatura en el punto (5, 3.8). 


13-17 Determine las primeras derivadas parciales. 


u + 2v 


13. f(x, y) = (Sy? + 2x?y) 14. glu, v) = 
1 


1? +o? 
15. F(a, B) = a° In(a? + f?) 16. G(x, y, z) = e“sen(y/z) 


17. S(u, v, w) = u arctan(vy/w ) 


18. La velocidad del sonido a través de aguas oceánicas es una 
función de la temperatura, la salinidad y la presión, que se 
representa por la función 


C = 1449.2 + 4.6T — 0.055T° + 0.00029T° 
+ (1.34 — 0.01T)(S — 35) + 0.016D 


donde C es la velocidad del sonido (en metros por segundo), 
T la temperatura (en grados Celsius), S la salinidad (la con- 
centración de sales en partes por millar, lo que significa 
el número de gramos de sólidos disueltos por cada 1000 g 
de agua) y D la profundidad bajo la superficie marina (en me- 
tros). Calcule IC/9T, 9C/0S, y @C/ðD cuando T = 10 °C, 
S = 35 partes por millar y D = 100 m. Explique el significado 
físico de estas derivadas parciales. 

19-22 Determine todas las segundas derivadas parciales de f. 

19. f(x, y) = 4x? — xy? 20. z = xe” 


21. f(xy; z) =x*y!z" 22. v = rcos(s + 2f) 


0z 0z 
23. Siz = xy + xe””, demuestre que x — + y — = xy + z. 
y ox ` 0y 
24. Siz = sen(x + sen 1), demuestre que 


ðz 0% 102 9? 
Ox ðxðt ðt ox? 
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25-29 Determine ecuaciones de (a) el plano tangente y (b) la 
recta normal a la superficie dada en el punto especificado. 


25.2 =3x=y*+2x (1, —2,.1) 

26. z = e“ cosy, (0,0, 1) 

27. x? + 2y? — 32? =3, (2,-1,1) 

28. xy + yz + zx = 3, (1,1,1) 

29. sen(xyz) = x + 2y + 3z, (2,—1,0) 


30. Use una computadora para graficar la superficie z = x? + y* 
y su plano tangente y recta normal en (1, 1, 2) en la misma 
pantalla. Elija el dominio y punto de vista de tal forma que 
obtenga una vista completa de los tres objetos. 


31. Halle los puntos en el hiperboloide x? + 4y? — 2? = 4 donde 
el plano tangente es paralelo al plano 2x + 2y + z = 5. 


32. Halle du si u = In(1 + se”). 


33. Halle la aproximación lineal de la función 


P 


f(x, y, 2) = x°Vy? + 2? en el punto (2, 3, 4) y úsela para 
estimar el número (1.98) (3.01)? + (3.97)?. 


34. Los dos lados de un triángulo rectángulo se miden como 5 m 
y 12 m con un posible error de medición de a lo sumo 0.2 cm 
en cada una. Use diferenciales para estimar el error máximo 
en el valor calculado de (a), el área del triángulo y (b) la 
longitud de la hipotenusa. 


35. Si u = xy? + zt, donde x = p + 3p?, y = pe” y z = p sen p, 
use la regla de la cadena para determinar du/dp. 


36. Siv = x? sen y + ye”, donde x = s + 2t y y = st, use la regla 
de la cadena para determinar ðv/ðs y ðv/ðt cuando s = 0 y 
t=1. 


37. Suponga que z = f(x, y), donde x = g(s, t), y = h(s, f), 
g(1, 2) = 3, g(1, 2) = —1, g(1, 2) = 4, h(1, 2) = 6, 
h,(1,2) = =5, h(1, 2) = 10, £3, 6) = 7, y £6, 6) = 8. 
Determine 0z/0s y ðz/ðt cuando s = 1 y t = 2. 


38. Use un diagrama de árbol para escribir la regla de la cadena 
para el caso en el que w = f (t, u, v), t = t( p, q, r, $), 
u = ul p, q, r, s) y v = v(p, q, r, s) son todas ellas funciones 
derivables. 


39. Siz = y + fœ — y?), donde fes derivable, demuestre que 


ðZ ðz 
o ia 
“Ox dy 

40. La longitud x de un lado de un triángulo aumenta a razón de 
6 cm/s, la longitud y de otro lado disminuye a razón de 4 cm/s 
y el ángulo contenido 0 aumenta a razón de 0.05 radianes/s. 
¿Qué tan rápido cambia el área del triángulo cuando x = 80 cm, 
y = 100 cm y 0 = 7/6? 


41. Si z = f (u, v), donde u = xy, V = y/x y f tiene segundas 
derivadas parciales continuas, demuestre que 
ð’z , ðz 


v 
ðu ðv ðv 


y 
o 


2 n2, 
xX- - y de 
2 2 ay? 
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Oz ðZ 
42. Si cos(xyz) = 1 + x2y? + 2?, determine — y —. 
ðx dy 


43. Determine el gradiente de la función f(x, y, z) = xe”. 
44. (a) ¿Cuándo es un máximo la derivada direccional de f? 
(b) ¿Cuándo es un mínimo? 


(c) ¿Cuándo es de 0? 
(d) ¿Cuándo es de la mitad de su valor máximo? 


45-46 Determine la derivada direccional de f en el punto dado en 
la dirección indicada. 


45. f(x, y) = x%e >, (—2, 0), en dirección al punto (2, -3) 


46. f(x,y,z) =x?%y + xy1 +z, (1,2, 3), en la dirección de 
v=2i+j-2k 


47. Determine la máxima razón de cambio de f(x, y) = x?y + Vy 
en el punto (2, 1). ¿En qué dirección ocurre? 


48. Determine la dirección en la que f(x, y, z) = ze™ aumenta 
más rápido en el punto (0, 1, 2). ¿Cuál es la razón de 
incremento máxima? 


49. El mapa de contorno muestra la velocidad del viento en 
nudos durante el huracán Andrew el 24 de agosto de 1992. 
Úselo para estimar el valor de la derivada direccional de la 
velocidad del viento en Homestead, Florida, en la dirección 
del ojo del huracán. 
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50. Encuentre ecuaciones paramétricas de la recta tangente en el 
punto (22, 2, 4) a la curva de intersección de la superficie y 
el plano z = 4. 


51-54 Encuentre los valores máximo y mínimo locales y los 
puntos silla de las funciones. Si tiene software de graficación 
tridimensional, grafique la función con un dominio y perspectiva 
que revele todos los aspectos importantes de la función. 


51. f(x,y) = x? — xy + y? + 9x — 6y + 10 


52. f(x, y) = x? — 6xy + 8y? 
53. f(x,y) = 3xy — y — xy? 


54. f(x, y) = (x? + yje?” 


55-56 Encuentre los valores máximo y mínimo absolutos de f en 
el conjunto D. 


55. f(x, y) = 4xy? — 1?y? — xy?; D es la región triangular 
cerrada en el plano xy con vértices (0, 0), (0, 6) y (6, 0) 


56. f(x, y) = e (x? + 2y?); Des el disco x? + y? < 4 


FS 57. Use una gráfica o curvas de nivel o ambas para estimar los 


valores máximos y mínimos locales y puntos silla de 
f(x, y) = 4 — 3x + y* — 2y?. Use después cálculo para 
determinar con precisión esos valores. 


FS 58. Use una calculadora graficadora o computadora 


(o el método de Newton, o un sistema algebraico 
computacional) para determinar los puntos críticos de 

f(x, y) = 12 + 10y — 2x — 8xy — y* con tres decimales. 
Clasifique después los puntos críticos y determine el punto 
más alto en la gráfica. 


59-62 Use multiplicadores de Lagrange para determinar los 
valores máximos y mínimos de f sujeta a las restricciones dadas. 


59. f(x,y) =x°y; xXŻ +y =1 
1 1 1 1 
60. f(x, y) = L= =P 


xX yo Ra y 


61. f(x,y,z) = xyz; x +y +z =3 


62. f(x, y, z) = 1? + 2y? + 32?; 


fi 


ty+tz=1, x—y+2=2 


63. Halle los puntos en la superficie xy?z? = 2 que están más 
cerca del origen. 


64. Un paquete en forma de una caja rectangular puede 
enviarse por el us Postal Service si la suma de su longitud 
y circunferencia (el perímetro de una sección transversal 
perpendicular a la longitud) es a lo sumo de 108 pulgadas. 
Halle las dimensiones del paquete con el mayor volumen que 
es posible enviar. 


65. Un pentágono se forma colocando un triángulo isósceles 
sobre un rectángulo, como se muestra en la figura. Si el 
pentágono tiene perímetro fijo P, halle las longitudes de los 
lados del pentágono que maximicen su área. 


Problemas adicionales 


1. Un rectángulo con longitud L y ancho W es cortado en cuatro rectángulos más pequeños por 
dos rectas paralelas a los lados. Determine los valores máximo y mínimo de la suma de los 
cuadrados de las áreas de los rectángulos menores. 


2. Biólogos marinos han determinado que cuando un tiburón detecta la presencia de sangre en 
el agua, nadará en la dirección en la que la concentración de la sangre aumenta más rápido. 
Con base en ciertas pruebas, la concentración de sangre (en partes por millón) en un punto 
P(x, y) en la superficie del mar se aproxima mediante 


C(x y) = ÓN 


donde x y y se miden en metros en un sistema de coordenadas rectangulares con la fuente de 

sangre en el origen. 

(a) Identifique las curvas de nivel de la función de concentración y trace varios miembros 
de esta familia junto con una trayectoria que un tiburón seguirá a la fuente. 

(b) Suponga que un tiburón está en el punto (xo, yo) cuando detecta por primera vez la 
presencia de sangre en el agua. Determine una ecuación de la trayectoria del tiburón 
estableciendo y resolviendo una ecuación diferencial. 


3. Una pieza larga de una hoja metálica galvanizada con ancho w debe doblarse en forma simé- 
trica con tres lados rectos para hacer una canaleta de agua de lluvia. Una sección transversal 
se muestra en la figura. 

(a) Determine las dimensiones que permitan el máximo flujo posible; es decir, halle las 
dimensiones que den la máxima área transversal posible. 
(b) ¿Sería mejor doblar el metal para formar la canaleta con una sección transversal circular? 


tty z . 
f(x y, 2) a si (x, y, 2) # (0, 0, 0) 
JX, y, z) = 2 E 
0 si (x, y, z) = (0, 0, 0) 


5. Suponga que f es una función derivable de una variable. Demuestre que todos los planos 
tangentes a la superficie z = xf(y/x) intersecan en un punto común. 


6. (a) El método de Newton para aproximar una solución de un sistema de ecuaciones 
fœ) = 0 (véase la sección 4.8) puede adaptarse para aproximar una solución de un sistema 
de ecuaciones f(x, y) = 0 y g(x, y) = 0. Las superficies z = f(x, y) y z = g(x, y) se 
intersecan en una curva que interseca el plano xy en el punto (r, s), la cual es la solución 
del sistema. Si una aproximación inicial (x,, yı) está cerca de este punto, los planos tan- 
gentes a las superficies en (xı, yı) se intersecan en una recta que interseca el plano xy en 
un punto (x2, y»), el que debería estar más cerca de (r, s). (Compare con la figura 4.8.2.) 
Demuestre que 


nsa- BODI y yay POA 
g f D7 f 9x ` J p7 f 9x 
donde f, g y sus derivadas parciales se evalúan en (xı, yı). Si continúa este procedimiento, 
se obtendrán sucesivas aproximaciones (X,,, y»). 
(b) Fue Thomas Simpson (1710-1761) quien formuló el método de Newton tal como se 
conoce ahora y quien lo prolongó a funciones de dos variables como en el inciso (a). 
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(Véase la biografía de Simpson en la página 520.) El ejemplo que dio para ilustrar el 
método fue resolver el sistema de ecuaciones 


x* + y” = 1000 x” + y* = 100 
En otras palabras, determinó los puntos de intersección de las curvas en la figura. Use el 


método del inciso (a) para determinar las coordenadas de los puntos de intersección con 
seis decimales. 


yA 
+ y” = 1000 
42 
po 
2+ y*=100 > 
Joh 
y y > 


7. Si la elipse 12/a? + y?/b? = 1 debe encerrar al círculo x? + y? = 2y, ¿qué valores de a y b 
minimizan el área de la elipse? 


8. Demuestre que el valor máximo de la función 


i (ax + by + c} 
fu y = EA 
ate yo 1 

es a? + b? +e. 

Sugerencia: un método para atacar este problema es usar la desigualdad de Cauchy-Schwarz: 


la-b|<]a][b] 


(Véase el ejercicio 12.3.61.) 
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Los tumores, como el 

que se muestra, han sido 
modelados como “esferas 
con protuberancias”. En el 
ejercicio 47 de la sección 
15.8 se le pedirá calcular el 
volumen encerrado por una 
superficie de este tipo. 


Integrales múltiples 


© Juan Gaertner/Shutterstock.com 


EN ESTE CAPÍTULO SE PROLONGARÁ la idea de una integral definida a las integrales dobles 
y triples de funciones de dos o tres variables. Estas ideas se usarán después para calcular 
volúmenes, masas y centroides de regiones más generales que las que se pudieron considerar en 
los capítulos 6 y 8. También se usarán integrales dobles para calcular probabilidades cuando dos 
variables aleatorias están implicadas. 

Se verá que las coordenadas polares son útiles para calcular integrales dobles en algunos tipos 
de regiones. En forma similar, se presentarán dos nuevos sistemas de coordenadas en el espacio 
tridimensional —las coordenadas cilíndricas y las coordenadas esféricas— que simplifican enor- 
memente el cálculo de integrales triples en ciertas regiones sólidas de ocurrencia común. 
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15.1 


FIGURA 2 


CAPÍTULO 15 Integrales múltiples 


Integrales dobles en rectángulos 


FIGURA 1 


Así como el intento de resolver el problema del área condujo a la definición de una inte- 
gral definida, ahora se buscará determinar el volumen de un sólido y llegar en el proceso 
a la definición de una integral doble. 


E Repaso de la integral definida 


Recuerde primero los elementos básicos concernientes a las integrales definidas de fun- 
ciones de una variable. Si f(x) se define para a S x S b, se comienza dividiendo el inter- 
valo [a, b] en n subintervalos [x,_,, x;] de igual ancho Ax = (b — a)/n y se eligen puntos 
de muestra x* en estos subintervalos. Luego se forma la suma de Riemann 


(1) Y f(x) Ax 


y se toma el límite de esas sumas como n —> œ% para obtener la integral definida de f de 
aab: 


2) 70) de = lim Y fa” Ax 


En el caso especial en que f(x) > 0, la suma de Riemann puede interpretarse como la 
suma de las áreas de los rectángulos de aproximación de la figura 1, y a fx) dx representa 
el área bajo la curva y = f(x) de a a b. 


YA 


=Y 


E Volúmenes e integrales dobles 
En forma similar, si se considera una función f de dos variables definida en un rectángulo 
cerrado 

R = [a;b] x [c,d] = {(x, y) ER’ | asx<b,c<ys<d) 


y se supone primero que f(x, y) > 0. La gráfica de f es una superficie con ecuación 
z = f(x, y). Sea S el sólido que se encuentra arriba de R y bajo la gráfica de f, es decir 


S= f(x, yz E R? | 0 Sz = f(x y), (x,y) € R} 


(Véase la figura 2.) La meta es determinar el volumen de S. 

El primer paso es dividir el rectángulo R en subrectángulos. Se hace esto dividiendo 
el intervalo [a, b] en m subintervalos [x;,_,, x;] de igual ancho Ax = (b — a)/m y divi- 
diendo [c, d] en n subintervalos [y;-,, y;] de igual ancho Ay = (d — c)/n. Al dibujar líneas 


FIGURA 3 


División de R en subrectángulos 


FIGURA 4 


SECCIÓN 15.1 Integrales dobles en rectángulos 989 


paralelas a los ejes de coordenadas que pasan por los puntos extremos de esos subinter- 
valos, se forman los subrectángulos 


Ry = [xei] X [yny] [G, y) das, a Sy S y) 


cada uno con área AA = Ax Ay, como en la figura 3. 


Rij (X;, y) 


Si se elige un punto muestra (x, y;*) en cada Ry, se puede aproximar la parte de S 
ubicada sobre cada R; mediante una fina caja rectangular (o “columna”) con base R; y 
altura f(x}, y), como se muestra en la figura 4. (Compare con la figura 1.) El volumen 
de esta caja es la altura de la caja multiplicada por el área del rectángulo base: 


Fé, y) AA 


Si se sigue este procedimiento para todos los rectángulos y se suman los volúmenes de 
las cajas correspondientes, se obtendrá una aproximación del volumen total de S: 


m n 


BJ V=> > fla, y?) AA 


i=l j=1 


(Véase la figura 5.) Esta doble suma significa que para cada subrectángulo se evalúa f en 
el punto elegido y se multiplica por el área del subrectángulo, y después se suman los 
resultados. 


FIGURA 5 
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El significado del doble límite en la 
ecuación 4 es que se puede hacer 

la doble suma lo más cercana que se 
quiera al número V [para cualquier 
selección de (x;, y) en Rj] tomando m 
y n lo suficientemente grandes. 


Note la semejanza entre la definición 5 
y la definición de una integral en la 
ecuación 2. 


Aunque se ha definido la integral 
doble dividiendo R en subrectángulos 
de igual tamaño, se podría haber usado 
subrectángulos R; de tamaño desigual. 
Pero luego se tendría que cerciorar de 
que todas sus dimensiones se aproxi- 
maran a cero en el proceso límite. 


Integrales múltiples 


La intuición dice que la aproximación dada en (3) mejora cuando m y n se vuelven 
más grandes, de modo que sería de esperar que 


m n 


V= ím © È fœğ,yř) AA 


m, n>% ¡21 j=] 


[4] 


Se usa la expresión en la ecuación 4 para definir el volumen del sólido S que se encuentra 
bajo la gráfica de f y arriba del rectángulo R. (Se puede demostrar que esta definición es 
congruente con la fórmula para el volumen en la sección 6.2.) 

Límites del tipo que aparece en la ecuación 4 ocurren con frecuencia, no solo en la 
determinación de volúmenes, sino también en una amplia variedad de otras situaciones 
(como se verá en la sección 15.4) aun si f no es una función positiva. Así, se hace la 
definición siguiente. 


[5] Definición La integral doble de fen el rectángulo R es 


[| fæ) da = lim E È fa, yi) AA 


5 i=1j=1 


si este límite existe. 


El significado preciso del límite en la definición 5 es que para cada número € > 0 
existe un entero N, tal que 


m n 


f| Fœ) da — Y È faf, yi) AA 


R i=l j=1 


< e 


para todos los enteros m y n mayores que N y para cualquier selección de puntos muestra 
(xi, y) en Rj. 

Una función f se llama integrable si el límite de la definición 5 existe. En cursos 
de cálculo avanzado se demuestra que todas las funciones continuas son integrables. De 
hecho, la integral doble de f existe siempre y cuando f “no sea demasiado discontinua”. En 
particular, si festá acotada en R [es decir, si hay una constante M, tal que | f(x, y) | = M para 
todas las (x, y) en R] y fes continua ahí, excepto en un número finito de curvas suaves, f 
es integrable en R. 

El punto muestra (x, y) puede ser elegido como cualquier punto en el subrectán- 
gulo R;;, pero si se escoge en el extremo superior derecho de R; [es decir (x; y;), véase la 
figura 3], la expresión para la integral doble luce más simple: 


m n 


[| fp da = 1m Y Y fe y) AA 


E m, n>% j=] j=1 


[6] 


Al comparar las expresiones dadas en la ecuación 4 y la definición 5, se ve que un 
volumen puede escribirse como una integral doble: 


Si f(x, y) = 0, el volumen V del sólido que se encuentra arriba del rectángulo R y bajo 
la superficie z = f(x, y) es 


V= f] f(x y) da 
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La suma de la definición 5, 


n 


Y > fla, y) AA 
i=j ¡=1 


se llama doble suma de Riemann y se usa como una aproximación del valor de la inte- 
gral doble. [Nótese lo parecida que es a la suma de Riemann en (1) para una función de 
una variable.] Si f resulta ser una función positiva, la doble suma de Riemann representa 
la suma de los volúmenes de las columnas, como en la figura 5, y es una aproximación 
del volumen bajo la gráfica de f. 


EJEMPLO 1 Estime el volumen del sólido que se encuentra arriba del cuadrado 

R = [0, 2] x [0, 2] y bajo el paraboloide elíptico z = 16 — x? — 2y?. Divida R 

en cuatro cuadrados iguales y elija como punto muestra el extremo superior derecho 
de cada cuadrado R;. Trace el sólido y las cajas rectangulares de aproximación. 


SOLUCIÓN Los cuadrados se muestran en la figura 6. El paraboloide es la gráfica de 
f(x, y) = 16 — x? — 2y? y el área de cada cuadrado es AA = 1. Al aproximar el volumen 
por la suma de Riemann con m = n = 2, se tiene 


V= > Y f y) AA 
FIGURA 6 SL j=l 


= f(1, 1) AA + f(1, 2) AA + f(2, DAA + f(2, 2) AA 


= 13(1) + 7(1) + 10(1) + 4(1) = 34 


Este es el volumen de las cajas rectangulares de aproximación que se muestran en la 
figura 7. E 


Se obtienen mejores aproximaciones del volumen del ejemplo 1 si se aumenta el 
número de cuadrados. La figura 8 muestra cómo las columnas comienzan a parecerse 
más al sólido real y las aproximaciones correspondientes se vuelven cada vez más acer- 
tadas cuando se usa 16, 64 y 256 cuadrados. En el ejemplo 7 se demostrará que el volu- 
men exacto es 48. 


FIGURA 7 


FIGURA 8 

Las aproximaciones por la suma de 
Riemann del volumen bajo 

z = 16 — x? — 2y° se vuelven más 
acertadas conforme m y n aumentan. (a) m=n=4, V= 41.5 (b) m=n = 8, V = 44.875 (c) m=n=16, V = 46.46875 


EJEMPLO 2 SiR = ((x, y)| -1 Sx < 1, —2 < y < 2), evalúe la integral 


ff T= aa 
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(1, 0, 0) 0,2,0) Y 
FIGURA 9 
yA 
2 (2,2) 
3 Ro *Rz 
2 
*R; e Ra 
1 
l 
| 
l 
l > 
0 1 2 x 
FIGURA 10 
Número de Aproximación 
subrectángulos por la regla del 
punto medio 
1 —11.5000 
4 —11.8750 
16 —11.9687 
64 —11.9922 
256 —11.9980 
1024 —11.9995 


Integrales múltiples 


SOLUCIÓN Sería muy difícil evaluar directamente esta integral a partir de la defini- 
ción 5 pero, debido a que y1 — x? = 0, se puede calcular la integral interpretándola 
como un volumen. Si z = y1 — x?, entonces x? + z? = 1 y z = 0, así que la doble 
integral dada representa el volumen del sólido S que se encuentra bajo el cilindro 
circular x? + z? = 1 y arriba del rectángulo R. (Véase la figura 9.) El volumen de S es 
el área de un semicírculo con radio 1 multiplicada por la longitud del cilindro. Así, 


[f JIZ 2 dA = tn(1} X 4 = 2r m 
J 


E La regla del punto medio 


Los métodos que se usan para aproximar integrales simples (la regla del punto medio, 
la regla del trapecio, la regla de Simpson) tienen contrapartes para las integrales dobles. 
Aquí solo se considerará la regla del punto medio para integrales dobles. Esto significa 
que se usará una doble suma de Riemann para aproximar la integral doble, en la que 
como punto muestra (x7, y¥) en Ry se elige el centro (x;, y;) de Ry. En otras palabras, x; es 
el punto medio de [x;-1, x;] y y; es el punto medio de [y;-1, y;]. 


Regla del punto medio para integrales dobles 


m n 


[| Fœ) da = Y Y £(%, 5) AA 


i=1 ¡=1 


donde X; es el punto medio de [x;-1, x;] y y; es el punto medio de [y;-1, y;]. 


EJEMPLO 3 Use la regla del punto medio con m = n = 2 para estimar el valor 
de la integral ||, (x — 3y?) dA, donde R = ((x, y) |0=<x=<2,1=<y=<2). 


SOLUCIÓN Al usar la regla del punto medio con m = n = 2, se evalúa 
f(x, y) = x — 3y? en los centros de los cuatro subrectángulos que aparecen en 


> S = 3 CA 2 E 
la figura 10. Así, xı = 5, X= 5, y =p Yy = Z. El área de cada subrectángulo 
es AA = L, En consecuencia, 


[Je 3y1as = > 


i=l j= 


Fx, yi) AA 

1 

= f(x, yı) AA + fœ, y2) AA + fa, yı) AA + fa, y2) AA 

(3,3) AA + 1(2,7) AA + f,2)44 +1, 2) 44 
a o + (i)z e 


95 
= -3 = -11.875 


Il 
~ n > 


Así se tiene [f (x — 3y?) dA = —11.875 m 
A 


NOTA En el ejemplo 5 se verá que el valor exacto de la integral doble del ejemplo 3 
es —12, (Recuerde que la interpretación de una integral doble como un volumen es 
válida solo cuando el integrando f es una función positiva. El integrando del ejemplo 3 
no es una función positiva, así que su integral no es un volumen. En los ejemplos 5 y 6 se 
estudiará cómo interpretar integrales de funciones que no siempre son positivas en térmi- 
nos de volúmenes.) Si se sigue dividiendo cada subrectángulo de la figura 10 en cuatro más 
pequeños de forma similar, se obtendrán las aproximaciones por la regla del punto medio 
que se presentan en la tabla al margen. Note cómo estas aproximaciones se acercan al 
valor exacto de la integral doble, — 12. 
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@ Integrales iteradas 


Recuerde que suele ser difícil evaluar directamente integrales simples a partir de la defi- 
nición de una integral, pero el teorema fundamental del cálculo proporciona un método 
mucho más fácil. La evaluación de integrales dobles con base en los principios elemen- 
tales es aún más difícil, pero aquí se verá cómo expresar una integral doble como una 
integral iterada, la que después puede evaluarse calculando dos integrales simples. 

Suponga que f es una función de dos variables integrable en el rectángulo 
R = [a, b] X [c, d]. Se usa la notación f“ f(x, y) dy para indicar que x se mantiene fija 
y que f(x, y) se integra con respecto a y de y = ca y = d. Este procedimiento se llama 
integración parcial con respecto a y. (Adviértase su semejanza con la derivación par- 
cial.) Ahora f(x, y) dy es un número que depende del valor de x, así que define a una 
función de x: 


A(x) = [7 (x, y) dy 


Si integra ahora la función A con respecto a x de x = a a x = b, se obtiene 


EO dx = f [ji (x, y) a| dx 


La integral en el miembro derecho de la ecuación 7 se llama integral iterada. Usual- 
mente se omiten los corchetes. Así, 


[reno f| firana a 


significa que primero se integra con respecto a y de c a d, y después con respecto a x de 
aab. 
De igual forma, la integral iterada 


(9) EFF y axay = |. [ Tad ax dy 


significa que primero se integra con respecto a x (considerando a y como si fuera cons- 
tante) de x = a a x = b, y después se integra la función resultante de y con respecto a 
yde y = cay = d. Note que en las ecuaciones 8 y 9 se trabaja de adentro hacia fuera. 


EJEMPLO 4 Evalúe las integrales iteradas 
Ti a ep 
(a) Í, [ x%y dy dx (b) Í i) xy dx dy 


SOLUCIÓN 
(a) Considerando a x como una constante, se obtiene 


x ydy = | x° =x" x’ = 
Ji 7 2 5s 2 2 


Así, la función A en el análisis precedente está dada por A(x) = 50 en este ejemplo. 
Ahora integre esta función de x de O a 3: 


32, ap, 
| x*y dy dx = i 13 x*y dy | dx 


3 
(33 , x 27. 
| zx“ dx = — | = — 
a a. 2 
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El teorema 10 debe su nombre al mate- 
mático italiano Guido Fubini (1879- 
1943), quien comprobó una versión 
muy general de este teorema en 1907. 
Pero la versión para funciones conti- 
nuas fue conocida por el matemático 
francés Augustin-Louis Cauchy casi un 
siglo antes. 


FIGURA 11 


Visual 15.1 ilustra el teorema de 
Fubini mostrando una animación 
de las figuras 11 y 12. 


FIGURA 12 


(b) Aquí integre primero con respecto a x: 


2 (a, da 3, 2 x’ 1=3 
Í | KY dx dy = Í, f x y dx | dy = f E h dy 


Observe que en el ejemplo 4 se obtuvo la misma respuesta ya sea que se integrara 
primero con respecto a y o x. En general, resulta que las dos integrales iteradas de las ecua- 
ciones 8 y 9 siempre son iguales (véase el teorema 10); es decir, el orden de la integración 
no importa. (Esto es similar al teorema de Clairaut sobre la igualdad de las derivadas par- 
ciales mixtas.) 

El teorema siguiente da un método práctico para evaluar una integral doble expresán- 
dola como una integral iterada (en cualquier orden). 


Teorema de Fubini Si fes continua en el rectángulo 
R = {(x, y) | a S x S b, c < y < d}, entonces 


i i f(x,y) dA = ll [F (x, y) dy dx = f 5 f(x, y) dx dy 
R 


En términos más generales, esto es cierto si se supone que f está acotada en R, 
fes discontinua solo en un número finito de curvas suaves y las integrales iteradas 
existen. 


La comprobación del teorema de Fubini es demasiado difícil para incluirla en este 
libro, pero se puede dar, al menos, una indicación intuitiva de por qué es cierto para el 
caso en el que fx, y) => 0. Recuerde que si f es positiva, se puede interpretar la integral 
doble Me f(x, y) dA como el volumen V del sólido S que se encuentra arriba de R y bajo la 
superficie z = f(x, y). Pero se tiene otra fórmula que se usa para determinar el volumen 
en el capítulo 6, a saber 


V= [Aw dx 


Ya 


donde A(x) es el área de una sección transversal de S en el plano que pasa por x per- 
pendicular al eje x. En la figura 11 puede verse que A(x) es el área bajo la curva C cuya 
ecuación es z = f(x, y), donde x se mantiene constante y c S y < d. Por tanto, 


AG) = | Fæ y) dy 


y se tiene 


[[ Fay) da = v = fA% ax = f’ [1,9 dy dx 


R 


Un argumento similar, usando secciones transversales perpendiculares al eje y como el 
que se muestra en la figura 12, demuestra que 


i f(x,y) dA = f [7 (x, y) dx dy 


Note la respuesta negativa en el ejem- 
plo 5; no hay nada incorrecto en ella. 
La función f no es una función positiva, 
así que su integral no representa un 
volumen. De la figura 13 se deduce 
que f siempre es negativa en R, de 
manera que el valor de la integral es la 
negativa del volumen que está sobre 

la gráfica de f y bajo R. 


FIGURA 13 


Para una función f que adopta valores 
tanto positivos como negativos, 

Tr fŒ, y) dA es una diferencia de 
volúmenes: V, — Vz, donde V; es 

el volumen sobre R y bajo la gráfica 

de f y V, es el volumen bajo R y sobre 
la gráfica. El hecho de que la integral 
del ejemplo 6 sea O significa que ambos 
volúmenes V; y V, son iguales. 

(Véase la figura 14.) 


FIGURA 14 
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EJEMPLO 5 Evalúe la integral doble [fp (x — 3y?) dA, donde 
R=((x, y) |0=<x=<2, 1 < y <= 2}. (Compare con el ejemplo 3.) 


SOLUCIÓN El teorema de Fubini da 


ll Ao k j (x — 3y°) dy dx = Ñ [xy T Pa dx 


y y 


y 


y ? 
= 0 7) dx E 15|--0 


SOLUCIÓN 2 Al aplicar de nuevo el teorema de Fubini, pero esta vez integrando 
primero con respecto a x, se tiene 


ff (x — 3y?) dA 


R 


i i (x — 3y?) dx dy 


v 


rE] 
—= 3xy? dy 

1 [2 x=0 

r2 
1 


2 
[7 2- 6y) ay = 2 — 27°]; = -12 m 


[papa 
ASS 
SS 


VAA 
ASS 
LT 


EJEMPLO 6 Evalúe (|, y sen(xy) dA, donde R = [1, 2] X [0, 7]. 


SOLUCIÓN Si se integra primero con respecto a x, se obtiene 


[f y sen(xy) dA 


Ju 


l i y sen(xy) dx dy 


x=2 


= [7 [Feos], dy 


y 


= IN (—cos 2y + cos y) dy 


y 


T 


-} sen 2y + sen yl, =0 E 


NOTA Si se invierte el orden de integración y se integra primero con respecto a y en 
el ejemplo 6, se obtiene 


ff y sen(xy) dA = IN F y sen(xy) dy dx 


R 


pero este orden de integración es mucho más difícil que el método dado en el ejem- 
plo, porque implica integración por partes dos veces. Así, al evaluar integrales dobles 
resulta prudente elegir el orden de integración que producirá integrales más simples. 
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EJEMPLO 7 Determine el volumen del sólido S acotado por el paraboloide elíptico 
xX + 2y? + z = 16, los planos x = 2 y y = 2, y los tres planos de coordenadas. 


SOLUCIÓN Se observa primeramente que S es el sólido que se encuentra bajo la 
superficie z = 16 — x? — 2y? y sobre el cuadrado R = [0, 2] X [0, 2]. (Véase 

la figura 15.) Este sólido se consideró en el ejemplo 1, pero ahora se está en 
condiciones de evaluar la integral doble usando el teorema de Fubini. Por tanto, 


V = i (16 — x? — 2y°)dA = IN [has — x? — 2y?) dx dy 
R 


FIGURA 15 


=2 


m Ñ [16x — tx? — 2y*x]._, dy 


En el caso especial en que f(x, y) pueda factorizarse como el producto únicamente de 
una función de x y solamente una función de y, la integral doble de f puede escribirse 
en una forma particularmente simple. En específico, suponga que f(x, y) = ghy) y 
R = [a, b] X [c, d]. Entonces, el teorema de Fubini da 


Wi Pd (b Pd Mb 
|| f(x y aa = [7 gon dx dy = |7| |“ hO) dx | dy 
R 
En la integral interior, y es una constante, así que h(y) es una constante y se puede escribir 


f Pacoro) dx | dy = f wf gx) ax) dy = IEO dx K h(y) dy 


puesto que gw dx es una constante. Así, en este caso la integral doble de f puede escri- 
birse como el producto de dos integrales simples: 


(11) [f g(x) h(y) dA = P g(x) dx f h(y) dy donde R = [a, b] x [c,d] 


yy 


R 


EJEMPLO 8 Si R = [0, 7/2] Xx [0, 7/2], entonces, por la ecuación 11, 


A ig 


[| sen x cos y dA = sen x dx m cos y dy 
Y 


y 


= [cos xl; [seny] = 1-1=1 E 
La función f(x, y) = sen x cos y del 
ejemplo 8 es positiva en R, así que 
la integral representa el volumen del 
sólido sobre R y bajo la gráfica de f 


que aparece en la figura 16. 


FIGURA 16 


FIGURA 17 


FIGURA 18 
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E Valor promedio 
Recuerde de la sección 6.5 que el valor promedio de una función f de una variable defi- 
nida en un intervalo [a, b] es 


1 b 
Jorom = h=E f f(x) dx 


En forma similar, se define el valor promedio de una función f de dos variables delimi- 
tadas en un rectángulo R como 


fro = a [| 1669 da 


donde A(R) es el área de R. 
Si f(x, y) > O, la ecuación 


A(R) X forom = ff f(x,y) dA 


indica que la caja con base R y altura from tiene el mismo volumen que el sólido bajo la 
gráfica de f. [Si z = f(x, y) describe una región montañosa y se cortan las cimas de las 
montañas en la altura from, Se pueden usar para rellenar los valles a fin de que la región 
se vuelva completamente plana. Véase la figura 17.] 


EJEMPLO 9 El mapa de contorno de la figura 18 muestra la altura en pulgadas de la 
nieve que cayó en el estado de Colorado durante el 20 y 21 de diciembre de 2006. (Ese 
estado tiene la forma de un rectángulo que mide 388 millas de oeste a este y 276 millas 
de sur a norte.) Use el mapa de contorno para estimar la nevada promedio en todo el 
estado de Colorado en esos días. 
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SOLUCIÓN Sitúe el origen en la esquina suroeste de ese estado. Entonces 

0 S x < 388, 0 = y < 276 y f(x, y) es la caída de nieve, en pulgadas, en un lugar 

a x millas al este y a y millas al norte del origen. Si R es el rectángulo que representa a 
Colorado, la nevada promedio para ese estado del 20 al 21 de diciembre fue 


fom = I [46 y as 
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FIGURA 19 


donde A(R) = 388 - 276. Para estimar el valor de esta integral doble, se usa la regla del 
punto medio con m = n = 4. En otras palabras, se divide R en 16 subrectángulos de igual 
tamaño, como en la figura 19. El área de cada subrectángulo es 


AA = ¿¿(388)(276) = 6693 mi? 


yA 
276 


SON 
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Usando el mapa de contorno para estimar el valor de fen el centro de cada subrectán- 
gulo, se obtiene 


[| Sœ) dA = y SSG. 5) AA 


R 


= AA[O0 + 15+8+7+2+25+185+11 
+ 45+28 +17 + 135 + 12 + 15+ 17.5 + 13] 


= (6693)(207) 


(6693)(207) 


rom == i 12.9 
fo (388)(276) 


Por tanto, 


El 20 y 21 de diciembre de 2006, Colorado recibió un promedio de aproximadamente 
13 pulgadas de nieve. E 
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15.1 EJERCICIOS 


1. (a) Estime el volumen del sólido que se encuentra bajo la 
superficie z = xy y sobre el rectángulo 


Bo 
> 


R=(y|0=x=6,0<y=<4) 


Use la suma de Riemann con m = 3, n = 2 y elija como 
punto muestra la esquina superior derecha de cada cuadrado. 

(b) Use la regla del punto medio para estimar el volumen del 
sólido del inciso (a). 


2. Si R = [0, 4] x [—1, 2], use la suma de Riemann con 
m = 2,n = 3 para estimar el valor de |f, (1 — xy) dA. | 
Elija como puntos muestra (a) las esquinas inferiores 0 2 4 x 
derechas y (b) las esquinas superiores izquierdas de los 
rectángulos. 


8. El mapa de contorno muestra la temperatura, en grados 
Fahrenheit, a las cuatro de la tarde del 26 de febrero de 2007 
en Colorado. (Este estado mide 388 millas de oeste a este y 
276 millas de sur a norte.) Use la regla del punto medio con 
= n = 4 para estimar la temperatura promedio en Colorado 
a esa hora. 


3. (a) Use la suma de Riemann con m = n = 2 
para estimar el valor de jf r xe™® dA, donde 
R = [0, 2] x [0, 1]. Elija como puntos muestra 
las esquinas superiores derechas. 
(b) Use la regla del punto medio para estimar la integral 
en el inciso (a). 


4. (a) Estime el volumen del sólido que se encuentra bajo 
la superficie z = 1 + x? + 3y y sobre el rectángulo 
R = [1, 2] x [0, 3]. Use la suma de Riemann con 
m = n = 2 y elija como puntos muestra las esquinas 
inferiores izquierdas. 
(b) Use la regla del punto medio para estimar el volumen 
del inciso (a). 


5. Sea V el volumen del sólido que se encuentra bajo la gráfica 
de f(x, y) = v52 — x? — y? y sobre el rectángulo dado por 
2=x3<4,2=< y< 6. Use las rectas x = 3 y y = 4 para 
dividir R en subrectángulos. Sean L y U las sumas de 
Riemann calculadas usando las esquinas inferiores izquierdas 
y las esquinas superiores derechas, respectivamente. Sin 
calcular los números V, L y U, dispóngalos en orden creciente 
y explique su razonamiento. 
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6. Una piscina de 8 por 12 metros está llena de agua. La 
profundidad se mide en intervalos de 2 m a partir de una 


esquina de la piscina y los valores se registran en la tabla. 9-11 Evalúe la integral doble identificándola primero como el 
Estime el volumen de agua en la piscina. volumen de un sólido. 
; a A a E T T 9. [fp V2 dA, R=((xy)|2<x<6,-1=<y< 5) 
10. || 2x + 1)dA, R=((x,y) |0=<x=<2,0< y < 4) 
0 1 1.5 2 2.4 2.8 3 3 le 
11. |j (4 — 2y)dA, R= [0,1] x [0,1] 
2 1 1.5 2 2.8 3 3.6 3 
E IS E A 12. La integral (|, VI — y? dA, donde R = [0, 4] x [0, 2], 
6 1 1.5 2 23 27 3 25 representa el volumen de un sólido. Trace el sólido. 
8 1 1 1 1 15 2 2 13-14 Determine |i f(x, y) dx y [3 f(x, y) dy 


13. f(x, y) = x + 3y 14. f(x, y) = yyx + 2 
7. Se muestra un mapa de contorno para una función fen el 
cuadrado R = [0, 4] X [0, 4]. 
(a) Use la regla del punto medio con m =n = 2 para estimar 15-26 Calcule la integral iterada. 
el valor de ff, f(x, y) dA. A aa 
(b) Estime el valor promedio de f. 15. 1 ls (6x°y — 2x) dy dx 16. IS Í, (x + y)? dx dy 
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17. l, i (x + e?) dx dy 
18. w M (senx + sen y) dy dx 
19. Ñ je x sen y dy dx 20. IN J Ñ -A di 


21. 


y 
+ z) dy dx 
x 


23. | Jl "2 sentó de dt 


=Ú 
a 
o p 
_— 
== 
ARAS 
= |x 


24. | "E dy ax 
J y 


25. Ñ IN r sen?9 de dr 


[Peras 


27-34 Calcule la integral doble. 


x=2,0=y=< 


27. ff xsec’ydA, R= {(x,y) | 0=. 
R 


28. [| (y +133)d4, R=(y | 0=1<2,1<y=< 
r 

29. 0 a" dA, R= {(x,y) | 0=x=1,-3=<y=<3) 
A a i | - h 
ero tanó 

30. =dA, R=((0,1) | 0<0=<1/3,0<1< 


31. Il xseníx + y)dA, R= [0, 7/6] X [0, 7/3] 


32. ff ={(xy) | 0<x< 


33. i sen(x — y) dA, R= {(x,y) | 0=x=<7/2,0=< y 


34. dA, R= [1,3] x [1, 2] 


i EITE 


35-36 Trace el sólido cuyo volumen está dado por la integral 
iterada. 


35. Ñ j (4 — x — 2y) dx dy 


36. f | (2 — x? — y?) dy dx 


37. Determine el volumen del sólido que se encuentra bajo 
el plano 4x + 6y — 2z + 15 = 0 y sobre el rectángulo 
R=(0yN|-1=<1=<2,-1<y=<1). 


38. Determine el volumen del sólido que se encuentra bajo 
el paraboloide hiperbólico z = 3y? — x? + 2 y sobre el 


rectángulo R = [—1, 1] x [1, 2]. 


En 45. 


En 46. 


En 51. 


39. Determine el volumen del sólido que se tiende bajo el 
paraboloide elíptico 1/4 + y?/9 + z = 1 y sobre el 


rectángulo R = [—1,1] x [-2, 2]. 


40. Determine el volumen del sólido encerrado por la superficie 


z =x? + xy’ y los planos z = 0, x = 0, x = 5 y y = +2. 


Determine el volumen del sólido encerrado por la superficie 
= 1 + ye y los planos z = 0, x = +1,y=0yy= 1. 


Determine el volumen del sólido encerrado por la superficie 
= ] + e sen y y los planos x = +1,y = 0,y=myz=0Q. 


Determine el volumen del sólido encerrado por la superficie 
z = x sec?y y los planos z = 0, x = 0,x = 2,y = 0y 
y = 7/4. 


. Grafique el sólido que se ubica entre la superficie 
z = 2xy/(? + 1) + 2y y el plano z = x + 2y y es acotado 
por los planos x = 0, x = 2, y = 0 y y = 4. Halle después 
su volumen. 


41. 


42. 


43. 


Use un sistema algebraico computacional para hallar 
el valor exacto de la integral [fẹ x*y3e* dA, donde 
R = [0, 1] x [0, 1]. Use después el sac para dibujar 
el sólido cuyo volumen está dado por la integral. 


Grafique el sólido que se ubica entre las superficies 
2=e "“cos(2+y)y2=2-x-—y paralx|< 1, 
| y | < 1. Use un sistema algebraico computacional para 


aproximar el volumen de este sólido con cuatro decimales. 


47-48 Determine el valor promedio de f en el rectángulo dado. 
47. f(x, y) = xy, R tiene vértices (—1, 0), (— 1, 5), (1, 5), (1, 0) 
[0, 4] x [0, 1] 


48. f(x, y) =eyx+e', R 


49-50 Use simetría para evaluar la integral doble. 


49. e 7dA, R=((xy) | -1sx<10<y<1) 
50. [f (1 + x?seny + y?senx)dA, R= [|-r, m] X [-r, T] 
Use un sac para calcular las integrales iteradas 


x= 


Le 


¿Las respuestas contradicen el teorema de Fubini? Explique 
lo que sucede. 


dy dx y dx dy 


ipm xX 
| Í, (x+ > 


52. (a) ¿En qué sentido son similares los teoremas de Fubini 
y de Clairaut? 


(b) Si f(x, y) es continua en [a, b] X [c, d] y 
g(x, y) = la i f(s, t) dt ds 


paraa < x < b,c < y < d, demuestre que gy = Jy = f(x, y). 
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15.2 Integrales dobles en regiones generales 


Para integrales simples, la región en la que se integra es siempre un intervalo. Pero para 
integrales dobles, debe ser capaz de integrar una función f no solo en rectángulos, sino 
también en regiones D de forma más general, como la que se ilustra en la figura 1. Se 
supone que D es una región acotada, lo que significa que D puede estar encerrada en 
una región rectangular R como en la figura 2. Luego se define una nueva función F con 
dominio R mediante 


f(x, y) si (x, y) está en D 
(1) F(x, y) = 

0 si (x, y) está en R pero no en D 

yA yA 
R 
> > 
0 x 0 X 
FIGURA 1 FIGURA 2 


Si F es integrable en R, se define la integral doble de f sobre D mediante 


A [f f(x, y) dA = [f F(x, y) dA donde F está dada por la ecuación 1 
D R 


La definición 2 tiene sentido porque R es un rectángulo, así que IP F(x, y) dA fue 
previamente definida en la sección 15.1. El procedimiento que se ha usado es razonable 
porque los valores de F(x, y) son de O cuando (x, y) se encuentra fuera de D y por tanto no 
hacen ninguna contribución a la integral. Esto significa que no importa qué rectángulo R 
se use mientras contenga D. o 

En el caso en el que f(x, y) > 0, aún se puede interpretar ||p f(x, y) dA como el volu- 
men del sólido que se encuentra sobre D y bajo la superficie z = f(x, y) (la gráfica de f). 
Puede verse que esto es razonable comparando las gráficas de f y F en las figuras 3 y 4, 
respectivamente, y recordando que Ne F(x, y) dA es el volumen bajo la gráfica de F. 


gráfica de f 


FIGURA 3 FIGURA 4 


La figura 4 también muestra que es probable que F tenga discontinuidades en los 
puntos frontera de D. No obstante, si fes continua en D y la curva frontera de D “se porta 
bien” (en un sentido que está fuera del alcance de este libro), se puede demostrar que 
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zi y= g(x) 
D 
| 
| 
| y=g(x) 
l > 
0 ä b Xx 
FIGURA 5 


Algunas regiones tipo I 


yA 


Y=g(x) 
d 
a 
D 
KE 
E 
y =gi(x) 
0 a x b x 
FIGURA 6 
YA 
d 
x=h(y) D x= ħh(y) 
e ¡SE 
0 x 
yA 


FIGURA 7 


Algunas regiones tipo II 


UA F(x, y) dA existe y por tanto que ls f(x, y) dA existe. En particular, este es el caso para 
los dos tipos de regiones siguientes. 

Se dice que una región en un plano D es de tipo I si se ubica entre las gráficas de dos 
funciones continuas de x, es decir 


D=((y | asx=b, gía) = y < go) 


donde g; y g2 son continuas en [a, b]. Algunos ejemplos de regiones tipo I aparecen en 
la figura 5. 


YA YA 
y= gx) y =g2(x) 


y =gi(x) 


o 
Ss === 
= 
= 
o 
$ — == 
S EU ==: 
= 


Para evaluar Io fæ, y) dA cuando D es una región de tipo I, se elige un rectángulo 
R = [a, b] X [c, d] que contenga D, como en la figura 6, y se concede que F es la función 
dada por la ecuación 1; es decir, F coincide con f en D y F es de O fuera de D. Así, por 
el teorema de Fubini, 


[| Fy) as = [| Fix, y) da = [7 [Fx y) dy dx 


D R 


Observe que F(x, y) = 0 si y < gı(x) o y > g(x) porque (x, y) reside entonces fuera de 
D. Por tanto, 


Md lg (x) lg (x) 
[Fa y) dy = [10 FC, y) dy = | f(x y) dy 
JC yg (Xx, vg (x 


porque F(x, y) = f(x, y) cuando gi(x) S y S g(x). Así se tiene la fórmula siguiente que 
permite evaluar la integral doble como una integral iterada. 


[3] Si f es continua en una región D tipo I, tal que 


D = {(x,y) | a = x = b, g(x) < y <gAo) 


entonces [f f(x, y) dA = i ii f(x, y) dy dx 
A Ja Jg 


La integral en el miembro derecho de (3) es una integral iterada similar a las que 
se consideran en la sección precedente, excepto que en la integral interior se considera a x 
como constante no solo en f(x, y), sino también en los límites de integración, gı(x) y ga(x). 

También se consideran regiones en un plano de tipo II, que pueden expresarse como 


(4) D= f(x, y|cosy<d hy) =x< hy) 


donde h, y h son continuas. Dos de esas regiones se ilustran en la figura 7. 
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Usando los mismos métodos que se emplearon para establecer (3), se puede demos- 
trar que 


[5] ff f(x, y) dA = y la f(x, y) dx dy 


n 
D 19 


donde D es una región tipo H dada por la ecuación 4. 


EJEMPLO 1 Evalúe ||, (x + 2y) dA, donde D es la región acotada por las parábolas 
y=2*yy=1+2%. 


SOLUCIÓN Las parábolas intersecan cuando 21? = 1 + x°, es decir x? = 1, así que 
x = +1. Se advierte que la región D, representada en la figura 8, es una región tipo I 
y no una región tipo II y se puede escribir 


D = {(x, y) |=1S:=1L, 212 =<y<1+x) 


Como la frontera inferior es y = 2x? y la frontera superior es y = 1 + x?, la ecuación 3 da 


xy 


=] 1 


ff (x + 2y) dA 


D 


E (a (x + 2y) dy dx 


FIGURA 8 


y=1 +x? 


= fi by + yla as 


[64 +23) +(1 e 1(2) - (2) dx 


= f (—3xf — x? + 2x? + x + 1) dx 
4—1 


NOTA Cuando se establece una integral doble como en el ejemplo 1, es esencial 
dibujar un diagrama. A menudo es útil dibujar una flecha vertical como en la figura 8. 
Entonces, los límites de integración para la integral interior pueden tomarse del dia- 
grama, como sigue: la flecha comienza en la frontera inferior y = g(x), que da el límite 
inferior de la integral, y termina en la frontera superior y = g(x), que da el límite superior 
de integración. Para una región tipo II, la flecha se traza horizontalmente, de la frontera 
izquierda a la frontera derecha. 


EJEMPLO 2 Determine el volumen del sólido que se encuentra bajo el paraboloide 
z =x + y? y sobre la región D en el plano xy acotado por la recta y = 2x y la 
parábola y = x. 


=y 


SOLUCIÓN En la figura 9 se ve que D es una región tipo I y 


FIGURA 9 
D como región tipo I D= fx, y|0=x=2,x1=<y= 2x} 
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La figura 10 muestra el sólido cuyo 
volumen se calcula en el ejemplo 2. 
Este se halla sobre el plano xy, bajo el 
paraboloide z = x? + y? y entre 

el plano y = 2x y el cilindro 
parabólico y = x. 
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FIGURA 10 


FIGURA 11 
Representación de D como una región 
tipo II 


FIGURA 12 


Integrales múltiples 


Por tanto, el volumen bajo z = x? + y? y sobre D es 


2 


V= [f (1? + y?) dA = [ o (x? + y?) dy dx 
J Jo Jx 


v 


SOLUCIÓN 2 En la figura 11 se ve que D también puede escribirse como una región 
tipo II: 


D = {x, y) | 0<y=<4,3y 


En consecuencia, otra expresión para V es 


V= ll (x? + y) dA = [i We + y?) dx dy 
5 JO J3 
4| y3 =v 4 y y3 y3 
= aee 2y dy = + y 32 p 2 d 
l a l a A 2)" 
2,152, 2,12 _ 13,4]* _ 216 
= y” + ¿y? — Bys], =% z 


EJEMPLO 3 Evalúe ||, xy dA, donde D es la región acotada por la recta y = x — 1 y la 
parábola y? = 2x + 6. 


SOLUCIÓN La región D se muestra en la figura 12. También en este caso, D es tanto 
tipo I como tipo II, aunque la descripción de D como una región tipo I es más com- 
plicada, porque la frontera inferior consta de dos partes. Por consiguiente, se prefiere 
expresar D como una región tipo II: 


pea 


(a) Representación de D como una región tipo I (b) Representación de D como una región tipo II 
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Entonces, al utilizar la ecuación 5 se obtiene 


a 2 a+ 
i da [E dx dy = i E dy 


D 


Si se hubiera expresado D como región tipo I usando la figura 12(a), se habría obtenido 


Wi P=1 (y2x+6 P5 (Y2x+6 
|| xy as = | ql xy dy dx + | a xy dy dx 
EN J=3 Jvy2x Yi Jx 
pero esto habría implicado más trabajo que el otro método. El 


EJEMPLO 4 Determine el volumen del tetraedro acotado por los planos 
x+2y+2=2,x=2y,x=0,yz=0. 


SOLUCIÓN En una cuestión como esta, es prudente dibujar dos diagramas: uno del 
sólido tridimensional y otro de la región en un plano D en la que se encuentra. La 

ZA figura 13 muestra el tetraedro T acotado por los planos de coordenadas x = 0, z = 0, 

el plano vertical x = 2y y el plano x + 2y + z = 2. Como el plano x + 2y +z = 2 

interseca el plano xy (cuya ecuación es z = 0) en la recta x + 2y = 2 , se ve que T 

se sitúa sobre la región triangular D en el plano xy acotado por las rectas 

x = 2y, x + 2y =2 y x = 0. (Véase la figura 14.) 

El plano x + 2y + z = 2 puede escribirse como z = 2 — x — 2y, así que el volumen 
requerido se tiende bajo la gráfica de la función z = 2 — x — 2y y sobre 


D = ((x, y) | 0<x<1,1/2<y<1- x/2} 


Por tanto, 


V= || 2- x- 2y dA 


D 


= h Es (2 — x — 2y) dy dx 


JO Jx/2 


fi 2 y=1-x/2 
= l 2y = Xy y y=x/2 dx 


=y 


FIGURA 14 dde 
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=Y 


FIGURA 15 


D como región tipo I 


=v 


FIGURA 16 
D como región tipo II 


FIGURA 17 


=y 


EJEMPLO 5 Evalúe la integral iterada f} |! sen(y?) dy dx. 


SOLUCIÓN Si se intenta evaluar la integral tal como está, se enfrenta a la tarea de 
evaluar primeramente | sen(y?) dy. Pero esto es imposible de hacer en términos finitos, 
porque | sen( y?) dy no es una función elemental. (Véase el final de la sección 7.5.) Así, 
se debe cambiar el orden de integración. Esto se hace expresando primero la integral 
iterada dada como una integral doble. Si se escribe la ecuación 3 con el lado derecho a 
la izquierda, se tiene 


l f sen( y?) dy dx = [f sen(y?) dA 
Jo Jx y 


donde D=((,y|0=x=1,x=y=<l1) 


La región D se representa en la figura 15. En la figura 16 se ve que una descripción 
alternativa de D es 


D=((y|0=<y=<1,0=<x< y) 


Esto permite usar (5) para expresar la integral doble como una integral iterada en el 
orden inverso: 


N f sen(y?) dy dx = [f sen( y?) dA 
Jo Jx y) 


*x=y 


x=0 dy 


= Ñ IN sen(y?) dx dy = f [x sen(y?)] 


T f y sen(y?) dy = =} cos(y2)], = 21 — cos 1) nm 


E Propiedades de las integrales dobles 

Suponga que todas las integrales siguientes existen. Para regiones rectangulares D, las 
tres primeras prioridades pueden comprobarse de la misma manera que en la sección 5.2. 
Para regiones generales, las propiedades se desprenden de la definición 2. 


[6] ff [FŒ y) + g(x, y)] dA = [f f(x, y) dA + ff g(x, y) dA 
ij cf(x, y) dA = c ffs (x, y) dA donde c es una constante 


S1 f(x, y) = g(x, y) para todas las (x, y) en D, entonces 
|| Go y da = || g(x, y) dA 
D D 


La propiedad de las integrales dobles siguiente es similar a la propiedad de las inte- 
grales simples dada por la ecuación |, f(x) dx = [¿ f(x) dx + f’ f(x) dx. 

Si D = D, U D,, donde D, y D, no se traslapan excepto quizá en sus fronteras (véase 
la figura 17), entonces 


El [| 46, y da = [| fœ aa + [| fæ) as 


FIGURA 18 


FIGURA 19 


Cilindro con base D y altura z = 1 


SECCIÓN 15.2 Integrales dobles en regiones generales 1007 


La propiedad 9 puede usarse para evaluar integrales dobles en regiones D que no son 
del tipo I ni del tipo II pero que pueden expresarse como una unión de regiones del tipo I 
o el tipo II. La figura 18 ilustra este procedimiento. (Véase los ejercicios 57 y 58.) 


YA YA 

> > 
0 x 0 x 
(a) D no es del Tipo I ni del tipo H. (b) D = D; < D,. D, es tipo I, D, es tipo II. 


La propiedad de las integrales siguiente indica que si se integra la función constante 
f(x, y) = 1 en una región D, se obtiene el área de D: 


ff 1 dA = A(D) 


La figura 19 ilustra por qué la ecuación 10 es cierta: un cilindro sólido cuya base es D 
y cuya altura es 1 tiene volumen A(D) * 1 = A(D), pero se sabe que también se puede 
escribir su volumen como ||, 1 dA. 

Por último, se pueden combinar las propiedades 7, 8 y 10 para comprobar la propie- 
dad siguiente. (Véase el ejercicio 63.) 


(11) Sim S f(x, y) S M para todas las (x, y) en D, entonces 


mA(D) < ff f(x, y) dA < MA(D) 


D 


EJEMPLO 6 Use la propiedad 11 para estimar la integral ffp e*s» dA, donde D es el 
disco con centro en el origen y radio 2. 


SOLUCIÓN Como —1 < sen x <S l y —1 < cos y <S 1, se tiene —1 < sen x cos y < 1, 
y por tanto 


e`! < gsenxcos y < e! =g 
Así, usando m = e”! = 1/e, M = e, y A(D) = 11(2) en la propiedad 11, se obtiene 


4 < [f e3enxcos y JA = 4re las] 
e vs 
D 
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15.2 EJERCICIOS 
1-6 Evalúe la integral iterada. 


1. | f (8x — 2y) dy dx 2. i 1 x?y dx dy 


3. í F xe” dx dy 4. je f x sen y dy dx 


5. F p cos(s°) dt ds 6. | i JT Zp? du dv 


7-10 Evalúe la integral doble. 


| x dA, D=[y | 0=x=4.0=y= 
D 


` [es y) d ? D (Go y) | l=y=2, y l=x=1) 
D 

: [Fe “° dA, D = [(x, y) | 0O=y=3,0=< x < y) 
va 


2,0=<y<x) 


10. r yyx?— y? dA, D= {(x,y) | 0S x< 
D 


11. Dibuje un ejemplo de una región que sea 
(a) tipo I pero no tipo H 


(b) tipo H pero no tipo I 


12. Dibuje un ejemplo de una región que sea 
(a) tanto tipo I como tipo H 


(b) ni tipo I ni tipo II 


13-14 Exprese D como una región de tipo I y también como 
una región de tipo II. Evalúe después la integral doble de las dos 
maneras. 


13. if x dA, D está encerrada por las rectas y = x, y = 0,x = 1 
D 


14. | xy dA, D está encerrada por las curvas y = x°, y = 3x 
D 


15-16 Establezca integrales iteradas para ambos órdenes de 
integración. Evalúe después la integral doble usando el orden más 
fácil y explique por qué es más fácil. 


15. ff y dA, D está acotada por y = x — 2, x = y? 
D 


16. f ye” dA, D está acotada por y = x, y = 4,x = 0 
D 


17-22 Evalúe la integral doble. 


17 


18. 


19 


20 


2 


mi 


22 


. f x cos y dA, D está acotada por y = 0, y = x°, x = 1 
D 


if xy? dA, D está acotada por x = 0y x = yl — y? 


D 


5 if y? dA, D es la región triangular con vértices (0, 1), (1, 2), 


D 


(4, 1) 


; | xy dA, D está encerrada por el cuarto de círculo 
D 


y = 1 — x?, x > 0 y los ejes 


A | | (Qx — y) dA, D está acotada por el círculo con centro en el 
D 


origen y radio 2 


À j] y dA, D es la región triangular con vértices (0, 0), 
5 


d, 1) y (4, 0) 


23 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


-32 Halle el volumen del sólido dado. 


Bajo el plano 3x + 2y — z = 0 y sobre la región encerrada 
por las parábolas y = 1% y x = y? 

Bajo la superficie z = 2x + y? y sobre la región acotada 
porx=yyx= y 

Bajo la superficie z = xy y sobre el triángulo con vértices 
(1, 1), (4, D) y (1, 2) 


Encerrado por el paraboloide z = x? + y? + 1 y los planos 
x=0,y=0:z=0yx+y=2 


El tetraedro encerrado por los planos de coordenadas y el 
plano 2x+y+z=4 


Encerrado por el paraboloide z = x? + 3y? y los planos 
x=0y=1ly=x2z=0 


Acotado por los planos de coordenadas y el plano 
3x+2y+2=6 


Acotado por el cilindro y? + z? = 4 y los planos x = 2y, 
x = 0, z = 0 en el primer octante 


Acotado por el cilindro x? + y? = 1 y los planos y = z, 
x = 0, z = O en el primer octante 


Acotado por los cilindros 1? + y? = Pyy +2 =r 


ES 33. 


Use una calculadora graficadora o computadora para estimar 
las coordenadas x de los puntos de intersección de las curvas 
y =xy y = 3x — xX. Si D es la región acotada por estas 
curvas, estime Ĵ|„ x dA. 


FS 34. Determine el volumen aproximado del sólido en el primer 


octante acotado por los planos y =x,z =0yz=xyel 
cilindro y = cos x. (Use un dispositivo de graficación para 
estimar los puntos de intersección.) 


35-38 Determine el volumen del sólido restando dos volúmenes. 


35. El sólido encerrado por los cilindros parabólicos y = 1 — x°, 
y=x*— 1y los planos x + y + z 


36. El sólido encerrado por el cilindro parabólico y = x? y los 
planos z = 3y,z =2 + y 


37. El sólido bajo el plano z = 3, sobre el plano z = y, y entre los 
cilindros parabólicos y = xX yy = 1 — x 


38. El sólido en el primer octante bajo el plano z = x + y, sobre 
la superficie z = xy, y encerrado por las superficies x = 0, 
y=0yx*+y=4 


2,2x+2y-z+10=0 


39-40 Trace el sólido cuyo volumen está dado por la integral 
iterada. 


39. k W (1 — x — y) dy dx 40. [” Pa — x) dy dx 
JO YO Jo Jo 


En 41-44 Use un sistema algebraico computacional para hallar el 


volumen exacto del sólido. 


41. Bajo la superficie z = x%y* + xy? y sobre la región acotada por 
las curvas y = xX — xy y = xX? + xparax > 0 


42. Entre los paraboloides z = 2x? + y y z = 8 — x 
dentro del cilindro 1? + y? = 1 


2y’ y 


43. Encerrado por z = 1 — x¥ — yy yz=0 


44. Encerrado por z = xX + y? y z = 2y 


45-50 Trace la región de integración y cambie el orden de 
integración. 


45. i e y) dx dy 46. Ñ i f(x, y) dy dx 
a7. [f(x y dy dx as. | pa ETT 


49. 1 Ls y) dy dx 50. j e Fo. y) dy de 


O Jarctanx* 


51-56 Evalúe la integral invirtiendo el orden de integración. 


51. f IN e" dx dy 52. f E Vy sen y dy dx 
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53. f [Ag dx 


54. Ñ E y cos(x? — 1) dx dy 


55. f y l dy dx 
+I 


Jo J/x y? 


56. ||| e” dydx 


57-58 Exprese D como una unión de regiones de tipo I o tipo II y 
evalúe la integral. 


57. ff x?dA 


D 


58. ff ydA 
D 


YA 


=l 


59-60 Use la propiedad 11 para estimar el valor de la integral. 


59. [pa Z x?y? dA, S= {(x,y) |x? +y? < 1,x > 0) 
Ss 


60. fi e7? dA, Q es el cuarto de círculo con centro en el 
ña 
origen y radio } en el primer cuadrante 


61-62 Halle el valor promedio de fen la región D. 


61. f(x, y) = xy, D es el triángulo con vértices (0, 0), (1, 0) y 
(1, 3) 


62. f(x, y) = x sen y, D está encerrada por las curvas y = 0, 
y=xY*yx=1 


63. Compruebe la propiedad 11. 


64. Al evaluar una integral doble en una región D, se obtuvo una 
suma de integrales iteradas como sigue: 


[fray as = f [276 y dray + F [65 y dxdy 


Trace la región D y exprese la integral doble como una inte- 
gral iterada con orden inverso de integración. 
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65-69 Use geometría o simetría, o ambas, para evaluar la integral 68. if O + x2y? — y?sen x) dA 

doble. 5 i i 

65. if (x + 2) da, D = {œ | lx] + ly] < Y 
D 


D = [G, y) | 0 = y < y9 — x} 69. ff lax? + by? a Vax?) dA, 
D 


D = |—a, a] x [-b, b] 


66. f ? — x? — y?dA, D es el disco con centro en el origen y 
a EN 70. Grafique el sólido acotado por el plano x + y +z = lyel 
radio R : i 
paraboloide z = 4 — x? — y? y determine su volumen exacto. 
va (Use su sac para hacer la graficación, hallar las ecuaciones 
67. [j (2x + 3y) dA, D es el rectángulo 0 S x Sa, 0 Sy <b de las curvas frontera de la región de integración y evaluar la 
D integral doble.) 


15.3 Integrales dobles en coordenadas polares 


Suponga que se quiere evaluar una integral doble Ma f(x, y) dA, donde R es una de las 
regiones que aparecen en la figura 1. En cualquier caso, la descripción de R en términos 
de coordenadas rectangulares es bastante complicada, pero R es fácil de describir usando 
coordenadas polares. 


YA YA 


FIGURA 1 (y) R=((1,0) |0<r=<1,0< 0<271) (b)R=((1, 0) |1=r<2,0=<0=<m) 


Recuerde de la figura 2 que las coordenadas polares (r, 0) de un punto se relacionan 
con las coordenadas rectangulares (x, y) mediante las ecuaciones 


r=x=y x= rcos 0 y = rsen0 


O x xX 


(Véase la sección 10.3.) 
FIGURA 2 Las regiones en la figura 1 son casos especiales de un rectángulo polar 


R=((,0) |as<r<b,a<0=< Bj 


el cual se muestra en la figura 3. Para calcular la integral doble A f(x, y) dA, donde R 
es un rectángulo polar, se divide el intervalo [a, b] en m subintervalos [r;_.,, r;] de igual 
ancho Ar = (b — a)/m y se divide el intervalo [«, B] en n subintervalos [8;-,, 6, ] de 
igual ancho A0 = (B — a)/n. Entonces los círculos r = r; y los rayos 0 = 6, dividen 
el rectángulo polar R en los más pequeños rectángulos polares R; que aparecen en la 
figura 4. 
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0) 0) 


FIGURA 3 Rectángulo polar FIGURA 4 División de R en subrectángulos polares 
El “centro” del subrectángulo polar 
R; = fir, O)| ra SsrsSr, 050S 95) 
tiene coordenadas polares 
rf = ri + 15) OF = H(0j-1 + 0) 


Se calcula el área de R; usando el hecho de que el área de un sector de un círculo con 
radio r y ángulo central 0 es 170. Restando las áreas de dos de esos sectores, cada uno de 
los cuales tiene ángulo central A0 = 0; — 0;-ı, se determina que el área de R; es 


AA; = tr? A0 — br? AQ = 5 (r? = rı) A0 
= Sr; + ri-1)(r; m Ti-1) A90 = rf Ar A0 


Aunque se ha definido la integral doble fik (x, y) dA en términos de rectángulos ordi- 
narios, se puede demostrar que, para funciones continuas f, siempre se obtiene la misma 
respuesta usando rectángulos polares. Las coordenadas rectangulares del centro de R; 
son (r¥ cos 9, rf sen 0ř), así que una típica suma de Riemann es 


m n m n 


1) Y Y f(rF cos 0*, r* senor) AA, = Y, Y f(r* cos 0, r* sen 0*) r* Ar A0 


i=1 j=l i=l ¡=1 


Si se escribe g(r, 0) = rf(r cos 6, r sen 0), la suma de Riemann de la ecuación 1 puede 
escribirse como 


n n 


g(rF, 0¥) Ar A0 


i=1 j=1 


la cual es una suma de Riemann para la integral doble 


. > glr, 0) dr d0 


va Ya 


Por tanto se tiene 


m n 


TEES y)dA = lím Y Y f(r* cos 65, rf seno) AA, 


E MnN>3% j=] j=] 


m n 


im Y Y g0”, 07) Ar A9 = f |” gl, 0) ar do 


m,n>®% i=] j=1 q 


Mi MG cos 6, r sen 0) r dr d0 
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dA 
d0 
> de dr 
LL 
PO rdo 
aro 
2 
2 
2 
10) 
FIGURA 5 


Aquí se usa la identidad 
trigonométrica 


sen?9 = }(1 — cos 28) 


Véase la sección 7.2 para consejos 
sobre la integración de funciones 
trigonométricas. 


X 


FIGURA 6 


[2] Cambio a coordenadas polares en una integral doble Si fes continua 
en un rectángulo polar R dado por 0 S a S r S b, aœ = 0 < ß, donde 
0 <B — a S 2r, entonces 


i / f(x, y) dA = f f(r cos 0, r sen 0) r dr d0 
R 


La fórmula en (2) establece que se convierten coordenadas rectangulares a polares en 
una integral doble escribiendo x = r cos 0 y y = r sen 0, usando los límites de integración 
apropiados para r y 0 y reemplazando dA por r dr d0. Tenga cuidado de no olvidar el 
factor adicional r en el miembro derecho de la fórmula 2. Un método clásico para 
recordar esto se muestra en la figura 5, donde el rectángulo polar “infinitesimal” puede 
concebirse como un rectángulo ordinario con dimensiones r d0 y dr y que por tanto tiene 
un área dA = r dr d0. 


EJEMPLO 1 Evalúe [fẹ (3x + 4y°) dA, donde R es la región en el semiplano superior 
acotado por los círculos 1? + y? =1 yx? + y = 4. 


SOLUCIÓN La región R puede describirse como 
R ={&œ y) |y >01 S2 +y 4 


Este es el semianillo que se mostró en la figura 1(b), y en coordenadas polares está dado 
por 1 Sr < 2,0 <90 < 7. Así, por la fórmula 2, 


[Í Gx + 4y)as = [7 f? Gr coso + 4r? sen'0) r dr do 
l = |? f? Gr?cos0 + 4r* sen*0) dr d0 
= F [r cos 0 + r*sen?0]., do = N (7cos0 + 15 sen?0) de 
= 4 [7 cos + É(1 — cos 20)] do 
159 15 


~ j 
= 7 sen + —— — — sen 20 E El 
2 4 è 2 


EJEMPLO 2 Halle el volumen del sólido acotado por el plano z = 0 y el paraboloide 
z=1-x-y, 


SOLUCIÓN Si se pone z = 0 en la ecuación del paraboloide, se obtiene x? + y? = 1. 
Esto significa que el plano interseca el paraboloide en el círculo x? + y? = 1, así que 
el sólido reside bajo el paraboloide y sobre el disco circular D dado por x? + y? < 1 
[véase las figuras 6 y 1(a)]. En coordenadas polares, D está dado por 
0=r=1,0=0=< 2r. Puesto que 1 — x? — y? = 1 — r’, el volumen es 


V= fa — x? — y?)dA = [7 pa — 12) r dr d8 


277 1 r? ri T 
= de r 3%dr=2 = 
IN f (=r)d -| 2 4 | 2 


0) 


FIGURA 7 
D ={(r, 0) |a S 0< P, h(0) Sr < h,(0)} 


FIGURA 8 
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Si hubiera usado coordenadas rectangulares en vez de coordenadas polares, habría 
obtenido 


Y=yl= 


V= [f (1 — x? — y?)dA = E vza — x? — y?) dy dx 
y J= x 


lo cual no es fácil de evaluar porque implica determinar [(1 — x?P” dx. nm 


Lo que se ha hecho hasta aquí puede prolongarse al tipo de región, más complicado, 
que se muestra en la figura 7. Este tipo es similar a las regiones rectangulares tipo II 
consideradas en la sección 15.2. De hecho, al combinar la fórmula 2 de esta sección con 
la fórmula 15.2.5, se obtiene la fórmula siguiente. 


El Si f es continua en una región polar de la forma 


D=((,0)|a<0=<B, h(0) < r= h(0)} 


h2(0) 


entonces [f f(x, y) dA = H | l f(r cos 6, r sen 0) r dr d0 


2 Ja Jh (0 


En particular, al tomar f(x, y) = 1, h,(0) = 0 y hx(0) = h(0) en esta fórmula, se ve que 
el área de la región D acotada por 0 = a, 0 =ß, y r = h(0) es 


AD) = ff 14a = f? [rar de 
y dla 


pl ,2]10 
=| B de = i 11n(0)1 d0 


Q 0 


y esto coincide con la fórmula 10.4.3. 

EJEMPLO 3 Use una integral doble para encontrar el área encerrada por un lazo de la 
rosa de cuatro pétalos r = cos 20. 

SOLUCIÓN En el trazo de la curva en la figura 8 se advierte que un lazo está dado por 


la región 


D = {(r,0) | —11/4 < 0 < 1/4,0 < r < cos 20} 


Así, el área es 


PE arao 


1/4 JO 


A(D) = ff dA = 


y 


o 


7/4 T 
= — a 
—71/ 


=! A (1 + cos 40) de = lo + } sen 40] 73 
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YA EJEMPLO 4 Determine el volumen del sólido que se encuentra bajo el paraboloide 
| z = xX + y, sobre el plano xy, y dentro del cilindro x? + y? = 2x. 
(o r=2 cos 6) SOLUCIÓN El sólido se tiende arriba del disco D cuyo círculo frontera tiene ecuación 


xX? + y? = 2x0, tras completar el cuadrado, 


(x= 1? +y=1 


> 
xX 
(Véase las figuras 9 y 10.) 
En coordenadas polares se tiene x? + y? = 1? y x = r cos 6, así que el círculo frontera 
se convierte en 1? = 2r cos 0, o r = 2r cos 0. De este modo, el disco D está dado por 
HGURAO D = {(r,0) | -71/2<0=<m/2,0<r< 20080) 
z y, por la fórmula 3, se tiene 
2 cos 0 
rr Pm/2 [2cos0 7/2 r 
V= [| (1? + y?) ga = | rardo = | E d0 
s; -7/2 Jo -7/2 | 4 lo 
NE 
S == - + 7/2 3 7/2 4 7/2 [1 + cos20 Y? 
SS j =4| cos*9 do = 8 | cos*0 d0 = 8 ——— | do 
Ssss + —11/2 JO 0 2 
S z: 
= +1 
S= 2s m/2 
p E + =2 | lı + 2cos 20 + 0 + cos 40) de 
SP Jo 
y 
3 1 7/2 3 T 3T 
FIGURA 10 = 130 + sen20 + 1 sen 49]; =2 NAS O 
15.3 EJERCICIOS 
1-4 Se muestra una región R. Decida si usar coordenadas polares 5-6 Trace la región cuya área está dada por la integral y evalúe 
o coordenadas rectangulares y escriba ||, f(x, y) dA como una la integral. 
integral iterada, donde f es una función continua arbitraria en R. a z Peð 
5. f | rardo 6. | N r dr d0 
1. yA 2. YA Jaj Ji Ja/2 Jo 
4 1 
R 7-14 Evalúe la integral dada cambiando a coordenadas polares. 
, > 7. ji p Py dA, donde D es la mitad superior del disco con centro 
0 4 x = +0 1 x en el origen y radio 5 
8. 5 (2x — y) dA, donde R es la región en el primer cuadrante 
encerrada por el círculo x? + y? = 4 y las rectas x = 0 y y =x 
9. |f, sen? + y?) dA, donde R es la región en el primer 
3 YA 4 yA cuadrante entre los círculos con centro en el origen y 
radios 1 y 3 
=j 1 10. if = dA, donde R es la región que se encuentra entre 
> > ¿xXx + y 
0 X x 
R los círculos x? + y? = @ y xX? + y = b con0 <a < b 
= 11. [| e” dA, donde D es la región acotada por el 
1 JID 


semicírculo x = y4 — y? y el eje y 


12. Mo cos yx? + y? dA, donde D es el disco con centro en el 
origen y radio 2 


13. NE arctan(y/x) dA, donde 
R = {(x,y) ]|1=x37+y?=4,0=< y< 1) 


14. ji p X dA, donde D es la región en el primer cuadrante que 


se encuentra entre los círculos x? + y? = 4 y 1? + y? = 2x 


15-18 Use una integral doble para hallar el área de la región. 
15. Un lazo de la rosa r = cos 30 


16. La región encerrada por los dos cardioides r = 1 + cos 0 
yr=1-co0s0 


17. La región dentro del círculo (x — 1)? + y? = 1 y fuera del 
círculo 12 + y? = 1 


18. La región dentro del cardioide r = 1 + cos 0 y fuera del 
círculo r = 3 cos 0 


19-27 Use coordenadas polares para determinar el volumen 
del sólido dado. 


19. Bajo el paraboloide z = x° + y? y sobre el disco 
X+y=25 


20. Bajo el cono z = yx? + y? y sobre el anillo 
ls=sY+y=4 


21. Bajo el plano 2x + y +z = 4 y sobre el disco 
2+y=l1 


22. Bajo el paraboloide z = 18 — 2x? — 2y? y sobre el plano xy 
23. Una esfera de radio a 


24. Acotado por los paraboloides z = 31? + 3y? y 
z=4- x-y 


25. Sobre el cono z = yx? + y? y bajo la esfera 
X+y+z2=1 

26. Acotado por los paraboloides z = 6 — x? — y? y 

z= 2x + 2y 


27. Dentro del cilindro x? + y? = 4 y el elipsoide 
dx? + 4y? + 2? = 64 


28. (a) Un taladro cilíndrico con radio r, se usa para perforar un 
agujero en el centro de una esfera de radio r2. Determine 
el volumen del sólido en forma de anillo que resta. 

(b) Exprese el volumen del inciso (a) en términos de la altu- 
ra h del anillo. Note que el volumen depende solo de h, 
no de r; ni r2. 


29-32 Evalúe la integral iterada convirtiendo a coordenadas 
polares. 


29, N T e=? dy dx 30. y rr (2x + y) dx dy 
Jo. Jo 


y=yal-y? 
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31. [Pa dxdy 


YO JvVS3y 


32. y f si 2y dx dy 


vVa?=y? 


33-34 Exprese la integral doble en términos de una integral 
simple con respecto a r. Use después su calculadora para evaluar 
la integral con cuatro decimales. 


33. ||, e"? dA, donde D es el disco con centro en el origen 
y radio 1 


34. fin xyy 1 + x? + y? dA, donde D es la porción del disco 
X + y? < 1 que está en el primer cuadrante 


35. Una piscina es circular con un diámetro de 10 metros. La 
profundidad es constante a lo largo de las rectas este-oeste 
y aumenta linealmente de 1 m en el extremo sur a 2 m en el 
extremo norte. Determine el volumen de agua en la piscina. 


36. Un aspersor agrícola distribuye agua en un patrón circular 

de 50 m de radio. Suministra agua a una profundidad de e” 

metros por hora a una distancia de r metros desde el aspersor. 

(a) SiO < R < 50, ¿cuál es la cantidad total de agua sumi- 
nistrada por hora a la región dentro del círculo de radio R 
centrado en el aspersor? 

(b) Determine una expresión para la cantidad promedio 
de agua por hora por metro cuadrado suministrada a la 
región dentro del círculo de radio R. 


37. Halle el valor promedio de la función f(x, y) = 1//x? + y? 
en la región anular a? < x? + y? < b’, donde 0 < a < b. 


38. Sea D el disco con centro en el origen y radio a. ¿Cuál es la 
distancia promedio de los puntos en D al origen? 


39. Use coordenadas polares para combinar la suma 
ri Px ndet a PETE ia eja i 
in p = xy dy dx IN xy dy dx Lal, xy dy dx 


en una integral doble. Evalúe después la integral doble. 


40. (a) Se define la integral impropia (en la totalidad del 
plano R?) 


I= Il eN dA 


R2 


= y Pe ER ) dy dx 


ím ff e r 


a=>0o 


Da 


donde D, es el disco con radio a y centro en el origen. 
Demuestre que 


E e O EA 
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(b) Una definición equivalente de la integral impropia del (c) Deduzca que 
inciso (a) es y edx = yr 
ff AA JA = lím i AA (d) Haciendo el se Ai variable He ya , demuestre que 
e o B e™ dx = 2r 


(Este es un resultado fundamental en probabilidad y estadística.) 
donde S, es el cuadrado con vértices (+a, +a). Use esto 


para demostrar que 41. Use el resultado del ejercicio 40, inciso (c), para evaluar las 
integrales siguientes. 


B e” dx | "eT dy = m (a) [xe dx (b) y Vx e “dx 


0 


J=% 


15.4 Aplicaciones de las integrales dobles 


Ya se ha visto una aplicación de las integrales dobles: calcular volúmenes. Otra aplica- 
ción geométrica es determinar áreas de superficies, y esto se hará en la sección siguiente. 
En esta sección se exploran aplicaciones físicas como el cálculo de masa, carga eléc- 
trica, centro de masa y momento de inercia. Se verá que estas ideas físicas también son 
importantes cuando se aplican a funciones de densidad de probabilidad de dos variables 
aleatorias. 


E Densidad y masa 


En la sección 8.3 fue capaz de usar integrales simples para calcular momentos y el centro 

YA de masa de una placa o lámina delgada con densidad constante. Pero ahora, equipado 

(x, y) con la integral doble, se puede considerar una lámina con densidad variable. Suponga 

que la lámina ocupa una región D del plano xy y que su densidad (en unidades de masa 

2] por unidad de área) en un punto (x, y) en D está dada por p(x, y), donde p es una función 
continua en D. Esto significa que 


sl Am 
x, y) = lím 
n pix, y AA 


donde Am y AA son la masa y el área de un rectángulo pequeño que contiene (x, y) y el 
FIGURA 1 límite se toma como las dimensiones del rectángulo cerca de 0. (Véase la figura 1.) 
Para determinar la masa total m de la lámina, se divide un rectángulo R que contiene a 
D en subrectángulos R; del mismo tamaño (como en la figura 2) y se considera que p(x, y) 
es 0 fuera de D. Si se elige un punto (x;?, y?) en R;, la masa de la parte de la lámina que 
= PN ocupa R; es aproximadamente p(x}, y) AA, donde AA es el área de R;. Si se suman 
y todas las masas, se obtiene una aproximación de la masa total: 


k 1 
m= DD pl y) AA 
i=1 j=l 


0 x Si ahora se incrementa el número de subrectángulos, se obtiene la masa total m de la 
lámina como el valor limitante de las aproximaciones: 


FIGURA 2 


k l mp 
a m= lím Y Y paž, yó) AA = Í| p(x, y) dA 
D 


Los físicos también consideran otros tipos de densidad que pueden tratarse de la misma 
manera. Por ejemplo, si una carga eléctrica se distribuye en una región D y la densidad de 


YA 


FIGURA 3 


FIGURA 4 
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carga (en unidades de carga por unidad de área) está dada por o (x, y) en un punto (x, y) 
en D, la carga total O está dada por 


BJ Q= ff a(x, y) dA 


D 


EJEMPLO 1 La carga se distribuye en la región triangular D de la figura 3 de tal 
forma que la densidad de carga en (x, y) es o (x, y) = xy, medida en coulombs por 
metro cuadrado (C/m?). Determine la carga total. 


SOLUCIÓN De la ecuación 2 y la figura 3 se tiene 


0=ffo(x, da =[ f’ xydydx 
J. | 


II 
N= 
A 

N 
S= 
N 
| 
"3 
< 
> 
e 

| 

== 


Así, la carga total es > C. E 


E Momentos y centros de masa 


En la sección 8.3 se determinó el centro de masa de una lámina con densidad constante; 
aquí se considera una lámina con densidad variable. Suponga que la lámina ocupa la 
región D y tiene función de densidad p(x, y). Recuerde que en el capítulo 8 se definió 
el momento de una partícula alrededor de un eje como el producto de su masa y su dis- 
tancia dirigida desde el eje. Se dividió D en pequeños rectángulos como en la figura 2. 
Entonces, la masa de R; es aproximadamente p(x;, y) AA, así que se puede aproximar 
el momento de R; con respecto al eje x mediante 


[o (x, y) AA1 y 


Si se suman ahora estas cantidades y se toma el límite conforme el número de subrectán- 
gulos aumenta, se obtiene el momento de la lámina entera alrededor del eje x: 


m n 


G) M.= lím YD yb pla, y4) AA = || y p(x, y) da 


m, n™>® i=] j= PR 
i=l ¡=1 D 


De igual manera, el momento alrededor del eje y es 


m n 


a) M, = lím © Dx pa, y) AA = || xp(x, y) dA 
D 


MNR i=] j=] 


Como en el caso anterior, se define el centro de masa (x, y) de tal modo que mx = M, 
y my = M,. El significado físico es que la lámina se comporta como si su masa entera se 
concentrara en su centro de masa. Así, la lámina se balancea horizontalmente cuando es 
sostenida en su centro de masa (véase la figura 4). 
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(5) Las coordenadas (x, y) del centro de masa de la lámina que ocupa la región D 
y con función de densidad p(x, y) son 


x= M; = ~> ff xo% y) dA y= m = L ff ypa, y) dA 
D 


m m m 
D 


donde la masa m está dada por 


EJEMPLO 2 Halle la masa y centro de masa de una lámina triangular con vértices 
(0, 0), (1, 0) y (0, 2) si la función de densidad es p(x, y) = 1 + 3y + y. 


SOLUCIÓN El triángulo aparece en la figura 5. (Note que la ecuación de la frontera 


superior es y = 2 — 2x.) La masa de la lámina es 


m= i p(x, y) dA = Ñ (i (1 + 3x + y) dy dx 
D 


1 y y=2-2x 
= f yty + == dx 
0 2 y=0 
1 


3 
O a x| 8 
FIGURA 5 54| (Dar E 3 l 3 


0 


Así, las fórmulas en (5) dan 


2-2x 


E 3 pl [2-2 
z= IP xp(x y) da =4 f, || 
D 
T , D= 
=l xy + 3xy +x dx 
8 Jo i 2 [= 


1 
3 m E A dl a3 
zhe w E -| 8 


PI: f2=2x% 
J 


(x + 3x? + xy) dy dx 


(y + 3xy + y?) dy dx 


y=2-2x 
3 m 2 2 3] , 
= NE +3 El de =4| (19% 3x7 + 51) dx 
, ) 


El centro de masa está en el punto G, 1), E 


EJEMPLO 3 La densidad en cualquier punto en una lámina semicircular es proporcio- 
nal a la distancia desde el centro del círculo. Encuentre el centro de masa de la lámina. 


FIGURA 6 


Compare la ubicación del centro de 
masa del ejemplo 3 con el ejemplo 
8.3.4, donde se determinó que el centro 
de masa de una lámina con la misma 
forma pero con densidad uniforme se 
localiza en el punto 

(0, 4a/(3m)). 
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SOLUCIÓN Si se concibe la lámina como la mitad superior del círculo 1? + y? = q?. 
(Véase la figura 6.) Entonces, la distancia de un punto (x, y) al centro del círculo (el 
origen) es yx? + y?. Por tanto, la función de densidad es 


pq y) =Ky/7 + y? 


donde K es una constante. Tanto la función de densidad como la forma de la lámina 
sugieren que se conviertan a coordenadas polares. Entonces, yx? + y? = r y la región 
D está dada por 0 <S r < a, 0 < 0 < 7. Así, la masa de la lámina es 


m= [f p(x, y) dA = ff Kyx? + y? dA 
D 


D 


[7 | (Kr) r dr de = KẸ do f r?dr 


a 
JO JO 


Tanto la lámina como la función de densidad son simétricas con respecto al eje y, así que 
el centro de masa debe estar en el eje y, es decir x. = 0. La coordenada y está dada por 


ey 1 pp 3 fr fa 
= — x, y) dA = r send (Kr) r dr d0 
a l yp(x, y) End l Í r send (Kr) r dr 
se |” send d0 [rar ENE |—cos ol, ai i 
Ta? W J0 Ta? 0 4 ù 
3 2a* _ 3a 
Ta 4 271 
En consecuencia, el centro de masa se localiza en el punto (0, 3a/(2)). E 


Ml Momento de inercia 


El momento de inercia (también llamado segundo momento) de una partícula de masa 
m alrededor de un eje se define como »mr?, donde r es la distancia de la partícula al eje. Se 
prolongará este concepto a una lámina con función de densidad p(x, y) y que ocupa una 
región D procediendo como lo hizo para los momentos ordinarios. Divida D en pequeños 
rectángulos, aproxime el momento de inercia de cada subrectángulo alrededor del eje x y 
tome el límite de la suma cuando el número de subrectángulos aumente. El resultado es 
el momento de inercia de la lámina alrededor del eje x: 


m n 


[6] L= lim Y È OP pat, yë) AA = || y*p(x, y) da 


MN i=] j= 
i=1 j=1 D 


De igual manera, el momento de inercia alrededor del eje y es: 


m n 


L= im Y YY, y 7) AA = || 1? p(x, y) dA 
D 


m, n>% i=] j=] 


1020 CAPÍTULO 15 Integrales múltiples 


También es de interés considerar el momento de inercia alrededor del origen, llamado 
asimismo momento polar de inercia: 


m n 


h= lim Y D [e +03] p(+5, 13) AA = [| a + y) p(a, y) da 


MN ¡4 gs y 
i=] j=1 D 


Nótese que I = L + L. 
EJEMPLO 4 Encuentre los momentos de inercia Z, [,, e J de un disco homogéneo 
D con densidad p(x, y) = p, centro en el origen y radio a. 


SOLUCIÓN La frontera de D es el círculo x? + y? = a? y en coordenadas polares D es 
descrita por 0 <= 0 <=271, 0 <= r < a. Calcule primero 1: 


Lo 


I (1? + y’)pdA =p E i r?r dr d 


2m fa r’ mpa’ 
T a Š 
pl do J r?di zaol 4 > 


En vez de calcular /, e Z, directamente, se usa los hechos de que /, + I, = Le [, = I, (de 
la simetría del problema). Así, 


Lo mpa’ 


En el ejemplo 4 se advierte que la masa del disco es 
m = densidad X área = p(rra?) 


así que el momento de inercia del disco alrededor del origen (como una rueda alrededor 
de su eje) puede escribirse como 


mpa 1 A PE 
b = = ¿(prra“ja” = zma 


Así, si se aumenta la masa o el radio del disco, se incrementa el momento de inercia. En 
general, el momento de inercia desempeña casi el mismo papel en el movimiento rota- 
cional que el que desempeña la masa en el movimiento lineal. El momento de inercia de 
una rueda es lo que dificulta iniciar o detener la rotación de la rueda, así como la masa 
de un automóvil es lo que dificulta iniciar o detener el movimiento del vehículo. 

El radio de giro de una lámina alrededor de un eje es el número R, tal que 


(9) mR =I 


donde m es la masa de la lámina e / es el momento de inercia alrededor del eje dado. La 
ecuación 9 indica que si la masa de la lámina se concentrara en una distancia R desde el 
eje, el momento de inercia de esta “masa de punto” sería igual al momento de inercia de 
la lámina. 

En particular, el radio de giro y con respecto al eje x y el radio de giro x con respecto 
al eje y están dados por las ecuaciones 


= =j 
my? = L mx” = I, 


FIGURA 7 

La probabilidad de que X se ubique en- 
tre a y b, y Y se ubique entre c y d, es el 
volumen que reside sobre el rectángulo 
D = [a, b] X [c, d] y bajo la gráfica de 

la función de densidad conjunta. 
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Así, (x, y) es el punto en el que la masa de la lámina puede concentrarse sin cambiar los 
momentos de inercia con respecto a los ejes de coordenadas. (Note la analogía con el 
centro de masa.) 


EJEMPLO 5 Determine el radio de giro alrededor del eje x del disco del ejemplo 4. 


SOLUCIÓN Como se indicó, la masa del disco es m = prra?, así que de las ecuaciones 
10 se tiene 


3 
m prra*? 4 


Por tanto, el radio de giro alrededor del eje x es y = la, lo cual es la mitad del radio del 
disco. E 


Al Probabilidad 


En la sección 8.5 se considera la función de densidad de probabilidad f de una variable 
aleatoria continua X. Esto significa que f(x) > 0 para todas las x, |, f(x) dx = 1, y la 
probabilidad de que X se halle entre a y b se determina integrando f de a a b: 


Pla = X < b) = |' f(x) dx 


Ya 


Ahora se considera un par de variables aleatorias continuas X y Y, como el período de 
vida de dos componentes de una máquina o la altura y peso de una mujer adulta elegidos 
al azar. La función de densidad conjunta de X y Y es una función f de dos variables tales 
que la probabilidad de que (X, Y) esté en una región D es 


P(X, Y) E€ D) = if f(x, y) dA 


En particular, si la región es un rectángulo, la probabilidad de que X se ubique entre a y 
b, y Y se ubique entre c y d es 


Pa=X=<=b c=Y=<d)= f ME y) dy dx 


(Véase la figura 7.) 
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Como las probabilidades no son negativas y se miden en una escala de O a 1, la fun- 
ción de densidad conjunta tiene las propiedades siguientes: 


fr y=>0 ff flx y) dA =1 
J, 


Al igual que en el ejercicio 15.3.40, la integral doble en R? es una integral impropia 
definida como el límite de las integrales dobles en círculos o cuadrados en expansión, y 
se puede escribir 


p 
p a 


frana = "1,9 ray =1 
N 


EJEMPLO 6 Si la función de densidad conjunta para X y Y está dada por 


C(x+2y) siO0=x=10,0=<y=<10 
Fa y) = . 
0 en caso contrario 


determine el valor de la constante C. Determine después P(X < 7, Y = 2). 


SOLUCIÓN Encuentre el valor de C cerciorándose de que la integral doble de f sea 
igual a 1. Como f(x, y) = O fuera del rectángulo [0, 10] x [0, 10], se tiene 


y=10 


K W f(x, y) dy dx = i E C(x + 2y) dy dx = C i [xy + y] dx 


El 
"10 
= 0 4 (10x + 100) dx = 1500C 


Por tanto, 1500C = 1, así que C = =, 
Ahora es posible calcular la probabilidad de que X sea a lo sumo de 7 y Y al menos 
de 2: 


P(X <7,Y = 2) 


7 pa (7 (10 
E | f(x, y) dy dx = [ E, + 2y) dy dx 
I PO 
E 7300 |, Loy Y la dx = 7300 |, (8x + 96) dx 
868 
= 1500 ~ 0.5787 a 


Suponga que X es una variable aleatoria con función de densidad de probabilidad 
f(x) y Y una variable aleatoria con función de densidad f(y). Entonces, X y Y se llaman 
variables aleatorias independientes si su función de densidad conjunta es el producto 
de sus funciones de densidad particulares: 


fœ y) = ARO) 
En la sección 8.5 se modelaron tiempos de espera usando funciones exponenciales 
de densidad 


0 sit<0O 
m-f -1,-1/p i 
u e sit=0 


donde u es la media del tiempo de espera. En el ejemplo siguiente se considerará una 
situación con dos tiempos de espera independientes. 


EJEMPLO 7 El gerente de una sala de cine determina que el tiempo promedio que 
los cinéfilos esperan en fila para comprar un boleto y ver la película de esta semana 
es de 10 minutos, y que el tiempo promedio que esperan para comprar palomitas es 


YA 
20 
x+y=20 
D 
0 20 
FIGURA 8 
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de 5 minutos. Suponiendo que los tiempos de espera son independientes, determine la 
probabilidad de que un cinéfilo espere un total de menos de 20 minutos antes de ocupar 
su asiento. 


SOLUCIÓN Suponiendo que tanto el tiempo de espera X para la compra de boletos 
como el tiempo de espera Y en la fila de la dulcería son modelados por funciones expo- 
nenciales de densidad de probabilidad, se pueden escribir las funciones de densidad 
particulares como 


0 six<0 0 siy<0 
Alo) = Ren ; O) = ls => 


10 six=0 5 siy=0 


Puesto que X y Y son independientes, la función de densidad conjunta es el producto: 


1 —x/10 „—y/5 


Fu y) = AMLO) = f os six>0,y>0 


50 
0 en caso contrario 
Se pide determinar la probabilidad de que X + Y < 20: 

P(X + Y < 20) = P((X, Y) € D) 


donde D es la región triangular que aparece en la figura 8. Así, 


P(X + Y < 20) 


(0x1 y Ea 
eme” ay as 


ll f(x, y) dA = IN 
y=20=x 


i j” [erse] dx 


YO 


o. 5 
16 | e719(1 — e" 20/5) dx 
Jo 


20 E S 
= so | le x/10 _ e 12410) dy 
YO 


1 +e*-2e ?=0.7476 


Esto significa que aproximadamente 75% de los cinéfilos esperan menos de 20 minutos 
antes de ocupar su asiento. E 


E Valores esperados 
Recuerde de la sección 8.5 que si X es una variable aleatoria con función de densidad de 
probabilidad f, su media es 

u= B xf(x) dx 
Ahora bien, si X y Y son variables aleatorias con función de densidad conjunta f, defina 
la media de X y la media de Y, también llamadas valores esperados de X y Y, como 


m) m= [Parla yaa m= || fœ) aa 


R? 


Observe qué parecidas son las expresiones para mı y m2 en (11) los momentos M, y M, de 
una lámina con función de densidad p en las ecuaciones 3 y 4. De hecho, se puede con- 
cebir la probabilidad como una masa continuamente distribuida. Se calcula la probabili- 
dad como se calculó la masa, integrando una función de densidad. Y como la “masa de 
probabilidad” total es 1, las expresiones para x y y en (5) indican que se pueden concebir 
los valores esperados de X y Y, mı y m2, como las coordenadas del “centro de masa” de la 
distribución de probabilidad. 
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FIGURA 9 
Gráfica de la función de densidad 
conjunta bivariada normal del ejemplo 8 


En el ejemplo siguiente se tratará con distribuciones normales. Como en la sección 
8.5, una variable aleatoria está normalmente distribuida si su función de densidad de 
probabilidad es de la forma 

1 dd 


ay 2T 


donde y es la media y ø la desviación estándar. 


fa) = 


EJEMPLO 8 Una fábrica produce cojinetes de rodillos (de forma cilíndrica) que se 
venden con un diámetro de 4.0 cm y una longitud de 6.0 cm. De hecho, los diámetros 
X están normalmente distribuidos con una media de 4.0 cm y desviación estándar de 
0.01 cm; mientras que las longitudes Y están normalmente distribuidas con una media 
de 6.0 cm y desviación estándar de 0.01 cm. Suponiendo que X y Y son independientes, 
escriba la función de densidad conjunta y grafíquela. Halle la probabilidad de que un 
cojinete aleatoriamente seleccionado de la línea de producción tenga una longitud o 
diámetro que difiera de la media en más de 0.02 cm. 


SOLUCIÓN Se da que X y Y están normalmente distribuidas con u; = 4.0, 
pa = 6.0, y 0, = o = 0.01. Así, las funciones de densidad particulares para X y Y son 


—(x-4)?/0.0002 fly) = 1 e 0067/0.0002 


fo) = 0.01 /27 


1 
001/27 


Como X y Y son independientes, la función de densidad conjunta es el producto: 


Fx, y) = ADRO) 


Z 1 =(+=4)?/0.0002 ¿—(y=6)?/0.0002 
0.00027 
2 5000 e 5000[(1-4)%+(y=0)7] 
T 


Una gráfica de esta función se presenta en la figura 9. 

Calcule primeramente la probabilidad de que tanto X como Y difieran de sus medias 
en menos de 0.02 cm. Al usar una calculadora o computadora para estimar la integral, 
se tiene 


P(3.98 < X < 4.02, 5.98 < Y < 6.02) 


f(x, y) dy dx 


po po 


43.98 


5000 p402 6.02 Auto AD 
= | | e75000L(x—4)?+(y=6) lay dx 
J5.98 


J5.98 ` 


qmr J398 
= 0.91 


Entonces, la probabilidad de que X o Y difiera de su media en más de 0.02 cm es de 
aproximadamente 


1 — 0.91 = 0.09 E 
15.4 EJERCICIOS 
1. La carga eléctrica se distribuye en el rectángulo a(x, y) = Vx? + y? (medida en coulombs por metro 
0S xs 5,2 < y s< 5 de tal forma que la densidad cuadrado). Determine la carga total en el disco. 


de carga en (x, y) es a(x, y) = 2x + 4y (medida en 


coulombs por metro cuadrado). Determine la carga 


total en el rectángulo. 


3-10 Halle la masa y centro de masa de la lámina que ocupa la 
región D y que tiene la función de densidad p dada. 


2. La carga eléctrica se distribuye en el disco x? + y? < 1 
de tal forma que la densidad de carga en (x, y) es 3.D=((1y|1=x=3,1=<y=< 4); p(x, y) = ky? 


10. 


. Des la región triangular encerrada por las rectas x = 0, 


y=xy2x + y= 6; p(x, y) = xX 


- Des la región triangular con vértices (0, 0), (2, 1), (0, 3); 


pæ, y) =x + y 


. Des la región triangular encerrada por las rectas y = 0, 


y=2x yx + 2y = 1; p(x, y) =x 


. D está acotada por y = 1 — x? y y = 0; p(x, y) = ky 


. D está acotada por y = x + 2 y y = x7; p(x, y) = kx? 


. D está acotada por las curvas y = e™*, y = 0, x = 0, x = l; 
pC, y) = xy 
D está encerrada por las curvas y = 0, y y = cos x, 


=T/2 < x < T/2; plx, y) = y 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Una lámina ocupa la parte del disco x? + y? < 1 en el 
primer cuadrante. Determine su centro de masa si la densidad 
en cualquier punto es proporcional a su distancia del eje x. 


Determine el centro de masa de la lámina del ejercicio 11 si 
la densidad en cualquier punto es proporcional al cuadrado de 
su distancia del origen. 


La frontera de una lámina consta de los semicírculos 
y= 1 — x? y y = y4 — x? junto con las porciones del eje 
x que los unen. Determine el centro de masa de la lámina si la 
densidad en cualquier punto es proporcional a su distancia del 


origen. 


Determine el centro de masa de la lámina del ejercicio 13 si 
la densidad en cualquier punto es inversamente proporcional 
a su distancia del origen. 


Determine el centro de masa de una lámina en forma de un 
triángulo rectángulo isósceles con lados iguales de longitud a 
si la densidad en cualquier punto es proporcional al cuadrado 
de la distancia desde el vértice opuesto de la hipotenusa. 


Una lámina ocupa la región dentro del círculo x? + y? = 2y 
pero fuera del círculo x? + y? = 1. Halle el centro de masa si 
la densidad en cualquier punto es inversamente proporcional 
a su distancia del origen. 


Halle los momentos de inercia /,, £,, Io para la lámina del 
ejercicio 3. 


Halle los momentos de inercia /,, Z, Io para la lámina del 
ejercicio 6. 


Halle los momentos de inercia Z, Z, Io para la lámina del 
ejercicio 15. 


Considere una aspa de ventilador cuadrada con lados de 
longitud 2 y la esquina inferior izquierda ubicada en el 
origen. Si la densidad del aspa es p(x, y) = 1 + 0.1x, ¿es más 
difícil rotar el aspa alrededor del eje x o alrededor del eje y? 
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21-24 Una lámina con densidad constante p(x, y) = p ocupa 
la región dada. Halle los momentos de inercia /, y 1, 
y los radios de giro x y y. 


21. 
22. 
23. 
24. 


El rectángulo 0 É<x<b,0=<y<h 
El triángulo con vértices (0, 0), (b, 0) y (0, h) 
La parte del disco x? + y? < a? en el primer cuadrante 


La región bajo la curva y = sen x de x = Qax = m 


En 25-26 Use un sistema algebraico computacional para determinar 
la masa, centro de masa y momentos de inercia de la lámina que 
ocupa la región D y tiene la función de densidad dada. 


25. 


26. 


D está encerrada por el lazo derecho de la rosa de cuatro 
pétalos r = cos 20; px, y) =X + y? 


D=(G,y|0=y=<xe*0=<x=<2h  p(x, y) = 4y 


27. 


28. 


29. 


30. 


La función de densidad conjunta para un par de variables 
aleatorias X y Y es 


. Cx(1 + y) si0=x=<1,0=y=<2 
Y)=10 
en caso contario 


(a) Determine el valor de la constante C. 
(b) Determine P(X < 1, Y = 1). 
(c) Determine P(X + Y = 1). 


(a) Verifique que 


si0=x=1,0=<y=1 


0 en caso contrario 


es una función de densidad conjunta. 
(b) Si X y Y son variables aleatorias cuya función de densi- 
dad conjunta es la función f del inciso (a), halle 
© rlx=3) o) PIx>3Y=<3) 
(c) Halle los valores esperados de X y Y. 
Suponga que X y Y son variables aleatorias con función de 
densidad conjunta 


A ) 0.1e7 05:+02) si x = 0, y =>0 
JMX, y) = è 
0 en caso contario 


(a) Verifique que f es en efecto una función de densidad 
conjunta. 

(b) Encuentre las probabilidades siguientes. 
G) PY=1) (ii) PX <2, Y = 4) 

(c) Encuentre los valores esperados de X y Y. 


(a) Una lámpara tiene dos focos, cada uno de un tipo con 
período de vida promedio de 1000 horas. Suponiendo 
que se puede calcular la probabilidad de falla de un foco 
mediante una función exponencial de densidad con media 
p = 1000, halle la probabilidad de que ambos focos de la 
lámpara fallen en menos de 1000 horas. 

Otra lámpara tiene un solo foco del mismo tipo que en el 
inciso (a). Si un foco se funde y es reemplazado por otro 
del mismo tipo, encuentre la probabilidad de que los dos 
focos fallen en menos de un total de 1000 horas. 


(b 


= 
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En 31 


. Suponga que X y Y son variables aleatorias independientes, 
donde X está normalmente distribuida con una media de 
45 y la desviación estándar de 0.5, y Y está normalmente 
distribuida con una media de 20 y desviación estándar de 0.1. 
(a) Determine P(40 < X < 50, 20 < Y < 25). 
(b) Determine P(4(X — 45) + 100(Y — 20? < 2). 


33. Cuando se estudia la propagación de una epidemia, 


se supone que la probabilidad de que un individuo 
contagiado propague la enfermedad a otro individuo 

no contagiado es una función de distancia entre ellos. 
Considere una ciudad circular con 10 km de radio, donde la 
población está uniformemente distribuida. Para un individuo 


no contagiado en un punto fijo A(xo, yo), suponga que la 


32. Xavier y Yolanda tienen clases que terminan al mediodía función de probabilidad está dada por 


y convienen en reunirse todos los días después de clases. 
Llegan a la cafetería en forma independiente. La hora de 
llegada de Xavier es X y la hora de llegada de Yolanda es Y, 
donde X y Y se miden en minutos después del mediodía. Las 
funciones de densidad particulares son 


fla) = f 


(Xavier llega un poco después de mediodía y es más probable 
que llegue a tiempo que tarde. Yolanda siempre llega a las dos por kilómetro cuadrado. Halle una integral doble que 
12:10 de la tarde y es más probable que llegue tarde que a represente la exposición de una persona residente en A. 
tiempo.) Después de su llegada, Yolanda espera a Xavier (b) Evalúe la integral para el caso en el que A es el centro 
hasta media hora, pero él no la esperará. Determine la de la ciudad y para el caso en que A se localiza en el 
probabilidad de que se encuentren. extremo de la ciudad. ¿Dónde preferiría vivir usted? 


F(P) = [20 — d(P, A)] 


donde d(P, A) denota la distancia entre los puntos P y A. 

(a) Suponga que la exposición de una persona a la enferme- 
dad es la suma de las probabilidades de contraer la enfer- 
medad por parte de todos los miembros de la población. 
Suponga que las personas contagiadas están uniforme- 
mente distribuidas en la ciudad, con k individuos contagia- 


x 


ES i < y < 
fly) = sy si0=y= 10 
i (0) en caso contrario 


15.5 Área de una superficie 


En la sección 16.6 se tratará con áreas 
de superficies más generales, llamadas 
superficies paramétricas, así que esta 
sección no necesita ser cubierta si se 
cubre aquella. 


En esta sección se aplican las integrales dobles al problema de calcular el área de una 
superficie. En la sección 8.2 se determinó el área de un tipo muy especial de superficie 
(una superficie de revolución) por los métodos del cálculo de una variable. Aquí se cal- 
culará el área de una superficie con ecuación z = f(x, y), la gráfica de una función de dos 


variables. 
ZA Sea S una superficie con ecuación z = f(x, y), donde f tiene derivadas parciales con- 
P; AT; tinuas. Para mayor facilidad en la derivación de la fórmula del área de superficie, se 
y supondrá que f(x, y) = 0 y el dominio D de fes un rectángulo. Se divide D en pequeños 


rectángulos R; con área AA = Ax Ay. Si (x; y;) es la esquina de R; más cercana al origen, 
sea Pi (Xi, Yo fX y¡)) el punto en S directamente arriba de él (véase la figura 1). El plano 
tangente a S en P; es una aproximación de S cerca de P;. Así, el área AT; de la parte de 
este plano tangente (un paralelogramo) que se halla directamente arriba de R; es una 
aproximación del área AS; de la parte de S que se halla directamente arriba de R;. De 
este modo, la suma È 2 AT; es una aproximación del área total de S, y esta aproximación 
parece mejorar conforme aumenta el número de rectángulos. En consecuencia, se define 
el área de superficie de S como 


m n 


A(S)= lím X Y AT, 


m, n>% i=] j=] 


FIGURA 1 [1] 


Para determinar una fórmula más conveniente que la ecuación 1 con fines de cálculo, 
sean a y b los vectores que parten de P, y se tienden a lo largo de los lados del parale- 
logramo con área AT. (Véase la figura 2.) Entonces, AT, = | a X b |. Recuerde de la 
sección 14.3 que f(x, yi) y fxi; yi) son las pendientes de las rectas tangentes que pasan 
por P; en las direcciones de a y b. Por tanto, 


a = Axi + f(x; yj) Ax k 


b = Ayj + Hx, y) Ayk 


FIGURA 2 


(1,0 


(0, 0) 


FIGURA 3 
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y 
i Jj k 
axb=|Ax 0 fx, y;) Ax 
O Ay f(x, y) Ay 
= —feloti, y) Ax Ayi — fx; y) Ax Ayj + Ax Ayk 
= [Ff yi $500, y)j + K] AA 
Así, AT, = |a xX b| = Afr y) P + [AG y) + 1 AA 


De la definición 1 se tiene entonces 


m n 


lím 5 ` AT; 


m,n>% j=] j=] 


A(S) 


m n 


= lím 5 5 Vf. y) + LE y) + 1AA 


m,n >% j=] j=] 


y por la definición de una integral doble se obtiene la fórmula siguiente. 


(2) El área de la superficie con ecuación z = f(x, y), (x, y) € D, donde f, y f, son 
continuas, es 


AS) = || VIEDE +AT + T dA 


D 


En la sección 16.6 se verificará que esta fórmula es congruente con la fórmula previa 
para el área de una superficie de revolución. Si se usa la notación alternativa para deriva- 
das parciales, es posible reescribir la fórmula 2 como sigue: 


Nótese la semejanza entre la fórmula de área de superficie en la ecuación 3 y la fórmula 
de longitud de arco de la sección 8.1: 


EJEMPLO 1 Determine el área de la superficie z = x? + 2y que se encuentra sobre la 
región triangular T en el plano xy con vértices (0. 0), (1, 0) y (1, 1). 


SOLUCIÓN La región T aparece en la figura 3 y está descrita por 


T=((x, y) | 0<x=<1,0<y<x) 
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Usando la fórmula 2 con f(x, y) = x + 2y se obtiene 


A 


[f JOX + Q} F I dA = Ñ i VEx + 5 dy dx 


T 


l VES dx = } U4x? + 57], = L(27 — 545) 


La figura 4 muestra la porción de la superficie cuya área se acaba de calcular. 


MORAS EJEMPLO 2 Halle el área del paraboloide z = x? + y? que se encuentra bajo 
el plano z = 9. 
ZA SOLUCIÓN El plano interseca el paraboloide en el círculo x? + y? = 9, z = 9. Así, la 
E superficie dada se encuentra sobre el disco D con centro en el origen y radio 3. (Véase 


la figura 5.) Usando la fórmula 5 se tiene 


[f yi + (z) + (E ) da = |È VT + O) + dA 
ox ðy E 
D 


[| VI F40 F y”) dA 
5 


>» 
II 


Al convertir a coordenadas polares se obtiene 


FIGURA 5 


a= [EN TER raras = [o ¡STE (on 


JC 


= 27(})20 + 42), = E (37/37 — 1) 


15.5 EJERCICIOS 


1-12 Determine el área de la superficie. 9. La parte de la superficie z = xy que está dentro del cilindro 
2 == 
1. La parte del plano 5x + 3y — z + 6 = 0 que está Pel 
sobre el rectángulo [1, 4] X [2, 6] 10. La parte del paraboloide z = 4 — x? — y? que está 
sobre el plano xy 


2. La parte del plano 6x + 4y + 2z = 1 que está dentro 
del cilindro x? + y? = 25 11. La parte de la esfera x? + y? + 2? = a? que está dentro 
del cilindro x? + y? = ax y sobre el plano xy 


3. La parte del plano 3x + 2y — z = 6 que está en el primer 
octante 12. La parte de la esfera x? + y? + z? = 4z que está dentro 
del paraboloide z = x? + y? 


4. La parte de la superficie 2y + 4z — x? = 5 que está 


sobre el triángulo con vértices (0, 0), (2, 0) y (2, 4) 


5. La parte del paraboloide z = 1 — x? — y? que está 13-14 Determine el área de la superficie con cuatro decimales 
sobre el plano z = —2 expresando el área en términos de una integral simple y usando 


pe Iculad ti la integral. 
6. La parte del cilindro x? + z? = 4 que está sobre el cuadrado e E TS 


con vértices (0, 0), (1, 0), (0, 1) y (1, 1) 13. La parte de la superficie z = 1/(1 + xX? + y?) que está sobre 


7. La parte del cilindro y? + z? = 9 que está sobre el rectángulo el disco x? + y? < 1 


con vértices (0, 0), (4, 0), (0, 2) y (4, 2) 14. La parte de la superficie z = cos(x? + y°) que está dentro 


8. La parte de la superficie z = 1 + 3x + 2y? que está del cilindro x? + y? = 1 
sobre el triángulo con vértices (0, 0), (0, 1) y (2, 1) 


15. 


16. 


EN 17. 


En 18. 


En 19. 


En 20. 


FIGURA 1 


(a) Use la regla del punto medio para integrales dobles 
(véase la sección 15.1) con cuatro cuadrados para estimar 
la porción del área de la superficie del paraboloide 
z = X + y? que está sobre el cuadrado [0, 1] X [0, 1]. 

(b) Use un sistema algebraico computacional para aproximar 
el área de superficie del inciso (a) con cuatro decimales. 
Compare con la respuesta del inciso (a). 


(a) Use la regla del punto medio para integrales dobles con 
m = n = 2 para estimar el área de la superficie 
z=xy+2+y0=x=2,0=<y=2. 

(b) Use un sistema algebraico computacional para aproximar 
el área de superficie del inciso (a) con cuatro decimales. 
Compare con la respuesta del inciso (a). 


Determine el área exacta de la superficie 
z=1+2x+3y+4y1=x=<4,0<y<l. 


Determine el área exacta de la superficie 


z=1+x+y+x 2=x=<1 =1=y=<1 
Ilustre graficando la superficie. 


Determine con cuatro decimales el área de la parte de la 
superficie z = 1 + x?y? que está sobre el disco x? + y? < 1. 


Determine con cuatro decimales el área de la parte de la 
superficie z = (1 + 12)/(1 + y?) que está sobre el cuadrado 
|x| +|y| 1. Ilustre graficando esta parte de la superficie. 


15.6 Integrales triples 


21. 


22. 


23. 


24. 
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Demuestre que el área de la parte del plano z = ax + by + c 
que se proyecta en la región D en el plano xy con área A(D) 
es Ya? + b? + 1A(D). 


Si usted intenta usar la fórmula 2 para hallar el área de 

la mitad superior de la esfera x? + y? + 2? = a?, tiene un 
pequeño problema, porque la integral doble es impropia. 
De hecho, el integrando tiene una discontinuidad infinita en 
cada punto del círculo frontera x? + y? = a°. Sin embargo, 
la integral puede calcularse como el límite de la integral en 
el disco x? + y? < 2 cuando t — a”. Use este método para 
demostrar que el área de una esfera de radio a es 4ra’. 


Determine el área de la parte finita del paraboloide 
y = X + 2? cortado por el plano y = 25. [Sugerencia: 
proyecte la superficie en el plano xz.] 


La figura muestra la superficie creada cuando el cilindro 
y? + 2? = l interseca el cilindro x? + z2? = 1. Determine 
el área de esta superficie. 


z Así como se definieron las integrales simples para funciones de una variable y las inte- 


grales dobles para funciones de dos variables, se pueden definir integrales triples para 


[1] 


funciones de tres variables. Se tratará primero el caso más simple, en el que fes definida 
en una caja rectangular: 


B = {(x, y, z) |asxsb,csSsys<sd, rsz<s} 


nN El primer paso es dividir B en subcajas. Esto se hace dividiendo el intervalo [a, b] en l 


/ ~ + N subintervalos [x;_,, x;] de igual ancho Ax, dividiendo [c, d] en m subintervalos de ancho 


2] 


\ Ay y dividiendo [r, s] en n subintervalos de ancho Az. Los planos que pasan por los 
| puntos extremos de estos subintervalos paralelos a los planos de coordenadas dividen la 
caja B en Imn subcajas 


Bije = [xii 5] X [yj=1, y] X [1 z] 


que aparecen en la figura 1. Cada subcaja tiene volumen AV = Ax Ay Az. 
Luego se forma la triple suma de Riemann 


Fs Yik zik) AV 


j=1 k=1 


donde el punto muestra (xëk, Yřk, 27%) está en Bix. Por analogía con la definición de la 


de Riemann en (2). 


integral doble (15.1.5), se define la integral triple como el límite de las triples sumas 
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Integrales múltiples 


El Definición La integral triple de fen la caja B es 


nnp 1 
[if y dv= lim >) Y Y fate vih, zh) AV 
B 


lm,n=>% ¡1 j=1 k=1 


si este límite existe. 


Otra vez, la integral triple siempre existe si fes continua. Se puede elegir como punto 
muestra cualquier punto en la subcaja, pero si se escoge el punto (x;, Yj, Zx) se obtiene una 
expresión de apariencia más simple para la integral triple: 


m n 


[ff re y,z)dV = lím 5 D Y f y; z) AV 


H lm n>% ¡7 j=1 k=1 


Lo mismo que en el caso de las integrales dobles, el método práctico para evaluar las 
integrales triples es expresarlas como integrales iteradas, de esta manera. 


[4] Teorema de Fubini para integrales triples Si fes continua en la caja rec- 
tangular B = [a, b] X [c, d] X [r, s], entonces 


[fræ ydav = f ff fi 46), 0 ardy az 
B 


La integral iterada del miembro derecho del teorema de Fubini significa que primero 
se integra con respecto a x (manteniendo fijas a y y z), luego se integra con respecto a y 
(manteniendo fija z) y finalmente se integra con respecto a z. Hay otros cinco órdenes 
posibles en que se puede integrar, todos los cuales dan el mismo valor. Por ejemplo, si se 
integra con respecto a y, luego a z y después a x, se tiene 


Ii f(x,y,z) dV = e F [7 (x, y, z) dy dz dx 
B 


EJEMPLO 1 Evalúe la integral triple |[[»xy2? dV, donde B es la caja rectangular 
dada por 


B= {(x,y,2 | 0<x=<1, -1<y=<2,0=<z=<3) 


SOLUCIÓN Se podría usar cualesquiera de los seis posibles órdenes de integración. Si 
se decide integrar con respecto a x, luego a y, y después a z, se obtiene 


[Jara fp forana- f f [EE] oe 


B 0 x=0 


FIGURA 2 
Región sólida tipo 1 


FIGURA 3 
Región sólida tipo 1 donde la proyección 
D es una región plana tipo 1 


FIGURA 4 
Región sólida tipo 1 con una 
proyección tipo II 
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Ahora se define la integral triple en una región acotada general E en el espacio 
tridimensional (un sólido) siguiendo casi el mismo procedimiento que se usó para las 
integrales dobles (15.2.2). Se encierra E en una caja B del tipo dado por la ecuación 1. 
Luego se define F de tal forma que coincida con f en E, aunque sea O para puntos en B 
fuera de E. Por definición, 


iji] f(x, y, z) dV = f [ | F(x. y, 2) av 
dd B 


Esta integral existe si f es continua y la frontera de E es “razonablemente suave”. La 
integral triple tiene en esencia las mismas propiedades que la integral doble (propiedades 
6-9 de la sección 15.2). 

Se restringe la atención a funciones continuas f y a ciertos tipos simples de regiones. 
Se dice que una región sólida E es de tipo 1 si se sitúa entre las gráficas de dos funciones 
continuas de x y y, es decir 


(5) E= {(x, y, 2) | (x,y) E D, u(x, y) S z S u(x, y) 


donde D es la proyección de E en el plano xy, como se muestra en la figura 2. Note que 
la frontera superior del sólido E es la superficie con ecuación z = u(x, y), mientras que la 
frontera inferior es la superficie z = u(x, y). 

Por el mismo tipo de argumento que llevó a (15.2.3), se puede demostrar que si E es 
una región tipo 1 dada por la ecuación 5, entonces 


[6] ME (x, y, z) dV = fi [fr i A M 


El significado de la integral interior en el miembro derecho de la ecuación 6 es que x y y 
se mantienen fijas, y por tanto u¡(x, y) y u(x, y) se consideran constantes, mientras que 
f(x, y, z) se integra con respecto a z. 

En particular, si la proyección D de E en el plano xy es una región plana tipo 1 (como 
en la figura 3), entonces 


E {(x, y, z) |as<x<b, glx) < y glx), ulx, y) < z < ulx, y) 


y la ecuación 6 se convierte en 


UEG y, z) dV = f Li lo él io y, z) dz dy dx 


u(x, y) 


Si por otro lado, D es una región plana tipo II (como en la figura 4), entonces 


= Lx, y, z |c=y< d, hy) < x< hy), u(x, y) Sz < u(x, y) 


y la ecuación 6 se convierte en 


UEG yD dV = SE SES (EE f(x, y, 2) de dx dy 


hi(y) J u(x, y) 
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FIGURA 5 


YA 


FIGURA 6 


FIGURA 7 
Región tipo 2 


ZA 


FIGURA 8 
Región tipo 3 


Integrales múltiples 


EJEMPLO 2 Evalúe Mio z dV, donde E es el tetraedro sólido acotado por los cuatro 
planosx=0,y=0,z=0yx+y+z=l. 


SOLUCIÓN Cuando se establece una integral triple, es prudente dibujar dos diagramas: 
uno de la región sólida E (véase la figura 5) y otro de su proyección D en el plano xy 
(véase la figura 6). La frontera inferior del tetraedro es el plano z = 0 y la frontera 
superior es el plano x + y + z = 1 (oz = 1 — x — y), así que se usa u(x, y) = 0 y 

u(x, y) = 1 — x — y en la fórmula 7. Observe que los planos x +y +z=1yz=0 
intersecan en la recta x + y = 1 (o y = 1 — x) en el plano xy. Así, la proyección de E es 
la región triangular que aparece en la figura 6, y se tiene 


(9) E=[(1y,2)|0=x=<1,0<y=<1-x0=<z=<1-x- p) 


Esta descripción de E como región tipo 1 permite evaluar la integral como sigue: 


ppp dV Pi fi=x fisy d d d 1 Lx z2 as p 
N > 1 ) i AE EE l, } 2 J-=0 y dx 
y=1-x 
1 57 
E P1 lx a O e j pae 
2 Í f (1 - x- y 'dydx =3 n | A pn 
1 
l 1 i =x1 1 
=5), -adk U= m 
Jo 6 7 i > 


Una región sólida E es de tipo 2 si es de la forma 


E=((x,y,2) | (9,2) ED, m(y, z) < x < uy, 2)) 


Donde, esta vez, D es la proyección de E en el plano yz (véase la figura 7). La superficie 
posterior es x = u(y, Z), la superficie anterior es x = u(y, Z) y se tiene 


fresa [ports a] 


u(y, z) 
E 


Por último, una región tipo 3 es de la forma 
E = {(x, y, 2) | (2,2) E D, u(x, 7) < y < u(x, 2) 


donde D es la proyección de E en el plano xz, y = u(x, z) es la superficie izquierda y 
y = u(x, z) es la superficie derecha (véase la figura 8). Para este tipo de región se tiene 


oa y, z) a| dA 


m (isos = jile 
“E D vu 
En cada una de las ecuaciones 10 y 11 hay dos posibles expresiones para la integral, 


dependiendo de si D es una región plana tipo I o tipo II (en correspondencia con las 
ecuaciones 7 y 8). 


EJEMPLO 3 Evalúe fff; vx? + z? dV, donde E es la región acotada por el paraboloide 
y =x + 2 y el plano y = 4. 


Visual 15.6 ilustra cómo 
regiones sólidas (incluida la de la 
figura 9) se proyectan en planos de 
coordenadas. 


FIGURA 11 


Proyección en el plano xz 


Ø] El paso más difícil para evaluar 
una integral triple es establecer una 
expresión para la región de integración 
(como la ecuación 9 del ejemplo 2). 
Recuerde que los límites de integra- 
ción en la integral interior contienen 

a lo sumo dos variables, los límites de 
integración en la integral intermedia 
contienen a lo sumo una variable y los 
límites de integración en la integral 
exterior deben ser constantes. 
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SOLUCIÓN El sólido E se muestra en la figura 9. Si se considera una región tipo 1, 
se debe considerar su proyección D; en el plano xy, que es la región parabólica en la 
figura 10. (La traza de y = x? + 7° en el plano z = 0 es la parábola y = x°.) 


YA 


FIGURA 9 


Región de integración 


FIGURA 10 


Proyección en el plano xy 


De y = xX? + 2? se obtiene z = +y/y — x? , así que la superficie frontera inferior de E 


esz = —yy — x° y la superficie superior es z = yy — x?. Por tanto, la descripción de 
E como región tipo 1 es 


2 


E= [(x, y, z) Pax =D, x 
y se obtiene 


MA adva 
E 2 Jy2 J-/y-32 


Aunque esta expresión es correcta, es extremadamente difícil de evaluar. Así, se con- 
sidera en su lugar a E como región tipo 3. En este caso, su proyección D; en el plano xz es 
el disco x? + 2? < 4 que aparece en la figura 11. 

Entonces la frontera izquierda de E es el paraboloide y = 1? + 2? y la frontera derecha 
es el plano y = 4, así que si se toma u(x, z) = xX? + 2? y u(x, z) = 4 en la ecuación 11 
se tiene 


[+2 av = || [a VF z a dA = || 4 - x? - 2?) yF Z dA 
E D; D; 


Aunque esta integral podría escribirse como 


es más fácil convertir a coordenadas polares en el plano xz: x = r cos 0, z = r sen 6. Esto da 


if Vx + 22 dv = [f (4 — q DIEZ dA 
E D 


-P Ea- errara a ur ar 


JO 


4r? r? i 1287 
= 271 B 
3 Sl, 15 
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FIGURA 12 


Proyecciones de E 


FIGURA 13 
El sólido E 


Integrales múltiples 


EJEMPLO 4 Exprese la integral iterada f; KR f(x, y, z) dz dy dx como una integral 
triple y después reescríbala como integral iterada en un orden diferente, integrando 
primero con respecto a x, luego a z y después a y. 


SOLUCIÓN Se puede escribir 
[fro aaa [fra a 
E 


donde E = {(x, y, z) | 0=x=1,0=y=<x?%,0=< z < y). Esta descripción de E nos 
permite escribir proyecciones en los tres planos de coordenadas, como sigue: 


en el plano xy: D=((xy|0=x=<1,0< y < 1?) 


en el plano yz: D- = {(y,z) | 05y £ 1,02 y) 
en el plano xz: Di=((173|0=x=1,0=<z=<x?% 


De los trazos resultantes de las proyecciones en la figura 12 se obtiene el sólido E de la 
figura 13. Se ve que este es el sólido encerrado por los planos z = 0, x = 1, y = z, y el 
cilindro parabólico y = x? (ox = yy). 

Si se integra primero con respecto a x, luego a z y después a y, se usa una descripción 
alterna de E: 


E= ([(xyz2)|0=y=< 1,05zSy, yy SxS 1} 
i fx, y, z) dV = f f p f(x, y, z) dx dz dy 


E Aplicaciones de integrales triples 


Recuerde que si f(x) > 0, la integral simple E f(x) dx representa el área bajo la curva, 
y = f(x) de a a b, y si f(x, y) = O, la integral doble So f(x, y) dA representa el volumen 
bajo la superficie z = f(x, y) y sobre D. La correspondiente interpretación de la integral 
triple fffe f(x, y, z) dV, donde f(x, y, z) > 0, no es muy útil, porque sería el “hipervo- 
lumen” de un objeto tetradimensional y, desde luego, eso es muy difícil de visualizar. 
(Recuerde que E es solo el dominio de la función f, la gráfica de f reside en el espacio 
tetradimensional.) No obstante, la integral triple Se (x, y, z) dV puede interpretarse de 
diferentes maneras en diversas situaciones físicas, dependiendo de las interpretaciones 
físicas de x, y, z y f(x, y, Z). 

Comience con el caso especial en el que f(x, y, z) = 1 para todos los puntos en E. La 
integral triple representa entonces el volumen de E: 


(12) V(E) = 10) dv 
E 


Por ejemplo, esto puede verse en el caso de una región tipo 1 poniendo f(x, y, z) = 1 en 
la fórmula 6: 


fif ldV = [f e a dA = ff [uz(x, y) — u(x, y)] dA 
D D 
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y por la sección 15.2 se sabe que esto representa el volumen que se encuentra entre las 
superficies z = u(x, y) y z = u(x, y). 


EJEMPLO 5 Use una integral triple para determinar el volumen del tetraedro 
T acotado por los planos x + 2y + z = 2, x = 2y, x = 0,yz = 0. 


SOLUCIÓN El tetraedro T y su proyección D en el plano xy aparecen en las figuras 
14 y 15, respectivamente. La frontera inferior de T es el plano z = 0 y la frontera 
superior es el plano x + 2y + z = 2, es decir z = 2 — x — 2y. 


x=2y 


=y 


FIGURA 14 FIGURA 15 


Por tanto, se tiene 


dz dy dx 


1—x/2 po 


a = (JP ar= |, 


y x/2 J0 
T 


= f Pa (2 — x — 2y) dy dx = z 


por el mismo cálculo del ejemplo 15.2.4. 
(Adviértase que no es necesario usar integrales triples para calcular volúmenes. 
Simplemente ofrecen un método alternativo para establecer el cálculo.) u 


Todas las aplicaciones de las integrales dobles de la sección 15.4 pueden prolongarse 
inmediatamente a las integrales triples. Por ejemplo, si la función de densidad de un 
objeto sólido que ocupa la región E es p(x, y, z), en unidades de masa por unidad de 
volumen, en cualquier punto dado (x, y, z), entonces su masa es 


(13] m= MM p(x, y, z) dV 
E 
y sus momentos alrededor de los tres planos de coordenadas son 
My. = 10) xplx, y, z) dV Mx: = 00 y p(x, y, z) dV 
E E 


Mx; = 0) zp(x, y, z) dV 
E 


El centro de masa se localiza en el punto (x, y, Z), donde 


5 z= 
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Si la densidad es constante, el centro de masa del sólido se llama centroide de £. Los 
momentos de inercia alrededor de los tres ejes de coordenadas son 


L= 0 (y? + 22) p(x, y, 2) dV L= 00) (2 + 22) plx, y, z) dV 
E E 
L = ffe + y?) p(x, y, z) dV 
E 


Como en la sección 15.4, la carga eléctrica total en un objeto sólido que ocupa una 
región E y con densidad de carga o(x, y, z) es 


Q = 0) olx, y, z) dV 


E 


Si se tienen tres variables aleatorias continuas X, Y y Z, su función de densidad 
conjunta es una función de tres variables tal que la probabilidad de que (X, Y, Z) resida 
en E es 


P(X, Y, Z) € E) = [|| f(x, y, 2) av 
di, 
En particular, 
PlasX=b e s=YedreZlss-= f [" Pr y.2) dz dy dx 


La función de densidad conjunta satisface 


f(x,y,z > 0 IM E E f(x, y, z) dz dy dx = 1 


EJEMPLO 6 Halle el centro de masa de un sólido de densidad constante acotado 
por el cilindro parabólico x = y? y los planos x=z,z=0yx= 1. 


SOLUCIÓN El sólido E y su proyección en el plano xy aparecen en la figura 16. 
Las superficies inferior y superior de E son los planos z = 0 y z = x, así que se 
describe E como una región tipo 1: 


E=l(x,y,2) | -1=y=1,y=x=<1,0=<z<x) 


Entonces, si la densidad es p(x, y, z) = p, la masa es 


m= iij pdv= le f, F p dz dx dy 
E 


o ppm o 1 |x? 
= P| ¡e xdx dy = of F id 


pp 
asi 


xy 


5 1 
_ ol» y | _ 4p 
FIGURA 16 Sl 5 
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Debido a la simetría de E y p respecto al plano xz, se puede decir de inmediato que 
M.. = 0, y por tanto y = 0. Los otros momentos son 


15.6 EJERCICIOS 


1. Evalúe la integral del ejemplo 1 integrando primero con 
respecto a y, luego a z y después a x. 
2. Evalúe la integral jif g (xz — y°) dV, donde 
E= {(x,y,z) |-131<1,0<y<20<z<1) 
usando tres diferentes órdenes de integración. 


3-8 Evalúe la integral iterada. 


3. i p (2x — y) dx dy dz 


YO 


Aa 


5. Je aN cos(x + y + z) dz dx dy 


[> 6xy dz dx dy 
0 


6. | dd | i T x? sen y dy dz dx 


T | 1-22 E a 


~” xyerdz dy dx 


= i xp dV = IM f k xp dz dx dy 
E 


ir 
E 


1 1 2 z=) 
E As 
ol [leo iE pres 


-Pf oy, — 2P 
3 Í, (1 - y°)dy 
== M, Mxz May 
(x y, Z) > > > i (5, 0, 2) E 
m m m 


9-18 Evalúe la integral triple. 


9. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


Mz y dV, donde 
E =((x, y, 2) | 0S1<3,0<yS<xx—-y<z<x+p) 
jif ¿e dV, donde 


E= { (x,y, z) |0<y=ly=x=< 1,0 <z < xy) 


jif r 2x dV, donde 

E= { (x,y,z) |0=y<20=<x<y4- y?,0< 7 < y) 
jif ¿xy dV, donde E está acotado por los cilindros parabólicos 
y=xwYyx= y y los planosz=0yz=x+ y 


jif z 6xy dV, donde E reside bajo el plano z = 1 + x + y, y 
sobre la región en el plano xy acotada por las curvas y = yx, 
y=0yx=1 


jif z x — y) dV, donde E está encerrado por las superficies 
2=112=1-xy=0,yy=2 


VA Xx 


Ms y? dV, donde T es el tetraedro sólido con vértices (0, 0, 0), 
(2, 0, 0), (0, 2, 0) y (0, 0, 2) 
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16. |] xz dV, donde T es el tetraedro sólido con vértices 
(0, O, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1) y (0, O, 1) 


17. SÍ -x dV, donde E está acotado por el paraboloide 
x = 4y + 42? y el plano x = 4 


18. J/| -z dV, donde E está acotado por el cilindro y? + 2? = 9 
y los planos x = 0, y = 3x y z = 0 en el primer octante 


19-22 Use una integral triple para hallar el volumen del sólido 
dado. 


19. El tetraedro encerrado por los planos de coordenadas y el 
plano 2x+y+z=4 


20. El sólido encerrado por los paraboloides y = 1? + 2? y 
y=8-x2+2 

21. El sólido encerrado por el cilindro y = x° y los planos z = 0 
yy+z=1 


22. El sólido encerrado por el cilindro 1? + z? = 4 y los planos 
y=-l,yy+z=4 


23. (a) Exprese el volumen de la cuña en el primer octante 
cortada del cilindro y? + z? = 1 por los planos y = x 
y x = 1 como una integral triple. 
(b) Use la tabla de integrales (en las páginas de referencia 
6-10) o un sistema algebraico computacional para deter- 
minar el valor exacto de la integral triple del inciso (a). 


24. (a) En la regla del punto medio para integrales triples 
se usa una triple suma de Riemann para aproximar una 
integral triple en una caja B, donde f(x, y, z) se evalúa en 
el centro (X;, Yj, Z4) de la caja Bix. Use la regla del punto 
medio para estimar jif . x2 + y? + z? dV, donde B es 
el cubo definido por 0 S x S 4,0 Sy 54,0575 4. 
Divida B en ocho cubos de igual tamaño. 


(b) Use un sistema algebraico computacional para aproximar 


la integral del inciso (a) al entero más cercano. Compare 
con la respuesta del inciso (a). 


25-26 Use la regla del punto medio para integrales triples 


(ejercicio 24) para estimar el valor de la integral. Divida B en ocho 


subcajas de igual tamaño. 


25. A cos(xyz) dV, donde 


B = {(x,y,z |0=x=1,0=<y=1,0=<z7<l) 


26. A Jre” dV, donde 


B = {(x,y,7 |0=x=<=4,0=y=<1,0=z=2) 


27-28 Trace el sólido cuyo volumen está dado por la integral 
iterada. 


27. f | dy dz dx N 


aa: b D | dx dz dy 


29-32 Exprese la integral ||| f(x, y, z) dV como una integral 
iterada de seis maneras diferentes, donde £ es el sólido acotado 
por las superficies dadas. 


29. y=4- x’ — 47, y=0 


30. y? +7 = 9, x=-2 x=2 


31. y=, 2=0, y+2z=4 


32. x=2, y=2, z=0, x+y z=2 


33. La figura muestra la región de integración para la integral 
[ f El y, z) dz dy dx 
JO yx JO 


Reescriba esta integral como una integral iterada equivalente 
en los otros cinco órdenes. 


34. La figura muestra la región de integración para la integral 


i e ES y, 2) dy dz dx 


0 J0 


Reescriba esta integral como una integral iterada equivalente 
en los otros cinco órdenes. 


35-36 Escriba otras cinco integrales iteradas iguales a la integral 
iterada dada. 


35. | [ IN f(x, y, z) dz dx dy 


36. f | | f(x, y, z) dx dz dy 


37-38 Evalúe la integral triple usando solo interpretación 
geométrica y simetría. 


37. |[(..(4 + 5x2y22) dV, donde C es la región cilíndrica 
*+y=<4-2=<7=<2 


38. ||, (2 + sen y + 3) dV, donde B es la pelota unitaria 
X*+y+z2r2=x4 


39-42 Determine la masa y el centro de masa del sólido E con la 
función de densidad p dada. 


39. E se encuentra sobre el plano xy y bajo el paraboloide 
z=1-x2-=y% p(x,y,z2)=3 


40. E está acotado por el cilindro parabólico z = 1 — y? y los 
planos x + z = 1, x = 0 y z = 0; p(x, y, z) = 4 


41. E es el cubo dado por 0 S x Sa, 0 Sy<Sa,0<SzS< a; 
px, y, z) = 2 +y +z 


42. E es el tetraedro acotado por los planos x = 0, y = 0, z = 0, 
xty+z=l1; px, y,z) =y 


43-46 Suponga que el sólido tiene densidad constante k 


43. Determine los momentos de inercia para un cubo cuyos lados 
miden L si un vértice se localiza en el origen y tres aristas se 
tienden a lo largo de los ejes de coordenadas. 


44. Determine los momentos de inercia para un ladrillo 
rectangular con dimensiones a, b y c, y masa M si el centro 
del ladrillo está situado en el origen y las aristas son paralelas 
a los ejes de coordenadas. 


45. Determine el momento de inercia alrededor del eje z del 
cilindro sólido x? + y S @,0 Sz <h. 


46. Determine el momento de inercia alrededor del eje z del cono 


sólido yx? + y? Sz Sh. 


47-48 Establezca, pero no evalúe, expresiones integrales para 
(a) la masa, (b) el centro de masa y (c) el momento de inercia 
alrededor del eje z. 


47. El sólido del ejercicio 21; p(x, y, z) = yx? + y? 


48. El hemisferio 2 + y? + 2? < 1, z > 0; 
p(x, y, zZ) = Vx? + y? +2? 
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EN 49. Sea E el sólido en el primer octante acotado por el cilindro 


xX + y? = 1 y los planos y = z, x = 0 y z = 0 con la función 
de densidad p(x, y, z) = 1 + x + y + z. Use un sistema 
algebraico computacional para hallar los valores exactos 

de las cantidades para E siguientes. 

(a) La masa 

(b) El centro de masa 

(c) El momento de inercia alrededor del eje z 


En 50. Si E es el sólido del ejercicio 18 con función de densidad 


p(x, y, z) = xX? + y?, determine las cantidades siguientes, 
con tres decimales. 

(a) La masa 

(b) El centro de masa 

(c) El momento de inercia alrededor del eje z 


51. La función de densidad conjunta para las variables aleatorias 
X, Yy Zes f(x, y, z) = Cxyzsi0=x=2,0=<y=<2, 
0 <z <2, y f(x, y, 2) = 0, en caso contrario. 
(a) Determine el valor de la constante C. 
(b) Determine P(X < 1, Y< 1,Z < 1). 
(c) Determine P(X + Y + Z= 1). 


52. Suponga que X, Y y Z son variables aleatorias con función de 
densidad conjunta f(x, y, z) = Ce O9+02+012 si x = 0, y > 0, 
z = 0, y f(x, y, z) = 0, en caso contrario. 
(a) Determine el valor de la constante C. 
(b) Determine P(X < 1, Y = 1). 
(c) Determine P(X < 1, Y< 1,Z < 1). 


53-54 El valor promedio de una función f(x, y, z) en una región 
sólida E se define como 


1 anp 
feaz gy jea 


donde V(E) es el volumen de E. Por ejemplo, si p es una función 
de densidad, entonces Pprom es la densidad promedio de E. 


53. Halle el valor promedio de la función f(x, y, z) = xyz en el 
cubo con longitud de lados L que reside en el primer 
octante con un vértice en el origen y aristas paralelas 
a los ejes de coordenadas. 


54. Halle la altura promedio de los puntos en el hemisferio sólido 
X+y+z2s=1l:>0 


55. (a) Encuentre la región E para la integral triple 
fff a = x - 2y? - 32?) av 
do 
es un máximo. 


(b) Use un sistema algebraico computacional para calcular el 
valor máximo exacto de la integral triple del inciso (a). 
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PROYECTO DE 
DESCUBRIMIENTO 


VOLÚMENES DE HIPERESFERAS 


En este proyecto se determinarán fórmulas para el volumen encerrado por una hiperesfera en el 
espacio n dimensional. 


1. Use una integral doble y sustitución trigonométrica, junto con la fórmula 64 de la tabla de 
integrales, para determinar el área de un círculo con radio r. 


2. Use una integral triple y sustitución trigonométrica para determinar el volumen de una esfera 
con radio r. 


3. Use una integral cuádruple para determinar el volumen (tetradimensional) encerrado por la 
hiperesfera 1? + y? + 22 + w? = r° en R*. (Use solo sustitución trigonométrica y las fórmulas 
de reducción para | sen"x dx o | cos"x dx.) 


4. Use una integral de múltiple para determinar el volumen encerrado por una hiperesfera de 
radio r en el espacio n dimensional R”.  [Sugerencia: las fórmulas son diferentes para n 
pares y n impares.] 


15.7 Integrales triples en coordenadas cilíndricas 


YA 


0) 


FIGURA 1 


Xx 3 (r, 0, 0) 


FIGURA 2 
Las coordenadas cilíndricas 
de un punto 


En geometría plana, el sistema de coordenadas polares se usa para dar una descripción 
conveniente de ciertas curvas y regiones. (Véase la sección 10.3.) La figura 1 permite 
recordar la relación entre coordenadas polares y cartesianas. Si el punto P tiene coorde- 
nadas cartesianas (x, y) y coordenadas polares (r, 0), de la figura se deduce que 


x= rcos0 y = rsen0 
y 

tan0 == 
x 


En tres dimensiones hay un sistema de coordenadas, llamado coordenadas cilíndri- 
cas, que es similar a las coordenadas polares y da descripciones convenientes de algunas 
superficies y sólidos de ocurrencia común. Como se verá, algunas integrales triples son 
mucho más fáciles de evaluar en coordenadas cilíndricas. 


E Coordenadas cilíndricas 


En el sistema de coordenadas cilíndricas, un punto P en el espacio tridimensional es 

representado por la terna ordenada (r, 0, z), donde r y O son coordenadas polares de la pro- 

yección de P en el plano xy, y z es la distancia dirigida del plano xy a P. (Véase la figura 2.) 
Para convertir de coordenadas cilíndricas a rectangulares, se usan las ecuaciones 


(1) x=rcosg0 y=rsen0 z=z 


mientras que para convertir de coordenadas rectangulares a cilíndricas se usan 
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EJEMPLO 1 

(a) Trace el punto con coordenadas cilíndricas (2, 27/3, 1) y determine sus 
coordenadas rectangulares. 

(b) Encuentre las coordenadas cilíndricas del punto con coordenadas rectangulares 
(6, =3, =1): 


SOLUCIÓN 
ZA (a) El punto con coordenadas cilíndricas (2, 27/3, 1) se traza en la figura 3. 
De las ecuaciones 1, sus coordenadas rectangulares son 


xX 


FIGURA 3 


Así, el punto es (- 1, WEJ » 1) en coordenadas rectangulares. 


(b) De las ecuaciones 2 se tiene 


V32 + (=3Y? = 34/2 


5 


=>) Tar 
tan 0 q 2 de modo que e= A 


=-7 


N 
| 


Por tanto, un conjunto de coordenadas cilíndricas es (3/2 ,77/4, 71. Otro es 
(3/2. , 7/4, —7). Como en el caso de las coordenadas polares, las opciones son 
infinitas. E 


Las coordenadas cilíndricas son útiles en problemas que implican simetría alrededor 
de un eje, y se escoge el eje z para coincidir con este eje de simetría. Por ejemplo, el eje 
del cilindro circular con ecuación cartesiana x? + y? = c? es el eje z. En coordenadas 
FIGURA 4 cilíndricas este cilindro tiene la simple ecuación r = c. (Véase la figura 4.) Esta es la 
r = c, un cilindro razón del nombre coordenadas “cilíndricas”. 


EJEMPLO 2 Describa la superficie cuya ecuación en coordenadas cilíndricas es z = r. 


SOLUCIÓN La ecuación indica que el valor z, o altura, de cada punto en la superfi- 

cie es el mismo que r, la distancia desde el punto al eje z. Como 0 no aparece, puede 
variar. Así, cualquier traza horizontal en el plano z = k (k > 0) es un círculo de radio k. 
Estas trazas sugieren que la superficie es un cono. Esta predicción puede confirmarse 
convirtiendo la ecuación a coordenadas rectangulares. De esta primera ecuación en (2) 
se tiene 


2=p=g4y 


FIGURA 5 Se reconoce la ecuación z? = x? + y? (en comparación con la tabla 1 de la sección 12.6) 
Zz = r, un cono como un cono circular cuyo eje está en el eje z (véase la figura 5). El 
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ZA 
z= u(x, y) 
E 
"T 
r=h(0) op! |! z= mle y) 
Pa DA 
0=0 E f 
x 
r=h,(0) 
FIGURA 6 


rd0 


FIGURA 7 
Elemento de volumen en coordenadas 
cilíndricas: dV = r dz dr d0 


FIGURA 8 


Integrales múltiples 


@ Evaluación de integrales triples con coordenadas cilíndricas 


Suponga que E es una región tipo 1 cuya proyección D en el plano xy es conveniente- 
mente descrita en coordenadas polares (véase la figura 6). En particular, suponga que f 
es continua y 


E = ((%, 9,2) | (œ y) ED, m(x, y) = z = ux, y) 
donde D está dada en coordenadas polares por 
D= {(r,0)| a <0 =B, h(0) =r = hA0)) 
Por la ecuación 15.6.6 se sabe que 


So Hesa f| 


E D 


i OA y, 2) e K 


J u(x, y) 


Pero también se sabe cómo evaluar integrales dobles en coordenadas polares. De hecho, 
al combinar la ecuación 3 con la ecuación 15.3.3 se obtiene 


Jhi(0) (r cos 0, r sen 0) 


fisio av= f fip [iz ecos, seno, rdz drat 
] | 


La fórmula 4 es la fórmula para la integración triple en coordenadas cilíndricas. 
Establece que se convierte una integral triple de coordenadas rectangulares a cilíndricas 
escribiendo x = r cos 0, y = r sen 0, dejando z como está, usando los límites de integra- 
ción apropiados para z, r y 0, y reemplazando dV por r dz dr d6. (La figura 7 muestra 
cómo recordar esto.) Vale la pena usar esta fórmula cuando £ es una región sólida fácil de 
describir en coordenadas cilíndricas, y especialmente cuando la función f(x, y, z) implica 
la expresión 1? + y’. 


EJEMPLO 3 Un sólido E se encuentra dentro del cilindro x? + y? = 1, bajo el plano 
z = 4 y sobre el paraboloide z = 1 — x? — y’. (Véase la figura 8.) La densidad en 
cualquier punto es proporcional a su distancia desde el eje del cilindro. Determine 

la masa de E. 


SOLUCIÓN En coordenadas cilíndricas, el cilindro es r = 1 y el paraboloide es 
z = ] — FP, así que se puede escribir 


E=((r,0,7)|0=<0<21,0<r<1,1-r?<7=<4) 


Como la densidad en (x, y, z) es proporcional a la distancia desde el eje z, la función de 


densidad es 
f(x,y,z) = Kyx? + y? = Kr 


donde K es la constante de proporcionalidad. Por tanto, con base en la fórmula 15.6.13, 
la masa de E es 


1 
m 
JO yl 


M1) Kyx? + y? dV = [7 | f (Kr) r dz dr d0 
de J Sh 


H k Kr?[4 — (1 — r?)] dr de = K|” de Ñ Gr? + r*) dr 


| O 127K 
2mK| ri + | = E 
sh 5 
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EJEMPLO 4 Evalúe f a 


ju p (x? + y?) dz dy dx. 
al alar 


SOLUCIÓN Esta integral iterada es una integral triple en la región sólida 


E=((x,y,2)|-2=<x=<2, -V4 = x2 sys yV4-= 2, yx +y?<2=<2) 


y la proyección de E en el plano xy es el disco x? + y? < 4. La superficie inferior de E es 
el cono z = yx? + y? y su superficie superior es el plano z = 2. (Véase la figura 9.) Esta 
región tiene una descripción mucho más simple en coordenadas cilíndricas: 


E=1[(,0,7|0<0=<2m,0=<r=<2, r<z=<2) 


ZA 
Por tanto, se tiene 


B — PE (x? + y?) dz dy dx 00) (1? + y?) dv 


[7 [” F r?r dz dr d0 


[7 d0 i r°(2 — r)dr 


y 


xX 


e 1,4 s|? _ 16 
FIGURA 9 = 2r [ir - irh, = £r m 
15.7 EJERCICIOS 
1-2 Trace el punto cuyas coordenadas cilíndricas se dan. 11-12 Trace el sólido descrito por las desigualdades dadas. 
Determine después las coordenadas rectangulares del punto. A P 
1. (a) (4, 7/3, —2) (b) (2, =7/2, 1) 12. 0507/2, rsz<2 
2. (a) (VZ, 37/4, 2) (b) (1,1, 1) 
13. Un proyectil cilíndrico es de 20 cm de largo, con 
radio interno de 6 cm y radio externo de 7 cm. Escriba 
3-4 Cambie de coordenadas rectangulares a cilíndricas. desigualdades que describan el proyectil en un sistema 
— de coordenadas apropiado. Explique cómo posicionó el 
3. (a) (i; v3, — 1) (b) (3, 23, 2) sistema de coordenadas con respecto al proyectil. 
4. (a) (2, y2, 1) (b) (2, 2, 2) [H 14. Use un dispositivo de graficación para dibujar el 


sólido encerrado por los paraboloides z = x? + y? 
yi=5=x- y, 


5-6 Describ labras 1 fici ió da. y f 
O a a a 15-16 Trace el sólido cuyo volumen está dado por la integral y 


5. r=2 6. 0= 7/6 evalúe la integral. 


Hol ¡A E IN r dz dr d0 16. IN IN r dz d6 dr 


7-8 Identifique la superficie cuya ecuación se da. 


7. P?7+2=4 8. r=2sen0 

17-28 Use coordenadas cilíndricas. 

17. Evalúe jif g VX? + y? dV, donde E es la región que está 
dentro del cilindro x? + y? = 16 y entre los planos z = —5 

9. a) 2 -x+y+z2=l b) z=x- y y2=4. 


9-10 Escriba las ecuaciones en coordenadas cilíndricas. 


18. Evalúe jif £ Z dV, donde E está encerrado por el paraboloide 


2 2 n= == = 
10. (a) 22 — 2} -2 =4 (b) 2x-y+z=1 z= £ + y y el plano z = 
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19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
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Evalúe jif z (x + y + z) dV, donde E es el sólido en el primer 
octante que está bajo el paraboloide z = 4 — x? — y’. 


Evalúe jif z (x — y) dV, donde E es el sólido que está entre los 


cilindros x? + y? = 1 yx? + y? = 16, sobre el plano xy, y bajo 
el plano z = y + 4. 


Evalúe ||| ; x2 dV, donde E es el sólido que está dentro del 
cilindro x? + y? = 1, sobre el plano z = 0 y bajo el cono 
Z? = 4 + 4y’. 

Evalúe jif z xdV, donde E está encerrado por los planos 
z=0yz=x + y +5, y por los cilindros x? + y? = 4 
y +y =9, 


Determine el volumen del sólido encerrado por el cono 
Z2= yx? + y? y la esfera? + y +7 = 2. 


Determine el volumen del sólido que está entre el paraboloide 
z= + y y la esfera xX + y +7 = 2. 


(a) Determine el volumen de la región E que está entre el 
paraboloide z = 24 — x? — y? y el cono z = 2 yx? + y?. 

(b) Determine el centroide de E (el centro de masa en el caso 
en que la densidad es constante). 


. (a) Determine el volumen del sólido que el cilindro r = a cos 0 
corta de la esfera de radio a centrada en el origen. 
(b) Ilustre el sólido del inciso (a) graficando la esfera y el 
cilindro en la misma pantalla. 


27. Determine la masa y el centro de masa del sólido S acotado 


por el paraboloide z = 41? + 4y? y el plano z = a (a > 0) 
si S tiene densidad constante K. 


28. Determine la masa de una pelota B dada por x? + y? + 22= a 


si la densidad en cualquier punto es proporcional a su 
distancia desde del eje z. 


PROYECTO DE 
DESCUBRIMIENTO 


29-30 Evalúe la integral cambiando a coordenadas cilíndricas. 


29. Bu "m “z dzdxdy 


30. AA ddyd 


31. Cuando estudian la formación de cadenas montañosas, 
los geólogos estiman la cantidad de trabajo requerido para 
levantar una montaña desde el nivel del mar. Considere una 


montaña que tiene esencialmente la forma de un cono circular 


recto. Suponga que la densidad de peso del material alrededor 

de un punto P es g(P) y la altura A(P). 

(a) Determine una integral definida que represente el trabajo 
total efectuado para formar la montaña. 

(b) Suponga que el Monte Fuji en Japón tiene la forma de un 
cono circular recto con radio 19000 m, altura 3800 m 
y densidad constante 3200 kg/m’. ¿Cuánto trabajo se 
hizo para formar el Monte Fuji si el terreno estaba 
inicialmente al nivel del mar? 


O S.R. Lee Photo Traveller / Shutterstock.com 


LA INTERSECCIÓN DE TRES CILINDROS 


La figura muestra el sólido encerrado por tres cilindros circulares con el mismo diámetro que 
intersecan en ángulos rectos. En este proyecto se calculará su volumen y se determinará cómo 
cambia su forma si los cilindros tienen diámetros diferentes. 


da i 


> <x 
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1. Trace cuidadosamente el sólido encerrado por los tres cilindros xX? + y = 1,12 + 7 = 1 
y y? + 2? = 1. Indique las posiciones de los ejes de coordenadas y rotule las caras con las 
ecuaciones de los cilindros correspondientes. 


2. Determine el volumen del sólido del problema 1. 
3. Use un sistema algebraico computacional para dibujar las aristas del sólido. 


4. ¿Qué sucede con el sólido del problema 1 si el radio del primer cilindro es diferente a 1? 
Ilustre con un diagrama a mano o una gráfica por computadora. 


5. Si el primer cilindro es x? + y? = a?, donde a < 1, establezca pero no evalúe una integral 
doble para el volumen del sólido. ¿Y si a > 1? 


15.8 Integrales triples en coordenadas esféricas 


Otro sistema de coordenadas en tres dimensiones útil es el sistema de coordenadas esfé- 
ricas. Este sistema simplifica la evaluación de integrales triples en regiones acotadas por 
esferas y conos. 


Coordenadas esféricas 


Plp, 0,9) Las coordenadas esféricas (p, 0, p) de un punto P en el espacio se muestran en la figura 1, 


donde p = | OP | es la distancia del origen a P, 0 es el mismo ángulo que en las coordena- 
das cilíndricas y q es el ángulo entre el eje z positivo y el segmento de recta OP. Note que 


p=0 Osos 


El sistema de coordenadas esféricas es especialmente útil en problemas en los que hay 
simetría en torno a un punto y el origen se encuentra en ese punto. Por ejemplo, la esfera 
FIGURA 1 con centro en el origen y radio c tiene la ecuación simple p = c (véase la figura 2); esta 
Coordenadas esféricas del punto P en es la razón del nombre coordenadas “esféricas”. La gráfica de la ecuación 0 = c es un 
el espacio semiplano vertical (véase la figura 3) y la ecuación ġ = c representa un semicono con el 
eje z como su eje (véase la figura 4). 


0<c< 7/2 T/2<c< 7 


FIGURA 2 p = c, una esfera FIGURA 3 0 = c, un semiplano FIGURA 4 dq = c, un semicono 
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FIGURA 5 


4 (2, 7/4, 1/3) 


FIGURA 6 


W ADVERTENCIA No existe 
acuerdo universal sobre la notación 
para coordenadas esféricas. En la 
mayoría de los libros de física se 
invierten los significados de 0 y q y 
se usa r en lugar de p. 


En Module 15.8 usted puede 
investigar familias de superficies en 
coordenadas cilíndricas y esféricas. 


Integrales múltiples 


La relación entre las coordenadas rectangulares y esféricas puede verse en la figura 5. 
De los triángulos OPQ y OPP’ se tiene 


z=pcosq 


r = p sen o 


Pero, x = r cos 0, y y = r sen 0, así que para convertir de coordenadas esféricas a rectan- 
gulares se usan las ecuaciones 


(1) | x = p sen q cos 0 y = p sen q sen 0 z = p cos ġ 


Asimismo, la fórmula de la distancia indica que 


2] 


Se usa esta ecuación para convertir de coordenadas rectangulares a esféricas. 


EJEMPLO 1 El punto (2, 7/4, 71/3) se da en coordenadas esféricas. Trace el punto y 


| p=xX+yw+2 


determine sus coordenadas rectangulares. 


SOLUCIÓN Trace el punto en la figura 6. De las ecuaciones 1 se tiene 


Así, el punto (2, 71/4, 71/3) es (U372, vV3/2, 1) en coordenadas rectangulares. 


EJEMPLO 2 El punto (o, 243, -2) se da en coordenadas rectangulares. Halle las 


T T 3 1 
= 0=2 =2 = 
x = psend cos sen 3 cos 4 Je 


2 


1 


Y 


3 


T T 
y = p seng senó = 2 sen 3 sen 4 


z=pcosp = 2 cos 


coordenadas esféricas de este punto. 


SOLUCIÓN De la ecuación 2 se tiene 


4 


T 
T 51 


T) 


V2 


Y 


p=yx+y+2=y0+12+4=4 


así que las ecuaciones 1 dan 


(Note que 0 4 37/2 porque y = 2/3 > 0.) Por tanto, las coordenadas esféricas del 


r Z =2 1 í 271 
cos dp = — = = 
p 4 2 3 
xX T 
0= =0 => 
ds p seno 2 


punto dado son (4, 7/2, 217/3). 


2 
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@ Evaluación de integrales triples con coordenadas esféricas 


En el sistema de coordenadas esféricas la contraparte de una caja rectangular es una 
cuña esférica 


=((p,0,d)|as<sp=<b,a=<0=<B,csó<d) 


ZA donde a > 0 y B — a S 2r y d — c S 7. Aunque se definen integrales triples dividiendo 

Ap sólidos en pequeñas cajas, se puede demostrar que dividir un sólido en pequeñas cuñas 

pisen h A8 y esféricas siempre da el mismo resultado. Así, se divide E en cuñas esféricas menores 

E;ijx por medio de esferas igualmente espaciadas p = p;, semiplanos 0 = 0;, y semico- 

nos d = y. La figura 7 muestra que E; es aproximadamente una caja rectangular con 

dimensiones Ap, p; Ag (arco de un círculo con radio p;, ángulo Ad) y p; sen o; A0 (arco 

de un círculo con radio p; sen $, ángulo A6). Así, una aproximación del volumen de E;;x 
está dada por 


AVin = (Ap)(p: Ap)(p: sen p A0) = p? sen p: Ap AG Ap 


r; A0 = p; sen p, A0 


De hecho, se puede demostrar, con la ayuda del teorema del valor medio (ejercicio 49), 
que el volumen de E;;x está dado exactamente por 


FIGURA 7 
AV; = pi send Ap A0 AG 
donde (p;, 0;, Px) es algún punto en E;y. Sean (x.y ¿e 2%) las coordenadas rectangula- 
res de este punto. Entonces, 
npp l m n 
MM FG, y, z) dV = y 2 2 > f Fix Vito zin) AVijr 
den A El ja 
l m n 
E lím > X Y f(p, sen q; cos 6), pi sen dy sen 6), pi cos $1) p? sen pi ApA9Ad 
m,n% i=] j=1k=1 
Pero esta suma es una suma de Riemann para la función 
F(p, 0, $) = f(p sen q cos 0, p send sen 9, p cos h) p° sen 
En consecuencia, se ha llegado a la fórmula para la integración triple con coordena- 
das esféricas siguiente. 
B) f(| £G. y, 2 av 
d [B fb 5 
ZA = | | | f(p send cos 0, p send sen O, p cos pġ) p” seng dp de do 


donde £ es una cuña esférica dada por 


=((p,0,p)|as<sp=b,as=0=<B, c=o9<d) 


La fórmula 3 indica que se convierte una integral triple de coordenadas rectangulares 
a coordenadas esféricas escribiendo 


x = p sen q cos 0 y = p sen q sen 0 z = p cos o 


FIGURA 8 
Elemento de volumen en coordenadas Usando los límites apropiados de integración y reemplazando dV por p° sen p dp d0 do. 


esféricas: dV = p? sen $ dp d0 dp Esto se ilustra en la figura 8. 
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Esta fórmula puede prolongarse para incluir regiones esféricas más generales, como 
E= {(p.0,$) | a <0 =B, c = $ = d, g(0, $) = p = gA0, $); 
En este caso, la fórmula es la misma que en (3), excepto que los límites de integración 
para p son g:(0, p) y g9:(0, $). 
Por lo común, las coordenadas esféricas se usan en integrales triples cuando superfi- 


cies como conos y esferas forman la frontera de la región de integración. 
EJEMPLO 3 Evalúe [[[ , e™ +”, donde B es la pelota unitaria: 
B = {(x, y, z) | x2 +y +z? s 1} 

SOLUCIÓN Como la frontera de B es una esfera, se usan coordenadas esféricas: 

B= {(p,0,ġ) | 05p£1, 050527, 057} 
Además, las coordenadas esféricas son apropiadas porque 

Lty+tz?= p 

Así, (3) da 


(i aea y= p M e" p? sen $ dp de do 


= |" seng do |” de || předp 
= |—cos q |, (27) | 3e” |= fr (e — 1) = 
[-cos 4],(2m [3er], 


NOTA Habría sido extremadamente insensato evaluar la integral del ejemplo 3 sin 
coordenadas esféricas. En coordenadas rectangulares la integral iterada habría sido 


1 fyYli=x /I=x2=y? 24424 7213/2 
| | i p e t+: dz dy dx 
Y=1 


n= ATI 
Y=yl1=x2? Y—=y1=x2-y? 


EJEMPLO 4 Use coordenadas esféricas para determinar el volumen del sólido que 
se encuentra sobre el cono z = /x? + y? y bajo la esfera x? + y? + 2? = z. (Véase la 
figura 9.) 


FIGURA 9 
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La figura 10 da otra vista (esta vez 


HE A SOLUCIÓN Note que la esfera pasa por el origen y tiene centro (0, 0, 3). Se escribe la 
dibujada por Maple) del sólido del 


ecuación de la esfera en coordenadas esféricas como 


ejemplo 4. 
P = p cos ġ o p = pcos ọ 
La ecuación del cono puede escribirse como 
pcos y = yp? sen?e cos?0 + p? sen? sen?0 = p sen 
Es 
Esto da sen $ = cos q, o  = 71/4. Por tanto, la descripción del sólido E en coordenadas 
esféricas es 
E=1(p,0,p)|0<0=2,0=<4=<m/4, 0= p= coso} 
FIGURA 10 La figura 11 muestra cómo se recorre E si se integra primero con respecto a p, luego a p 
y después a 0. El volumen de £ es 
i 2m (7/4 cosp , 
væ) = fff av= |” | l) p sen $ dp dẹ de 
Ye JO JO 0 
E 
45 7/4 p poso 
Si de l sen ġ e] a do 
j= 
2 2 4 1/4 
Visual 15.8 muestra una aar pa sen d cos dh dd = T | gos 2| a 
animación de la figura 11. 3 Jo 3 4 0 8 
FIGURA 11 p varía de O a cos q, mientras q varía de O a 7/4, mientras 0 varía de 0 a 27. 
$ y 0 son constantes. 0 es constante. |El 
15.8 EJERCICIOS 
1-2 Trace el punto cuyas coordenadas esféricas se dan. Determine 3-4 Cambie de coordenadas rectangulares a esféricas. 


después las coordenadas rectangulares del punto. 


3. 1,0,-1 b 3,43,42 
1. (a) (6, 7/3, 1/6) (b) (3, 7/2, 37/4) sl m 3: veaa 


2. (a) (2,7/2,7/2) (b) (4, —7/4, 1/3) 4. (a) (1,0, 43) b) (V3, —1, 243) 
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5-6 Describa con palabras la superficie cuya ecuación se da. 


5. p = 1/3 6. p? -3p+2=0 


7-8 Identifique la superficie cuya ecuación se da. 


7. pcosp=1 8. p = cos GQ 


9-10 Escriba la ecuación en coordenadas esféricas. 


9. (a) 9 +y+2=09 (bd) 4=y=2=1 


10. (a) 2 =x2+ y (b)z=x2-— y 


11-14 Trace el sólido descrito por las desigualdades dadas. 


ps2, m2=<=gp¿S 707 
13.2=<p=<4 0<d4=<71/3, 0O<0<7 
1..1=p=2 0=4=<m/2, 1/2=0< 37/2 


15. Un sólido se encuentra sobre el cono z = yx? + y? y bajo 
la esfera x? + y? + 2? = z. Escriba una descripción del sólido 
en términos de desigualdades que impliquen coordenadas 
esféricas. 


16. (a) Determine desigualdades que describan una pelota hueca 
con diámetro de 30 cm y grosor de 0.5 cm. Explique 
cómo posicionó el sistema de coordenadas que eligió. 

(b) Suponga que la pelota está cortada por la mitad. Escriba 
desigualdades que describan una de las mitades. 


17-18 Trace el sólido cuyo volumen está dado por la integral y 
evalúe la integral. 


em/6 (7/2 (3 7 
| $ p° sen dp do do 


J0 YO J 


PE m (= $ p? sen d dp de do 


YO JO 


19-20 Establezca la integral triple de una función continua 
arbitraria f(x, y, z) en coordenadas cilíndricas y esféricas en el 
sólido que se muestra. 


19. 20. 


21-34 Use coordenadas esféricas. 


21. Evalúe A (e + y? + 22) dV, donde B es la pelota con centro 
en el origen y radio 5. 


22. Evalúe ||| , y? 2? dV, donde E está sobre el cono d = 7/3 
y bajo la esfera p = 1. 


23. Evalúe 0) e 08 + y?) dV, donde E está entre las esferas 
X+y+2=4y2+y+2=09, 

24. Evalúe |||, (9 — x? — y”) dV, donde H es el hemisferio sólido 
X+y+2=<9,2>0, 


25. Evalúe |||, xe***** dV, donde E es la porción de la pelota 
unitaria X? + y? + 2? < 1 que está en el primer octante. 


26. Evalúe A yx? + y? + z? dV, donde E está sobre el cono 
z = yx? + y? y entre las esferas x? + y? + 22=1y 
Xx+y+2=4, 


27. Determine el volumen de la parte de la pelota p = a que está 
entre los conos d = 1/6 y y = 1/3. 


28. Determine la distancia promedio de un punto en la pelota de 
radio a a su centro. 


29. (a) Determine el volumen del sólido que está sobre el cono 
p = 7/3 y bajo la esfera p = 4 cos $. 
(b) Determine el centroide del sólido del inciso (a). 


30. Determine el volumen del sólido que está dentro de la 
esfera x? + y? + 2? = 4, sobre el plano xy y bajo el cono 


31. (a) Halle el centroide del sólido del ejemplo 4. 
(Suponga densidad constante K.) 
(b) Halle el momento de inercia alrededor del eje z 
para este sólido. 


32. Sea H un hemisferio sólido de radio a cuya densidad en 
cualquier punto es proporcional a su distancia del centro 
de la base. 

(a) Halle la masa de H. 
(b) Halle el centro de masa de H. 
(c) Halle el momento de inercia de H alrededor de su eje. 


33. (a) Halle el centroide de un hemisferio sólido homogéneo 
de radio a. 
(b) Halle el momento de inercia del sólido del inciso (a) 
respecto a un diámetro de su base. 


34. Halle la masa y el centro de masa de un hemisferio sólido de 
radio a si la densidad en cualquier punto es proporcional a su 
distancia de la base. 


35-40 Use coordenadas cilíndricas o esféricas, lo que parezca 
más apropiado. 


35. Determine el volumen y centroide del sólido E que está sobre 
el cono z = yx? + y? y bajo la esfera x? + y? + 72 = 1. 


36. Determine el volumen de la pequeña cuña cortada de la esfera 
de radio a por dos planos que intersecan a lo largo de un 
diámetro en un ángulo de 7/6. 


37. Un cilindro sólido con densidad constante tiene radio de 
base a y altura h. 
(a) Determine el momento de inercia del cilindro alrededor 
de su eje. 
(b) Determine el momento de inercia del cilindro respecto a 
un diámetro de su base. 


38. Un cono circular recto sólido con densidad constante tiene 
radio de base a y altura h. 
(a) Determine el momento de inercia del cono alrededor 
de su eje. 
(b) Determine el momento de inercia del cono respecto 
a un diámetro de su base. 


EN 39. Evalúe jif zZ dV, donde E está sobre el paraboloide 


z = xX + y y bajo el plano z = 2y. Use la tabla de integrales 
(en las páginas de referencia 6-10) o un sistema algebraico 
computacional para evaluar la integral. 


En 40. (a) Determine el volumen encerrado por el toro p = sen q. 


(b) Use una computadora para dibujar el toro. 


41-43 Evalúe la integral cambiando a coordenadas esféricas. 
41. f | re | Ca xy dz dy dx 
YO JO J V ty? Ñ J 


a (az + y? + 29) dz dx dy 


124/43? 


" (x? + y? + 22) dz dy dx 


1 da 


44. Un modelo para la densidad ô de la atmósfera de la Tierra 
cerca de su superficie es 


ô = 619.09 — 0.000097p 


donde p (la distancia desde el centro de la Tierra) se mide en 
metros y ô en kilogramos por metro cúbico. Si se toma la su- 
perficie de la Tierra como una esfera con radio 6370 km, este 
modelo es razonable para 6.370 X 10% < p < 6.375 X 10%, 
Use este modelo para estimar la masa de la atmósfera entre 
el suelo y una altitud de 5 km. 


FS 45. Use un dispositivo de graficación para dibujar un silo que 


conste de un cilindro con radio 3 y altura 10 rematado por 
una media esfera. 


46. La latitud y longitud de un punto P en el hemisferio norte 
se relacionan con las coordenadas esféricas p, 0, $ como 
sigue. Se toma el centro de la Tierra como el origen y el eje 
z positivo pasa por el Polo Norte. El eje x positivo pasa por 
el punto donde el primer meridiano (el meridiano que pasa 
por Greenwich, Inglaterra) interseca el ecuador. Entonces, la 


latitud de P es æ = 90° — e” y la longitud es B = 360° — 0°. 


Determine la distancia de gran círculo de Los Angeles 
(lat. 34.06 °N, long. 118.25 0) a Montreal (lat. 45.50 “N, 
long. 73.60 0). Tome el radio de la Tierra como 6370 km. 
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EN 47. 


48. 


49. 


(Un gran círculo es el círculo de intersección de una esfera 
y un plano que pasa por el centro de la esfera.) 


Las superficies p = 1 + > sen m6 sen ng se han usado 
como modelos para tumores. Se muestra la “esfera con 
protuberancias” con m = 6 y n = 5. Use un sistema 
algebraico computacional para determinar el volumen 
que encierra. 


Demuestre que 


y y y Vx? + y E z2 e dy dy dz = 2m 


J= Jo J—o 


(La integral triple impropia se define como el límite 
de una integral triple en una esfera sólida conforme 
el radio de la esfera aumenta indefinidamente.) 


(a) Use coordenadas cilíndricas para demostrar que el 
volumen de un sólido acotado arriba por la esfera 
r + 22? = q y abajo del cono z = r cot do (o $ = o), 
donde 0 < dy < 7/2, es 


2ra’? 


V 
3 


(1 — coso) 


(b) Deduzca que el volumen de la cuña esférica dado 
por pı S p S p, 0, S 0 < bz, Qi S $ S Qes 
¿pi 

3 


ay=2 


(cos db, — cos ġ2)(02 — 01) 


(c) Use el teorema del valor medio para demostrar que el 
volumen del inciso (b) puede escribirse como 


AV = p? sen $ Ap A0 Ad 


donde f está entre p, y pz, $ entre d, y $2, Ap = p,— pi» 
A0 = 0,— 01, y Ad = h: — Q.. 
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PROYECTO DE APLICACION CARRERA SOBRE RUEDAS 


Suponga que una pelota sólida (una canica), una pelota hueca (una pelota de squash), un cilindro 
>< sólido (una barra de acero) y un cilindro hueco (un tubo de plomo) ruedan por una pendiente. 
$ ¿Cuál de estos objetos llegará primero al suelo? (Haga una conjetura antes de proceder.) 


h Para responder esta pregunta, se considera una pelota o cilindro con masa m, radio r y momento 
de inercia / (alrededor del eje de rotación). Si la caída vertical es h, la energía potencial en la 
punta es mgh. Suponga que el objeto llega al suelo con velocidad v y velocidad angular w, así 
que v = wr. La energía cinética en la base consta de dos partes: mo? de traslación (bajar la pen- 
diente) y Ho? de rotación. Si se supone que la pérdida de energía por la fricción de rodamiento es 
insignificante, la conservación de energía da 


1 1 
mgh = m0 + ¿lo? 


1. Demuestre que 


x 2gh I 
v == donde /* = = 
55 1 mr? 


2. Si y(t) es la distancia vertical recorrida en el momento ż, el mismo razonamiento que se usó en 
el problema 1 indica que v? = 2gy/(1 + F*) en cualquier momento t. Use este resultado para 
demostrar que y satisface la ecuación diferencial 


dy = y 9 (sen a) yy 


de 1+]% 


donde « es el ángulo de inclinación del plano. 


3. Resolviendo la ecuación diferencial del problema 2, demuestre que el tiempo de recorrido 


total es 
a = +19) 
g sena 


Esto demuestra que el objeto con menor valor de /* gana la carrera. 
4. Demuestre que /* = 3 para un cilindro sólido y 7* = 1 para un cilindro hueco. 


5. Calcule /* para una pelota parcialmente hueca con radio interno a y radio externo r. Exprese 
su respuesta en términos de b = a/r. ¿Qué sucede cuando a —> 0 y cuando a —> r? 


6. Demuestre que /** = 2 para una pelota sólida y I* = $ para una pelota hueca. Así, los objetos 
terminan en el orden siguiente: pelota sólida, cilindro sólido, pelota hueca, cilindro hueco. 


15.9 Cambio de variables en integrales múltiples 


En cálculo unidimensional a menudo se usa un cambio de variable (una sustitución) para 
simplificar una integral. Invirtiendo los papeles de x y u, se puede escribir la regla de 
sustitución (5.5.6) como 


o | SO dx = | FW) du 


Ya 


donde x = g(u) y a = g(c), b = g(d). Otra manera de escribir la fórmula 1 es como sigue: 


El Pr (x) dx = e (x(u)) — du 


FIGURA 1 
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Un cambio de variables también puede ser útil en integrales dobles. Ya se vio un ejem- 
plo de esto: la conversión a coordenadas polares. Las nuevas variables r y 0 se relacionan 
con las antiguas variables x y y mediante las ecuaciones 


x=rcos0 y =rsen0 


y la fórmula para el cambio de variables (15.3.2) puede escribirse como 


[f f(x, y) dA = ff f(rcos 6, rsen0) r dr de 
R S 


donde S es la región en el plano r0 que corresponde a la región R en el plano xy. 
En términos más generales, se considera un cambio de variables dado por una trans- 
formación T del plano uv al plano xy: 


T(u, v) = (x, y) 


donde x y y se relacionan con u y v por medio de las ecuaciones 
A) x=glu,v)  y=h(u,v) 


O, como a veces se escribe, 


x= x(u, v) y = y(u, v) 


Usualmente se supone que T es una transformación C!, lo que significa que g y h tienen 
derivadas parciales continuas de primer orden. 

Una transformación T es en realidad sencillamente una función cuyo dominio y rango 
son subconjuntos de R°. Si T(u,, v,) = (xı, yı), el punto (x,, yı) se llama imagen del punto 
(u, vı). Si no hay dos puntos con la misma imagen, T se llama inyectiva. La figura 1 
muestra el efecto de una transformación T sobre una región S en el plano uv. T trans- 
forma S en una región R en el plano xy llamado la imagen de S, la cual consta de las 
imágenes de todos los puntos en S. 


DA yA 
T 
— 
TA 
PA 
> > 
0 u 0 X 


Si T es una transformación inyectiva, tiene una transformación inversa 7”*' del 
plano xy al plano uv y quizá sea posible resolver las ecuaciones 3 para u y v en términos 
de x y y: 


u = G(x, y) v = H(x, y) 


EJEMPLO 1 Una transformación es definida por las ecuaciones 
x=u-—0? y = 2uv 
Determine la imagen del cuadrado S = ((u, v) | O<u=1,0=<v=<1). 


SOLUCIÓN La transformación traza la frontera de S en la frontera de la imagen. Así, 
se comienza determinando las imágenes de los lados de S. El primer lado, S,, está dado 


1054 


CAPÍTULO 15 


Integrales múltiples 


FIGURA 2 


FIGURA 3 


por v = 0 (0 < u < 1). (Véase la figura 2.) De las ecuaciones dadas se tiene x = u’, 

y = 0, así que 0 = x < 1. Por tanto, S, se convierte en el segmento de recta de (0, 0) a 
(1, 0) en el plano xy. El segundo lado, S2, es u = 1 (0 S v <= 1) y al poner u = 1 en las 
ecuaciones dadas se obtiene 


x=1-0.? y =2v 


Eliminando y se obtiene 


a x=1-%  0<x<1 


la cual es parte de una parábola. De igual forma, S está dado por v = 1 (0 < u < 1), cuya 
imagen es el arco parabólico 


y 
==] -1I<sx<0 
Por último, $, está dado por u = 0 (0 < v < 1), cuya imagen es x = —0?, y = 0, 


es decir —1 = x < 0. (Note que al desplazarse por el cuadrado en sentido contrario a 
las manecillas del reloj, se desplaza por la región parabólica en la misma dirección.) 

La imagen de S es la región R (la cual se muestra en la figura 2) acotada por el eje x 

y las parábolas dadas por las ecuaciones 4 y 5. El 


Se verá ahora cómo un cambio de variables afecta a la integral doble. Se comienza 
con un pequeño rectángulo S en el plano uv cuya esquina inferior derecha es el punto 
(uo, Vo) y cuyas dimensiones son Au y Av. (Véase la figura 3.) 


La imagen de S es una región R en el plano xy, uno de cuyos puntos frontera es 
(Xo, Yo) = T(Up, vo). El vector 


r(u, v) = glu, v)i + h(u, v)j 


es el vector de posición de la imagen del punto (u, v). La ecuación del lado menor de S es 
v = w, cuya curva imagen está dada por la función vectorial r(u, vo). El vector tangente 
en (Xo, yo) a esta curva imagen es 


r, = Jullo, vo)i ag h,Luo, vo)j = i+ ea J 
du du 


r (Uy, Uy + Au) 
r (Uo, Vo) A 
a 
r (uo + Au, vo) 
FIGURA 4 


r (ulo, Vo) 


FIGURA 5 


El jacobiano debe su nombre al 
matemático alemán Carl Gustav Jacob 
Jacobi (1804-1851). Aunque el mate- 
mático francés Cauchy fue el primero 
en emplear estos determinantes espe- 
ciales que implican derivadas parciales, 
Jacobi las convirtió en un método para 
evaluar integrales múltiples. 
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De igual forma, el vector tangente en (xo, yo) a la curva imagen del lado izquierdo de S 
(es decir, u = uy) es 
Ox dy 
r, = guluo, vo) i + hy(uo, vo)j = — i + ->j 
dv dv 
Se puede aproximar la región imagen R = T(S) con un paralelogramo determinado por 
los vectores secantes 
a= r(uo + Au, vo) = r(uo, vo) b = r(uo, vo + Av) = r(uo, vo) 


que aparecen en la figura 4. Pero 


-rhuo + Au, vo) — r(uo, vo) 
r, = lím 
Au—>0 Au 


y entonces r(uy + Au, vo) — r(uo, vo) = Au r, 


De igual manera, r(uo, vo + Av) => r(uo, vo) = Av r, 

Esto significa que se puede aproximar R con un paralelogramo determinado por los 
vectores Au r, y Av r,. (Véase la figura 5.) Así, se puede aproximar el área de R mediante 
el área de ese paralelogramo, la que, con base en la sección 12.4, es 


[6] 


Al calcular el producto cruzado se obtiene 


| (Au r,) X (Aor,)| = |r, X r,| Au Av 


i j k ðx  0y Ox  ðx 
ôx  0y ðu ðu ðu ðv 
r, X r, = 0|= k = k 
du ðu ôx  0y dy  0y 
ox  0y 0 ðv ðv ðu ðv 
dv ov 


El determinante que surge de este cálculo se llama jacobiano de la transformación y 
recibe una notación especial. 


Definición El jacobiano de la transformación T dada por x = g(u, v) y 


y = h(u, v) es 
ðx OX 
alx, y) du de _ dx dy  ðx dy 
aluo) | ay dy | du dv ðv ðu 
ðu ðv 


Con esta notación puede usarse la ecuación 6 para dar una aproximación del área AA 
de R: 


a(x, y) 
alu, v) 


AA = 


Au Av 


donde el jacobiano se evalúa en (uo, vo). 
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FIGURA 6 


Luego se divide una región S en el plano uv en rectángulos S; y se llama R; a sus 
imágenes en el plano xy. (Véase la figura 6.) 


VA YA 
Si 
HITA 
sí Av |” 
Au T 
N —— 
BZ 
(Ui, vj) 
> > 
0 u 0 x 


Al aplicar la aproximación (8) a cada R;, se aproxima la integral doble de fen R como 
sigue: 


IEG y) dA = > S fo, yy) AA 
R i=1 j=l 


m n 


D È fllu, v), hui, v) 


i=l ¡=1 


a(x, y) 
alu, v) 


L 


Au Av 


donde el jacobiano se evalúa en (u;, vj). Nótese que esta doble suma es una suma de Rie- 
mann para la integral 


a(x, y) 
alu, v) 


[f Aalu 0), hu, 0) dde 


S 


El argumento previo sugiere que el teorema siguiente es cierto. (Una comprobación 
completa se da en libros de cálculo avanzado.) 


[9] Cambio de variables en una integral doble Suponga que T es una transfor- 
mación C' cuyo jacobiano es diferente de cero y que T convierte una región S en el 
plano uv en una región R en el plano xy. Suponga que f es continua en R y que R y 
S son regiones planas tipo I o tipo II. Suponga también que T es inyectiva, excepto 
quizá en la frontera de S. Así, 


a(x, y) 
alu, v) 


du dv 


[[ œ y da = fÈ Flu 0), y(u, 0) 


R S 


El teorema 9 indica que se cambia de una integral en x y y a una integral en u y v, 
expresando x y y en términos de u y v, y escribiendo 


a(x, y) 
alu, v) 


dA = du dv 


Observe la semejanza entre el teorema 9 y la fórmula unidimensional de la ecua- 
ción 2. En vez de la derivada dx/du, se tiene el valor absoluto del jacobiano, es decir 


| aŒ, y/0(a, v) |. 
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0A Como una primera ilustración del teorema 9, se demuestra que la fórmula para la 
9=B integración en coordenadas polares es sencillamente un caso especial. Aquí la transfor- 
B g P Y q 
mación T del plano r0 al plano xy está dada por 
r=a Ss r=b 
x = g(r, 0) = r cos 0 y = h(r, 0) = r sen 0 
Q 
O=04 A P 
l la geometría de la transformación aparece en la figura 7. T convierte un rectángulo 
y la g p g g 
} > ordinario en el plano r6 en un rectángulo polar en el plano xy. El jacobiano de T es 
0 a b r 


Ox  0x 
alx, y) ar 00 
alr, 0) dy ðy 
ar 00 


cosð —rsen0 
= rcos0 + rsen0 =r>0 


sen ð r cos 0 


Así, el teorema 9 da 


a(x, y) 


dr d0 
o(r,0) r 


IEG y) dx dy = IEG cos 0, r sen 0) 


R S 


=y 


B fb 
= f | f(rcos 6, rsen0) r dr de 
FIGURA 7 
La transformación en coordenadas 


polares lo cual es igual a la fórmula 15.3.2. 


EJEMPLO 2 Use el cambio de variables x = u? — v°, y = 2uv para evaluar la integral 
Î | r y dA, donde R es la región acotada por el eje x y las parábolas y? = 4 — 4x y 
y =4+4x, y =0. 


SOLUCIÓN La región R se representa en la figura 2 (en la página 1054). En el ejemplo 1 
se descubrió que T(S) = R, donde S es el cuadrado [0, 1] X [O, 1]. En realidad, la razón 
de hacer el cambio de variables para evaluar la integral es que S es una región mucho 
más simple que R. Primero se tiene que calcular el jacobiano: 


Ox  0x 
a(x, ðu ðv 2u —2v 5 
( CER Ñ = = 4u? + 4? > 0 
(u, v) dy ðy w 2u 


ðu ðv 


Así, por el teorema 9, 


[ras = ffa 


R ‘s 


a(x, y) 


opp , : 
alu, v) A l f Quvj4(u" + v*) du dv 


=8 p p (wv + uv”) du dv = 8 METS + A de 
ds Jo L4 2 Lp 


1 1 
f (w + 4v*) dv = lo? + s| = 2 E 
NOTA El ejemplo 2 no fue un problema muy difícil de resolver porque se dio un 
adecuado cambio de variables. De no haberse proporcionado la transformación, el 
primer paso sería pensar en un apropiado cambio de variables. Si f(x, y) es difícil de inte- 
grar, la forma de f(x, y) puede sugerir una transformación. Si la región de integración R es 
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(=2, 2) U= (2, 2) 
<< 
u=—uN S u=v 
1, 1) (1,1) 
v= 
> 
0 u 
T | | T! 
YA 
x—y=l1 
| 1 2 


FIGURA 8 


incómoda, debe optarse por la transformación, para que la correspondiente región S en el 
plano uv tenga una descripción conveniente. 


EJEMPLO 3 Evalúe la integral f[z e€ dA, donde R es la región trapezoidal con 
vértices (1, 0), (2, 0), (0, -2) y (0,—1). 


SOLUCIÓN Como no es fácil integrar e+P/0-», se hace un cambio de variables 
sugerido por la forma de esta función: 


U=x+y VZ3Xy 


Estas ecuaciones definen una transformación T~ del plano xy al plano uv. El teorema 9 
se refiere a una transformación del plano uv al plano xy. Eso se obtiene despejando x y y 
en las ecuaciones 10: 


11] x= 4u + v) y = Xu — v) 


El jacobiano de T es 
OX ðx 
alx, y) du ðv 
alu, o) dy ðy 
ðu ðv 


N|— n= 


Para hallar la región S en el plano uv correspondiente a R, se advierte que los lados de R 
se tienden en las rectas 


y=0 x=y=2 x=0 x=y=1 
y, de las ecuaciones 10 u 11, las líneas que son su imagen en el plano uv son 
u=04 v=2 u = —v v=1 


Así, la región S es la región trapezoidal con vértices (1, 1), (2, 2), (22, 2) y El, 1) que 
aparece en la figura 8. Como 


S={,v)|1 Sv <2, —v <u <0} 
el teorema 9 da 


alx, y) 


du d 
alu, v) aan 


[| CODE dA E || e" 


PR 


= k Ml e) du dv = Al [ve] B a 


Y—v 


(e — e udv = Fle — e`!) o 


n= 


El integrales triples 


Hay una fórmula similar de cambio de variables para las integrales triples. Sea T la trans- 
formación que convierte una región S en el espacio uvw en una región R en el espacio xyz 
por medio de las ecuaciones 


x = glu, v, w) y = h(u, v, w) z = k(u, v, w) 


SECCIÓN 15.9 Cambio de variables en integrales múltiples 1059 


El jacobiano de T es el determinante 3 X 3 siguiente: 


ox  0x ðx 

ðu ðv ðw 

(12) dx, y,z) |0y dy ð 
alu, v, w) ðu du ðw 

ðz  0z 0z 

ðu av ðw 


Con hipótesis similares a las del teorema 9, se tiene la fórmula siguiente para integrales 
triples: 


a(x, y, z) 


n 
y 


3 fif f(x, y, z) dV = free v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) ia du du dw 


R 


EJEMPLO 4 Use la fórmula 13 para derivar la fórmula para la integración triple en 
coordenadas esféricas. 


SOLUCIÓN Aquí el cambio de variables está dado por 
x= p sen ġ cos 0 y = p sen q sen 0 z = p cos h 


Se calcula el jacobiano como sigue: 


senh cosg —p sen q send pcos q cos O 
a(x, y, 2) 


—_—_—— =|senp send psen g cos pcos q senf 
o(p, 0, p) 


cos ġo 0 —p sen o 


—p sen ọ sen pcos q cos 0 sen $ cos0 —p sen q sen 


= cos ġo — psen Y 


psen dq cos pcos sen 0 sen $ sen psen ọ cos 90 
= cos h (—p° sen q cos p sen? — p” sen q cos p cos*0) 
— psen q (p sen?’ġh cos’ + psen o sen?0) 


= —p° sen q cosh — p° sen q send = —p° sen o 


Como 0 S q = m, se tiene sen $ = 0. Por tanto, 


a(x, y, Z) 
alp, 0, p) 


=|-—p send | = p’ sen p 


y la fórmula 13 da 
[f| G, y, z) dV = [irc sen ġ cos 0, p sen ġ sen 0, p cos p) p° sen p dp de do 
R S 


lo cual es equivalente a la fórmula 15.8.3. g 
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15.9 EJERCICIOS 


1-6 Halle el jacobiano de la transformación. 


lx=2u+0, y=4u-=0v 


2.x=u*+u0w y= uv? 

3. x= scost, y= ssent 

4. x= pef, y= qe” 

5. x= wv, Y = 00, z= wu 

6. x=utvw, y=v+ wu z=w+ wv 


7-10 Determine la imagen del conjunto S bajo la transformación 
dada. 


7.S=((u,v)|0=u=3, 0=v=2); 
x=2u+30, y=u>=0 


8. Ses el cuadrado acotado por las rectas u = 0, u = 1, v = 0, 
v=1;x=0,y=u(l + 0?) 


9. Ses la región triangular con vértices (0, 0), (1, 1), (0, 1); 
x=4,y=0 


10. S es el disco dado por u? + 1? < 1; x = au, y = bv 


11-14 Se da una región R en el plano xy. Determine ecuaciones 
para una transformación T que convierta una región rectangular S 
en el plano uv en R, donde los lados de S son paralelos a los ejes 
uyv. 


11. R está acotada por y = 2x 
y=3-x 


1,y=2x+1,y=1-x, 


12. R es el paralelogramo con vértices (0, 0), (4, 3), (2, 4), (2, 1) 


13. R está entre los círculos x? + y? = 1 y xX + y? =2enel 
primer cuadrante 


14. R está acotada por las hipérbolas y = 1/x, y = 4/x y las 
rectas y = x, y = 4x en el primer cuadrante 


15-20 Use la transformación dada para evaluar la integral. 


15. Se (x — 3y) dA, donde R es la región triangular con vértices 
(0,0,,(2,D)y (1, 2); x = 2u + 0, y = u + w 


16. Me (4x + 8y) dA, donde R es el paralelogramo con vértices 
(1,3), (1, -3), (3, —D) y (1, 5); x = ¿(u + v), 
y = Hv + 3u) 


17. Me x° dA, donde R es la región acotada por la elipse 
9 + 4y? = 36; x = 2u, y = 3v 


18. [fk @ — xy + y) dA, donde R es la región 
acotada por la elipse x? — xy + y? = 2; 


x= 2u — 42/30, y=y2u+ 42/30 


19. Me xy dA, donde R es la región en el primer cuadrante acotada 
por las rectas y = x y y = 3x, y las hipérbolas xy = 1, xy = 3, 
x=u/v,y=v 


PĒ 20. ffr y? dA, donde R es la región acotada por las curvas xy = 1, 


xy=2x=1,1=2;u= xy, V = xy’. Ilustre usando una 
calculadora graficadora o computadora para dibujar R. 


21. (a) Evalúe fff: dV, donde E es el sólido encerrado 
por el elipsoide 1?/a? + y?/b? + 22/c? = 1. Use la 
transformación x = au, y = bv, z = cW. 

(b) La Tierra no es una esfera perfecta; la rotación ha 
resultado en el aplanamiento de los polos. Así, su forma 
puede aproximarse por medio de un elipsoide con 
a = b = 6378 km y c = 6356 km. Use el inciso (a) para 
estimar el volumen de la Tierra. 

(c) Si el sólido del inciso (a) tiene densidad constante k, 
determine su momento de inercia alrededor del eje z. 


22. Un problema importante en termodinámica es encontrar el 
trabajo realizado por un motor de Carnot ideal. Un ciclo 
consta de una expansión y compresión alternantes de gas en 
un pistón. El trabajo realizado por el motor es igual al área de 
la región R encerrada por dos curvas isotérmicas xy = a, 
xy = b y dos curvas adiabáticas xy!* = c, xy!* = d, donde 
O0<a<by0< c< d. Calcule el trabajo realizado 
determinando el área de R. 


23-27 Evalúe la integral haciendo un apropiado cambio de 
variables. 


23. if Y dA, donde R es el paralelogramo encerrado por las 
y. Xx — y 
R 
rectas x — 2y =0,x—2y=4,3x-=y=1,y3x-=y=8 
24. Mr (x + ye" dA, donde R es el rectángulo encerrado por 


las rectas x — y =0,x—y=2,x+y=0,yx+y=3 


25. if cos( X = X ) donde R es la región trapezoidal con 
yy y xX 
A 


vértices (1, 0), (2, 0), (0, 2) y (0, 1) 


26. [Ír sen(9x? + 4y?) dA, donde R es la región en el primer 
cuadrante acotada por la elipse 9? + 4y? = 1 


27. [Ír e* dA, donde R está dada por la desigualdad 
[lx] +|y|<1 


28. Sea f continua en [0, 1] y R la región triangular con vértices 
(0, 0), (1, 0) y (0, 1). Demuestre que 


jf f(x + y)dA = | uf (u) du 
R 
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Las respuestas a la verificación de conceptos se encuentran en las páginas finales del libro. 


1. Suponga que fes una función continua definida en un 
rectángulo R = [a, b] x [c, d]. 
(a) Escriba una expresión para una doble suma de Riemann 


(b) ¿Qué propiedades posee f? 
(c) ¿Cuáles son los valores esperados de X y Y? 


de f. Si f(x, y) > 0, qué representa la suma? 6. Escriba una l expresión para el área de una superficie con 
(b) Escriba la definición de ffr f(x, y) dA como un límite. ecuación Ed e E D, 
(c) ¿Cuál es la interpretación geométrica de ffr f(x, y) dA 7. (a) Escriba la definición de la integral triple de f en una caja 
si f(x, y) > 0? ¿Y si f adoptara valores tanto positivos rectangular B. 
como negativos? (b) ¿Cómo se evalúa [ffs f(x, y, z) dV? 
(d) ¿Cómo se evalúa Jfr f(x, y) dA? (c) ¿Cómo se define fff- f(x, y, z) dV si E es una región sólida 
(e) ¿Qué dice la regla del punto medio para las integrales acotada que no es una caja? 
dobles? (d) ¿Qué es una región sólida tipo 1? ¿Cómo se evalúa 
(£) Escriba una expresión para el valor promedio de f. [ife fŒ, y, 2) dV si E es una región de ese tipo? 
2. (a) ¿Cómo se define [fp f(x, y) dA si D es una región acotada (e) ¿Qué es una región sólida tipo 2? ¿Cómo se evalúa 
que no es un rectángulo? | | fef (x, y, z) dV si E es una región de ese tipo? 
(b) ¿Qué es una región tipo I? ¿Cómo se evalúa (6 ¿Qué es una región sólida tipo 3? ¿Cómo se evalúa 
[Íb fŒ, y) dA si D es una región tipo 1? [|fe fŒ, y, z) dV si E es una región de ese tipo? 
(c) ¿Qué es una región tipo II? ¿Cómo se evalúa 8. Suponga que un objeto sólido ocupa la región E y tiene 
Jof œx, y) dA si D eS Kag región tipo 11? función de densidad p(x, y, z). Escriba expresiones para 
(d) ¿Qué propiedades tienen las integrales dobles? cada uno de los elementos siguientes. 
3. ¿Cómo se cambia de coordenadas rectangulares a (a) La masa 
coordenadas polares en una integral doble? ¿Por qué (b) Los momentos alrededor de los planos de coordenadas 
querría usted hacer ese cambio? (c) Las coordenadas del centro de masa 
3 PRP nE . >” (d) Los momentos de inercia alrededor de los ejes 
4. Si una lámina ocupa una región plana D y tiene una función 
de densidad p(x, y), escriba expresiones para cada uno de los 9. (a) ¿Cómo se cambia de coordenadas rectangulares 
términos de integrales dobles siguientes. a coordenadas cilíndricas en una integral triple? 
(a) La masa (b) ¿Cómo se cambia de coordenadas rectangulares 
(b) Los momentos alrededor de los ejes a coordenadas esféricas en una integral triple? 
(c) El centro de masa (c) ¿En qué situaciones usted cambiaría a coordenadas 
(d) Los momentos de inercia alrededor de los ejes y el origen cilíndricas o esféricas? 
5. Sea funa función de densidad conjunta de un par de variables 10. (a) Si una transformación T está dada por x = g(u, 0), 
aleatorias continuas X y Y. y = h(u, v), ¿cuál es el jacobiano de T? 
(a) Escriba una integral doble para la probabilidad de que X (b) ¿Cómo se cambian variables en una integral doble? 
se ubique entre a y b y entre c y d. (c) ¿Cómo se cambian variables en una integral triple? 
EXAMEN VERDADERO-FALSO 
Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero 6. k i (x + y) sen(x?y?) dx dy < 9 
Jl JC 


explique por qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo 
que refute el enunciado. 


1. E If x’ sen(x — y) dx dy = i E x? sen(x — y) dy dx 


2. f N Vx + y? dy dx = Ñ i} Vx + y? dx dy 


0 
> i IN ve dy dx = IÑ di IÑ Fd 


r pl 


a. [ [e sen ydxdy =0 
J-1 Jo 


5. Si fes continua en [0, 1], entonces 


ð 


i E f(y) dy dx = Ñ f(x) ax 


. Si D es el disco dado por x? + y? < 4, entonces 


4 = x? = y? dA = Ér 


i 


. La integral Mie kr? dz dr d6 representa el momento de inercia 


alrededor del eje z de un sólido E con densidad constante k. 


. La integral 


Wi Ñ L dz dr d0 


representa el volumen encerrado por el cono z = yx? + y? y 
el planoz = 2. 
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EJERCICIOS 


1. Se muestra un mapa de contorno para una función f en el 
cuadrado R = [0, 3] X [0, 3]. Use una suma de Riemann con 
nueve términos para estimar el valor de e Fx, y) dA. Tome 
como puntos muestra las esquinas superiores derechas de 
los cuadrados. 


YA 
i 10 
O` > 
S 8 x à 
2h A 
S 6 SS 
q Sa N N 
y ISS 
IAA 
1 
> 
0 1 2 3 X 


2. Use la regla del punto medio para estimar la integral del 
ejercicio 1. 


3-8 Calcule la integral iterada. 


T feya 2 e2 p z 
3. | l (x7 + xy + y?) dx dy 4. Ja Í, (4x + 2ye*) dx dy 


*m/2 fx 
5. | | 2 cos x cos y dy dx 
YO Ñ 


J0 


6. t N 3xy? dy dx 


pr pi TF 
T: | | | y sen x dz dy dx 
JO JO JO y į 


si l Ñ IN 6xyz dz dx dy 


9-10 Escriba Se f(x, y) dA como una integral iterada, donde R es 
la región que se muestra y funa función continua arbitraria en R. 


9. 10. 


11. Las coordenadas cilíndricas de un punto son (2/3 , T/3, 2). 
Determine las coordenadas rectangulares y esféricas 
del punto. 


12. Las coordenadas rectangulares de un punto son (2, 2, — 1). 
Determine las coordenadas cilíndricas y esféricas del punto. 


13. Las coordenadas esféricas de un punto son (8, 77/4, 1/6). 
Determine las coordenadas rectangulares y cilíndricas 
del punto. 


14. Identifique las superficies cuyas ecuaciones se dan. 


(a) 0= 1/4 b) $ = 7/4 


15. Escriba la ecuación en coordenadas cilíndricas y en 
coordenadas esféricas. 


(a) 2+y+2= (b)x2+y=4 


16. Trace el sólido que consta de todos los puntos con 
coordenadas esféricas (p, 0, p) tales que 0 = 0 < 7/2, 
0=4=T/6,y0=<p=2co0s o. 


17. Describa la región cuya área está dada por la integral 


r dr d0 


| 1/2 | sen 20 
YO 


18. Describa el sólido cuyo volumen está dado por la integral 


H a 1 p send dp dọ de 


YO YO 


y evalúe la integral. 
19-20 Calcule la integral iterada invirtiendo primero el orden 
de integración. 
ye 


> dx dy 


19. í f cos(y?) dy dx 20. h f E 


21-34 Calcule el valor de la integral múltiple 
21. [Ír ye” dA, donde R = {(x, y) |0 < x =S 2,0 < y < 3) 


22. |Í» xy dA, donde D = {(&x, y) |0 S y S 1, Sx Sy +2) 


23. if 7 y — dA, donde D está acotada por y = Vx, y=0, 
JJ Ea aa e 
D 


x=1 


np 1 
24. | | ES dA, donde D es la región triangular con vértices 
v Xx 


(0, 0), (1, 1) y (0, 1) 


25. Fo y dA, donde D es la región en el primer cuadrante acotada 
por las parábolas x = y? y x= 8 — y? 


26. So y dA, donde D es la región en el primer cuadrante que está 
sobre la hipérbola xy = 1 y la recta y = x y bajo la recta y = 2 


27. ff, œ + y? dA, donde D es la región en el primer 
cuadrante acotada por las rectas y = 0 y y = V3x y 
el círculo 4 + y? = 9 


28. So x dA, donde D es la región en el primer cuadrante que está 
entre los círculos 2 + y? = LyxŻ +y =2 


29. Mie xy dV, donde 
E=((y23|038x3<3,0=<y=<x,0<7<x+ y) 


30. Mir xy dV, donde T es el tetraedro sólido con vértices 
(0, 0, 0), G, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1) 


31. [ffe y?z dV, donde E está acotada por el paraboloide 
x= 1 -— y — 7 y el plano x = 0 


32. Mie z dV, donde E está acotada por los planos y = 0, z = 0, 
x + y = 2 y el cilindro y? + 2? = 1 en el primer octante 


33. 


34. 


Jff: yz dV, donde E está sobre el plano z = 0, bajo el plano 
z = y y dentro del cilindro 1? + y? = 4 


[ffa 2 Vx? + y? + 2? dV, donde H es el hemisferio sólido 
que está sobre el plano xy y tiene centro en el origen y radio 1 


35-40 Determine el volumen del sólido dado. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


Bajo el paraboloide z = x? + 4y? y sobre el rectángulo 
R = [0, 2] x [1, 4] 


Bajo la superficie z = x?y y sobre el triángulo en el plano 
xy con vértices (1, 0), (2, 1) y (4, 0) 


El tetraedro sólido con vértices (0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 2, 0) 
y (2, 2, 0) 


Acotado por el cilindro x? + y? = 4 y los planos z = 0 
yy+z=3 


Una de las cuñas cortadas del cilindro x? + 9y? = a? por los 
planos z =0 y z = mx 


Sobre el paraboloide z = x? + y? y bajo el semicono 
2=vx2 + y? 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


En 46. 


47. 


Considere una lámina que ocupa la región D acotada por la 

parábola x = 1 — y? y los ejes de coordenadas en el primer 

cuadrante con función de densidad p(x, y) = y. 

(a) Determine la masa de la lámina. 

(b) Determine el centro de masa. 

(c) Determine los momentos de inercia y radios de giro en 
torno a los ejes x y y. 


Una lámina ocupa la parte del disco x? + y? < a? que se ubica 

en el primer cuadrante. 

(a) Determine el centroide de la lámina. 

(b) Determine el centro de masa de la lámina si la función de 
densidad es p(x, y) = xy?. 


(a) Determine el centroide de un cono circular recto sólido 
con altura h y radio de base a. (Coloque el cono de tal 
forma que su base esté en el plano xy con centro en el 
origen y su eje a lo largo del eje z positivo.) 

(b) Si el cono tiene función de densidad 
p(x, y, z) = yx? + y?, determine el momento 
de inercia del cono alrededor de su eje (el eje z). 


Encuentre el área de la parte del cono 2? = a? + y?) 
entre los planos z = 1 yz = 2. 


Encuentre el área de la parte de la superficie z = x? + y que 
está sobre el triángulo con vértices (0, 0), (1, 0) y (0, 2). 


Grafique la superficie z = x sen y, —3 S x S 3, -m SyS m 
y encuentre su área con cuatro decimales. 


Use coordenadas polares para evaluar 


[+0 dy de 


48 


En 50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 
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. Use coordenadas esféricas para evaluar 


f po ¡paa y yx? + y? + z? dz dx dy 
J-2 Jo JR ~ , 
. Si Des la región acotada por las curvas y = 1 — x? y 
y = e*, determine el valor aproximado de la integral o y dA. 
(Use un dispositivo de graficación para estimar los puntos de 
intersección de las curvas.) 


Determine el centro de masa del tetraedro sólido con vértices 
(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 3) y función de densidad 
px, y, z) =X +y +72. 


La función de densidad conjunta para las variables aleatorias 
XyYes 


flay) = po + y) 


0 en caso contrario 


si0=<x<3,0<y=<2 


(a) Determine el valor de la constante C. 
(b) Determine P(X < 2, Y < 1). 
(c) Determine P(X + Y = 1). 


Una lámpara tiene tres focos, cada uno de un tipo con período 
de vida promedio de 800 horas. Si se modela la probabilidad de 
falla de un foco mediante una función exponencial de densidad 
con media 800, encuentre la probabilidad de que los tres focos 
fallen en menos de un total de 1000 horas. 


Reescriba la integral 
FE FI fisy 
B | l, ` f(x, y, z) dz dy dx 
como una integral iterada en el orden dx dy dz. 
Dé otras cinco integrales iteradas que sean iguales a 


FG, y, z) dz dx dy 


f p” Py 
JO JO J 


Use la transformación u = x — y, V = x + y para evaluar 
i gay 
¡Ha 
x+y 


donde R es el cuadrado con vértices (0, 2), (1, 1), (2, 2) 
y (1, 3). 


Use la transformación x = u’, y = 0?, z = w? para 
hallar el volumen de la región acotada por la superficie 
Vx + yy + vz =1 y los planos de coordenadas. 


Use la fórmula de cambio de variables y una transformación 
apropiada para evaluar Se xy dA, donde R es el cuadrado con 
vértices (0, 0), (1, 1), (2, 0) y (1, — 1). 


El teorema del valor medio para integrales dobles 
establece que si f es una función continua en una región 
plana D que es de tipo I o tipo II, existe un punto (xo, Yo) 
en D tal que 


i f(x,y) dA = f (xo, yo) A(D) 
D 


Use el teorema de valores extremos (14.7.8) y la propiedad 
15.2.11 de las integrales para comprobar este teorema. (Use 
como guía la comprobación de la versión de una variable en 
la sección 6.5.) 
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59. Suponga que f es continua en un disco que contiene el punto 
(a, b). Sea D, el disco cerrado con centro (a, b) y radio r. 
Use el teorema del valor medio para integrales dobles 
(véase el ejercicio 58) para demostrar que 
1 np 
lím — | | f(x, y) da = f(a, b) 
D; 


r>0 Tr 


rr 1 

60. (a) Evalúe || yr donde n es un entero y D la 
JJ (6 y 
D 


yr 


región acotada por los círculos con centro en el origen 
y radios ryR,0O<r<R. 


(b) ¿Para cuáles valores de n tiene la integral en el inciso (a) 
un límite cuando r —> 0+? 


D 3 nnp i 
(c) Determine | l | a 


TAI am 4V, donde E es la región 
Hya 


acotada por las esferas con centro en el origen y radios r 
yR,O<r<R. 

(d) ¿Para cuáles valores de n tiene la integral en el inciso (c) 
un límite cuando r —> 0+? 


Problemas 
adicionales 


. Si [x] denota el entero mayor en x, evalúe la integral 


Ñ [x + y] dA 
R 


donde R =((x,y)|1=x=3, 2<y<5)}. 


. Evalúe la integral 


pa máx(x? y? e 
l, e Y dy dx 


donde máx(x?, y?) significa el mayor de los números x? y y?. 


. Determine el valor promedio de la función f(x) = E cos(1?) dt en el intervalo [0, 1]. 


. Sia, b y e son vectores constantes, r es el vector de posición xi + yj + zk y E está dada por 


las desigualdades 0 =a:r=«a,0=b:r=B,0=c:r < y, demuestre que 


wi (aBy” 
a: r)(b - rie: r) dV = — ~ 
UE (b - r)(e > r) IET] 
. La integral doble f f 7 - es una integral impropia y podría definirse como el límite 
JO JO — Xy 


de integrales dobles en el rectángulo [0, t] x [0, t£] cuando + — 17. Pero si se desarrolla el 
integrando como una serie geométrica, se puede expresar la integral como la suma de una 
serie infinita. Demuestre que 


œ 


H 1 -dedy -5 L 


Jo Jo 1 — xy irn” 


. Leonhard Euler fue capaz de determinar la suma exacta de la serie en el problema 5. En 


1736 comprobó que 


N 


1 T 
2276 


En este problema se pide comprobar este hecho evaluando la integral doble del 
problema 5. Comience haciendo el cambio de variables 


u=ov u+ov 


Z E 


x= 


Esto da una rotación en torno al origen por el ángulo 7/4. Usted tendrá que trazar la región 
correspondiente en el plano uv. 
[Sugerencia: si al evaluar la integral encuentra cualesquiera de las expresiones 
(1 — sen 0)/cos 0 o (cos 0)/(1 + sen 0), podría usar la identidad cos O = sen((1r/2) — 0) 
y la identidad correspondiente para sen 6.] 


. (a) Demuestre que 


| Ñ i -— dx dy dz = 5 da 


o 1—xy na 


(Nadie ha podido hallar el valor exacto de la suma de esta serie.) 


(b) Demuestre que 


Use esta ecuación para evaluar la integral triple con dos decimales. 
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8. Demuestre que 


pe arctan mx — arctan x 


T 
x = ln 7 
JO x 2 


expresando primero la integral como una integral iterada. 


9. (a) Demuestre que cuando la ecuación de Laplace 


2 2 x3 
ðu i du ou 
T zom 


dx? dy? dz" 


se escribe en coordenadas cilíndricas, se convierte en 


Pu 1 ðu ' 1 uu ' 8u 


t 2 t 2 
dz” 


ar? r dr l r? 90? 


(b) Demuestre que cuando la ecuación de Laplace se escribe en coordenadas esféricas se 
convierte en 


Yu 2 du coto du 1 u A 1 u 


öp pop p p p öp p’ senp a? 


10. (a) Una lámina tiene densidad constante p y adopta la forma de un disco con centro en 
el origen y radio R. Use la ley de la gravitación de Newton (véase la sección 13.4) 
para demostrar que la magnitud de la fuerza de atracción que la lámina ejerce sobre 
un cuerpo con masa m localizado en el punto (0, 0, d) en el eje z positivo es 


1 


1 
F = 2rGmpd| — = ===> 
ina (G mF) 


[Sugerencia: divida el disco como en la figura 15.3.4 y calcule primero el componente 
vertical de la fuerza ejercida por el subrectángulo polar R;.] 


(b) Demuestre que la magnitud de la fuerza de atracción de una lámina con densidad p que 
ocupa un plano entero sobre un objeto con masa m localizado a una distancia d del plano es 


F = 21Gmp 
Note que esta expresión no depende de d. 
11. Si fes continua, demuestre que 


FE ESO at dz dy = 5 | (— PFO at 


n n? 1 
12. Evalúe lím n” Y X 


n>a aja ynni tj 
13. El plano 


=] a> o0 b>0, c>0 


corta el elipsoide sólido 


en dos piezas. Determine el volumen de la pieza menor. 


6 


Las superficies paramétricas, 
las cuales se estudiarán 

en la sección 16.6, son 
frecuentemente usadas por 
programadores para crear 

el sofisticado software que 
se utiliza en el desarrollo 

de filmes animados por 
computadora como la serie 
Shrek. Ese software emplea 
superficies paramétricas 

y de otros tipos para crear 
modelos tridimensionales 
de los personajes y objetos 
en una escena. Color, textura 
e iluminación se producen 
entonces para dar vida 

a la escena. 


Cálculo vectorial 


O 


Ai 
© Everett Collection/Glow Images 


EN ESTE CAPÍTULO SE ESTUDIARÁ el cálculo de campos vectoriales. (Estos son funciones 
que asignan vectores a puntos en el espacio.) En particular, se definirán integrales de línea (que 
pueden usarse para determinar el trabajo realizado por un campo de fuerzas para mover un objeto 
a lo largo de una curva). Después se definirán integrales de superficie (que pueden usarse para 
determinar la razón de flujo de un fluido en una superficie). Las relaciones entre estos nuevos 
tipos de integrales y las integrales simples, dobles y triples que ya se conocen están dadas por las 
versiones de dimensiones superiores del teorema fundamental del cálculo: el teorema de Green, 
el teorema de Stokes y el teorema de la divergencia. 
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16.1 Campos vectoriales 


Los vectores de la figura 1 son vectores de velocidad del aire que indican la velocidad y 
dirección del viento en puntos a 10 m por encima de la elevación superficial en el área 
de la bahía de San Francisco. Basta con echar un vistazo a las flechas más grandes de la 
parte (a) para saber que las mayores velocidades del viento ocurrieron a esa hora, cuando 
los vientos entraron a la bahía por el puente Golden Gate. La parte (b) muestra el patrón 
del viento 12 horas antes. Los dos patrones difieren mucho entre sí. En asociación con 
cada punto en el aire puede imaginar un vector de velocidad del viento. Este es un ejem- 
plo de un campo vectorial de velocidad. 
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(a) 6:00 PM, 1° de marzo de 2010 (b) 6:00 Am, 1° de marzo de 2010 


FIGURA 1 Campos vectoriales de velocidad que muestran patrones de viento de la bahía de San Francisco 


Otros ejemplos de campos vectoriales de velocidad se ilustran en la figura 2: corrien- 
tes marinas y el flujo por un alerón. 


© 2016 Cengage Learning ® 
ONERA photograph, Werle, 1974 


(a) Corrientes marinas frente a las cosas de Nueva Escocia (b) Flujo de aire por un alerón inclinado 
FIGURA 2 Otro tipo de campo vectorial, llamado campo de fuerzas, asocia un vector de fuerza 
Campos vectoriales de velocidad con cada punto en una región. Un ejemplo es el campo de fuerzas gravitacionales que se 


examinará en el ejemplo 4. 


FIGURA 3 


Campo vectorial en R? 


FIGURA 4 


Campo vectorial en R* 


F (0, 3) F (2, 2) 
q_EÍ_ MMM 


FIGURA 5 
F(x, y) =—-yi+xj 
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En general, un campo vectorial es una función cuyo dominio es un conjunto de puntos 
en R? (o R°) y cuyo rango es un conjunto de vectores en V, (o V3). 


(1) Definición Sea D un conjunto en R? (una región plana). Un campo vectorial 
en R? es una función F que asigna a cada punto (x, y) en D un vector bidimensional 
F(, y). 


La mejor manera de representar un campo vectorial es dibujar la flecha que representa 
al vector F(x, y) a partir del punto (x, y). Desde luego que esto es imposible de hacer para 
todos los puntos (x, y), pero se puede obtener una impresión razonable de F al hacerlo 
para algunos puntos representativos en D, como en la figura 3. Puesto que F(x, y) es un 
vector bidimensional, puede escribirse en términos de sus funciones componentes P y 
O como sigue: 


F(x, y) = P, y)i + Qx, y) j = (PGx, y), QC, y)) 
O para abreviar F=Pi+O0j 


Nótese que P y Q son funciones escalares de dos variables, también llamadas campos 
escalares para distinguirlas de los campos vectoriales. 


(2) Definición Sea E un subconjunto de [R*. Un campo vectorial en R? es una 
función F que asigna a cada punto (x, y, z) en E un vector tridimensional F(x, y, z). 


Un campo vectorial F en R? se presenta en la figura 4. Puede expresarse en términos 
de sus funciones componentes P, O y R como 


F(x, y, z) = P(% y, 231 + Q(x, y, z) j + RC, y, z) k 


Al igual que en el caso de las funciones vectoriales en la sección 13.1, se puede definir 
la continuidad de los campos vectoriales y demostrar que F es continuo si y solo si sus 
funciones componentes P, Q y R son continuas. 

A veces se identifica un punto (x, y, z) con su vector de posición x = (x, y, z) y se 
escribe F(x) en lugar de F(x, y, z). Entonces F se convierte en una función que asigna 
un vector F(x) a un vector x. 


EJEMPLO 1 Un campo vectorial en R? es definido por F(x, y) = —y i + xj. Describa F 
trazando algunos de los vectores F(x, y) como en la figura 3. 


SOLUCIÓN Puesto que F(1, 0) = j, dibuje el vector j = (0, 1) a partir del punto (1, 0) 
en la figura 5. Ya que F(0, 1) = —i, dibuje el vector (— 1, 0) a partir del punto (0, 1). 
Continuando de esta manera, calcule varios valores representativos más de F(x, y) 

en la tabla y dibuje los vectores correspondientes para representar el campo 

vectorial en la figura 5. 


(x, y) F(x, y) (x, y) F(x, y) 
(1, 0) (0, 1) (1,0) (0, —1) 
(2,2) (-2, 2) (—2, -2)| (2) 
(3, 0) (0, 3) (=3, 0) (0, —3) 
(0, 1) (=1, 0) (0, —1) (1, 0) 
(-2, 2) (-2, —2) (2, —2) (2, 2) 
(0, 3) (=3, 0) (0,:=3) (3, 0) 
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(140 HERNAN) 
dar SS SSNYA 
"PS SN 
Libere NN 
LAA AAN 
S5 rnan o A? 
A a a 
b C E E d 
A DAS >=2:477/7/ 
NOS Ss >> 7) 
=5 
FIGURA 6 
F(x, y) = (y, x) 
FIGURA 9 
F(x y, z) =zk 


Da la impresión en la figura 5 de que cada flecha es tangente a un círculo con centro 
en el origen. Para confirmar esto, se toma el producto punto del vector de posición 
x = xi + y j con el vector F(x) = F(x, y): 


x- E&x) = (xi+yj)  (Cyi+xj =—xy+yx=0 


Esto demuestra que F(x, y) es perpendicular al vector de posición (x, y}, y por 
tanto tangente a un círculo con centro en el origen y radio |x| = Vx + y?. 
Nótese también que 


|F, y) | = VC + xX = y2 +y? = |x| 


así que la magnitud del vector F(x, y) es igual al radio del círculo. El 


Algunos sistemas algebraicos computacionales son capaces de trazar campos vec- 
toriales en dos o tres dimensiones. Dan una mejor impresión del campo vectorial de la 
que es posible a mano, porque la computadora puede trazar un gran número de vectores 
representativos. La figura 6 muestra un trazo en computadora del campo vectorial del 
ejemplo 1; las figuras 7 y 8 muestran los otros dos campos vectoriales. Adviértase que 
la computadora escala las longitudes de los vectores para que no sean demasiado largos, 
aunque sin dejar de ser proporcionales a sus longitudes verdaderas. 


6 5 
e e m o SS E A O Y 
E i a a A a a Prior PJ] 
E PA Ettel ttti 
AEE 6 Str TEEI 
EE EC A EEE EEE E E i 
E a lin A E E a EA A 
—6 =5 
FIGURA 7 FIGURA 8 


F(x, y) = (y, sen x) F(x, y) = (In(1 + y”), In(1 + x°)) 


EJEMPLO 2 Trace el campo vectorial en R? dado por F(x, y, z) = z k. 


SOLUCIÓN El trazo aparece en la figura 9. Nótese que todos los vectores son verticales 
y apuntan hacia arriba sobre el plano xy, o hacia abajo debajo de él. La magnitud 
aumenta con la distancia del plano xy. 


Se pudo dibujar a mano el campo vectorial del ejemplo 2 gracias a su fórmula parti- 
cularmente simple. La mayoría de los campos vectoriales tridimensionales, sin embargo, 
son prácticamente imposibles de trazar a mano, así que es necesario recurrir a software 


FIGURA 10 
F(x, y,2)=yi+zj+xk 


En Visual 16.1 usted puede 
rotar los campos vectoriales de 
las figuras 10-12, así como otros 
campos adicionales. 


xX 


FIGURA 13 
Campo de velocidad en el flujo de un 
fluido 


SECCIÓN 16.1 Campos vectoriales 1071 


de computación. Se muestran ejemplos en las figuras 10, 11 y 12. Obsérvese que los 
campos vectoriales en las figuras 10 y 11 tienen fórmulas similares, pero todos los vec- 
tores en la figura 11 apuntan en la dirección general del eje y negativo, porque todos sus 
componentes y son —2. Si el campo vectorial en la figura 12 representa un campo de 
velocidad, una partícula sería lanzada hacia arriba y giraría en espiral alrededor del eje z 
en el sentido de las manecillas del reloj al ser vista desde arriba. 


FIGURA 11 FIGURA 12 
F(x, y,2)=yi-2j+xk Fay )=%i-Ej+k 


EJEMPLO 3 Imagine un fluido que fluye constantemente a lo largo de un tubo y sea 
V(x, y, z) el vector velocidad en un punto (x, y, z). Entonces, V asigna un vector a 

cada punto (x, y, z) en cierto dominio £ (el interior del tubo), así que V es un campo 
vectorial en R* llamado campo de velocidad. Un posible campo de velocidad se ilustra 
en la figura 13. La rapidez en cualquier punto dado está indicada por la longitud de la 
flecha. 

Los campos de velocidad también ocurren en otras áreas de la física. Por ejemplo, el 
campo vectorial del ejemplo 1 podría usarse como el campo de velocidad que describe 
la rotación de una rueda en sentido contrario a las manecillas del reloj. Se han visto 
otros ejemplos de campos de velocidad en las figuras 1 y 2. E 


EJEMPLO 4 La ley de la gravitación de Newton sostiene que la magnitud de la fuerza 
gravitacional entre dos objetos con masas m y M es 
mMG 


|F| = A 


donde r es la distancia entre los objetos y G la constante gravitacional. (Este es un 
ejemplo de una ley de cuadrados inversa.) Suponga que el objeto con masa 

M se localiza en el origen en R’. (Por ejemplo, M podría ser la masa de la Tierra 

y el origen estaría en su centro.) Sea x = (x, y, z) el vector de posición del objeto con 
masa m. Entonces, r = | x |, así que 1? = | x |. La fuerza gravitacional ejercida sobre 
este segundo objeto actúa hacia el origen, y el vector unitario en esta dirección es 


X 


|x] 


Por tanto, la fuerza gravitacional que actúa sobre el objeto en x = (x, y, z) es 


[B] F(x) = == 7X 


[Los físicos suelen usar la notación r en vez de x para el vector de posición, así que 
usted podría ver la fórmula 3 escrita en la forma F = —(mMG/r)r.] La función dada 
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FIGURA 14 


Campo de fuerzas gravitacionales 


X 
M 


T 
b’ 
Y 

á 


FIGURA 15 


por la ecuación 3 es un ejemplo de un campo vectorial, llamado campo gravitacional, 
porque asocia un vector [la fuerza F(x)] con cada punto x en el espacio. 

La fórmula 3 es un modo compacto de escribir el campo gravitacional, pero también 
puede escribirse en términos de sus funciones componentes usando los hechos de 


quex =xi+yj+zkyļ|x| = vx? + y? + 2?: 


F( ) =mMGx i4 =mMGy . -mMGz k 
X, Y, 2) = 2 2 3 2 1 2 2 2 2 2 2 2 
dá (+ y? + 2) (1? + y? + 22) J (+ y? ++ 2) 
El campo gravitacional F se representa en la figura 14. E 


EJEMPLO 5 Suponga que una carga eléctrica Q se localiza en el origen. De acuerdo 
con la ley de Coulomb, la fuerza eléctrica F(x) ejercida por esa carga sobre una 
carga q localizada en un punto (x, y, z) con vector de posición x = (x, y, z) es 


(4) F(x) = eq x 


|x]? 


donde e es una constante (que depende de las unidades usadas). Para cargas iguales, 
se tiene qQ > 0 y la fuerza es de repulsión; para cargas desiguales se tiene qQ < 0 y 
la fuerza es de atracción. Nótese la semejanza entre las fórmulas 3 y 4. Ambos campos 
vectoriales son ejemplos de campos de fuerzas. 

En lugar de considerar la fuerza eléctrica F, los físicos suelen considerar la fuerza por 
unidad de carga: 


Entonces, E es un campo vectorial en R? llamado campo eléctrico de Q. m 


E Campos gradientes 


Si f es una función escalar de dos variables, recuerde de la sección 14.6 que su gradiente 
Vf (o grad f) está definido por 


Vf y) =f4x, Yi +6 yj 


Por tanto, Vfes en realidad un campo vectorial en R? llamado campo vectorial gradiente. 
De igual forma, si fes una función escalar de tres variables, su gradiente es un campo 
vectorial en R? dado por 


Vf, y, 2) = fx, y, z) i + f, y, 2) j + fx, y, z) k 


EJEMPLO 6 Determine el campo vectorial gradiente de f(x, y) = x%y — y’. Trace 
el campo vectorial gradiente junto con un mapa de contorno de f. ¿Cómo se 
relacionan entre sí? 


SOLUCIÓN El campo vectorial gradiente está dado por 
of. 


¡+ -—j=2xyi+ (x? — 3y?)j 
Vf(x, y) = — ay 2xyi + (x y”) 


La figura 15 muestra un mapa de contorno de f con el campo vectorial gradiente. 
Observe que los vectores gradientes son perpendiculares a las curvas de nivel, como 


16.1 EJERCICIOS 
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cabría esperar por la sección 14.6. Observe también que los vectores gradientes son 
largos donde las curvas de nivel están muy cerca entre sí y cortos donde las curvas 
están separadas. Esto se debe a que la longitud del vector gradiente es el valor de la 
derivada direccional de f y las curvas de nivel estrechamente espaciadas indican una 
gráfica pronunciada. E 


Un campo vectorial F se llama campo vectorial conservativo si es el gradiente de 
alguna función escalar, es decir, si existe una función f tal que F = Vf. En esta situación, 
fse llama función potencial de F. 

No todos los campos vectoriales son conservativos, pero tales campos surgen con fre- 
cuencia en física. Por ejemplo, el campo gravitacional F en el ejemplo 4 es conservativo, 
porque si se define 


mMG 


xX, y, Z) = 
Fx, y, 2) FAZ 


entonces 
ð ð ð 
Vf(x, y, z) = Fi Í k 
ðx ðy z 
—mMGx -mMGy =mMGz 


k 


2 17 2 2 2 
(x? + y? + 22) (x? + y? + 22) J (x? + y? + z?) 


F(x, y, z) 


En las secciones 16.3 y 16.5 se aprenderá si un campo vectorial dado es conservativo o no. 


1-10 Trace el campo vectorial F dibujando un diagrama como la 13. F(x, y) = (y, y + 2) 
figura 5 o la figura 9. 1a Fe y= lost 
1. F(x, y) = 0.3i — 0.4j 2. F(x,y) =3xi+ yj 1 3 T a 
3. F(x,y) = —żi + (y -xvj CLELITIILS A Vir [= xt po 
a PETIREL PEA Prada A 
4. F(x,y) = yi + (x + y)]j PESE REESE Pr] 
i i CABRA LEI PEP A 
yi+xj NAAA e ENS Se RAR 
5. F(x,y) = == METETE y PARANA 
o A ESE AROS PEE Lldtaoslerrt? 
A aaaea Ed E 
6. F( A A EA EE y Dd ¡MA 
ey TETE EPA A METALES 
-3 -3 
7. F(x, y,z) =i 
mM 3 IV 3 
8. F(x, y, 7) =z 
Ned SEDO = 2 EIITTITUNNNO 
== NANO SS q CAMA ANNO 
9. Ely, z) yA NANA jas NA RAROS 
LAO ed E A a e a 
10. F(x, y, 7) =i + k PRI iia a aa a 
3i E E $ EA 3 ME E sl. aa > 
E E E E O i A A E 
11-14 Asocie los campos vectoriales F con los diagramas poa RO NUNCA Ip s l ; , y 
rotulados I-IV. Dé razones de sus decisiones. hos ` kj la E Ry T ERA URI 
11 =3 =3 


12 


. F(x, y) = (a, —y) 
. E(x, y) = Q, x — y) 
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15-18 Asocie los campos vectoriales F en R? con los diagramas 29-32 Asocie las funciones f con los diagramas de sus campos 
rotulados I-IV. Dé razones de sus decisiones. vectoriales gradientes rotulados I-IV. Dé razones de sus decisiones. 
15. Fx, y,2) =i+2j+3k 29. f(x, y) = 1? + y? 30. f(x, y) = x(x + y) 
16. F(x, y,z =i+2j+zk 31. f(x, y) = (x + y? 32. f(x, y) = sen? + y? 
17. F(x, y, z) =xi+yj+3k 1 A i 4 
18. F(x, y, 2) =xi+yj+Zzk [EA RA AA A A ES 
NN ALS 3 lr 27 
ESA RR - APEERE 
A A Y E e. Al A EOS 
==> MN|/ -eee £ t . O E 
Al ae E SEEN a (e 
ES ERA A ME 
AZE TITUTANY A EEE . 
E TNUNASS CARA - 
poe TIEAN PER REE 
—4 —4 
TI 4 IV 4 
PEENTMCAERR A AO 
A AE 
Oda 2 A A AA 
Bet g A Aa ud de 
E » eak RAE DA A 
kz e ea RNE E iv 
RR DADAS AE A 
FAE LANS A 
CAMA NAS dada a T. 
-4 —4 


33. Una partícula se mueve en un campo de velocidad 
V(x, y) = Q, x + y?). Si está en la posición (2, 1) en el 
momento ź = 3, estime su ubicación en el momento ft = 3.01. 


34. En el momento £ = 1, una partícula se localiza en la posición 


19. Si tiene un sac que trace campos vectoriales (el comando E ] 
ES q P ( (1, 3). Si se mueve en un campo de velocidad 


es fieldplot en Maple y P1otVectorField o 
VectorPlot en Mathematica), úselo para trazar F( y) = (xy — 2, y? — 10) 


F, y) = 0? — 219) i + Gay — 6) j determine su ubicación aproximada en el momento t = 1.05. 


35. Las líneas de flujo (o líneas de corriente) de un campo 
vectorial son las trayectorias seguidas por una partícula cuyo 
campo de velocidad es el campo vectorial dado. Así, los 


Explique la apariencia determinando el conjunto de puntos 
(x, y) tales que F(x, y) = 0. 


En 20. Sea F(x) = (1? — 2r)x, donde x = (x, y) y r = | x |. Use un vectores en un campo vectorial son tangentes a las líneas 
SAC para trazar este campo vectorial en varios dominios de flujo. 
hasta que pueda ver qué sucede. Describa la apariencia del (a) Use un diagrama del campo vectorial F(x, y) = xi — yj 
diagrama y explíquela determinando los puntos donde para dibujar algunas líneas de flujo. ¿Puede deducir de 
F(x) = 0. sus bocetos las ecuaciones de las líneas de flujo? 
21-24 Halle el campo vectorial gradiente de f. (b) Si ecuaciones paramétricas de una línea de flujo son 
x = x(t), y = y(t), explique por qué estas funciones 
21. f(x, y) = tan(3x — 4y) 22. f(s, t) = y2s + 3t satisfacen las ecuaciones diferenciales dx/dt = x 
2 ARE 24: feya ye y dy/dt = —y. Resuelva después las ecuaciones 


diferenciales para determinar una ecuación de la 
línea de flujo que pasa por el punto (1, 1). 


25-26 Halle el campo vectorial gradiente Vf de f y trácelo. 36. (a) Trace el campo vectorial F(x, y) = i + x j y dibuje 
, a después algunas líneas de flujo. ¿Qué forma parecen 
25. f(x, y) = (1 — y 26. f(x, y) = 30° — y?) tener estas líneas de flujo? 


(b) Si ecuaciones paramétricas de las líneas de flujo son 
x = x(t), y = y(t), ¿qué ecuaciones diferenciales 
satisfacen estas funciones? Deduzca que dy/dx = x. 
(c) Si una partícula parte del origen en el campo de velocidad 
27. f(x, y) = ln(1 + 2 + 2y?) 28. f(x, y) = cos x — 2 sen y dado por F, determine una ecuación de la trayectoria que 
sigue. 


En 27-28 Trace el campo vectorial gradiente de f junto con un mapa 
de contorno de f. Explique cómo se relacionan entre sí. 


16.2 Integrales de línea 


r H y#) 
YA Pr; ii 


e 


t 


fP, 
*P, 
"Ps 


P*(x 
a: 
A , 
Ñ 


0 x 
a 
F + e e e e rx + e + e 5 A 
fizi lt; 
FIGURA 1 
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En esta sección se definirá una integral que es similar a una integral simple excepto que 
en vez de integrar en un intervalo [a, b], se integra en una curva C. Tales integrales se 
llaman integrales de línea, aunque “integrales de curva” sería una mejor terminología. 
Fueron inventadas a principios del siglo xIx para resolver problemas que implican el 
flujo de fluidos, fuerzas, electricidad y magnetismo. 

Se comienza con una curva plana C dada por las ecuaciones paramétricas 


(1) x= x(t) 


o, en forma equivalente, por la ecuación vectorial r(t) = x(t) i + y(®) j, y suponga que C 
es una curva suave. [Esto significa que r’ es continua y r'(1) % 0. Véase la sección 13.3.] 
Si divide el intervalo paramétrico [a, b] en n subintervalos [t;-1, t;] de igual ancho y con- 
cede que x; = x(t;) y y; = y(t;), entonces los correspondientes puntos P; (x; y;) dividen C 
en n subarcos con longitudes As, As», ..., As,. (Véase la figura 1.). Elija cualquier punto 
PÉ(xF, y%) en el arco de orden i. (Esto corresponde al punto 1* en [t;-1, t;].) Ahora, si f es 
cualquier función de dos variables cuyo dominio incluye la curva C, evalúe fen el punto 
(x¥, y“), multiplique por la longitud As; del subarco y forme la suma 


y=y astsb 


X f(x, y?) As, 
¡=1 


la cual es similar a una suma de Riemann. Tome entonces el límite de estas sumas y 
represente la definición siguiente por analogía con una integral simple. 


(2) Definición Si f se define en una curva suave C dada por las ecuaciones 1, la 
integral de línea de f a lo largo de C es 
[| fay) ds = lím Y ff, y") As, 


i=1 


si este límite existe. 


En la sección 10.2 se determina que la longitud de C es 


b dx Y dy Y 
L= f tIS ja 
a dt dt 


Un tipo de argumento similar puede usarse para demostrar que si f es una función conti- 
nua, el límite en la definición 2 siempre existe y la fórmula siguiente puede usarse para 
evaluar la integral de línea: 


El [169 as = [100,10 T ( - i + (2) di 


El valor de la integral de línea no depende de la parametrización de la curva, siempre que 
esa curva sea recorrida exactamente una vez conforme f aumenta de a a b. 
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La función longitud de arco se analiza Si s(t) es la longitud de C entre r(a) y r(t), entonces 


en la sección 13.3. 
ds y dx Y? dy Y? 
— == ¡ll + pS, eN 
dt dt dt 


Así, la manera de recordar la fórmula 3 es expresar todo en términos del parámetro t: 
use las ecuaciones paramétricas para expresar x y y en términos de 1 y escriba ds como 


En el caso especial en el que C es el segmento de recta que une (a, 0) con (b, 0), 
usando x como el parámetro, se pueden escribir las ecuaciones paramétricas de C como 
sigue: x = x, y = 0, a S x S b. La fórmula 3 se convierte entonces en 


[109 as = [16,0 ax 


y por tanto la integral de línea en este caso se reduce a una integral simple ordinaria. 

Igual que en el caso de una integral simple ordinaria, se puede interpretar la integral 
de línea de una función positiva como un área. De hecho, si f(x, y) = 0, fe FG, y) ds 
representa el área de un lado de la “cerca” o “cortina” de la figura 2, cuya base es C y 
FIGURA 2 cuya altura arriba del punto (x, y) es f(x, y). 


EJEMPLO 1 Evalúe fc (2 + x?y) ds, donde C es la mitad superior del círculo unitario 


X+y=1. 
yA SOLUCIÓN Para usar la fórmula 3, necesita primero ecuaciones paramétricas que 
Iry =] representen a C. Recuerde que el círculo unitario puede parametrizarse por medio de 


(y=>0) las ecuaciones 


x= cost y= sent 


y la mitad superior del círculo es descrita por el intervalo paramétrico O <= £ < 7. (Véase 
la figura 3.) Por tanto, la fórmula 3 da 


i A T ) d. i d 2 
FIGURA 3 $ (2 + x%y) ds (2 + cos”t sen 1) Ya + (2) dt 


[7 (2 + cos’°t sen t) ysen?t + cos?t dt 


YO 


=y 


7 A sir |” 
[ (2 + cos*t sen t) dt = a =- a | 


G 

X o ne l = 2r + 2 a 

OWN > i 
` Pe, A Suponga ahora que C es una curva suave por partes; es decir, C es una unión de un 
E [> número finito de curvas suaves Ci, Cz, ... , C,, donde, como se ilustra en la figura 4, el 
E, punto inicial de C;+, es el punto terminal de C;. Se define entonces la integral de f a lo 
0 x largo de C como la suma de las integrales de f a lo largo de cada una de las piezas suaves 

de C: 
FIGURA 4 


fræ as = |, fæ as + f fæ dst- + f fœ) ds 


Una curva suave por partes 


(0.01. 


FIGURA 5 
C= Cı U C) 


=y 
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EJEMPLO 2 Evalúe | c 2x ds, donde C consta del arco C; de la parábola y = x? de 
(0, 0) a (1, 1) seguido por el segmento de recta vertical C, de (1, 1) a (1, 2). 


SOLUCIÓN La curva C aparece en la figura 5. C, es la gráfica de una función de x, así 
que es posible elegir x como el parámetro y las ecuaciones de C, se convierten en 


Por tanto 


A dx NX? dy Y? A 
(a (E) + (2) dx = | 2x/1+ 4x7 dx 
J0 dx dx Jo 


lezija 4129), = sys 


f: 2x ds 


4 


En C, se elige y como el parámetro, de modo que las ecuaciones de C, son 


+2 E 


5/5 — 1 
6 


Así [_2xas = | 2xds + | 2x3 ds = 
J YC, YC) 


Toda interpretación física de una integral de línea fe f(x, y) ds depende de la inter- 
pretación física de la función f. Suponga que p(x, y) representa la densidad lineal en 
un punto (x, y) de un alambre delgado en forma de una curva C. Entonces, la masa de 
la parte del alambre de P,_, a P; en la figura 1 es aproximadamente p(xF, y?) As;, y en 
consecuencia la masa total del alambre es aproximadamente È p(x¥, y*) As; Al tomar 
cada vez más puntos en la curva, se obtiene la masa m del alambre como el valor límite 
de estas aproximaciones: 


m= ím Y plaf, y?) As; = 3 p(x, y) ds 
n>% ¡1 YC 


[Por ejemplo, si f(x, y) = 2 + x?y representa la densidad de un alambre en forma de semi- 
círculo, la integral del ejemplo 1 representaría la masa del alambre.] El centro de masa 
del alambre con función de densidad p se localiza en el punto (x, y), donde 


z lp lc 
[4] x= —| xp(x,y) ds y=-—| yp(x, y) ds 
m JC 


m Jc” 


Otras interpretaciones físicas de integrales de línea se analizarán más adelante en este 
mismo capítulo. 


EJEMPLO 3 Un alambre adopta la forma del semicírculo x? + y? = 1, y = 0, y es más 
grueso cerca de su base que cerca de la parte más alta. Encuentre el centro de masa del 
alambre si la densidad lineal en cualquier punto es proporcional a su distancia de la 
recta y = 1. 


SOLUCIÓN Como en el ejemplo 1, se usa la parametrización x = cos t, y = sen t, 
0 <= 1 =< m,y se determina que ds = dt. La densidad lineal es 


px, y) = k(l — y) 
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YA 


centro de 
masa 


=1 


FIGURA 6 


=y 


donde k es una constante, así que la masa del alambre es 


m= l k(l — y) ds = [7 k(1 — sent) dt = k|t + cost], = k(rr — 2) 


De las ecuaciones 4 se tiene 


1 5 
y= | yo, y) ds = f yka — y) ds 


kar = 2). 

1 Pr 1 > 
= .= al (sen + — sen? dt = 7 zl cos t Ls + tsenzi) 
y 

2(7r — 2) 


Por simetría se ve que x = 0, de modo que el centro de masa es 


4 = T 
(o 3) == (0, 0.38) 


Véase la figura 6. a 


Otras dos integrales de línea se obtienen reemplazando As; por Ax; = xXx; — X;-1 
o Ay; = y; — yi-ı en la definición 2. Estas se llaman integrales de línea de f a lo largo 
de C con respecto a x y y: 


n 


(5) A f(x, y dx= lím > f(x¥, yë) Ax, 


n—o i= 


n> 


(6) fef) dy = lím X SaF, y) Ay 


Cuando se desea distinguir la integral de línea original fe f(x, y) ds de las ecuaciones 5 y 6, 
se llama integral de línea con respecto a la longitud de arco. 

Las fórmulas siguientes establecen que las integrales de línea con respecto a x y y 
también pueden evaluarse expresando todo en términos de t: x = x(£), y = y(t), dx = x'(t) dt, 
dy = y'(t) dt 


i f(x, y) dx = lr (x(0), yO) xÐ dt 


[Hay = 40 IDO ar 


Con frecuencia sucede que integrales de línea con respecto a x y y ocurran juntas. 
Cuando pasa esto, se acostumbra abreviar escribiendo 


[PCs y dx + f. Olx, y dy = |, PG y dx + QC, y) dy 


Cuando se establece una integral general, a veces lo más difícil es pensar en una 
representación paramétrica para una curva cuya descripción geométrica está dada. En 
particular, a menudo se debe parametrizar un segmento de recta, así que resulta útil 


C 


Ci 


Es, 3) 


FIGURA 7 
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recordar que una representación vectorial del segmento de recta que parte de r, y termina 
en r, está dada por 


r0O=(d-or+tr,  0<tf<1l 


(Véase la ecuación 12.5.4.) 


EJEMPLO 4 Evalúe fc y? dx + x dy, donde (a) C = C, es el segmento de recta de 
(=5, —3) a (0, 2) y (b) C = C; es el arco de la parábola x = 4 — y? de (—5, —3) 
a (0, 2). (Véase la figura 7.) 


SOLUCIÓN 
(a) Una representación paramétrica para el segmento de recta es 


x=5-5 y =5t-3 O=sf<=1 


(Use la ecuación 8 con ro = (—5, —3) y r; = (0, 2).) Entonces dx = 5 dt, dy = 5 dt, y 
las fórmulas 7 dan 


: y dx + xdy = f (5t — 3)(5 di) + (5t — 5)(5 di) 


=5 l (251? — 251 + 4) dt 


258 25r l 
=5 St St als 5 
3 2 


(b) Puesto que la parábola está dada como una función de y, se toma y como el paráme- 
tro y se escribe C, como 


x=4- y y=y -=3=y=2 
Así dx = —2y dy, y por las fórmulas 7 se tiene 


f y’dx + xdy = E yA-2y) dy + (4 — y) dy 


= |" (=2y° -y + 4) dy 


Nótese que se obtuvieron respuestas diferentes en las partes (a) y (b) del ejemplo 4, 
aunque las dos curvas tienen los mismos puntos extremos. Así, en general, el valor de 
una integral de línea depende no solo de los puntos extremos de la curva, sino también 
de la trayectoria. (Pero véase la sección 16.3 para condiciones en las cuales la integral es 
independiente de la trayectoria.) 

Nótese también que las respuestas en el ejemplo 4 dependen de la dirección u orien- 
tación de la curva. Si — C, denota el segmento de recta de (0, 2) a (-5, —3), usted puede 
verificar, usando la parametrización 


x= —5t y=2-5t 0Os1tf=1 


que | y dx + xdy =? 


1 
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cm 


FIGURA 8 


e 
~y 


En general, una parametrización dada x = x(t), y = y(t), a S t S b, determina una 
orientación de una curva C, y la dirección positiva corresponde a valores crecientes del 
parámetro t. (Véase la figura 8, donde el punto inicial A corresponde al valor paramétrico 
a y el punto terminal B a t = b.) 

Si —C denota la curva que consta de los mismos puntos que C pero con la orientación 
opuesta (del punto inicial B al punto terminal A en la figura 8), entonces se tiene 


| to6ya=-=[ fayd | Fady = -| fay) dy 


Pero si se integra con respecto a la longitud de arco, el valor de la integral de línea no 
cambia cuando se invierte la orientación de la curva: 


| sœ as = | fy) ds 


v 


Esto se debe a que As; siempre es positiva, mientras que Ax; y Ay; cambian de signo 
cuando se invierte la orientación de C. 


El Integrales de línea en el espacio 


Suponga ahora que C es una curva suave en el espacio dada por las ecuaciones paramé- 
tricas 


x= x(t) y=y0) z = z(t) astsb 


o por una ecuación vectorial r(A = (0) i + y(0) j + z(£) k. Si f es una función de tres 
variables que es continua en alguna región que contiene C, se define la integral de línea 
de f a lo largo de C (con respecto a la longitud de arco) en forma similar a la de las 
curvas planas: 

k f(x,y, z)ds = lím 2 f(x¥, y, z*) As, 

= 1 


n> i= 


Se evalúa usando una fórmula semejante a la fórmula 3: 


E fræ ds = ['1600, y(0,200) N (=) + (2) + (zy ar 


Observe que las integrales en las fórmulas tanto 3 como 9 pueden escribirse con la nota- 
ción vectorial más compacta 


Wu) 
| FEO) rO | ae 
Para el caso especial f(x, y, z) = 1 se obtiene 
i Mb 
| ds = | [r(A | dr = L 
YO Ja 


donde L es la longitud de la curva C (véase la fórmula 13.3.3). 


FIGURA 10 
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También pueden definirse integrales de línea a lo largo de C con respecto a x, y y Z. 
Por ejemplo, 


k f(x, y, z) dz = lím © f(x¥, yř, zř) Az, 
y n>% 71 


Pra, yO, 20) z9 at 


Por tanto, como en el caso de las integrales de línea en el plano, se evalúan integrales de 
la forma 


i P(x, y, z) dx + Q(x, y, z) dy + R(x, y, z) dz 


expresando todo (x, y, z, dx, dy, dz) en términos del parámetro t. 


EJEMPLO 5 Evalúe fc y sen z ds, donde C es la hélice circular dada por las ecuaciones 
x = cos t, y = sen t, z = t, 0 S t S 27. (Véase la figura 9.) 


SOLUCIÓN La fórmula 9 da 


27 dx \ dy V dzN? 
| y senz ds = | (sen 1) sen t —| + [|] +|—] dt 
Jc Jo dt dt dt 


= [7 sen'ty/sen?t + cos?t + 1dt= y2 (7 5(1 — cos 21) dt 


J0 


a E 


2 


EJEMPLO 6 Evalúe fc y dx + z dy + x dz, donde C consta del segmento de recta C, de 
(2, 0, 0) a (3, 4, 5), seguido por el segmento de recta vertical C, de (3, 4, 5) a (3, 4, 0). 


SOLUCIÓN La curva C aparece en la figura 10. Usando la ecuación 8, se escribe C, 
como 


r(t) = (1 — £) (2,0, 0) + t (3, 4, 5) = (2 + t, 41, 51) 
o, en forma paramétrica, como 


x=2+t1 y = 41 z=5t 0O=sf=1 


f ydx + zdy + x dz = l (40) dt + (594 dt + (2 + 05 de 


271 
? 
f (10 + 291) dt = 101 + 29 5] = 24.5 


0 


De igual manera, C, puede escribirse en la forma 
r(A = (1 — £ (3, 4, 5) + t (3, 4, 0) = (3, 4,5 — 51) 


o x=3 y=4 z=5-5t 0szż<s1 
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Entonces dx = 0 = dy, de modo que 


o ydx + zdy + xdz = f 3(—5) dt = —15 


Al sumar los valores de estas integrales se obtiene 


| ydx + zdy + xdz = 24.5 — 15 = 9.5 a 


E integrales de línea de campos vectoriales 


Recuerde de la sección 6.4 que el trabajo realizado por una fuerza variable f(x) para 
mover una partícula de a a b a lo largo del eje x es W = p f(x) dx. Luego, en la sección 
12.3 se determinó que el trabajo realizado por una fuerza constante F para moyer un 
objeto de un punto P a otro punto Q en el espacio es W = F - D, donde D = PO es el 
vector de desplazamiento. 

Suponga ahora que F = Pi + Q j + R k es un campo continuo de fuerzas en R?, como 
el campo gravitacional del ejemplo 16.1.4 o el campo de fuerzas eléctricas del ejemplo 
16.1.5. (Un campo de fuerzas en R? podría considerarse un caso especial donde R = O 
y P y Q dependen únicamente de x y y.) Se desea calcular el trabajo realizado por esta 
fuerza para mover una partícula a lo largo de una curva suave C. 

Se divide C en subarcos P;-,P; con longitudes As; dividiendo el intervalo paramétrico 
[a, b] en subintervalos de igual ancho. (Véase la figura 1 para el caso bidimensional o 
la figura 11 para el caso tridimensional.) Elija un punto P*(x*, yF, zF) en el subarco de 
orden i que corresponda al valor paramétrico tř. Si As; es pequeña, entonces cuando 
la partícula se mueve de P;_, a P; a lo largo de la curva, avanza aproximadamente en 
la dirección de T(t¥), el vector tangente unitario en PF. Así, el trabajo realizado por la 
fuerza F para mover la partícula de P,_, a P; es aproximadamente 


F(%A, yi, 2%) + [As, T(t*)] = [FGe*, yi, 2%) - T(*,*)] As, 


y el trabajo total realizado para mover la partícula a lo largo de C es aproximadamente 


FIGURA 11 


(11) Y, [F(<*, yř, 2) - TGF yř, 29] As, 
{=i 


donde T(x, y, z) es el vector tangente unitario en el punto (x, y, z) en C. Intuitivamente, 
se ve que estas aproximaciones deberían mejorar a medida que n aumenta. Por tanto, se 
define el trabajo W realizado por el campo de fuerzas F como el límite de las sumas de 
Riemann en (11), a saber, 


(12) nig | FQ, y, 2) : T(x, y, z) ds = f F-Tds 


La ecuación 12 indica que el trabajo es la integral de línea con respecto a la longitud de 
arco del componente tangencial de la fuerza. 

Si la curva C está dada por la ecuación vectorial r(1) = x(t) i + y(0) j + z(£) k, entonces 
TO =r'(0/ | r'(£) |, así que usando la ecuación 9 se puede reescribir la ecuación 12 en 
la forma 


b , "p 
w= f [reo z0 iroa = i FO) - (0) dt 


La figura 12 muestra el campo de 
fuerzas y la curva del ejemplo 7. 

El trabajo realizado es negativo porque 
el campo impide el movimiento a lo 
largo de la curva. 


YA 
1+ 1 Y pa N Ne 
Ñ > ` $ W a 
O ON 
$ Ss > sá 
> L > 
0 1 xX 
FIGURA 12 


La figura 13 muestra la cúbica 
torcida C del ejemplo 8 y algunos 
vectores típicos que actúan en tres 
puntos en C. 


2 


N 
N 
js 

ot 


FIGURA 13 
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Esta integral suele abreviarse como |c F * dr y ocurre también en otras áreas de la física. 
A continuación se da la definición siguiente para la integral de línea de cualquier campo 
de vectores continuos. 


(13) Definición Sea F un campo de vectores continuos definido en una curva 
suave C dada por una función vectorial r(t), a S t S b. Entonces, la integral de 
línea de F a lo largo de C es 


| F -dr = | FEO) «r (0) dt = [E -Tds 


Cuando use la definición 13, tenga en mente que F(r(1)) es solo una abreviación para 
el campo vectorial F(x(2), y(t), z(£)), así que F(r(2)) se evalúa poniendo simplemente 
x = x(t), y = y(t) y z = z(t) en la expresión para F(x, y, z). Nótese también que se puede 
escribir formalmente dr = r'(t) dt. 


EJEMPLO 7 Halle el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(x, y) = x i — xy] 
para mover una partícula a lo largo del cuarto de círculo r(t) = cos ti + sen t j, 
0O=<t<7m/2. 


SOLUCIÓN Como x = cos t y y = sen f, se tiene 

F(r(1)) = cos*ti — cos £ sen t j 
y r'(1) = —sen ti + costj 
Por tanto, el trabajo realizado es 


Wu 
J 


E säii= [U FEW) -r(t dt = l P (2 cos?t sent) dt 


NOTA Aunque fe F:-d = fe F + T ds y las integrales con respecto a la longitud de 
arco no cambian cuando se invierte la orientación, de todas formas es cierto que 


_FE-ar=-=[_F- dr 


porque el vector tangente unitario T es reemplazado por su negativo cuando C es reem- 
plazada por —C. 


EJEMPLO 8 Evalúe fc F - dr, donde F(x, y, z) = xy i + yz j + zx k y Ces la cúbica 
torcida dada por 


x=t y=P zZ=P 0O=1f=1 


SOLUCIÓN Se tiene 
r() =11+ 2j+éPk 


r(A =i+2tj+3rk 


F(r(ġ) = ti + tj + ttk 
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Así j F- dr N E(r(0) - (0) dt 


r t 
[e + 5tf)dt = — + 
Jo 4 


Por último, advierta la relación entre integrales de línea de campos vectoriales e inte- 
grales de línea de campos escalares. Suponga que el campo vectorial F en R? está dado 
en forma de componentes por la ecuación F = Pi + Qj + R k. Se usa la definición 13 
para calcular su integral de línea a lo largo de C: 


| F-de= [ECO + rO) ar 


v v 


| Pit Qj + RK): Oit + zÀ k) de 


| [PaO I0, DO + OEO, IO, 2 + RED, O, z0) 20] ar 


Pero esta última integral es precisamente la integral de línea en (10). Por tanto, se tiene 


| F-dr= | Pax+Qdy+Rdz donde F = Pi + Qj + Rk 


Por ejemplo, la integral | cy dx + z dy + x dz en el ejemplo 6 podría expresarse como 
fc E - dr donde 


F(x, y, 2) =yi+zj+xk 


16.2 EJERCICIOS 


1-16 Evalúe la integral de línea, donde C es la curva dada. 9. f è x?%y ds, 
C:x=c0sft, y = sent, z=1,0=1=< 711/2 
1. feyds, Cix=8Py=2t,0=1=3 , 
` 10. [cyz ds, 
2. ltd Art po, sr el C es el segmento de recta de (3, 1, 2) a (1, 2, 5) 
11. fexe” ds, 
3. fe xy* ds, C es la mitad derecha del círculo x? + y? = 16 C es el segmento de recta de (0, 0, 0) a (1, 2, 3) 
r y 12. fe xy2? ds, 
4. fe xæ ds, C es el segmento de recta de (2, 0) a (5, 4) C es el segmento de recta de (-1, 5, 0) a (1, 6, 4) 
5. fe y + sen x) dy, 13. fe xye” dy, Cix = t, A a z= i 0=s1=1 
C es el arco de la parábola y = x? de (0, 0) a (m, 77) 14. [ez dx + xdy + y dz, 
ARE A Ey <t< 
dice Cxi=P of gm 00=F=l1 
C es el arco de la curva x = y? de (—1, —1) a (1, 1) 15. fe z dx + xX dy + y dz, 
, C es el segmento de recta de (1, 0, 0) a (4, 1, 2) 
7. [c (x + 2y) dx + x? dy, C consta de segmentos de recta de , 
(0, 0) a (2, 1) y de (2, 1) a (3, 0) 16. |c Q +2) dx + (x + z) dy + (x + y) dz, 
h C consta de segmentos de recta de (0, 0, 0) a (1, O, 1) y de 
8. [cxe dx, (1,0, 1)a (0, 1,2) 


Ces el arco de la curva x = e” de (1, 0) a (e, 1) 


17. Sea F el campo vectorial que se muestra en la figura. 
(a) Si Cı es el segmento de recta vertical de (—3, —3) 
a (-3, 3), determine si fe, F - dr es positiva, negativa 
o cero. 
(b) Si C, es el círculo orientado en sentido contrario a las 
manecillas del reloj, con radio 3 y centro en el origen, 
determine si la F - dr es positiva, negativa o cero. 


18. La figura muestra un campo vectorial F y dos curvas C, y 
C2. ¿Las integrales de línea de F sobre C, y C, son positivas, 
negativas o cero? Explique su respuesta. 


AA 
Pror 
E 
Z 
! 
li 
l 


19-22 Evalúe la integral de línea fe F - dr, donde C está dada por 


la función vectorial r(t). 


19. F(x, y) = xyi — x’ j, 


r() =i+4Pj 0=1<1 
20. F(x, y, z) = (x + y°’)i + xzj + (y + z)k, 
r) =i+4fPj-2t1k, 0=t=2 


21. F(x, y, 7) = senxi + cos yj + xz 
r(A =i-Pj+rtk 0=<t< 

22. F(x, y, z) = (x + y)i + (y — z)j + z’k, 
rA =*i+éj+YPk, 0sż<1 


k, 
1 


23-26 Use una calculadora para evaluar la integral de línea con 
cuatro decimales. 


23. [cF - dr, donde F(x, y) = Vx + y i+(/0jy 
r(t) = sen? ti + sen t cos t j, m/6 < t < 1/3 


mx] 
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24. |c F : dr, donde F(x, y, z) = yze i + zxe j + xyæ k 
y r(t) = sen ti + cos tj + tan tk, 0 < t< 7/4 


25. fe xy arctan z ds, donde C tiene ecuaciones paramétricas 
LEP y=r adi, l=1=2 


26. fe z In(x + y) ds, donde C tiene ecuaciones paramétricas 
x=1+31,y=2+f,2=8f-1=<t<1 


27-28 Use una gráfica del campo vectorial F y la curva C para 
conjeturar si la integral de línea F en C es positiva, negativa 
o cero. Evalúe después la integral de línea. 


27. Fx, y) = (2 y i+ xwj, 
C es el arco del círculo 1? + y? = 4 recorrido en sentido 
contrario a las manecillas del reloj de (2, 0) a (0, —2) 
y e: 
AA 
Ces la parábola y = 1 + x de (— 1,2) a (1, 2) 


28. 


F(x, y) = j, 


29. (a) Evalúe la integral de línea fe F - dr, donde 

F(x, y) = e'i + xy jy C está dada por 
r()=P'i+éj0=1<1. 

Ilustre el inciso (a) usando una calculadora graficadora 

o computadora para graficar C y los vectores del campo 
vectorial correspondientes a 1 = 0, 1/,/2 y 1 (como en la 


figura 13). 


(b) 


30. (a) Evalúe la integral de línea fe F - dr, donde 

F(x, y, z) =xi— zj + yk y C está dada por 

r(A = 2ti+3tj-ťk,-1szżs<l1. 

Ilustre el inciso (a) usando una computadora para graficar 
C y los vectores del campo vectorial correspondientes 


at=ztly +) (como en la figura 13). 


(b) 


31. Determine el valor exacto de |c xy? z ds, donde C es la curva 
con ecuaciones paramétricas x = e™ cos 4t, y = e™ sen 4t, 
z=e"0=<1t=<07. 


32. (a) Halle el trabajo realizado por el campo de fuerzas 
F(x, y) = x° i + xy j sobre una partícula que se mueve 
una vez alrededor del círculo 1? + y? = 4 orientado en 
sentido contrario a las manecillas del reloj. 
(b) Use un sistema algebraico computacional para graficar 
el campo de fuerzas y el círculo en la misma pantalla. 
Use la gráfica para explicar su respuesta al inciso (a). 


33. Un alambre delgado es doblado en forma de un semicírculo 
xX + y? = 4, x > 0. Si la densidad lineal es una constante k, 
halle la masa y centro de masa del alambre. 


34. Un alambre delgado tiene la forma de la parte en el primer 
cuadrante del círculo, con centro en el origen y radio a. Si la 
función de densidad es p(x, y) = kxy, halle la masa y el centro 


de masa del alambre. 


35. (a) Escriba las fórmulas similares a las ecuaciones 4 para el 
centro de masa (x, y, Z) de un alambre delgado en forma 
de una curva en el espacio C si el alambre tiene una 
función de densidad p(x, y, z). 
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36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 
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(b) Halle el centro de masa de un alambre en forma de la 
hélice x = 2 sen t, y = 2 cos t, z =31,0=<=1=<=2r, 
si la densidad es una constante k. 


Halle la masa y centro de masa de un alambre en forma de la 
hélice x = t, y = cos t, z = sent, 0 <S t < 2r si la densidad 
en cualquier punto es igual al cuadrado de la distancia desde 
el origen. 


Si un alambre con densidad lineal p(x, y) se tiende a lo largo 
de una curva plana C, sus momentos de inercia alrededor de 
los ejes x y y se definen como 


L= Í. yp y)ds L= k x°p(x, y) ds 


Halle los momentos de inercia para el alambre del ejemplo 3. 


Si un alambre con densidad lineal p(x, y, z) se tiende a lo 
largo de una curva en el espacio C, sus momentos de inercia 
alrededor de los ejes x, y y z se definen como 


E/= i (y? + 22)p(x, y, z) ds 


ES 
II 


A (x? + 22)p(x, y, z) ds 


L = | @ +32)p(% y, 2) ds 


Halle los momentos de inercia para el alambre del ejercicio 35. 


Encuentre el trabajo realizado por el campo de fuerzas 
F, y) =xi+ (+2)j 

para mover un objeto a lo largo de un arco del cicloide 

r(A) = (t 


Encuentre el trabajo realizado por el campo de fuerzas 
F(x, y) = x? i + ye* j sobre una partícula que se mueve a 
lo largo de la parábola x = y? + 1 de (1, 0) a (2, 1). 


sen f) i + (1 — cos t) j 0=<1=<2T 


Encuentre el trabajo realizado por el campo de fuerzas 
F(x, y z) = x 


sobre una partícula que se mueve a lo largo del segmento de 
recta de (0, 0, 1) a (2, 1, 0). 


y, y- 2z-x) 


La fuerza ejercida por una carga eléctrica en el origen sobre 
una partícula cargada en un punto (x, y, z) con vector de 
posición r = (x, y, z} es F(r) = Kr/| r |, donde K es una 
constante. (Véase el ejemplo 16.1.5.) Encuentre el trabajo 
realizado cuando la partícula se mueve a lo largo de una recta 
de (2, 0, 0) a (2, 1, 5). 


La posición de un objeto con masa m en el momento t es 

r() =afi+béj0=<t<l. 

(a) ¿Cuál es la fuerza que actúa sobre el objeto en el 
momento 1? 

(b) ¿Cuál es el trabajo realizado por la fuerza durante el 
intervalo de tiempo 0 = 1 <S 1? 


Un objeto con masa m se mueve con una función de posición 
r(t) = a sen ti + b cos tj + ctk, 0 < t < 7/2. Encuentre el 
trabajo realizado sobre el objeto durante este período. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


Un hombre que pesa 160 lb sube una lata de pintura de 25 lb 
por una escalera de caracol que rodea un silo con un radio 
de 20 pies. Si el silo es de 90 pies de alto y el hombre hace 
exactamente tres revoluciones completas para llegar a la 
cima, ¿cuánto trabajo realiza contra la gravedad? 


Suponga que hay un agujero en la lata de pintura del ejercicio 
45 y que 9 lb de pintura se derraman constantemente de la lata 
durante el ascenso del hombre. ¿Cuánto trabajo se realiza? 


(a) Demuestre que el valor del trabajo que un campo de 
fuerzas constante hace sobre una partícula que se mueve 
una vez de manera uniforme alrededor del círculo 
xX + y’ = les cero. 

(b) ¿Esto también es cierto para un campo de fuerzas 
F(x) = kx, donde k es una constante y x = (x, y)? 


La base de una cerca circular con radio 10 m está dada por 

x = 10 cos ż¢, y = 10 sen £. La altura de la cerca en la posición 
(x, y) está dada por la función h(x, y) = 4 + 0.01 — y?), 

de manera que la altura varía de 3 m a 5 m. Suponga que 

1 L de pintura cubre 100 m°. Trace la cerca y determine 
cuánta pintura necesitará si pinta ambos lados de la cerca. 


Si C es una curva suave dada por una función vectorial r(t), 
a St <S b y v es un vector constante, demuestre que 


y -dr = y: [r(b) — ría)] 


Si C es una curva suave dada por la función vectorial r(t), 
a S t < b, demuestre que 


 redr= sire) 
JC ii 


? — |r(a) 


d 


Un objeto se mueve a lo largo de la curva C que se muestra 
en la figura, de (1, 2) a (9, 8). Las longitudes de los vectores 
en el campo de fuerzas F son medidas en newtons por las 
escalas en los ejes. Estime el trabajo realizado por F sobre 
el objeto 


YA 
(metros) 


(metros) 


Experimentos demuestran que una corriente constante / 

en un alambre largo produce un campo magnético B que 

es tangente a cualquier círculo que resida en el plano 
perpendicular al alambre y cuyo centro es el eje del alambre 
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(como en la figura). La ley de Ampere relaciona la corriente I 
eléctrica con sus efectos magnéticos y establece que de 


J-B edr = pol 


donde 7 es la corriente neta que pasa por cualquier superfi- 

cie acotada por una curva cerrada C y uy es una constante 
llamada permeabilidad del espacio libre. Tomando C como un 
círculo con radio r, demuestre que la magnitud B = | B | del 
campo magnético a una distancia r del centro del alambre es 


pol 
27r 


B= 


16.3  Elteorema fundamental para integrales de línea 


Recuerde de la sección 5.3 que la parte 2 del teorema fundamental del cálculo puede 
escribirse como 


a [E dx = Fb) — Fla) 


donde F” es continua en [a, b]. También se llama a la ecuación 1 el teorema del cambio 
neto: la integral de una razón de cambio es el cambio neto. 

Si se concibe al vector gradiente Vf de una función f de dos o tres variables como un 
tipo de derivada de f, el teorema siguiente puede considerarse una versión del teorema 
fundamental para integrales de línea. 


[2] Teorema Sea C una curva suave dada por la función vectorial r(t), 
a S t < b. Sea funa función derivable de dos o tres variables cuyo vector 
gradiente Vf es continuo en C. Entonces 


YA p 
| Vf dr = FEW) — fela) 
A(Xı, yı) + Blta a) 
k ye $ NOTA El teorema 2 establece que se puede evaluar la integral de línea de un campo 
y vectorial conservativo (el campo vectorial gradiente de la función potencial f) simple- 
E mente conociendo el valor de f en los puntos extremos de C. De hecho, el teorema 2 


indica que la integral de línea de Vf es el cambio neto en f. Si f es una función de dos 
(a) variables y C es una curva plana con punto inicial A(xı, yı) y punto terminal B(x2, y2), 
como en la figura 1(a), el teorema 2 se convierte en 


j; Vf: dr = f(x2, y2) — f(x, yı) 


Si f es una función de tres variables y C es la curva en el espacio que une al punto 
A(xı, Yı, Z1) con el punto B(x», ya, Z2), como en la figura 1(b), se tiene 


f Vf + dr = f(x, ya, 22) — f(x1, ya, 21) 


(b) 


FIGURA 1 Compruebe el teorema 2 para este caso. 
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COMPROBACIÓN DEL TEOREMA 2 Al usar la definición 16.2.13, se tiene 


[VF dr = | VEED) + rO de 


bl ðf d ) ðf dz 
= par y Ya, 
aNox dt dy dt Oz dt 


Wu d 
= | q FEO) dt (por la regla de la cadena) 


= f(r(b)) — f(r(a)) 
El último paso se sigue del teorema fundamental del cálculo (ecuación 1). E 


Aunque se ha comprobado el teorema 2 para curvas suaves, también es cierto para 
curvas suaves por partes. Esto puede verse subdividiendo C en un número finito de curvas 
suaves y sumando las integrales resultantes. 


EJEMPLO 1 Determine el trabajo realizado por el campo gravitacional 


mMG 


F(x) E 3 
Ixl 


para mover una partícula con masa m del punto (3, 4, 12) al punto (2, 2, 0) a lo largo de 
una curva suave por partes C. (Véase el ejemplo 16.1.4.) 


SOLUCIÓN Por la sección 16.1 se sabe que F es un campo vectorial conservativo y que, 
de hecho, F = Vf, donde 


mMG 


Así, por el teorema 2, el trabajo realizado es 


W= [E -dr = f Vf- dr 
= f(2, 2, 0) — f(3, 4, 12) 


mMG mMG ( 1 1 
= - - - = = = mMG E 
qua? aa IO 242 13 


E Independencia de la trayectoria 


Suponga que C; y C son dos curvas suaves por partes (llamadas trayectorias) que tienen 
el mismo punto inicial A y el mismo punto terminal B. Se sabe por el ejemplo 16.2.4 que, 
en general, |. F + dr 4 |, F - dr. Pero una implicación del teorema 2 es que 


YC, Sar YC, E 


siempre que Vf es continua. En otras palabras, la integral de línea de un campo vectorial 
conservativo solo depende del punto inicial y el punto terminal de una curva. 

En general, si F es un campo vectorial continuo con dominio D, se dice que la inte- 
gral de línea fc F - dr es independiente de la trayectoria si |, F + dr = |, F + dr para 
cualesquiera dos trayectorias C, y C, en D que tengan los mismos puntos iniciales y los 
mismos puntos terminales. Con esta terminología se puede decir que las integrales de 
línea de campos vectoriales conservativos son independientes de la trayectoria. 


FIGURA 2 


Una curva cerrada 


Es 


FIGURA 3 


C 


FIGURA 4 
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Una curva se llama cerrada si su punto terminal coincide con su punto inicial, es 
decir r(b) = r(a). (Véase la figura 2.) Si fe F - dr es independiente de la trayectoria en 
D y C es cualquier trayectoria cerrada en D, se pueden elegir dos puntos cualesquiera A 
y B en C y considerar a C como compuesta por la trayectoria C, de A a B seguida por la 
trayectoria C, de B a A. (Véase la figura 3.) Así pues 


| F-dr=| F-dr+| F-dr=| F-dr-|[ F-dr=0 
YC JC JC: JC C: 


ya que C; y C; tienen los mismos puntos inicial y terminal. 

A la inversa, si es cierto que fe F - dr = 0 siempre que C es una trayectoria cerrada 
en D, se demuestra independencia de la trayectoria como sigue. Tome dos trayectorias 
cualesquiera C, y C, de A a B en D y defina C como la curva que consta de C, seguida 
por — C. Entonces 


0= f E «dr = f F - dr + |F - dr = f F + dr — f F -dr 


y por tanto fe F:dr= fa F - dr. Se ha comprobado así el teorema siguiente. 


(3) Teorema fe F - dr es independiente de la trayectoria en D si y solo si 
fe F + dr = 0 para cada trayectoria cerrada C en D. 


Como se sabe que la integral de línea de todo campo vectorial conservativo F es 
independiente de la trayectoria, de esto se sigue que fe F + dr = 0 para cualquier 
trayectoria cerrada. La interpretación física es que el trabajo realizado por un campo 
de fuerzas conservativo (como el campo gravitacional o eléctrico de la sección 16.1), 
cuando mueve un objeto por una trayectoria cerrada, es de 0. 

El teorema siguiente establece que los únicos campos vectoriales que son indepen- 
dientes de la trayectoria son los conservativos. Esto se enuncia y comprueba para curvas 
planas, pero existe una versión similar para curvas en el espacio. Suponga que D es 
abierta, lo que significa que para cada punto P en D hay un disco con centro P que 
reside enteramente en D. (Así, D no contiene ninguno de sus puntos frontera.) Además, 
suponga que D está conectada: esto significa que dos puntos cualesquiera en D pueden 
ser unidos por una trayectoria que resida en D. 


[4] Teorema Suponga que F es un campo vectorial continuo en una región abierta 
y conectada D. Si |c F - dr es independiente de la trayectoria en D, entonces F es un 
campo vectorial conservativo en D; es decir, existe una función f tal que Vf = F. 


COMPROBACIÓN Sea Aía, b) un punto fijo en D. Se construye la deseada función 
potencial f definiendo 


(x, y) 


fa y = (F -dr 
Jla, b) 
para cualquier punto (x, y) en D. Como fe F - dr es independiente de la trayectoria, no 
importa qué trayectoria C de (a, b) a (x, y) se use para evaluar f(x, y). Dado que D es abierta, 
existe un disco contenido en D con centro (x, y). Elija cualquier punto (xı, y) en el disco con 
xı < x y conceda que C consta de cualquier trayectoria C, de (a, b) a (xı, y) seguida por el 
segmento de recta horizontal C, de (xı, y) a (x, y). (Véase la figura 4.) Entonces 


Ga 


fx, y) = f. F -dr + f F-ar= | AE dr + E F- dr 


(a, b) 


Nótese que la primera de estas integrales no depende de x, así que 


y TERS. d 
x, y) = -dr 
Ox ` y OX IC 
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FIGURA 5 
1 
/ NA | $ 
simple, ni simple, 
no cerrada ni cerrada 
) 
simple, no simple, 
cerrada cerrada 
FIGURA 6 


Tipos de curvas 


región simplemente conectada 


i 
w 


regiones no simplemente conectadas 


FIGURA 7 


Si se escribe F = Pi + O j, entonces 


| F-dr= | Pax+ O dy 


En C,, y es constante, así que dy = 0. Usando £ como el parámetro, donde xı S t S x, se 
tiene 


ð ð ð fx 
165) = oz |, 2 atey | [Py dr = PG, y 


por la parte 1 del teorema fundamental del cálculo (véase la sección 5.3). Un argumento 
similar, usando un segmento de recta vertical (véase la figura 5), demuestra que 


Sre) = E fa Pax + Ody = © f OC, À de= 064,9) 


y JO 
ð ð 
Así r=pisojs Lia db; on 
ðx dy 
lo que indica que F es conservativo. El 


La pregunta persiste: ¿cómo se puede determinar si un campo vectorial F es 
conservativo o no? Suponga que se sabe que F = P i + Q j es conservativo, donde P y 
Q tienen derivadas parciales continuas de primer orden. Entonces hay una función f tal 
que F = Vf, es decir, 

ð ð 
pð g gel 

Ox dy 
Por tanto, por el teorema de Clairaut, 


oP f f 00 
dy dy dx 0X dy ðx 


[5] Teorema Si F(x, y) = P(x, y) i + Q(x, y) j es un campo vectorial conservativo, 
donde P y Q tienen derivadas parciales continuas de primer orden en un dominio 
D, entonces a todo lo largo de D se tiene 


ðP Q 
dy ÓX 


La contraparte del teorema 5 es cierta solo para un tipo especial de región. Para expli- 
car esto, se necesita primero el concepto de curva simple, que es una curva que no 
interseca consigo misma entre sus puntos extremos. [Véase la figura 6; r(a) = r(b) para 
una curva cerrada simple, pero r(t) 4 r(t,) cuando a < ti < t, < b.] 

En el teorema 4 se necesita una región conectada abierta. Para el teorema siguiente se 
necesita una condición más enfática. Una región simplemente conectada en el plano 
es una región conectada D tal que cada curva cerrada simple en D encierre solo pun- 
tos que están en D. Adviértase en la figura 7 que, en términos intuitivos, una región 
simplemente conectada no contiene ningún agujero y no puede constar de dos piezas 
separadas. 

En términos de regiones simplemente conectadas, ahora se puede enunciar una recí- 
proca parcial del teorema 5 que dé un método conveniente para verificar que un campo 
vectorial en R? es conservativo. La comprobación se esbozará en la sección siguiente 
como consecuencia del teorema de Green. 


PT a TE APY 
EE e i 
EEEa 
«war .y ` Vo? 
PAR A E 
ES AO E r a 
UEFE LE lo] 0 
pros e E 
"IS E aaar A 
BERD ALA 
kia Galena 
Liya Ss > > a a A A; 
—10 
FIGURA 8 


Las figuras 8 y 9 muestran los 

campos vectoriales de los ejemplos 

2 y 3, respectivamente. Todos los 
vectores de la figura 8 que parten de 

la curva cerrada C parecen apuntar 
aproximadamente en la misma 
dirección que C. Así, parece como 

si [c F + dr > 0, y por tanto F no es 
conservativo. El cálculo en el ejemplo 2 
confirma esta impresión. Algunos de los 
vectores cerca de las curvas C, y C, en 
la figura 9 apuntan aproximadamente 
en la misma dirección que las curvas, 
mientras que otros apuntan en la 
dirección opuesta. Así, parece verosímil 
que las integrales de línea alrededor de 
todas las trayectorias cerradas sean 

de 0. El ejemplo 3 muestra que F es, 

en efecto, conservativo. 


2 
ZAS VA VOS 
Ara IAN 
E 
2 NA a 
A lose 
Ta % V X A l i a 
DEDO 
-2 
FIGURA 9 
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[6] Teorema Sea F = Pi + Q jun campo vectorial en una región abierta 
simplemente conectada D. Suponga que P y Q tienen derivadas parciales 
continuas de primer orden y que 


aP _ o0 


a todo lo largo de D 
dy Ox 


Entonces F es conservativo. 


EJEMPLO 2 Determine si el campo vectorial 


Fx y =G«-yi+(G-2)j 
es conservativo o no. 


SOLUCIÓN Sea P(x, y) = x — y y Q(x, y) = x — 2. Entonces 


ôP 90 _, 
0y Ox 
Como 0P/0y 4 90/0x, F no es conservativo por el teorema 5. H 


EJEMPLO 3 Determine si el campo vectorial 
FG, y) = G + 2x1) 1 + (4 — 3y) j 


es conservativo o no. 


SOLUCIÓN Sea P(x, y) = 3 + 2xy y Q(x, y) = 1? — 3y?, Entonces 


ðP ðQ 
— = 2x = ==, 
0y ðx 


Asimismo, el dominio de F es el plano entero (D = R?), el cual es abierto y simple- 
mente conectado. En consecuencia, se puede aplicar el teorema 6 y concluir que F 
es conservativo. E 


En el ejemplo 3, el teorema 6 indicó que F es conservativo, pero no cómo determinar 
la función (potencial) f tal que F = Vf. La comprobación del teorema 4 da una pista de 
cómo determinar f. Use la “integración parcial”, como en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 4 
(a) Si E(x, y) = (3 + 2xy)i + œ — 3y?) j, halle una función f tal que F = Vf. 
(b) Evalúe la integral de línea l] cF - dr, donde C es la curva dada por 


r(t) = e' sen ti + æ costj Ostsr 
SOLUCIÓN 


(a) Por el ejemplo 3 se sabe que F es conservativo, y por tanto existe una función f con 
Vf = F, es decir, 


fx, y) = 3 + 2xy 


Jr, y) == 3y 
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Al integrar (7) con respecto a x, se obtiene 
[9] fœ, y) = 3x + Py + 90) 


Nótese que la constante de integración es una constante con respecto a x, es decir una 
función de y, que se ha llamado g(y). Ahora se diferencian ambos miembros de (9) con 
respecto a y: 


Ly =*+g0) 


Al comparar (8) y (10) se ve que 
g 0) = —3y 
Integrando con respecto a y, se tiene 
g0) = HE 
donde K es una constante. Al poner esto en (9) se tiene 
fa, y) = 3x + xy y +K 
como la función potencial deseada. 


(b) Para usar el teorema 2, todo lo que se debe saber son los puntos inicial y terminal 
de C, es decir r(0) = (0, 1) y r(7r) = (0, —e”). En la expresión para f(x, y) en la parte 
(a), cualquier valor de la constante K servirá, así que se elige K = 0. Entonces se tiene 


E - dr = j Yf- dr =f(0,-e") — f(0, 1) = e” — (-1) = e” +1 
Este método es mucho más corto que el método directo para evaluar integrales de línea 
que se aprendió en la sección 16.2. E 


Un criterio para determinar si un campo vectorial F en R? es conservativo o no se 
dará en la sección 16.5. Mientras tanto, el ejemplo siguiente muestra que la técnica para 
determinar la función potencial es casi la misma que para campos vectoriales en R?. 


EJEMPLO 5 Si F(x, y, z) = y? i + (2xy + e”) j + 3ye* k, determine una función f tal 
que Vf = F. 


SOLUCIÓN Si esa función f existe, entonces 


(11) Fix, y, z) = y 
Ea fx, y, Z) = 2xy + e” 
(13) Fx, y, z) = 3ye” 


Al integrar (11) con respecto a x, se obtiene 
Fx, y, z) = xy? + 90,2) 


donde g(y, z) es una constante con respecto a x. Entonces, derivando (14) con respecto 
a y se tiene 


fx, y, 2) = 2xy + gQ, 2) 
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y la comparación con (12) da 
DO, 2) = ye” 
Así g(y, z) = ye* + h(z) y se reescribe (14) como 


fŒ, y, 2) = xy? + ye”+ h(2) 


Por último, al derivar con respecto a z y comparar con (13) se obtiene h'(z) = 0, y por 
tanto h(z) = K, una constante. La función deseada es 


fœ, y, z) = xy? + ye + K 
Es fácil verificar que Vf = F. a 


El Conservación de energía 


Aplique las ideas de este capítulo a un campo de fuerzas continuo F que mueve un objeto 
a lo largo de una trayectoria C dada por r(t), a S t S b, donde r(a) = A es el punto 
inicial y r(b) = B el punto terminal de C. De acuerdo con la segunda ley del movimiento 
de Newton (véase la sección 13.4), la fuerza F(r(t)) en un punto en C se relaciona con la 
aceleración a(t) = r” (f) por la ecuación 


FEA) = mr” (À 


Así, el trabajo realizado por la fuerza sobre el objeto es 


ds [E ~ j E(r(9) rd) dt = f mx"(t) - r'(t) dt 


m d 

= | en [ro - r(0] de (teorema 13.2.3, fórmula 4) 
Mid Moa]? 

= LA |r Par = z [ r'(t) a| (teorema fundamental del cálculo) 


m > ig 
= —(Ir6)? — lra P) 
Por consiguiente 
[15] W = m | v(b) P — 3m | v(a) Y 


donde v = r' es la velocidad. 

La cantidad im | v(® P, es decir la mitad de la masa multiplicada por el cuadrado de 
la rapidez, se llama energía cinética del objeto. En consecuencia, se puede reescribir la 
ecuación 15 como 


W = K(B) — K(A) 


lo que indica que el trabajo realizado por el campo de fuerzas a lo largo de C es igual al 
cambio en energía cinética en los puntos extremos de C. 

Suponga ahora, además, que F es un campo de fuerzas conservativo; es decir, que se 
puede escribir F = Vf. En física, la energía potencial de un objeto en el punto (x, y, z) 
se define como P(x, y, z) = —f(x, y, z), así que se tiene F = —VP. Entonces, por el 
teorema 2 se tiene 


ia JeF pe Al VP - dr = —[P(r(b)) — P(r(a))] = P(A) — P(B) 
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Al comparar esta ecuación con la ecuación 16, se ve que 


P(A) + K(A) = P(B) + K(B) 


lo que indica que si un objeto se mueve de un punto A a otro punto B bajo la influencia de 
un campo de fuerzas conservativo, la suma de su energía potencial y su energía cinética 
permanece constante. Esto se llama ley de conservación de la energía y es la razón de 
que al campo vectorial se le llame conservativo. 


16.3 EJERCICIOS 


1. La figura muestra una curva C y un mapa de contorno de una 


función f cuyo gradiente es continuo. Determine fe Vf- dr. 


Sy 


2. Se da una tabla de valores de una función f con gradiente 
continuo. Determine |c Vf + dr, donde C tiene ecuaciones 
paramétricas 


x=f+1 y=P+t 0Ost=1 


A y 0 1 2 
0 1 6 4 
1 3 3 7 
2 8 2 9 


3-10 Determine si F es un campo vectorial conservativo o no. Si 


lo es, halle una función f tal que F = Vf. 
3. F(x, y) = (xy + y?) i + (x? + 2xy)j 


4. F(x, y) = (y? — 2x) i + 2xyj 
5. F(x, y) = ye” i + (1 +xye"” j 


6. F(x, y) = ye*i + (e* + e”)j 


7. F(x, y) = (ye” + sen y) i + (e* + xcos y) j 


8. F(x, y) = (3x? — 2y9) i + (4xy + 3)j 


9. F(x, y) = (y? cos x + cos y) i + (2y sen x — x sen y) j 


10. F(x, y) = (In y + y/x)i + (Inx + x/y)j 


11. La figura muestra el campo vectorial F(x, y) = (2xy, 1?) y tres 
curvas que parten de (1, 2) y terminan en (3, 2). 
(a) Explique por qué fe F - dr tiene el mismo valor para las 
tres curvas. 
(b) ¿Cuál es ese valor común? 


YA 

Ss E A A LO GR 
3T Z > sr A OA A 
E A AXH2 
21 - KIAJ] 
I E 
eN a a A 
1 O O 
E O IA E i 
E Pey f 

0 1 gJ ES 


12-18 (a) Determine una función f tal que F = Vf y (b) use el 
inciso (a) para evaluar fe F - dr a lo largo de la curva C dada. 


12. F(x, y) = (3 + 2xy) i + 22y j, 
C es el arco de la hipérbola y = 1/x de (1, 1) a (4, ri) 


13. Fx, y) = Xy i + Y j, 
C: r(t = (C — 21, +21),0=1=<1 


14. Fx, y) = xX i+ y’ j, 
C es el arco de la parábola y = 2x? de (—1, 2) a (2, 8) 


15. F(x, y, z) = yzi + xz j + (xy + 2z) k, 
C es el segmento de recta de (1, 0, —2) a (4, 6, 3) 
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16. F(x, y, z) = (yz + 2x22)i + 2xy2j + (x 
Ç: x= vt, y=t+1,z=ť, 0O=<tf<1 


17. F(x, y, 2) = yze *i+ ej + xye*k, 
C: r(t) = (£ + 1)i+ (£ — 1)j + (£ — 2f)k, 


0O=1=2 


18. F(x, y, z) = seny i + (xcos y + cos z)j — ysenzk, 
C: r(t) = senti +1j+21k, 0=<t< 7/2 


19-20 Demuestre que la integral de línea es independiente de la 
trayectoria y evalúe la integral. 


19. fc tan y dí + x sec? dy, 
C es cualquier trayectoria de (1, 0) a (2, 7/4) 


20. |. (1 — ye) dx + e™ dy, 
C es cualquier trayectoria de (0, 1) a (1, 2) 


21. Suponga que se le pide determinar la curva que requiere el 
menor esfuerzo para que un campo de fuerzas F mueva una 
partícula de un punto a otro. Usted decide verificar primero si 
F es conservativo, y resulta que sí lo es. ¿Cómo respondería a 
esa petición? 


22. Suponga que un experimento determina que la cantidad de 
trabajo requerido para que un campo de fuerzas F mueva una 
partícula del punto (1, 2) al punto (5, —3) a lo largo de una 
curva C; es 1.2 J, y que el trabajo realizado por F para mover 
la partícula a lo largo de otra curva C, entre los mismos dos 
puntos es 1.4 J. ¿Qué puede decir de F? ¿Por qué? 


23-24 Halle el trabajo realizado por el campo de fuerzas F para 
mover un objeto de P a Q. 


23. F(x,y) =3%i+y*j, P(1, 0), 0(2, 2) 


24. F(x, y) = (2x + y)i+ xj; P(1, 1), Q(4, 3) 


25-26 ¿El campo vectorial que se muestra en la figura es 
conservativo? Explique su respuesta. 


25. fi 26. SA 


| LLL eem a a 
| p |e enn ==> 7j ttà 
NO -ns lo -- AA 
A XA do e a SN ala NON 
A a x as 


EN 27. Si F(x, y) = sen yi + (1 + x cos y) j, use un diagrama para 


conjeturar si F es conservativo. Determine después si su 
conjetura es correcta. 


28. Sea F = Vf, donde f(x, y) = sen(x — 2y). Halle curvas C, y 
C, que no sean cerradas y que satisfagan la ecuación. 


(a) E F-dr=0 (b) fF -dr=1 


29. Demuestre que si el campo vectorial F = Pi + Qj + Rk es 
conservativo y P, Q, R tienen derivadas parciales continuas de 
primer orden, entonces 


ðP ðQ ðP _ ƏR Q ƏR 
dy Ox 0z Ox 0z dy 


30. Use el ejercicio 29 para demostrar que la integral de línea 
fe y dx + x dy + xyz dz no es independiente de la trayectoria. 


31-34 Determine si el conjunto dado es o no (a) abierto, (b) 
conectado y (c) simplemente conectado. 


31. [(x, y) | y <x? 32. [(x, y) | x+y #1} 
33. {(x, y) |x>0,y>0,x+y<1I) 
34. {(x, y) | x? +y? > 1} 


=yi + xj 


35. Sea F (x, y) = —Ñ 2 
ea F (xy) == 


(a) Demuestre que 9P/0y = 00/0x. 

(b) Demuestre que fe F - dr no es independiente de la 
trayectoria. [Sugerencia: calcule | ¿, F - dr y fc, F - dr, 
donde C; y C, son las mitades superior e inferior del 
círculo 1? + y? = 1 de (1, 0) a (—1, 0).] ¿Esto contradice 
el teorema 6? 


36. (a) Suponga que F es un campo de fuerzas cuadrado inverso, 
es decir, 


F(r) = TR 
[ri 


para alguna constante c, donde r = xi + yj + zk. 

Determine el trabajo realizado por F para mover un 

objeto de un punto P; a lo largo de una trayectoria a 

un punto P, en términos de las distancias d, y d} desde 

estos puntos al origen. 

Un ejemplo de un campo cuadrado inverso es el campo 

gravitacional F = —(mMG)r/| r [?, explicado en el ejemplo 

16.1.4. Use el inciso (a) para hallar el trabajo realizado 

por el campo gravitacional cuando la Tierra se mueve del 

afelio (en una distancia máxima de 1.52 X 10% km desde 

el sol) al perihelio (en una distancia mínima de 

1.47 X 10% km). (Use los valores m = 5.97 X 10% kg, 

M = 1.99 X 10% kg y G = 6.67 X 107"! N - m?/kg?.) 

(c) Otro ejemplo de un campo cuadrado inverso es el campo 
de fuerzas eléctricas F = eqQr/| r |’, explicado en el 
ejemplo 16.1.5. Suponga que un electrón con una carga 
de —1.6 X 107” C se localiza en el origen. Una unidad de 
carga positiva está posicionada a una distancia de 107 m 
del electrón y se mueve a una posición a la mitad de esa 
distancia del electrón. Use el inciso (a) para determinar el 
trabajo realizado por el campo de fuerzas eléctricas. (Use 
el valor e = 8.985 X 10°.) 


(b 


= 
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16.4 Teorema de Green 


FIGURA 1 


FIGURA 2 


Recuerde que el miembro izquierdo de 
esta ecuación es otra manera de escribir 
cF : dr, donde F = Pi + Qj. 


El teorema de Green da la relación entre una integral de línea alrededor de una curva 
cerrada simple C y una integral doble en la región plana D acotada por C. (Véase la 
figura 1. Suponga que D consta de todos los puntos dentro de C, así como de todos 
los puntos en C.) Al enunciar el teorema de Green se usa la convención de que la 
orientación positiva de una curva cerrada simple C se refiere a un recorrido simple 
en sentido contrario a las manecillas del reloj de C. Así, si C está dada por la función 
vectorial r(£), a S t S b, entonces la región D siempre está a la izquierda cuando el punto 
r(t) viaja a lo largo de C. (Véase la figura 2.) 


yA YA 


(a) Orientación positiva (b) Orientación negativa 


Teorema de Green Sea C una curva cerrada simple con orientación positiva 
y suave por partes en el plano y sea D la región acotada por C. Si P y Q tienen 
derivadas parciales continuas en una región abierta que contiene D, entonces 


[ pax + oas = || A 
JC S ÓX dy 
D 


NOTA La notación 


$ P dx +0dy o $ Pax + Ody 


se utiliza a veces para indicar que la integral de línea se calcula usando la orientación 
positiva de la curva cerrada C. Otra notación para la curva frontera con orientación positiva 
de D es 0D, así que la ecuación en el teorema de Green puede escribirse como 


(J Mo 2 da | Pdx + O dy 


0y JoD 


El teorema de Green debería considerarse la contraparte del teorema fundamental del 
cálculo para las integrales dobles. Compare la ecuación 1 con el enunciado del teorema 
fundamental del cálculo, parte 2, en la ecuación siguiente: 


f F(x) dx = F(b) — F(a) 


Ya 


En ambos casos hay una integral que implica derivadas (F', 9Q/dx y ðP/ðy) en el 
miembro izquierdo de la ecuación. Y en ambos casos el miembro derecho implica los 
valores de las funciones originales (F, Q y P) solo en la frontera del dominio. (En el 
caso unidimensional, el dominio es un intervalo [a, b] cuya frontera consta de solo dos 
puntos, a y b.) 


George Green 


El teorema de Green debe su nombre 

al científico autodidacta inglés George 
Green (1793-1841). Green trabajó de 
tiempo completo en la panadería de su 
padre desde los nueve años y aprendió 
matemáticas por sí solo usando libros de 
bibliotecas. En 1828 publicó privada- 
mente An Essay on the Application of 
Mathematical Analysis to the Theories of 
Electricity and Magnetism, pero solo se 
imprimieron 100 ejemplares, la mayoría 
de los cuales fueron para sus amigos. 
Este folleto contenía un teorema 
equivalente al que ahora se conoce 
como teorema de Green, pero no fue 
ampliamente conocido en esa época. 
Finalmente, a los 40 años, Green ingresó 
a la Universidad de Cambridge como 
estudiante, pero murió cuatro años 
después de graduarse. En 1846 William 
Thomson (Lord Kelvin) halló una copia 
del ensayo de Green, comprendió su 
importancia y lo hizo reimprimir. Green 
fue el primero en tratar de formular una 
teoría matemática de la electricidad y el 
magnetismo. Su trabajo fue la base para 
las subsecuentes teorías electromag- 
néticas de Thomson, Stokes, Rayleigh y 
Maxwell. 


YA y =ga(x) 

A 
z G 
Ca f D ) C, 
7 c 
y=gi(x) 
0 á b i 
FIGURA 3 
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El teorema de Green no es fácil de comprobar en general, pero se puede dar una com- 
probación para el caso especial en el que la región es tanto tipo I como tipo II (véase la 
sección 15.2). Llámese a esas regiones como regiones simples. 


COMPROBACIÓN DEL TEOREMA DE GREEN PARA EL CASO EN EL QUE D ES UNA REGIÓN 
SIMPLE Nótese que el teorema de Green se comprueba si se puede demostrar que 


>r ðP 
A [| Par = SF es 
y 
n nn oQ 
a [eLo 


Compruebe la ecuación 2 expresando D como una región tipo I: 
D=((x,y) | a=x<b, gx) 5 y = glo) 


donde g: y g2 son funciones continuas. Esto permite calcular la integral doble en el miem- 
bro derecho de la ecuación 2 como sigue: 


ro ðP h o OP b 
D Ia ka gy EDE = [PE 9:00) = P ga) de 
D A gx y ya 


donde el último paso se sigue del teorema fundamental del cálculo. 

Ahora se calcula el miembro izquierdo de la ecuación 2 descomponiendo C como la 
unión de las cuatro curvas Cy, C2, C3 y C4 que se muestran en la figura 3. En C, se toma 
x como el parámetro y se escriben las ecuaciones paramétricas como x = x, y = gi(x), 
a = x < b. Así 


P i 
k P(x, y) dx = | P(x, gi(x)) dx 
Obsérvese que C; va de derecha a izquierda, pero — C; va de izquierda a derecha, así que 


se pueden escribir las ecuaciones paramétricas de — C3 como x = x, y = g(x), a Sx Sb. 
Por tanto 


| P(x, y) dx = SE, P(x, y) dx = =f" P(x, ga(x)) dx 


JO 


En C, o C; (cualquiera de las cuales podría reducirse a un solo punto), x es constante, así 
que dx = 0 y 


[ra na=0=f, Pao) 


De ahí que 


| Pay) dx= f Py dx + |, POr y dx + | P(x,y) dx + |, PC, y) dx 


JC 


|? Pæ gto) dx = |’ PC, g9) dx 
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xy 


(0, 0) | 


FIGURA 4 


En vez de usar coordenadas polares, se 
podría simplemente usar el hecho de 
que D es un disco de radio 3 y escribir 


fa dA=4-11(3? = 367 
D 


Al comparar esta expresión con la de la ecuación 4 se ve que 


l P(x, y) dx = -J| = dA 


La ecuación 3 puede comprobarse de la misma manera, expresando D como una región 
tipo II (véase el ejercicio 30). Luego, añadiendo las ecuaciones 2 y 3, se obtiene el 
teorema de Green. E 


EJEMPLO 1 Evalúe |. x* dx + xy dy, donde C es la curva triangular que consta de los 
segmentos de recta de (0, 0) a (1, 0), de (1, 0) a (0, 1) y de (0, 1) a (0, 0). 


SOLUCIÓN Aunque la integral de línea dada podría evaluarse, como de costumbre, 

por los métodos de la sección 16.2, eso implicaría establecer tres integrales aparte a lo 
largo de los tres lados del triángulo, así que use en cambio el teorema de Green. Nótese 
que la región D encerrada por C es simple y que C tiene orientación positiva (véase la 
figura 4). Si se concede que P(x, y) = xt y Q(x, y) = xy, se tiene 


de %) oP n Pix 
x* dx + xy dy Mi Q A Jas = 1 (y — 0) dy dx 
Je Jo Jo 
D 


0x 0y 


EJEMPLO 2 Evalúe fe (By — e*%) dx + (7x + yyi + 1) dy, donde C es el círculo 
*+y=0, 


SOLUCIÓN La región D acotada por C es el disco x? + y? < 9, así que cambie a 
coordenadas polares después de aplicar el teorema de Green: 


f (3y — e) dx + (7x + yy? + 1) dy 
0 ð E 
O 
x y 
D 


Jo Jo 20 sl 


En los ejemplos 1 y 2 se determina que la integral doble era más fácil de evaluar que la 
integral de línea. (¡Intente establecer la integral de línea del ejemplo 2 y se convencerá!) 
Pero a veces es más fácil evaluar la integral de línea, y el teorema de Green se usa en 
la dirección inversa. Por ejemplo, si se sabe que P(x, y) = O(x, y) = 0 en la curva C, el 
teorema de Green da 


aQ JP . 

E dA = | Pdx+Qdy=0 
Ox dy Jc 

D 


sin importar qué valores adopten P y Q en la región D. 
Otra aplicación de la dirección inversa del teorema de Green es al calcular áreas. 
Como el área de D es | |p 1 dA, se desea elegir P y Q de tal manera que 


SECCIÓN 16.4 Teorema de Green 1099 
Hay varias posibilidades: 
P(x,y) = 0 P(x, y) = -y P(x,y) = —3y 
O(x y) =x Q(x,y) =0 Q(x, y) = 3x 


El teorema de Green da entonces las fórmulas siguientes para el área de D: 


o UN af 5 

[5] A=4 xd) $ yd =34 xd) y dx 

EJEMPLO 3 Determine el área encerrada por la elipse = + A = ll: 
a? 2 


SOLUCIÓN La elipse tiene ecuaciones paramétricas x = a cos t y y = b sen t, 
donde O = 1 = 27r. Al usar la tercera fórmula de la ecuación 5, se tiene 


A= a dy — ydx 


= 1 [ta cos f(b cos t) dt — (b sen t(—a sen t) dt 


2 Jo A 


La fórmula 5 puede usarse para explicar cómo funcionan los planímetros. Un planí- 
metro es un instrumento mecánico que sirve para medir el área de una región trazando su 
curva frontera. Estos dispositivos son útiles en todas las ciencias: en biología para medir 
el área de hojas o alas, en medicina para medir el tamaño de secciones transversales de 
Pivote órganos o tumores, en ingeniería forestal para estimar el tamaño de regiones arboladas 
a partir de fotografías. 

La figura 5 muestra la operación de un planímetro polar: el polo está fijo y cuando 
el trazador se mueve a lo largo de la curva frontera de la región, la rueda se desliza en 
parte y gira en parte en posición perpendicular al brazo del trazador. El planímetro mide 
la distancia en que la rueda gira, la cual es proporcional al área de la región encerrada. 
La explicación como consecuencia de la fórmula 5 puede encontrarse en los artículos 
siguientes: 


Brazo del polo 


Brazo del trazador 


e R. W. Gatterman, “The planimeter as an example of Green's Theorem”, Amer. 
Math. Monthly, vol. 88 (1981), pp. 701-704. 


FIGURA 5 e Tanya Leise, “As the planimeter wheel turns”, College Math. Journal, vol. 38 
Un planímetro polar de Keuffel y Esser (2007), pp. 24-31. 


Trazador 


E Versiones ampliadas del teorema de Green 


Aunque se ha demostrado el teorema de Green solo para el caso en el que D es simple, 
ahora puede ampliarse al caso en el que D es una unión finita de regiones simples. Por 
ejemplo, si D es la región que aparece en la figura 6, se puede escribir D = D, U D,, 
donde D, y D, son ambas simples. La frontera de D, es C, U C; y la frontera de D, es 


Cı E C U (—C;), así que, aplicando el teorema de Green a D, y D, por separado, se obtiene 
2 
r ðQ ðP 
| Pdx + Qdy= - — | dA 
JCUG Ox dy 
Di 
FIGURA 6 


r ðQ aP 
| Pdx + Q dy = == VA 
JCU(-C)) ÓX dy 


D: 
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` 
w 


FIGURA 10 


Si se suman estas dos ecuaciones, las integrales de línea a lo largo de C; y — C; se eliminan, 


así que se obtiene 
| Pax+0Qd lj] A aA 
x = 
JOUG dá ðx dy 
D 


lo cual es el teorema de Green para D = D, U D,, ya que su frontera es C = C, U Co. 
El mismo tipo de argumento permite establecer el teorema de Green para cualquier 
unión finita de regiones simples no sobrepuestas (véase la figura 7). 


EJEMPLO 4 Evalúe 9. y? dx + 3xy dy, donde C es la frontera de la región semianular 
D en el semiplano superior entre los círculos x? + y? = 1 yx +y = 4. 


SOLUCIÓN Nótese que aunque D no es simple, el eje y la divide en dos regiones 
simples (véase la figura 8). En coordenadas polares se puede escribir 


D=((,0)|1=<r<2,0=<0<m) 


Por tanto, el teorema de Green da 
i efa J, 
f y "dx + 3xy dy = |l Lo = Zo] dA 
Je ðx dy 


= li ydA = F F (r sen 0) r dr d0 


IN senð d0 IN r?dr = | -cos JMEN =- a 


El teorema de Green puede prolongarse para aplicarse a regiones con agujeros, es 
decir regiones que no están simplemente conectadas. Observe que la frontera C de la 
región D en la figura 9 consta de dos curvas simples cerradas C, y C2. Suponga que estas 
curvas frontera están orientadas de tal forma que la región D siempre está a la izquierda 
cuando se recorre la curva C. Así, la dirección positiva es en sentido contrario a las 
manecillas del reloj para la curva externa C;, pero en el sentido de las manecillas del reloj 
para la curva interna C>. Si se divide D en dos regiones D' y D" por medio de las líneas 
que se muestran en la figura 10 y luego se aplica el teorema de Green tanto a D' como a 
D", se obtiene 


EL Ea 2-2 a (2-5 a 


D' 


=Í Pdx+Qdy+| Pdx+Qdy 
JôD' JaðD" 


Como las integrales de línea a lo largo de las rectas frontera comunes están en direccio- 
nes opuestas, se eliminan y se obtiene 


aQ ðP A n x 

[f —] dA =| Pdx+Qdy+| Pdx+Q0dy=| Pdx+Qdy 
ðx dy JC, i JC Jc 

D 


el cual es el teorema de Green para la región D. 
EJEMPLO 5 Si F(x, y) = (—yi + x)/02 + y?), demuestre que fe F - dr = 27 para 
cada trayectoria cerrada simple con orientación positiva que encierra al origen. 


SOLUCIÓN Como C es una trayectoria cerrada arbitraria que encierra al origen, 
es difícil calcular directamente la integral dada. Así, considere un círculo C' orientado 
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en sentido contrario a las manecillas del reloj con centro en el origen y radio a, donde 
a se elige lo suficientemente reducido para que C’ resida dentro de C. (Véase la figura 
11.) Sea D la región acotada por C y C'. Entonces, su frontera en orientación positiva 


AE i es C U (—C”), así que la versión general del teorema de Green da 
ld x 
D “(00 aP 
| Pax+0Qdy+| Pax + Qdy= || : z j| 4A 
Je É J-c' ðX 0y 
D 
FIGURA 11 n 2 y is 
= || | 2 0 
J [+y + yy 
D 
Por tanto | Pax + Qdy = | Pdx + Qdy 
es decir, | F-dr=| F-adr 
YC YC" 
Ahora calcule fácilmente esta última integral usando la parametrización dada por 
r(1) =acosti+asentj,0 St 27. Así 
| F -dr = | F - dr = (7 E(r(0) «(0 dt 
JC YC” J0 
(27 (—a sen t)(—a sen t) + (a cos t)(a cos t (2 
- (pr Castle + (at y a 
J0 a° cost + a° sen't J0 
Se concluye esta sección usando el teorema de Green para examinar un resultado que 
fue enunciado en la sección precedente. 
ESBOZO DE LA DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 16.3.6 Suponga que F = Pi + Qj es 
un campo vectorial en una región abierta simplemente conectada D, que P y Q tienen 
derivadas parciales continuas de primer orden y que 
ðP ðQ 
ISR a todo lo largo de D 
0y ÓX 
Si C es cualquier trayectoria cerrada simple en D y R es la región que C encierra, 
el teorema de Green da 
r ð aP r 
fF- dr =$ Pax+ody= || Q da = ff 0da =0 
AO JG ý ðx 0y Y. 
R 
Una curva que no es simple se cruza a sí misma en uno o más puntos y puede dividirse 
en varias curvas simples. Se ha demostrado que las integrales de línea de F alrededor 
de estas curvas simples son todas ellas de O y sumando estas integrales se ve que 
|c F : dr = 0 para cualquier curva cerrada C. En consecuencia, |c F - dr es indepen- 
diente de la trayectoria en D por el teorema 16.3.3. De esto se sigue que F es un campo 
vectorial conservativo. a 
16.4 EJERCICIOS 
1-4 Evalúe la integral de línea por dos métodos: (a) directamente 2. fe y dx — x dy, 


y (b) usando el teorema de Green. 


1. dy? dx + Xy dy, 
C es el rectángulo con vértices (0, 0), (5, 0), (5, 4) y (0, 4) C es el triángulo con vértices (0, 0), (1, 0) y (1, 2) 


C es el círculo con centro en el origen y radio 4 


3. Xy dx + xy dy, 
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4. 4,2? dx + xy dy, C consta del arco de la parábola y = x° de 19. Use una de las fórmulas en (5) para determinar el área bajo 


(0, 0) a (1, 1) y de los segmentos de recta de (1, 1) a (0, 1) y 
de (0, 1) a (0, 0) 


5-10 Use el teorema de Green para evaluar la integral de línea a 
lo largo de la curva con orientación positiva dada. 


5. 


fe ye dx + 2e dy, 
C es el rectángulo con vértices (0, 0), (3, 0), (3, 4) y (0, 4) 


s fe (e + y) dx + (x — y?) dy, 


C es el triángulo con vértices (0, 0), (2, 1) y (0, 1) 


A fe O+ e) dx + (2x + cos y) dy, 


C es la frontera de la región encerrada por las parábolas 
y=Yyx=y 


. fc cos y dx + x? sen y dy, 


Ces el rectángulo con vértices (0, 0), (5, 0), (5, 2) y (0, 2) 


9. fey? dx — x? dy, Ces el círculo 12 + y? = 4 


© [exe * dx + (x* + 2x?) dy, C es la frontera de la región 


entre los círculos 2 + y?=1yx4+y?=4 


11-14 Use el teorema de Green para evaluar fe F - dr. (Verifique 
la orientación de la curva antes de aplicar el teorema.) 


11. 


F(x, y) = (y cos x — xy sen x, xy + x cos x), 


21. 


M 20. 


un arco del cicloide x = ft — sen t, y = 1 — cos t. 


Si un círculo C con radio 1 rueda a lo largo de la parte 
exterior del círculo x? + y? = 16, un punto fijo P en C traza 
una curva llamada epicicloide, con ecuaciones paramétricas 
x = 5 cos t — cos 5t, y = 5 sen t — sen 5t. Grafique el 
epicicloide y use (5) para determinar el área que encierra. 


(a) Si C es el segmento de recta que une el punto (xı, yı) con 
el punto (x2, y»), demuestre que 


lex dy — ydx = X1Y2 — XY 


(b) Si los vértices de un polígono, en sentido contrario a 
las manecillas del reloj, son (%1, y1), (X2, Ya), ... > Xn Yn), 
demuestre que el área del polígono es 


A= Hayz X21) 4 (x273 X3)2) Eo... 


+ (Xi Ya — Xn yn) + (nr — Xia) 


(c) Determine el área del pentágono con vértices (0, 0), 
(2, 1), (1, 3), (0, 2) y El, 1). 


. Sea D una región acotada por una trayectoria cerrada simple 


C en el plano xy. Use el teorema de Green para comprobar 
que las coordenadas del centroide (x, y) de D son 


C es el triángulo de (0, 0) a (0, 4) a 2, 0) a (0, 0) e ES _ Los 
=> $ x* dy y=- 9 y“ dx 
12. F(x, y) = (e™ + y?, e™ + x°), 2A Je 2A Jc 
C consta del arco de la curva y = cos x de (~ 7/2, 0) a Ţ 
donde A es el área de D. 


13. 


14. 


(m/2, 0) y del segmento de recta de (7/2, 0) a (— 7/2, 0) 


F(x, y) = (y — cos y, x sen y), 
C es el círculo (x — 3)? + (y + 4) = 4 orientado en el 
sentido de las manecillas del reloj 


F(x, y) = (yx? + 1, tan”! x), C es el triángulo de (0, 0) 
a(l, 1)a (0, 1) a(0, 0) 


EA 15-16 Verifique el teorema de Green usando un sistema 
algebraico computacional para evaluar tanto la integral de línea 
como la integral doble. 


15. 


16. 


P, y) =y, QR, y) =x 

C consta del segmento de recta de (— 7/2, 0) a (7/2, 0) 
seguido por el arco de la curva y = cos x de (7r/2, 0) a 
(7/2, 0) 


P, y) =2x -= xy, Qa, y) =x, 
C es la elipse 4x? + y? = 4 


17. 


18. 


Use el teorema de Green para determinar el trabajo realizado 
por la fuerza F(x, y) = x(x + y) i + xy? j para mover una 
partícula del origen a lo largo del eje x hacia (1, 0), después a 
lo largo del segmento de recta hacia (0, 1), y luego de regreso 
al origen a lo largo del eje y. 


Una partícula parte del origen, se mueve a lo largo del 

eje x hasta (5, 0), luego a lo largo del cuarto de círculo 

xX + y? = 25, x > 0, y > 0 hasta el punto (0, 5) y después 
por el eje y de vuelta al origen. Use el teorema de Green para 
hallar el trabajo realizado sobre esta partícula por el campo 
de fuerzas F(x, y) = (sen x, sen y + xy? + 1x). 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


Use el ejercicio 22 para determinar el centroide de una región 
de un cuarto de círculo de radio a. 


Use el ejercicio 22 para determinar el centroide del triángulo 
con vértices (0, 0), (a, 0) y (a, b), donde a > 0 y b > 0. 


Una lámina plana con densidad constante p(x, y) = p ocupa 
una región en el plano xy acotada por una trayectoria cerrada 
simple C. Demuestre que sus momentos de inercia alrededor 
de los ejes son 


L= sE $ y? dx L= =$, x? dy 


Use el ejercicio 25 para determinar el momento de inercia 
de un disco circular de radio a con densidad constante p 
alrededor de un diámetro. (Compare con el ejemplo 15.4.4.) 


Use el método del ejemplo 5 para calcular fe F - dr, donde 


2wyi+ (0) 


F(x, y) = (+ yy 


y C es cualquier curva cerrada simple con orientación positiva 
que encierra al origen. 


Calcule fc F - dr, donde F(x, y) = (2? + 3y, 7x + y’) y Ces 
la curva frontera con orientación positiva de una región D que 
tiene área 5. 


Si F es el campo vectorial del ejemplo 5, demuestre que 
|c F - dr = 0 para todas las trayectorias cerradas simples 
que no pasan por ni encierran el origen. 
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30. Complete la comprobación del caso especial del teorema de Aquí R es la región en el plano xy que corresponde a la 
Green comprobando la ecuación 3. 


31. Use el teorema de Green para comprobar la fórmula de 
cambio de variables para una integral doble (fórmula 15.9.9) 


para el caso en que f(x, y) = 1: 


esa 


a(x, y) 
alu, v) 


región S en el plano wv bajo la transformación dada 
por x = glu, v), y = h(u, v). 

[Sugerencia: Nótese que el miembro izquierdo es A(R) y 
aplique la primera parte de la ecuación 5. Convierta la inte- 
gral de línea en ðR a una integral de línea en ðS y aplique el 


teorema de Green en el plano uv.] 
du dv 


16.5 Rotacional y divergencia 


En esta sección se definirán dos operaciones que pueden realizarse en campos vectoriales 
y que desempeñan un papel básico en las aplicaciones del cálculo vectorial al flujo de 
fluidos y la electricidad y magnetismo. Cada una de estas Operaciones se asemeja a la 
derivación, pero una de ellas produce un campo vectorial, mientras que la otra produce 
un campo escalar. 


E Rotacional 


Si F = Pi + Qj + Rk es un campo vectorial en R? y todas las derivadas parciales de P, 
Q y R existen, el rotacional de F es el campo vectorial en R? definido por 


Para ayudar a la memoria, reescriba la ecuación 1 usando la notación del operador. 
Introduzca el operador diferencial de vectores V (“nabla” u operador “deľ’) como 


Este elemento tiene significado cuando opera en una función escalar para producir el 
gradiente de f: 
Ff a f FS- Faa a Y 


Vf=i—+ +k- = -i+ + —k 
f Ox Voy 0z Ox ay? 0z 


Si se concibe a V como un vector con componentes d/0x, 0/0y y 0/0z, se puede conside- 
rar también el producto cruz formal de V con el campo vectorial F como sigue: 


1 j k 
ð ð ð 
VxF= - 

Ox @ðy  0z 
P O R 
ðR ð ðP ðR ð ðP 

= 2 jig Tsp ek 
dy 0z 0z ðx Ox 0y 

= rot F 


Así, la manera más fácil de recordar la definición 1 es por medio de la expresión simbólica 


(2) | rotF =VXxEF 


1104 CAPÍTULO 16 Cálculo vectorial 


EJEMPLO 1 SiF (x, y, z) = xz i + xyz j — y? k, determine rot F. 


SOLUCIÓN Usando la ecuación 2, se tiene 


i j k 
ð ð ð 
rot F =VXxF= 
Ox  0y 0z 
La mayoría de los sistemas xz xyz —y? 
algebraicos computacionales tienen 
comandos que calculan el rotacional 3 a a 0 
se . . 2 . 2 . 
y la divergencia de campos vectoria- = (—y°) (xyz) |i (—y°) (xz) Jj 
: : ðy 0z ðx ðZ 
les. Si usted tiene acceso a un SAC, 


use esos comandos para verificar las 


respuestas de los ejemplos y ejercicios de E (xyz) — o el k 
de esta sección. 


| 
Co 
N 

E 


xy)i — (0 — x)j + (yz — 0)k 


—y(2 + x)i+xj+ yzk = 


Recuerde que el gradiente de una función f de tres variables es un campo vectorial en R?, 
así que puede calcular su rotacional. El teorema siguiente indica que el rotacional de un 
campo vectorial gradiente es 0. 


(3) Teorema Si fes una función de tres variables que tiene derivadas parciales de 
segundo orden continuas, entonces 


rot(Vf) = 0 
COMPROBACIÓN Se tiene 
i j k 
Nótese la semejanza con lo que se sabe o o o 
por la sección 12.4: a X a = 0 para rot (Vf) =V x (Vf) =| ox dy z 
todos los vectores tridimensionales a. f af f 
Ox ðy  0z 


y 3 y? 3 3 32 
REI pl E ON pa E O 
dy dz 0z dy ðZ Ox ðX ðZ Ox dy dy dx 


=0i+0j+0k=0 


por el teorema de Clairaut. E 


Como un campo vectorial conservativo es aquel para el cual F = Vf, el teorema 3 
puede reformularse como sigue: 


Compare esto con el ejercicio 16.3.29. Si F es conservativo, entonces rot F = 0 


Esto da una manera de verificar que un campo vectorial no es conservativo. 
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EJEMPLO 2 Demuestre que el campo vectorial F(x, y, z) = xz i + xyz j — y? k no es 
conservativo. 


SOLUCIÓN En el ejemplo 1 se demostró que 
rot F = —y(2 + x)i + xj + yzk 


Esto demuestra que rot F # 0 y en consecuencia, por lo visto antes de este ejemplo, 
F no es conservativo. Z 


Lo contrario del teorema 3 no es cierto en general, pero el teorema siguiente establece 
que es cierto si F está definida en todas partes. (En términos más generales, es cierto si 
el dominio está simplemente conectado, es decir si “no tiene agujeros”.) El teorema 4 es 
la versión tridimensional del teorema 16.3.6. Su comprobación requiere el teorema de 
Stokes y se esbozará al final de la sección 16.8. 


El Teorema Si F es un campo vectorial definido en la totalidad de R? cuyas 
funciones componentes tienen derivadas parciales continuas y rot F = 0, entonces 
F es un campo vectorial conservativo. 


EJEMPLO 3 


(a) Demuestre que 

E(x, y, z) = yz i + 2xy2*j + 3xy22? k 
es un campo vectorial conservativo. 
(b) Determine una función f tal que F = Vf. 


SOLUCIÓN 
(a) Calcule el rotacional de F: 


i j k 
ð ð ð 
rtF=VxF=|— = = 
OX 0y 0z 


ya 2x7 312 
= (6xyz? — 6xyz?)i — (3y?2? — 3y?22)j + Qyz? — 2y2*)k 
=0 


Como rot F = 0 y el dominio de F es R’, F es un campo vectorial conservativo por el 
teorema 4. 


(b) La técnica para determinar f se dio en la sección 16.3. Se tiene 


[5] fdo y 2) =y2 
(6) f(x, y, Z) = 2xy2* 
Flo, y, 2) = 3xy?2? 


Al integrar (5) con respecto a x, se obtiene 


F y, 2) = x + 90,2) 
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Derivando (8) con respecto a y, se obtiene f,(x, y, z) = 2xyz* + g,(y, z), así que la compa- 
ración con (6) da g,(y, z) = 0. Por tanto, g(y, z) = A(z) y 


fAx, y, 2) = 3xy22 + h(2) 
Entonces (7) da h'(z) = 0. Así 
fx, y, z) = xyz? + K E 


La razón del nombre rotacional es que el vector rotacional se asocia con rotaciones. 
Una relación se explica en el ejercicio 37. Otra ocurre cuando F representa el campo de 
velocidad en el flujo de fluidos (véase el ejemplo 16.1.3). Partículas cerca de (x, y, z) en 
el fluido tienden a rotar alrededor del eje que apunta en la dirección de rot F(x, y, z) y la 
longitud de este vector rotacional es una medida de lo rápido que se mueven las partícu- 
las alrededor del eje (véase la figura 1). Si rot F = 0 en un punto P, el fluido está libre 
de rotaciones en P y F se llama irrotacional en P. En otras palabras, no hay ningún 
remolino en P. Si rot F = 0, una minúscula rueda de paletas se mueve con el fluido, pero 
no rota alrededor de su eje. Si rot F # 0, la rueda de paletas rota alrededor de su eje. Se 
dará una explicación más detallada en la sección 16.8 como consecuencia del teorema 
de Stokes. 


B Divergencia 


Si F = Pi + Qj + Rk es un campo vectorial en R? y 9P/09x, 0Q0/0y y 0R/0z existen, 
entonces la divergencia de F es la función de tres variables definida por 


; ðP ðQ ƏR 
[9] div F = Po F 
Ox dy 0z 


Obsérvese que rot F es un campo vectorial, mientras que div F es un campo escalar. En 
términos del operador gradiente V = (9/0x)i + (9/0y)j + (0/02) k, la divergencia de F 
puede escribirse simbólicamente como el producto punto de V y F: 


div F =V -F 


EJEMPLO 4 Si F(x, y, z) = xz i + xyz j — y? k, determine div F. 


SOLUCIÓN Por la definición de divergencia (ecuación 9 o 10), se tiene 


ð ð IG a 
div F = V » F = — (xz) + — (xyz) + —(—y5%) =z + xz E 
ðx dy  * 0z 


Si F es un campo vectorial en R?, entonces rot F es también un campo vectorial en 
RR. Como tal, se puede calcular su divergencia. El teorema siguiente muestra que el 
resultado es 0. 


(11) Teorema SiF = Pi + Qj + Rk es un campo vectorial en R? y P, Q y R 
tienen derivadas parciales continuas de segundo orden, entonces 


div rot F = 0 


Nótese la analogía con el triple 
producto escalar: a - (a X b) = 0. 


La razón de esta interpretación de div F 
se explicará al final de la sección 16.9 
como consecuencia del teorema de la 
divergencia. 


SECCIÓN 16.5 Rotacional y divergencia 


COMPROBACIÓN Usando las definiciones de divergencia y rotacional, se tiene 


div rot F =V-+(V x F) 


9 (ƏR ðQ m o ù ðP OR E ð (00 ðP 
Ox \ 0y ðZ ðy \ Oz ôx 0z \ Ox dy 


PR FQ 4 OP ƏR P rQ oP 
0x dy ðx ðZ 0y ðZ ðy dx ðZ ðX 0z 0y 


porque los términos se eliminan en pares por el teorema de Clairaut. 


EJEMPLO 5 Demuestre que el campo vectorial F(x, y, z) = xz i + xyz j — y?k no 
puede escribirse como el rotacional de otro campo vectorial, es decir, F 4 rot G. 


SOLUCIÓN En el ejemplo 4 se demostró que 
div F = z + xz 
y por tanto div F 4 0. Si fuera cierto que F = rot G, el teorema 11 daría 
div F = div rot G = 0 


lo que contradice div F 4 0. Así, F no es el rotacional de otro campo vectorial. 
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Una vez más, la razón del nombre divergencia puede comprenderse en el contexto del 


flujo de fluidos. Si F(x, y, z) es la velocidad de un fluido (o gas), entonces div F(x, 


y, 2) 


representa la razón de cambio neta (con respecto al tiempo) de la masa del fluido (o gas) 
que fluye desde el punto (x, y, z) por unidad de volumen. En otras palabras, div F(x, y, z) 
mide la tendencia del fluido a divergir desde el punto (x, y, z). Si div F = 0, se dice que 


F es incompresible. 
Otro operador diferencial ocurre cuando se calcula la divergencia de un campo v 
rial gradiente Vf. Si f es una función de tres variables, se tiene 


div(Vf) = V ; (Vf) = K t A j — 


y esta expresión ocurre tan a menudo que se abrevia como V? f. El operador 
V=V-V 


se llama operador de Laplace a causa de su relación con la ecuación de Laplace 


E 9? 8? 8? 
vep= 1 y 
` Ox? dy” z^ 


0 


También se puede aplicar el operador de Laplace V? a un campo vectorial 
F=Pi+OQj+Rk 
en términos de sus componentes: 


VWF = V?Pi+ V*0O j + VR k 


ecto- 
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B Formas vectoriales del teorema de Green 


Los operadores rotacional y de divergencia permiten reescribir el teorema de Green en 
versiones que serán útiles en el trabajo posterior. Suponga que la región plana D, su curva 
frontera C y las funciones P y Q satisfacen las hipótesis del teorema de Green. Entonces 
se considera el campo vectorial F = Pi + Q j. Su integral de línea es 


$ E-ar = $ Pax +0dy 


y considerando a F como un campo vectorial en R? con tercer componente 0, se tiene 


i j k 
ð ð ð ð IP 
rot F = ES z = Q > k 
ðx ðy 0z ðx dy 


P(x, y) Q(x, y) 0 


Por tanto 


IP ð ðP 
ð Jeki 


ð 
(rot F) - k Q - - 
ðx ðy ðx dy 


y ahora se puede reescribir la ecuación del teorema de Green en la forma vectorial 


[12] f. F - dr = ff (rot F) - k dA 
D 


La ecuación 12 expresa la integral de línea del componente tangencial de F a lo largo 
de C como la integral doble del componente vertical de rot F en la región D encerrada 
por C. Ahora se deriva una fórmula similar que implica al componente normal de F. 

Si C está dada por la ecuación vectorial 


r()=x01i+y0] astsb 
Entonces el vector tangente unitario (véase la sección 13.2) es 


_ x) yA. 
rol Trol 


T(0) 


Usted puede verificar que el vector normal unitario externo a C está dado por 


vO ,_ 0 j 
rol [ro] 


n(t) = 


(Véase la figura 2.) Así, de la ecuación 16.2.3 se tiene 


$ E- nds = |’ ŒE- DOr] at 


pro) | [r| 


1 


P f ES DIO QRO | eðla 


= k P(x(9, y) y (1) dt = Q(x(0), y) x(0) dt 


: (op. aQ 

= | Pdy- Qax= || — +=) dA 
JC J Ox dy 

D 
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por el teorema de Green. Pero el integrando en esta integral doble es justo la divergencia 
de F. Por lo que se tiene una segunda forma vectorial del teorema de Green. 


(13] $F - nds = [| div F(x, y) da 


D 


Esta versión indica que la integral de línea del componente normal de F a lo largo de C 
es igual a la integral doble de la divergencia de F en la región D encerrada por C. 


16.5 EJERCICIOS 


1-8 Determine (a) el rotacional y (b) la divergencia del campo 12. Sea fun campo escalar y F un campo vectorial. Diga si cada 
vectorial. una de las expresiones siguientes es significativa. Si no lo es, 
explique por qué. Si lo es, diga si es un campo escalar o un 
campo vectorial. 


F(x, y, z) = xy?2? i +x?%y2?j + x?%y%k 
xX, y, Z) = xĉyz?’ j + ytz’ k 


1. 

2. F( 

3. F(x, y, z) = xyzi — x°yk 
4. F( 


(a) rot f (b) grad f 
- (c) divF (d) rot (grad f) 
x, yz) = x°yzi + ay zj + xyz’ k (e) grad F (£) grad(div F) 
Ao Ao A (e) div(grad f) (h) grad(div f) 
5. F(x, y, z i+ — j+ k . pS 
l.+z 1+x l+y G) rot (rot F) (j) divídiv F) 
6. F(x,y, 2) = n(2y + 3z) i + In(x + 3z) j + In(x + 2y) k (k) (grad f) X (div F) (D) div(rot(grad f)) 
7. F(x,y, z) = - (xi+yj+zk) 13-18 Determine si el campo vectorial es conservativo o no. Si lo 
i Vx? +y +a i es, halle una función f tal que F = Vf. 


8. F(x, y, z) = (arctan(xy), arctan( yz), arctan(zx)) 


13. F(x, y, 2) = y? i + 2xyz’ j + 3xy%?*k 


E EE 2,45 Zsa 
9-11 El campo vectorial F se muestra en el plano xy y parece 14. F(x, y, z) = xyz*i + 705 + da yz" k 


igual en todos los demás planos horizontales. (En otras palabras, 


i . 15. F(x, y, z) = z cos yi + xz sen yj + x cos y k 
F es independiente de z y su componente z es 0.) Ce y 2) 7 29 ` 
(a) ¿Div F es positiva, negativa o cero? Explique 16. F(x, y, z) = xyz? i + xyz? j + xyz k 
su respuesta. 
(b) Determine si rot F = 0. Si no, ¿en qué dirección 17. F(x, y, z) = e” i + xze”ř j + xye” k 


apunta rot F? 


18. F(x, y, z) = e*sen yzi + ze*cos yz j + ye*cos yz k 
9. y, 10. 


pa CELL 
| / Ps Fa Pa 19. ¿Existe un campo vectorial G en R? tal que 
1 


rot G = (x sen y, cos y, z — xy)? Explique su respuesta. 


PAPES 


> —> — —> 


20. ¿Existe un campo vectorial G en R? tal que rot G = (x, y, z}? 
Explique su respuesta. 


> > 
i " y i 21. Demuestre que todo campo vectorial de la forma 
A EA FG, y, z) = f@i + g0) j + hE) k 
E E donde f, g, h son funciones derivables, es irrotacional. 
> > > > 
-< < e | 22. Demuestre que todo campo vectorial de la forma 
IIA Fo y, 2) = fQ, z) i + g, z) j + h(x, y k 
x 


es incompresible. 
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23-29 Compruebe la identidad, suponiendo que las derivadas 
parciales apropiadas existen y son continuas. Si fes un campo 
escalar y F, G son campos vectoriales, entonces fF, F - G 

y F X G pueden ser definidas por 


(FE), y, 2) = f(x, y, 2) F, y, 2) 
(F + G)(x, y, z) = F(x, y, z) + G(x, y, z) 
(E x G)(x, y, z) = F(x, y, 2) X G(x, y, z) 
23. div(F + G) = div F + div G 
24. rot(F + G) = rot F + rot G 
25. div( fF) = f div F + F į Vf 
26. rot( fF) = f rot F + (Vf) x F 
27. div(F x G) = G - rot F — F - rot G 
28. div(Vf xX Vg) = 0 


29. rot(rot F) = grad(div F) — V°F 


30-32 Sear = xi+yj+zkyr=|r|. 
30. Verifique cada identidad. 
(a) V-r=3 
(0) V?r? = 12r 


(b) V - (rr) = 4r 


31. Verifique cada identidad. 
(a) Vr = r/r 
(c) V(A/r) = =r/r° 


32. Si F = r/r”, determine div F. ¿Existe un valor de p para 
el que div F = 0? 


b Vxr=0 
(d) V Inr = r/r? 


33. Use el teorema de Green en la forma de ecuación 13 para 
comprobar la primera identidad de Green: 


I dA = EAZ «nds — fi Vf- VgdA 
a D 


donde D y C satisfacen las hipótesis del teorema de Green 
y las derivadas parciales apropiadas de f y g existen y son 


continuas. (La cantidad Vg : n = D, g ocurre en la integral de 


línea. Esta es la derivada direccional en la dirección del 
vector normal n y se llama derivada normal de g.) 


34. Use la primera identidad de Green (ejercicio 33) para 
comprobar la segunda identidad de Green: 


Davy = g?r) da =$ (FYg - gf) + nas 


D 


donde D y C satisfacen las hipótesis del teorema de Green 
y las derivadas parciales apropiadas de f y g existen y son 
continuas. 


35. Recuerde de la sección 14.3 que una función g se llama 
armónica en D si satisface la ecuación de Laplace, es decir 
V?y = 0 en D. Use la primera identidad de Green (con las 


mismas hipótesis que en el ejercicio 33) para demostrar que 


36. 


37. 


38. 


si g es armónica en D, entonces be D, g ds = 0. Aquí D,g 
es la derivada normal de g definida en el ejercicio 33. 


Use la primera identidad de Green para demostrar que si 


fes armónica en D y si f(x, y) = 0 en la curva frontera C, 


entonces ff» | Vf |? dA = 0. (Suponga las mismas hipótesis 
que en el ejercicio 33.) 


Este ejercicio demuestra una relación entre el vector 

rotacional y rotaciones. Sea B un cuerpo rígido que rota 

alrededor del eje z. La rotación puede ser descrita por el 

vector w = œk, donde w es la velocidad angular de B, es 

decir la velocidad tangencial de cualquier punto P en B 

dividida entre la distancia d del eje de rotación. 

Sea r = (x, y, z) el vector de posición de P. 

(a) Considerando el ángulo 0 de la figura, demuestre que 
el campo de velocidad de B está dado por v = w X r. 

(b) Demuestre que v = —wyi + wxj. 

(c) Demuestre que rot v = 2w. 


Las ecuaciones de Maxwell que relacionan el campo eléctrico 
E y el campo magnético H cuando varían con el tiempo en 
una región que no contiene ninguna carga ni corriente pueden 
enunciarse como sigue: 


div E = 0 div H = 0 
1 ðH 1 JE 
rot E = -——— ot H = —-—— 
c ôt c ôt 


donde c es la velocidad de la luz. Use estas ecuaciones para 
comprobar lo siguiente: 


1 ðE 
(a) V x(V x E) = -35 
có at” 
1 0H 
(b) V x (V x H) = -= = 
E ot 
A 1 E i SOO 
(c) VE = => E [Sugerencia: Use el ejercicio 29.] 
Cc” at” 
1 0H 
(d V’H = >-=5 
co at” 
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39. Se ha visto que todos los campos vectoriales de la forma deban satisfacer? Demuestre que la respuesta a esta pregunta 
F = Vg satisfacen la ecuación rot F= 0 y que todos los es “No” comprobando que cada función continua f en R? es 
campos vectoriales de la forma F = rot G satisfacen la la divergencia de algún campo vectorial. 
ecuación div F = 0 (suponiendo continuidad de las derivadas [Sugerencia: sea G(x, y, z) = (g (x, y, z), 0, 0) donde 
parciales apropiadas). Esto sugiere la pregunta: ¿existen gx, y, z) = Rf, y, z) dt.] 


ecuaciones que todas las funciones de la forma f = div G 


16.6 Superficies paramétricas y sus áreas 


FIGURA 1 


Una superficie paramétrica 


Hasta aquí se han considerado tipos especiales de superficies: cilindros, superficies cuá- 
dricas, gráficas de funciones de dos variables y superficies de nivel de funciones de tres 
variables. Aquí se usarán funciones vectoriales para describir superficies más generales, 
llamadas superficies paramétricas, y se calcularán sus áreas. Luego se tomará la fórmula 
general del área de una superficie y se verá cómo se aplica a superficies especiales. 


E Superficies paramétricas 


Igual que como se describió una curva en el espacio mediante una función vectorial r(t) de 
un parámetro f, se puede describir una superficie mediante una función vectorial r(u, v) 
de dos parámetros u y v. Suponga que 


1) r(u, 0) = x(u, V) i + y(u, 0) j + z(u, v) k 


es una función con un vector como valor definida en una región D en el plano uv. Por lo 
que, x, y y z, las funciones componentes de r, son funciones de dos variables u y v con 
dominio D. El conjunto de todos los puntos (x, y, z) en R? es tal que 


(2) x = x(u, v) y = y(u, v) z = z(u, 0) 


y (u, v) varía a todo lo largo de D, se llama superficie paramétrica S y las ecuaciones 
2 se llaman ecuaciones paramétricas de S. Cada elección de u y v da un punto en S; 
haciendo todas las elecciones, se obtiene la totalidad de S. En otras palabras, la superficie 
S es trazada por la punta del vector de posición r(u, v) conforme (u, v) se mueve por la 
región D. (Véase la figura 1.) 


(u, v) 


r(u, v) 


EJEMPLO 1 Identifique y trace la superficie con ecuación vectorial 


r(u, v) = 2 cos ui + vj + 2 sen uk 


SOLUCIÓN Las ecuaciones paramétricas para esta superficie son 


x=2 cosu y=v z=2senu 
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FIGURA 3 


Visual 16.6 muestra versiones 
animadas de las figuras 4 y 5, con 
curvas reticulares móviles, para 
varias superficies paramétricas. 


v constante 


FIGURA 5 


FIGURA 4 


Así, para cualquier punto (x, y, z) en la superficie, se tiene 
X +7? = 4 cosu + 4 senu = 4 


Esto significa que las secciones transversales verticales paralelas al plano xz (es decir, 
con y constante) son todos los círculos con radio 2. Como y = v y no hay ninguna 
restricción sobre v, la superficie es un cilindro circular con radio 2 cuyo eje es el 

eje y (véase la figura 2). a 


En el ejemplo 1 no se pusieron restricciones a los parámetros u y v, por tanto se obtuvo 
el cilindro entero. Si, por ejemplo, se restringe u y v escribiendo el dominio paramétrico 
como 


0=<u=< 7/2 0=<=1v=3 


entonces x > 0, z > 0,0 < y < 3, y se obtiene el cuarto de cilindro con longitud 3 ilus- 
trado en la figura 3. 

Si una superficie paramétrica S es dada por una función vectorial r(u, v), entonces 
hay dos familias útiles de curvas que residen en S, una familia con u constante y otra 
con v constante. Estas familias corresponden a las rectas verticales y horizontales en el 
plano uv. Si se mantiene u constante poniendo u = uy, entonces r(uo, V) se convierte en 
una función vectorial del parámetro v y define una curva C, que se tiende en S. (Véase 
la figura 4.) 


De igual forma, si se mantiene v constante poniendo Y = vo, se obtiene una curva 
C dada por r(u, vo) que reside en S. Se llama a estas curvas curvas reticulares. (En 
el ejemplo 1, por citar un caso, las curvas reticulares obtenidas concediendo que u es 
constante son rectas horizontales, mientras que las curvas reticulares con V constante 
son círculos.) De hecho, cuando una computadora grafica una superficie paramétrica, 
usualmente describe la superficie trazando estas curvas reticulares, como se ve en el 
ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 2 Use un sistema algebraico computacional para graficar la superficie 
r(u, v) = (Q + sen 0) cos u, (2 + sen 0) sen u, u + cos v) 


¿Qué curvas reticulares tienen u constante? ¿Cuáles tienen v constante? 


SOLUCIÓN Se grafica la porción de la superficie con dominio paramétrico 0 < u S 47, 
0 = v = 27 en la figura 5. Tiene la apariencia de un tubo en espiral. Para identificar las 
curvas reticulares, se escriben las ecuaciones paramétricas correspondientes: 


x= (2 + sen 0) cos u y = (2 + sen v) sen u zZ=Uuw+cosu 


Si v es constante, entonces sen y y cos y son constantes, así que las ecuaciones para- 
métricas se asemejan a las de la hélice en el ejemplo 13.1.4. De este modo, las curvas 
reticulares con Y constante son las curvas en espiral de la figura 5. Se deduce que las 


FIGURA 6 


FIGURA 7 
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curvas reticulares con u constante deben ser las curvas que parecen círculos en la 
figura. Una evidencia adicional para esta afirmación es que si u se mantiene constante, 
u = uy, entonces la ecuación z = uo + cos v muestra que los valores de z varían 

de uo — l a uo + 1. a 


En los ejemplos 1 y 2 se dio una ecuación vectorial y se pidió graficar la superficie 
paramétrica correspondiente. En los ejemplos siguientes, en cambio, se dará el problema 
más desafiante de encontrar una función vectorial que represente una superficie dada. En 
el resto de este capítulo, a menudo se tendrá que hacer precisamente eso. 


EJEMPLO 3 Encuentre una función vectorial que represente el plano que pasa por el 
punto P, con vector de posición ro y que contiene dos vectores no paralelos a y b. 


SOLUCIÓN Si P es cualquier punto en el plano, se puede pasar de Po a P moviéndose 
cierta distancia en la dirección de a y otra distancia en la dirección de b. Así, hay esca- 
lares u y v tales que PoP = ua + vb. (La figura 6 ilustra cómo opera esto, por medio 
de la ley del paralelogramo, para el caso en el que u y v son positivas. Véase también el 
ejercicio 12.2.46.) Si r es el vector de posición de P, entonces 


r = OP, + PP = r, + ua + vb 


Así, la ecuación vectorial del plano puede escribirse como 
r(u, v) = ro + ua + vb 


donde u y v son números reales. 

Si se escribe r = (x, y, z), ro = (Xo, Yo, Zo), a= (ar, da, az) y b= (b,, bz, b3), 
se pueden escribir las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por el punto 
(Xo, Yo, Zo) como sigue: 


x = xX + ua; + vb; y = Yo + ua, + vb, Z = Z + uaz + vb; El 


EJEMPLO 4 Encuentre la representación paramétrica de la esfera 
X+y+2=0 


SOLUCIÓN La esfera tiene una representación simple p = a en coordenadas esféricas, 

así que elija los ángulos ġ y 0 en coordenadas esféricas como los parámetros (véase la 
sección 15.8). Luego, al poner p = a en la ecuación para la conversión de coordenadas 
esféricas a rectangulares (ecuaciones 15.8.1), se obtiene 


x = a sen dq cos 0 y = a sen q sen 0 z=acosqQ 
como las ecuaciones paramétricas de la esfera. La ecuación vectorial correspondiente es 
r(ġ, 0) = asen ġ cos 0 i + asen ġ sen 0 j + a cos ġ k 


Se tiene 0 < y < m y 0 S 0 < 2r, así que el dominio paramétrico es el rectángulo 

D = [0, 7] X [0, 27]. Las curvas reticulares con œ constante son los círculos de latitud 
constante (incluido el ecuador). Las curvas reticulares con 0 constante son los meridia- 

nos (semicírculos), los cuales unen los polos norte y sur (véase la figura 7). al 


NOTA En el ejemplo 4 se vio que las curvas reticulares para una esfera son curvas de 
latitud constante o longitud constante. Para una superficie paramétrica general, en reali- 
dad se hace un mapa y las curvas reticulares son similares a líneas de latitud y longitud. 
Describir un punto en una superficie paramétrica (como la de la figura 5) dando valores 
específicos de u y v es como dar la latitud y longitud de un punto. 
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Uno de los usos de las superficies 
paramétricas es el de gráficos por 
computadora. La figura 8 muestra el 
resultado de tratar de graficar la esfera 
xX + y? + 7° = 1 despejando z en la 
ecuación y graficando los hemisferios 
superior e inferior por separado. Parte 
de la esfera parece faltar, a causa del 
sistema reticular rectangular usado por 
la computadora. La imagen que está 
mucho mejor de la figura 9 fue produ- 
cida por una computadora usando las 
ecuaciones paramétricas determinadas 
en el ejemplo 4. 


En Module 16.6 usted puede 
investigar varias familias de superfi- 
cies paramétricas. 
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EJEMPLO 5 Halle una representación paramétrica para el cilindro 


X+y=4 0O=z=1 


SOLUCIÓN El cilindro tiene una representación simple r = 2 en coordenadas cilíndri- 
cas, así que se elige como parámetros 0 y z en coordenadas cilíndricas. Entonces, las 
ecuaciones paramétricas del cilindro son 


x=2c0s 0 y =2sen0 Z=Zz 


donde0=<0=<2Try0=z=<l. a 


EJEMPLO 6 Halle una función vectorial que represente al paraboloide elíptico 
z=x + 2y. 


SOLUCIÓN Si se considera a x y y como parámetros, las ecuaciones paramétricas son 
simplemente 


z=x+2y 
y la ecuación vectorial es 
r(x, y) =x1i + yj + 0 + 2y) k ] 
En general, una superficie dada como la gráfica de una función de x y y, es decir con una 


ecuación de la forma z = f(x, y), siempre puede considerarse una superficie paramétrica 
tomando x y y como parámetros y escribiendo las ecuaciones paramétricas como 


X= Xx y—y z= f(x, y) 


Las representaciones paramétricas (también llamadas parametrizaciones) de superfi- 
cies no son únicas. El ejemplo siguiente muestra dos maneras de parametrizar un cono. 


EJEMPLO 7 Determine una representación paramétrica para la superficie 
z = 24x? + y?, es decir la mitad superior del cono z? = 4x? + 4y?, 


SOLUCIÓN 1 Una posible representación se obtiene eligiendo a x y y como parámetros: 
x=x y=y z=2yx? + y? 


Así, la ecuación vectorial es 


rx, y) =xi+ y j+2/x? + y? k 


Para algunos propósitos, las representa- 
ciones paramétricas de las soluciones 1 
y 2 son igualmente satisfactorias, pero 
la solución 2 podría ser preferible en 
ciertas situaciones. Si solo interesa la 
parte del cono que se encuentra bajo el 
plano z = 1, por ejemplo, todo lo que 
se tiene que hacer en la solución 2 es 
cambiar el dominio paramétrico a 


0=0=271 


FIGURA 10 


FIGURA 11 


ANUJ 


FIGURA 12 
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SOLUCIÓN 2 Otra representación resulta de elegir como parámetros las coordenadas 
polares r y 0. Un punto (x, y, z) en el cono satisface x = r cos 0, y = r sen 0 y 
z = 24x? + y? = 2r. Por lo que una ecuación vectorial para el cono es 


r(r, 0) = rcos 0i + rsen 0 j + 2rk 


donder=0y0=0=<02r7. E 


E Superficies de revolución 

Las superficies de revolución pueden representarse paramétricamente y por tanto grafi- 
carse usando una computadora. Por ejemplo, considere la superficie S obtenida rotando 
la curva y = f(x), a S x <= b, alrededor del eje x, donde f(x) = 0. Sea 0 el ángulo de 
rotación como se muestra en la figura 10. Si (x, y, z) es un punto en S, entonces 


[B] x=x  y=f&œ)cosð z= f(x) sen ð 


Por tanto, tome x y O como parámetros y considere las ecuaciones 3 como ecuaciones 
paramétricas de S. El dominio paramétrico está dado por a S x < b, 0 <S 0 < 27. 


EJEMPLO 8 Determine ecuaciones paramétricas para la superficie generada rotando la 
curva y = sen x, O = x < 27, alrededor del eje x. Use estas ecuaciones para graficar 
la superficie de la revolución. 


SOLUCIÓN Con base en las ecuaciones 3, las ecuaciones paramétricas son 
x=x y = sen x cos 0 z = sen x sen 0 


y el dominio paramétrico es 0 = x < 27, 0 < 0 < 27. Al usar una computadora 
para trazar estas ecuaciones y rotando después la imagen, se obtiene la gráfica de 
la figura 11. E 


Se pueden adaptar las ecuaciones 3 para representar una superficie obtenida mediante 
revolución alrededor del eje y o z (véase el ejercicio 30). 


E Planos tangentes 


Ahora se determinará el plano tangente a una superficie paramétrica S trazada por una 
función vectorial 


r(u, 0) = x(u, V) i + y(u, 0) j + z(u, v) k 


en un punto P, con vector de posición r(uo, Vo). Si se mantiene constante a u poniendo 
u = up, entonces r(uo, V) se convierte en una función vectorial del parámetro v y define 
una curva reticular C, que está en S. (Véase la figura 12.) El vector tangente a C, en Po se 
obtiene tomando la derivada parcial de r con respecto a v: 


ðx . ðy . ðZ 
(4) Ly =>" (uo, vo) 1 + = (uo, vo)j + =— (uo, vo) k 
ðv ðv ðv 
DA ZA 
(Uy, Lo) 
V= to T 
D u= Uy 
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La figura 13 muestra la superficie que 
se interseca a sí misma del ejemplo 9 
y su plano tangente en (1, 1, 3). 


[== 
LEE A 


LAAT 


FIGURA 13 


FIGURA 14 
La imagen del subrectángulo 
R; es la parcela S;;. 


De igual forma, si se mantiene constante a v poniendo V = Vo , se obtiene la curva 
reticular C, dada por r(u, Vo) que yace en S, y su vector tangente en Po es 


0X R ðy . 0z 
(5) r, = -— (uo, vo)i + -— (uo, vo)j + — (uo, vo) k 
ðu ðu ðu 


Si r, X r, no es 0, la superficie S se llama suave (no tiene “esquinas”). Para una superfi- 
cie suave, el plano tangente es el plano que contiene los vectores tangentes r, y r,, y el 
vector tangente r, X r, es un vector normal al plano tangente. 


EJEMPLO 9 Determine el plano tangente a la superficie con ecuaciones paramétricas 
x=14, y =0,z=u+ wen el punto (1, 1, 3). 


SOLUCIÓN Calcule primero los vectores tangentes: 


Ox. dy, ðZ . 

r, = i+ j+t-—k=2ui+k 
ðu ðu ðu 
Ox. dy. ðZ , 

r, = i+ -—j+t—k=2wj+2k 
dv dv dv 


Así, un vector normal al plano tangente es 


i j k 
r,Xr,=|2u 0 1| =—2wi-— 4uj + 4w k 
0 w 2 


Nótese que el punto (1, 1, 3) corresponde a los valores paramétricos u = 1 y v = 1, así 
que el vector paramétrico ahí es 


-2i-4j+4k 
Por tanto, una ecuación del plano tangente en (1, 1, 3) es 
=x- 1)- 4y- 1)+4z-3)=0 


o x+2y-22+3=0 E 


E Área de una superficie 


Ahora se define el área de una superficie paramétrica general dada por la ecuación 1. 
Para mayor simplicidad, se empieza considerando una superficie cuyo dominio para- 
métrico D es un rectángulo y se divide en subrectángulos R;. Se elige (u*, vř) como la 
esquina inferior izquierda de R;. (Véase la figura 14.) 


ý Jao r 


(a) 


(b) 


FIGURA 15 
Aproximación de una parcela por 
medio de un paralelogramo 
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La parte S; de la superficie S que corresponde a R; se llama parcela y tiene el punto 
P; con vector de posición r (už, vř) como una de sus esquinas. Sean 


rž = r,(už, af) y r? = r(uř, 0) 


los vectores tangentes en P;;, dados por las ecuaciones 5 y 4. 

La figura 15(a) muestra cómo las dos orillas de la parcela que se encuentran en P;; pue- 
den ser aproximadas por vectores. Estos vectores pueden ser aproximados a su vez por los 
vectores Au r¥ y Av rf, porque las derivadas parciales pueden ser aproximadas por cocien- 
tes de diferencias. Así, se aproxima S;; mediante el paralelogramo determinado por los 
vectores Au rf y Av rf. Este paralelogramo aparece en la figura 15(b) y se ubica en el 
plano tangente a S en Py. El área de este paralelogramo es 


| (Au 12) X (Av r¥)| = |r x r*| Au Av 


así que una aproximación al área de S es 
m n 
Y Y |r¥ x rž| Au Av 
i=1 j=1 


La intuición dice que esta aproximación mejora cuando se aumenta el número de subrec- 
tángulos, y se reconoce la doble suma como una suma de Riemann para la integral doble 
ll | D | r, X 5, | du dv. Esto motiva la definición siguiente. 


[6] Definición Si una superficie paramétrica suave S está dada por la ecuación 


r(u, v) = x(u, 0) i + y(u, vV) j + z(u, v) k (u, vV) E D 


y S es cubierta solo una vez cuando (u, v) abarca todo el dominio paramétrico D, 
entonces el área de S es 


A(S) = i Ir, X r,| dA 


donde r = i+ j+k ty =-—i+—j+-—k 
du du du ov ðv dv 


EJEMPLO 10 Determine el área de una esfera de radio a. 


SOLUCIÓN En el ejemplo 4 se determinó la representación paramétrica 


x = a sen «cos 0 y = a sen q sen 0 z = acos q 
donde el dominio paramétrico es 
D={(¢, |05 p57, 05027} 


Calcule primero el producto cruz de los vectores tangentes: 


i j k 
ðx  0y  ðz i j k 
ro X ro = ap ap 0H |=| acos cosð acos send —a seng 
ðx  ðy ðz =asenq senð asend cos O 0 
ao ao að 


a’ senh cos 0i + a*senrd send j + a°sen g cos o k 
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Así 


|r X ro] = vatsenth cos?0 + a*sentp sen?9 + atsen?h cos? 


= ya*sento + atsen?ġp cos?h = a?y/sen?hp = a? sen p 


ya que q = 0 para 0 = q < m. Por tanto, por la definición 6, el área de la esfera es 


A = || [ro X ro]da = [7 [7 a?seng dẹ de 
D 


a? po de IN send dh = a(27)2 = 4ra? E 


© Área de la gráfica de una función 
Para el caso especial de una superficie S con ecuación z = f(x, y), donde (x, y) se sitúa en 
D y f tiene derivadas parciales continuas, se toma x y y como parámetros. Las ecuaciones 


paramétricas son 


x=x y=y  2=f%)y) 


í ala (f 
así que r=i+(—>]k n=ji+[%)]k 
ÓX dy 
y 
i j k 
of 
k O e 0 ð 
rr X r, = âx selia yk 
l af ðx ðy 
0 1 = 
3y 


Por tanto, se tiene 


ARA OA ca A A 
|r: Xr,] = (O + (2) ti ya (2) (5) 


del área en la ecuación 9 y la 3z \? az Y? 
fórmula de la longitud de arco [9] A(S) = | | 1 + co E [ata dA 
ðx ðy 
D 


de la sección 8.1. 


EJEMPLO 11 Halle el área de la parte del paraboloide z = x? + y? que se ubica bajo el 
plano z = 9. 


SOLUCIÓN El plano interseca el paraboloide en el círculo x? + y? = 9, z = 9. Por 
tanto, la superficie dada se encuentra sobre el disco D con centro en el origen y radio 3. 


x 


FIGURA 16 
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(Véase la figura 16.) Usando la fórmula 9, se tiene 
r Oz Y oz Y? 
A= [f y + + dA 
ðx dy 
D 


= ff JI F Qo? + Oy)? dA 
D 


= ff JI F4 y?) dA 
D 


Al convertir a coordenadas polares se obtiene 


A= [7 [YT rardo = | 


J0 


” de f MET 


= 29301 + 4r?) h = E(37437 — 1) a 


Persiste la pregunta de si nuestra definición del área (6) es congruente con la fórmula 
del área del cálculo de una variable (8.2.4). 

Considere la superficie S obtenida rotando la curva y = f(x), a S x <= b alrededor del 
eje x, donde f(x) => O y f' es continua. Por las ecuaciones 3 se sabe que las ecuaciones 
paramétricas de § son 


x=xX y = f(x) cos 0 z = f(x) sen 0 asxsb 0=0=2T 
Para calcular el área de S se necesitan los vectores tangenciales 
r, =i + f'(x) cos 0 j + f'(x) sen 0 k 
ro = —f(x) sen 0 j + f(x) cos 0 k 


Así 
i j k 
r,xro= 1 f'(x)cosg f'(x)senð 
O —f(x) seno f(x) cos 0 
= f(x) f'(x) i — f(x) cos Oj — f(x) sen O k 
y por tanto 


r X ro] = VLACOPLE O + LEP cos?8 + [f] sen?0 
= LOOP +EP] =F + [£09P 


porque f(x) => 0. En consecuencia, el área de S es 


A 


i |r X ro|dA 
D 


(e EOV +O ax de 
27 Pr VI + [FOE dx 


Esta es precisamente la fórmula que se usó para definir el área de una superficie de revo- 
lución en el cálculo de una variable (8.2.4). 
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16.6 EJERCICIOS 


1-2 


. r(u, v) = lu +v, u 


Determine si los puntos P y Q están en la superficie dada. 


20,3 +u -— v) 
P(4, —5, 1), Q(0, 4, 6) 


.r(u,v) = (1 + u — v, u +0? u? — v’) 


P(1,2,1), 0(2,3,3) 


3-6 Identifique la superficie con la ecuación vectorial dada. 
3. r(u, v) = (u + v)i + (3 — 0)j + (1 + 4u + 50) k 
4. r(u,v) = u?i+ucosvj + usenvk 
5. r(s, t) = (s cost, s sent, s} 
6. r(s, t) = (3 cos t, s, sent}, —1l=s=<l 


FS 7-12 Use una computadora para graficar la superficie 


paramétrica. Obtenga una impresión e indique en ella cuáles 
curvas reticulares tienen u constante y cuáles tienen v constante. 


7. 


10. 


11. 


12. 


r(u, v) = (u?,0?,u + v), 
-l susl,-lsvs1 


. r(u, v) = (u, v?, —0), 


=-2=4u=x=2,-2=1=2 


. r(u, v) = (u°, u sen v, u cos v), 


-l sus<sl, 0Svs<Ê2rm 


x= senu, y= COsusenv, z= senv 
O<S<us2?m, 0Sv <r 

r(u, v) = (u cos v, u sen v, u’), 

-l su<sl, 0Svs<2r 

x= cosu, y= senu seno, z= COSV, 


O<S<us2?m, 0Sv s< 


13-18 Asocie la ecuaciones con las gráficas rotuladas I-VI y dé 
razones para sus respuestas. Determine qué familias de curvas 
reticulares tienen u constante y cuáles tienen v constante. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


r(u, v) = ucosvi + usenvj + vk 

r(u, v) = uv? i + u%vj + (u? — v’) k 

r(u, v) = (u? — uji +v’ j +u’ k 

x= (1 — |u|)cosv, y= (1 -— |uļ)senv, z= u 
x = cosu cos?v, y = senu cos?™v, z = sen?v 
x= senu, y=Cosusenv, z= senv 


19-26 Halle una representación paramétrica para la superficie. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


El plano que pasa por el origen y que contiene los vectores 
i=jyj=k 

El plano que pasa por el punto (0, — 1, 5) y que contiene los 
vectores (2, 1, 4) y (—3, 2, 5) 


La parte del cilindro y? + z? = 16 que está entre los planos 
x=0yx=5 
La parte de la esfera x? + y? + 2? 
planos z = —2 yz = 2 


16 que está entre los 


La parte de la esfera x? + y? + z7? 


4 que está sobre el 
cono z = 


La parte del cilindro x? + z? = 9 que está sobre el plano xy y 
entre los planos y = —4 y y = 4 


La parte de la esfera 1? + y? + 2? = 36 que está entre los 
planos z = 0 y z = 34/3 


26. La parte del plano z = x + 3 que está dentro del cilindro 
Xx+y=1 


FS 27-28 Use un dispositivo de graficación para producir una gráfica 


que se parezca a la que se da. 


27. 28. 


FS 29. Halle ecuaciones paramétricas para la superficie obtenida 


rotando la curva y = 1/(1 + x°), —2 < x < 2 alrededor del 
eje x y úselas para graficar la superficie. 


FS 30. Halle ecuaciones paramétricas para la superficie obtenida 


rotando la curva x = 1/y, y > 1 alrededor del eje y y úselas 
para graficar la superficie. 


FE 31. (a) ¿Qué sucede con el tubo en espiral del ejemplo 2 


(véase la figura 5) si reemplaza cos u por sen u y sen u 
por cos u? 

(b) ¿Qué sucede si reemplaza cos u por cos 2u y sen u 
por sen 2u? 


FS 32. La superficie con ecuaciones paramétricas 


x = 2 cos 0 + r cos(0/2) 


y = 2 sen + rcos(0/2) 


z = r sen(0/2) 


donde —} < r < } y 0 < 0 < 27, se llama banda de Möbius. 
Grafique esta superficie con varios puntos de vista. ¿Qué es 
inusual en ella? 


33-36 Determine una ecuación del plano tangente a la superficie 
paramétrica dada en el punto especificado. 


33.x=u+v, y=3u, z=u—v; (2,3,0) 
34.x=u +1, y=0 +1, z=u+v; (5,2,3) 


35. r(u, v) = ucosvi + usenvj+ vk; u= 1l, v = m/3 


36. r(u, v) = senui + cos usenvj + sen v k; 
u = 7/6, v = 7/6 


EN 37-38 Determine una ecuación del plano tangente a la superficie 


paramétrica dada en el punto especificado. Grafique la superficie y 
el plano tangente. 


37. r(u, v) = Wi + 2u senvj + ucosvk; u=1,v=0 


38. r(u, v) = (1 — «° — v°)i — vj — uk; (—1,—1,—1) 
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39-50 Encuentre el área de la superficie. 


39. La parte del plano 3x + 2y + z = 6 que está en el primer 
octante 


40. La parte del plano con ecuación vectorial 
r(u, 0) = (u + v, 2 — 3u, 1 + u — v) que 
está dada por 0 S u S 2, -1s v< 1 


41. La parte del plano x + 2y + 3z = 1 que está dentro del 
cilindro x? + y? = 3 


42. La parte de la superficie z = 1 + 3x + 2y? que está sobre el 
triángulo con vértices (0, 0), (0, 1) y (2, 1) 


43. La parte de la superficie y = 4x + 2? que está entre los planos 
x=0,x=1,2=0yz=1 


44. La parte de la superficie z = 4 — 2x1? + y que está sobre el 
triángulo con vértices (0, 0), (1, 0) y (1, 1) 


45. La parte de la superficie z = xy que está dentro del cilindro 
X¥X+y=l 


46. La parte de la superficie x = z? + y que está entre los planos 
y=0,y=2z=0yz=2 


47. La parte del paraboloide y = x? + 2? que está dentro del 
cilindro x? + z2? = 16 


48. La parte del paraboloide x = y? + z? que está dentro del 
cilindro y? + 2? = 9 


49. La superficie con ecuaciones paramétricas x = u°, y = un, 


2=300=<u=1,0=0=2 


50. La parte de la esfera x? + y? + 2? = b’ que está dentro del 
cilindro x? + y? = a?, donde 0 < a < b 


51. Si la ecuación de una superficie S es z = f(x, y), donde 
X + y? < R, y usted sabe que |A| <1y|f |< 1, 
¿qué puede decir de A(S)? 


52-53 Determine el área de la superficie con cuatro decimales 
expresando el área en términos de una integral simple y usando su 
calculadora para estimar la integral. 


52. La parte de la superficie z = cos(x? + y?) que está dentro 
del cilindro x? + y? = 1 


53. La parte de la superficie z = ln(x? + y? + 2) que está sobre 
el disco x? + y? < 1 


EN 54. Determine, con cuatro decimales, el área de la parte de la 


superficie z = (1 + 12)/(1 + y?) que está sobre el cuadrado 
|x| +|y]|< 1. Ilustre graficando esta parte de la superficie. 


55. (a) Use la regla del punto medio para integrales dobles 
(véase la sección 15.1) con seis cuadrados para estimar 
el área de la superficie z = 1/(1 + xX + y?),0=<x=< 6, 
0Os<y=<4, 
(b) Use un sistema algebraico computacional para aproximar 
el área en el inciso (a) con cuatro decimales. Compare 
con la respuesta del inciso (a). 
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EN 56. Determine el área de la superficie con ecuación vectorial 


E 


57. 


58. 


59. 


60. 


r(u, v) = (cosu cos*v, senóu coso, senóo), 0 S u < m, 
0 < y < 2r. Enuncie su respuesta con cuatro 
decimales. 


Determine el área exacta de la superficie 
z=1+2x+3y+4pP1=<x=40=<y=<l. 


(a) Establezca pero no evalúe una integral doble para el área 
de la superficie con ecuaciones paramétricas x = au cos 0, 
y=busenv,z=4u4,0=4u=2,0=<0=<2r. 

(b) Elimine los parámetros para demostrar que la superficie 
es un paraboloide elíptico y establezca otra integral doble 
para el área. 

(c) Use las ecuaciones paramétricas del inciso (a) con 

=2 y b= 3 para graficar la superficie. 

(d) Para el caso a = 2, b = 3, use un sistema algebraico 
computacional para hallar el área con cuatro 
decimales. 


(a) Demuestre que las ecuaciones paramétricas 
x = asen u cos Y, y = b sen u sen V, Z = c COS u, 
0=u=1,0=0v=< 27 representan un elipsoide. 

(b) Use las ecuaciones paramétricas del inciso (a) para 
graficar el elipsoide para el caso a = 1, b = 2, c = 3. 

(c) Establezca pero no evalúe una integral doble para el área 
del elipsoide del inciso (b). 


(a) Demuestre que las ecuaciones paramétricas 
x = a cosh u cos v, y = b cosh u sen v, z = c senh u, 
representan un hiperboloide de una hoja. 

(b) Use las ecuaciones paramétricas del inciso (a) para grafi- 
car el hiperboloide para el caso a = 1, b = 2, c = 3. 

(c) Establezca pero no evalúe una integral doble para el área 
de la parte del hiperboloide en el inciso (b) que está entre 
los planos z = —3 y z = 3. 
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61. 


62. 


63. 


64. 


Determine el área de la parte de la esfera x? + y? + 2? = 4z 
que está dentro del paraboloide z = x? + y’. 


La figura muestra la superficie creada cuando el cilindro 
y? + 2? = 1 interseca el cilindro x? + z? = 1. Determine el 
área de esta superficie. 


Halle el área de la parte de la esfera x? + y? + 2? = a? que 
está dentro del cilindro x? + y? = ax. 


(a) Halle una representación paramétrica para el toro obtenido 
al rotar alrededor del eje z el círculo en el plano xz con 
centro (b, 0, 0) y radio a < b. [Sugerencia: tome como 
parámetros los ángulos 0 y œ que se muestran en la figura.] 

(b) Use las ecuaciones paramétricas determinadas en el in- 
ciso (a) para graficar el toro para varios valores de a y b. 

(c) Use la representación paramétrica del inciso (a) para 
determinar el área del toro. 


Z 


La relación entre integrales de superficie y el área de una superficie es muy parecida a 
la relación entre integrales de línea y longitud de arco. Suponga que f es una función de 
tres variables cuyo dominio incluye una superficie S. Se definirá la integral de superficie 
de f en S de tal modo que, en el caso en el que f(x, y, z) = 1, el valor de la integral de 
superficie sea igual al área de S. Se comenzará con superficies paramétricas y después 
se tratará con el caso especial en el que S es la gráfica de una función de dos variables. 


E Superficies paramétricas 
Suponga que una superficie S tiene una ecuación vectorial 
r(u, 0) = x(u, 0) i + y(u, 0) j + z(u, v) k (u, v) ED 


Suponga primero que el dominio paramétrico D es un rectángulo y se divide en subrec- 
tángulos R; con dimensiones Au y Av. Luego la superficie S se divide en las parcelas S; 


VA R; 


FIGURA 1 


Suponga que la superficie es cubierta 
solo una vez cuando (u, v) abarca D. 
El valor de la integral de superficie no 
depende de la parametrización usada. 
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correspondientes, como en la figura 1. Se evalúa f en un punto P¥ en cada parcela, se 
multiplica por el área AS; de la parcela y se forma la suma de Riemann 


> » f(B7) AS; 
¡=1 j=1 


Se toma entonces como límite el número de aumentos de parcelas y se define la integral 
de superficie de f en la superficie $ como 


m n 


Œ ff fæ ydas = im Y E SPH AS; 
S 


m, n>% j=] ¡=1 


Nótese la analogía con la definición de una integral de línea (16.2.2) y también la analo- 
gía con la definición de una integral doble (15.1.5). 

Para evaluar la integral de superficie de la ecuación 1 se aproxima el área de la parcela 
AS, por medio del área de un paralelogramo de aproximación en el plano tangente. En el 
análisis del área de una superficie en la sección 16.6 se hizo la aproximación 


AS; > |ru Xx r, | Au Av 


donde r, = —i+ j+ k r, = —i+ -j +k 


son los vectores tangentes en una esquina de S;. Si los componentes son continuos y r, y 
r, son diferentes de cero y no paralelos en el interior de D, se puede demostrar con base 
en la definición 1, aun si D no es un rectángulo, que 


a [[ Fæ yd as = [f fe 0) | ru x r | da 


S D 


Esto debería compararse con la fórmula para una integral de línea: 
i b 
[Sy 2) ds = | FEO) |r) la 
Obsérvese también que 


[f 1as = fÍ |r. X ro] da = A(S) 
s D 


La fórmula 2 permite calcular una integral de superficie convirtiéndola en una integral 
doble en el dominio paramétrico D. Al usar esta fórmula, recuerde que f(r(u, v)) se eva- 
lúa escribiendo x = x(u, v), y = y(u, V) y z = z(u, v) en la fórmula para f(x, y, z). 


EJEMPLO 1 Calcule la integral de superficie ffs x? dS, donde S es la esfera unitaria 
X+y+z=1. 


SOLUCIÓN Como en el ejemplo 16.6.4, use la representación paramétrica 


x = sen ġ cos 0 y = sen q sen 0 z = cos GQ Osp 0=0=271 
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es decir, r(), 0) = sen ġ cos 0 i + sen q sen 0 j + cos d k 
Como en el ejemplo 16.6.10, se puede calcular que 
| ro X ro | = sen ġ 


Así, por la fórmula 2, 


ff x’dS ff (seng cos 0)” |r X ro|dA 
s D 


= a p senh cos?0 send dd de = pa cos20 dð y sen*ó do 


v 


Aquí se usan las identidades 


cos? = 3 (1 + cos 20) A e 
E N z(1 + cos 20) d0 k (send — send cos’°ġ) do 


senh = 1 — cosido 


En cambio, se podrían usar las fórmulas ör To Ar 
64 y 67 de la tabla de integrales, que se = llo + 4 sen 20]; [—cos o + l cos*¿l, = — E 
encuentra al final del libro. 3 


Las integrales de superficie tienen aplicaciones similares a las de las integrales que 
ya se consideraron. Por ejemplo, si una hoja delgada (de lámina) tiene la forma de una 
superficie S y la densidad (masa por unidad de área) en el punto (x, y, z) es p(x, y, Z), 
entonces la masa total de la hoja es 


m= ji p(x, y, z) dS 
S 


y el centro de masa es (x, y, z), donde 


x= En [f xp(x, y, z) dS y= al y p(x, y, z) dS z= a z p(x, y, z) dS 


m vy 
S 


Momentos de inercia también pueden definirse, como ya se hizo antes (véase el ejerci- 
cio 41). 


E Gráficas de funciones 


Toda superficie S con ecuación z = g(x, y) puede considerarse una superficie paramétrica 
con ecuaciones paramétricas 


, : 09 : 09 
así que se tiene r,=i+|--]k r= + k 
Ox dy 
Por tanto 
lo) ð 
(3) nxr=-Li-Lj+k 


FIGURA 2 


S2 


FIGURA 3 
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Por consiguiente, en este caso, la fórmula 2 se convierte en 


a US e jjs y, g, y) (E) + (2) + 1dA 


Fórmulas similares se aplican cuando es más conveniente proyectar S en el plano yz 
o el plano xz. Por ejemplo, si S es una superficie con ecuación y = h(x, z) y D es su pro- 
yección en el plano xz, entonces 


fro, y, z) dS = fro h(x, z), z) >) ma (2) tida 


S 


EJEMPLO 2 Evalúe ffs y dS, donde S es la superficie z = x + y, 0S x < 1, 
0 = y <2. (Véase la figura 2.) 
SOLUCIÓN Como 

0z Z 


— =l —=2 
ÓX 2 dy id 


pap 


= | [51 + 1+4? dy dx 


la fórmula 4 da 


= f dxy2 [yvi + 2y? dy 
13/2 
3 


== 2 
= VIA + 23991, = " 
Si S es una superficie suave por partes, es decir, una unión finita de superficies suaves 
Si, S2, ... , S, que intersecan solo a lo largo de sus fronteras, la integral de superficie de f 
en S está definida por 


ffr y, z2) dS = |Í f(x,y,z) dS + + MEIGS 2) dS 


Jv 


S Sı Sn 


EJEMPLO 3 Evalúe ffs z dS, donde S es la superficie cuyos lados S, están dados por el 
cilindro 1? + y? = 1, cuya base S, es el disco x? + y? < 1 en el plano z = 0 y cuya parte 
superior $; es la parte del plano z = 1 + x que se ubica sobre S». 

SOLUCIÓN La superficie S aparece en la figura 3. (Se ha cambiado la posición usual 


de los ejes para obtener un mejor aspecto de S.) Para S, se usan O y z como parámetros 
(véase el ejemplo 16.6.5) y se escriben sus ecuaciones paramétricas como 


x = cos 0 y = sen 0 zZ=z 
donde 
0=0=<2rT y 0O=z=1+x=1+c0s0 
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Por tanto 
i j k 
rọ X r; =| —senð cosð 0|=cos0i+ senðj 
(0) 0 1 


y |ry X r,| = ycos?ð + sen?9 = 1 


Así la integral de superficie en $, es 


ff zas = ff z1r x r.|aa 
Sı D 


[7 I+cos 0 


z dz dð = |” 5(1 + cos0)'d0 


YO JO 


[7 E + 2c0s0 + 5(1 + cos 29)| do 


| 
N= 
e 


27 3 
= 1129 + 2 send + l sen 20]; E 


Como $, está en el plano z = 0, se tiene 


ff zas = ff oas =0 
S2 S2 


La superficie superior S3 se halla sobre el disco unitario D y forma parte del plano 
z = 1 + x. Así, tomando g(x, y) = 1 + x en la fórmula 4 y al convertir a coordenadas 


polares, se tiene 
pp np 7 2 2 
ll zasa (1 EN | (z) + (2) dA 


S; 


= [7 a + rcos0)/1 + 1 +0 rdrd9 


TA [7 N (r + r?cos 0) dr d0 


SNT [7 (3 + 3 cos 8) d8 


-yz $ | N 24 
0 


2 3 


Por tanto 


ff zas = ff zas 4 ff zas + ff zas 
Ss S2 


Si S3 


+04 yIr= ($+ /2)r z 


A 
Porn 


F 
"d Da 
Dg 
FIGURA 4 
Una banda de Möbius 


Visual 16.7 muestra una banda 
de Möbius con un vector normal 
que puede moverse a lo largo de 

la superficie. 


FIGURA 5 


Construcción de una banda de Möbius 


n; 
/ 
li 
Y 
n, 
0 
AAN 
IE: 
a y 
FIGURA 6 
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E Superficies orientadas 


Para definir integrales de superficie de campos vectoriales, se debe descartar superficies 
no orientables como la banda de Möbius que aparece en la figura 4. [Este objeto debe 
su nombre al geómetra alemán August Móbius (1790-1868).] Usted puede construir una 
por sí mismo tomando una larga tira de papel de forma rectangular, dándole media vuelta 
y uniendo las orillas cortas como en la figura 5. Si una hormiga se arrastrara a lo largo de 
la banda de Móbius partiendo del punto P, terminaría en el “otro lado” de la banda (es 
decir, con el lado superior apuntando en la dirección opuesta). Entonces, si la hormiga 
siguiera arrastrándose en la misma dirección, acabaría de vuelta en el mismo punto P sin 
haber cruzado nunca una orilla. (Si usted ha construido una banda de Möbius, trate de 
dibujar a lápiz una línea intermedia.) Por tanto, una banda de Möbius tiene en realidad un 
solo lado. Usted puede graficar la banda de Möbius usando las ecuaciones paramétricas 
del ejercicio 16.6.32. 


B b g 
A R A “e 


En lo sucesivo solo se considerarán superficies orientables (de dos lados). Comience 
con una superficie S que tiene un plano tangente en cada punto (x, y, z) en S (excepto en 
cualquier punto frontera). Hay dos vectores normales unitarios n, y n, = ~n; en (x, y, Z). 
(Véase la figura 6.) 

Es posible elegir un vector normal unitario n en cada uno de esos puntos (x, y, z) de tal 
forma que n varíe continuamente en S, y entonces $ se llama una superficie orientada 
y la selección dada de n proporciona a S una orientación. Existen dos orientaciones 
posibles para cualquier superficie orientable (véase la figura 7). 


n i n n 
n 
FIGURA 7 
Las dos orientaciones de 
una superficie orientable 


Para una superficie z = g(x, y) dada como la gráfica de g, se usa la ecuación 3 para 
asociar con la superficie una orientación natural dada por el vector normal unitario 


5) q a oy 


Como el componente k es positivo, esto da la orientación hacia arriba de la superficie. 
Si S es una superficie orientable suave dada en forma paramétrica por una función vec- 
torial r(u, v), es automáticamente provista con la orientación del vector normal unitario 


(6) n= r, X r, 


MESA 
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y la orientación opuesta está dada por —n. Por ejemplo, en el ejemplo 16.6.4 se deter- 
mina la representación paramétrica 


r(ġ, 0) = asen ġ cos 0 i + asen $ sen 0 j + a cos ġ k 
para la esfera x? + y? + z? = a’. Luego, en el ejemplo 16.6.10 se determina que 
ro X r, = a? seno cos 0i + a? sen’ġ sen 0 j + a? sen $ cos p k 
y | ro X ro | = a? sen $ 
Así, la orientación inducida por r(¢, 0) es definida por el vector normal unitario 


ro X ro k N 1 
n= -*— = send cosh i + send sen j + coso k = —r(d, 0) 
[ro X rol a 


Obsérvese que n apunta en la misma dirección que el vector de posición, es decir hacia 
fuera de la esfera (véase la figura 8). La orientación opuesta (hacia dentro) se habría 
obtenido si se hubiera invertido el orden de los parámetros porque rọ X r = -r4 X ro 
(véase la figura 9). 


FIGURA 8 FIGURA 9 


Orientación positiva Orientación negativa 


Para una superficie cerrada, es decir, una superficie que es la frontera de una región 
sólida E, la convención es que la orientación positiva es aquella para la que los vecto- 
res normales apuntan hacia fuera de E, y los normales que apuntan hacia dentro dan la 
orientación negativa (véanse las figuras 8 y 9). 


E Integrales de superficie de campos vectoriales 


ZA Suponga que $ es una superficie orientada con vector normal unitario n e imagine un 
fluido con densidad p(x, y, z) y campo de velocidad v(x, y, z) que fluye a través de S. 
(Conciba a S como una superficie imaginaria que no impide que el fluido fluya, como una 
red para pescar de un lado a otro de un río.) Entonces, la razón de flujo (masa por unidad 
de tiempo) por unidad de área es pv. Si se divide S en pequeñas parcelas S;, como en 
la figura 10 (compare con la figura 1), S; es casi planar y por tanto se puede aproximar la 
masa de fluido por unidad de tiempo que cruza S; en la dirección del normal n mediante 
la cantidad 


0 
e (PY ` MA(S;) 


FIGURA 10 donde p, v y n son evaluados en algún punto en S;. (Recuerde que el componente del 
vector pv en la dirección del vector unitario n es pv - n.) Al sumar estas cantidades y 
tomar el límite se obtiene, de acuerdo con la definición 1, la integral de superficie de la 
función pv > n en S: 


M py: ndS = if p(x, y, z)v(x, y, z) - n(x, y, z) dS 
3 s 


y esto se interpreta físicamente como la razón de flujo por S. 


Compare la ecuación 9 con la expresión 
similar para evaluar integrales de línea 
de campos vectoriales en la definición 
16.2.13: 


E - dr = N FEO) - r'(®) dt 


La figura 11 muestra el campo vectorial 
F del ejemplo 4 en puntos en la esfera 
unitaria. 


FIGURA 11 
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Si se escribe F = py, entonces F es también un campo vectorial en R? y la integral de 
la ecuación 7 se convierte en 


ff F-ndsS 
S. 


Una integral de superficie de esta forma ocurre con frecuencia en física, aun si F no es 
pv, y se llama integral de superficie (o integral de flujo) de F en S. 


Definición Si F es un campo vectorial continuo definido en una superficie 
orientada S con vector normal unitario n, entonces la integral de superficie de F 
en S es 


ff F - dS = ff F- ndS 
S S 


Esta integral también se llama flujo de F por S. 


En palabras, la definición 8 establece que la integral de superficie de un campo vec- 
torial en S es igual a la integral de superficie de su componente normal en S (como se 
definió previamente). 

Si S está dada por una función vectorial r(u, v), entonces n está dado por la ecuación 
6, y de la definición 8 y la ecuación 2 se tiene 


[fE -dS = ff E. ue g 
Ss S 


|ru X r| 


u X v 
= | f OE a MN 
|r, X r] 
D 


donde D es el dominio paramétrico. Así se tiene 


a [PF -as = f| E - (1, X r.) da 


S D 


EJEMPLO 4 Determine el flujo del campo vectorial F(x, y, z) = zi + yj + xk 
a través de la esfera unitaria 2 + y + 7 = 1. 


SOLUCIÓN Como en el ejemplo 1, use la representación paramétrica 
r(ġ, 0) = sen ġ cos 0 i + sen q sen 0 j + cos d k 0=d4=<rT 0=<0=<2T 
Entonces F(r(d, 0)) = cos di + sen d sen 0 j + sen $ cos 0 k 
y, del ejemplo 16.6.10, 
ro X r, = sen?ġ cos 0i + sen*g sen 0 j + sen ġ cos 0 k 


Por tanto 


F(r(o, 0)) : (ry X ra) = cos q sento cos O + sento sen? O + sen?g cos œ cos O 
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y, por la fórmula 9, el flujo es 


ff F - dS = [fE - (Eo X 19) dA 
S D 


= M M (2 send cosp cos + send sen?0) de de 


2 N sento cos ġ do i cos de + N sentó do r o 


J0 


0+ IN seno do 0 sen?0 d0 (sa que [Feos 0 dð = o) 


4r 
3 


por el mismo cálculo que en el ejemplo 1. B 


Si, por ejemplo, el campo vectorial del ejemplo 4 es un campo de velocidad que des- 
cribe el flujo de un fluido con densidad 1, la respuesta, 47/3, representa la razón de flujo 
por la esfera unitaria en unidades de masa por unidad de tiempo. 

En el caso de una superficie S dada por una gráfica z = g(x, y), se puede concebir a 
x y y como parámetros y usar la ecuación 3 para escribir 


: E 09, , 
F- (xe) = (Pi + Qj + RO + (= Zisk] 
i ox dy 


Por lo que la fórmula 9 se convierte en 


ffx as= ff( po 0% ras 
S D b 


Esta fórmula supone la orientación hacia arriba de S; para una orientación hacia abajo se 
multiplica por —1. Pueden elaborarse fórmulas similares si S está dada por y = A(x, z) o 
x = k(y, z). (Véanse los ejercicios 37 y 38.) 


EJEMPLO 5 Evalúe ffs F - dS, donde F(x, y, z) = yi + xj + z k y Ses la frontera de 
la región sólida E encerrada por el paraboloide z = 1 — x? — y? y el plano z = 0. 


SOLUCIÓN S consta de una superficie parabólica superior S, y una superficie circular 
inferior S,. (Véase la figura 12.) Como S es una superficie cerrada, use la convención de 
orientación positiva (hacia fuera). Esto significa que S, está orientada hacia arriba y se 
puede usar la ecuación 10, siendo D la proyección de S, en el plano xy, es decir el disco 
xX + y? < 1. Puesto que 


Px, y, 2) =y Q(x, y, 2) =x Rx, y, z) =z=1- x2- y 


X ðg 
en Sı y -= —2x —=-—2y 
FIGURA 12 Ox dy 


SECCIÓN 16.7 Integrales de superficie 1131 


se tiene 
0) 0) 
E ds =|| papa +2) a 
J ðx ðy 
Sı D 
= Yi y(—2x) — x(—2y) + 1 — x° — y?]dA 
s 
= ff (1+4xy — x? — y’) dA 
A 
= [7 f (1 + 4r°cos0 sen — r?) r dr d0 
= [7 f (r — r? + 4r°cos0 sen0) dr de 
— 27 (1 i D T 
= f (4 + cos sen 0) do = 32r) + 0 = A 
El disco S, está orientado hacia abajo, así que su vector normal unitario es n = —k y se 
tiene 


ff F - dS = fi F - (-k) dS = ff (=2) dA = ff OdA=0 
S2 Sa D D 


ya que z = 0 en S. Por último, por definición se calcula | 1 s F - dS como la suma de las 
integrales de superficie de F en las piezas Sı y S2: 


[as a , 


Aunque se motiva la integral de superficie de un campo vectorial con el ejemplo de 
flujo de un fluido, este concepto también surge en otras situaciones físicas. Por ejemplo, 
si E es un campo eléctrico (véase el ejemplo 16.1.5), la integral de superficie 


ff E-dS 
S 


se llama flujo eléctrico de E por la superficie S. Una de las leyes más importantes de 
la electrostática es la ley de Gauss, la cual sostiene que la carga neta encerrada por una 
superficie cerrada S es 


(11) O = eo || E + aS 


S 


donde £, es una constante (llamada permitividad del espacio libre) que depende de las 
unidades usadas. (En el sistema SI, ey = 8.8542 X 107? C?/N - m?.) Por tanto, si el 
campo vectorial F en el ejemplo 4 representa un campo eléctrico, se puede concluir que 
la carga encerrada por Ses Q = treo. 

Otra aplicación de integrales de superficie ocurre en el estudio del flujo de calor. 
Suponga que la temperatura en un punto (x, y, z) en un cuerpo es u(x, y, z). Entonces, el 
flujo de calor se define como el campo vectorial 


F = —K Vu 
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donde K es una constante determinada experimentalmente llamada conductividad de la 
sustancia. La razón de flujo de calor por la superficie S en el cuerpo está dada entonces 
por la integral de superficie 


[f F - dS = =K || Vu - dS 
S 


EJEMPLO 6 La temperatura u en una pelota de metal es proporcional al cuadrado de 
la distancia desde el centro de la pelota. Determine la razón de flujo de calor por una 
esfera S de radio a con centro en el centro de la pelota. 


SOLUCIÓN Al tomar el origen como el centro de la pelota, se tiene 
u(x, y, z) = CG + y? + 2?) 
donde C es la constante de proporcionalidad. Entonces, el flujo de calor es 
F(x, y, z) = —K Vu = -KCQxi + 2yj+2zk) 


donde K es la conductividad del metal. En vez de emplear la parametrización usual de 
la esfera como en el ejemplo 4, se observa que el vector normal unitario hacia fuera res- 
pecto a la esfera xX? + y? + z? = a? en el punto (x, y, Z) es 


a . 
n= —(xi+ yj+zk) 
a 


_2KC 


así que F.-n= (x? +y? + 2?) 
Pero en S se tiene 1? + y? + 7 = q?, de manera que F - n = —2aKC. En consecuencia, 
la razón de flujo de calor por S es 


ff F - dS = ff F < ndS = —2aKC ff dS 


S S S 


16.7 EJERCICIOS 


1. Sea S la superficie de la caja encerrada por los planos 
x= +],y= +1,z = +1. Aproxime Ms cos(x + 2y + 3z) dS 
con una suma de Riemann como en la definición 1, tomando 
las parcelas S; como los cuadrados que son las caras de la 
caja S y los puntos Př como los centros de los cuadrados. 


2. Una superficie S consta del cilindro xX + y? =1,-1=<z=<1, 
junto con sus discos superior e inferior. Suponga que sabe que 
fes una función continua con 


A=1,0,0)=2  f(0,+1,0)=3  f(0,0,+1)=4 


Estime el valor de Ms f(x, y, z) dS con una suma de Riemann, 
tomando las parcelas S}; como los cuatro cuartos de cilindro y 
los discos superior e inferior. 


= —2aKCA(S) = —2aKC(41a?) = —8KCra’ a 


3. Sea H el hemisferio x? + y? + z? = 50, z > 0, y suponga que 
fes una función continua con f(3, 4, 5) = 7, f(3, —4, 5) = 8, 
f(—3, 4, 5) = 9 y f(—3, —4, 5) = 12. Al dividir H en cuatro 
parcelas, estime el valor de [fu f(x, y, z) d5. 


a 


4. Suponga que f(x, y, z) = g(yx? EPE ), donde g es 
una función de una variable tal que g(2) = —5. Evalúe 
[fs fŒ, y, Z) dS, donde S es la esfera x? + y? + 2? = 4. 


5-20 Evalúe la integral de superficie. 
5. ffs œ +y +z)dS, 


S es el paralelogramo con ecuaciones paramétricas x = u + 0D, 
y=u=0z2=1+21+00=<u=2,0=v=<l 


10. 


11. 


12. 


13. 


. Ms XyZ dS, 


S es el cono con ecuaciones paramétricas x = u COS V, 
y=usenwz=u0=<u<1,0=<v=< 1/2 


. Ms y dS, S es el helicoide con ecuación vectorial 


r(u, v) = lu cos v, u sen v, V), 0 Su < 1,0 SVS 


. [Js œ + y3 ds, 


S es la superficie con ecuación vectorial 
r(u, 0) = (2uv, 1 — 0,1 + v), u? +V < 1 


+ ffs x?yz ds, 


S es la parte del plano z = 1 + 2x + 3y que está sobre el 
rectángulo [0, 3] x [0, 2] 


jjs xz dS, 
S es la parte del plano 2x + 2y + z = 4 que está en el primer 
octante 


[fs x?z? ds, 

S es la parte del cono z? = x? + y? que está entre los planos 
z=lyz= 

ffs y? as, 

S es la parte de la esfera 1? + y? + 2? = 4 que está dentro del 


cilindro x? + y? = 1 y sobre el plano xy 


fjs? ds, 
S es la parte del paraboloide x = y? + z? dada por 0 < x < 1 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 
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Fx, y,z) =zi+yj+xk, 
S es el helicoide del ejercicio 7 con orientación hacia arriba 


F(x, y, z) = xyi + yz j + zx k, S es la parte del paraboloide 
z = 4 -— xX? — y? que está sobre el cuadrado 0 < x < 1, 
0 = y = 1 y tiene orientación hacia arriba. 


F(x, y, 2) =xzi1+xj+yk, 
S es el hemisferio xX? + y? + 2? = 25, y > 0 orientado en la 
dirección del eje y positivo 


F(x, y, z) = xi + yj +2? k, S es la esfera con radio 1 y 
centro en el origen 


F(x, y, z) = yi — xj + 2z k, S es el hemisferio 
xX +y? + z7? = 4, z > 0, orientado hacia abajo 


F(x, y,z) = yj- zk, 
S consta del paraboloide y = x? + 7°, 0 <= y < 1 y el disco 
*+z2=s1ly=1 


F(x, y, z) = yzi + zxj + xy k, 
S es la superficie z = x sen y, 0 S x S 2, 0 S y S m con 
orientación hacia arriba 


F( y,z) =xi—zj+ yk, 
S es la parte de la esfera x? + y? + z? = 4 en el primer 
octante, con orientación hacia el origen 


fo qy272 . 

14. |js y7? dS, ara a 30. F(x, y, z) = xy i + 4x? j + yz k, S es la superficie z = xe’, 
S es la parte del cono y = yx? + z? dado por 0 < y = 5 0=x=1,0=<y+<l, con orientación hacia arriba 

15. ||sx ds, 31. F(x, y, z) = x i + y?j + z? k, S es la frontera del medio 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


S es la superficie y =1?+4z,0=x=1,0=z=<1 


Ms y P dS > 
S es la parte de la esfera x? + y? + 2? = 1 que está sobre 


el cono z = yx? + y? 


Ms (éz + y?) ds, 
S es el hemisferio x? + y? +722=4,2>0 


ffs (++ y + 2) aS, 
S es la parte del medio cilindro x? + 2? = 1, z > 0, que está 
entre los planos y = 0 y y = 2 


Ms y dS, 
S es la parte del paraboloide y = x? + 2? que está dentro del 
cilindro x? + 22 = 4 


Ms xz ds, 
S es la frontera de la región encerrada por el cilindro 
y +2=09ylos planosx=0yx+y=5 


32. 


cilindro sólido 0 < z S y1 — y?,0=x=2 


Fx, y,z)=yi+(z—y)j+ xk, 
S es la superficie del tetraedro con vértices (0, 0, 0), (1, 0, 0), 
(0, 1, 0) y (0, O, 1) 


EN 33. 


EN 34. 


EN 35. 


En 36. 


Evalúe ffs (x? + y? + 2?) dS con cuatro decimales, donde S 
es la superficie z = xe”,0=x=1,0=y=l. 


Determine el valor exacto de Ms xyz dS, donde S es la 
superficie z =x%y,0=x=1,0=y=<2 


Determine el valor de Ms xyz? dS con cuatro decimales, 
donde S es la parte del paraboloide z = 3 — 2 x? — y? que 
está sobre el plano xy. 


Halle el flujo de 
F(x, y, z) = sen(xyz) i — y j + 22e k 


a través de la parte del cilindro 4y? + 2? = 4 que está sobre el 


21-32 Evalúe la integral de superficie Ms F - dS para el campo 
vectorial dado F y la superficie orientada S. En otras palabras, 
determine el flujo de F por S. Para superficies cerradas, use la 
orientación positiva (hacia fuera). 


plano xy y entre los planos x = —2 y x = 2 con orientación 
hacia arriba. Ilustre con un sistema algebraico computacio- 
nal para dibujar el cilindro y el campo vectorial en la misma 
pantalla. 


21. F(x, y, z) = ze” i — 3ze” j + xyk 
S es el paralelogramo del ejercicio 5 con orientación hacia 
arriba 


37. Halle una fórmula para ffs F - dS similar a la fórmula 10 para 
el caso en que S está dada por y = h(x, z) y n es el vector 


normal unitario que apunta a la izquierda. 
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38. Halle una fórmula para Ms F - dS similar a la fórmula 10 en metros y los componentes de v en metros por segundo. 
para el caso en que S está dada por x = k(y, z) y n es el Determine la razón de flujo hacia fuera por el hemisferio 
vector normal unitario que apunta al frente (es decir, hacia el X*+y+22=9z>0, 
espectador cando 108 ejes se trazan enla formia habitual); 45. Use la ley de Gauss para determinar la carga contenida en 

39. Halle el centro de masa del hemisferio x? + y? + 2? = q, el hemisferio sólido 1? + y? + 2? < a?, z > 0 si el campo 


z = 0 si tiene densidad constante. 


eléctrico es 


40. Determine la masa de un embudo delgado en forma de un EG, y,z) =xi+yj+2k 
cono z = yx? + y?, 1 Sz < 4, si su función de densidad . 
es p(x, y, 2) = 10 = z. 46. Use la ley de Gauss para determinar la carga encerrada por el 
T cubo con vértices (+1, +1, +1) si el campo eléctrico es 
41. (a) Dé una expresión integral para el momento de inercia Z, 
alrededor del eje z de una hoja delgada en forma de una E&x, y, 2) =xi+ yj+zk 
superficie S, si la función de densidad es p. . 47. La temperatura en el punto (x, y, z) en una sustancia con 
(b) Determine el momento de inercia alrededor del eje z del conductividad K = 6.5 es u(x, y, z) = 2y? + 22?. Determine la 
embudo del ejercicio 40, razón de flujo de calor hacia dentro por la superficie cilíndrica 
42. Sea S la parte de la esfera x? + y? + z? = 25 que está sobre el y+2=60=<x=<4. 
plano z = 4. Si $ tiene densidad constante k, determine (a) el 48. La temperatura en un punto en una pelota con conductividad 
centro de masa y (b) el momento de inercia alrededor del eje z. K es inversamente proporcional a la distancia del centro de 
43. Un fluido tiene una densidad 870 kg/m’ y fluye con velocidad la pelota. Determine la razón de flujo de calor por una esfera 


v=zi + y? j + x k, donde x, y y z se miden en metros y los 


S de radio a con centro en el centro de la pelota. 


componentes de v en metros por segundo. Determine la razón 49 


k A aa . Sea F un campo cuadrado inverso, es decir F(r) = cr/| r |? 
de flujo hacia fuera por el cilindro xX? + y = 4,0 S2 <1. 


para alguna constante c, donde r = xi + yj + zk. 
Demuestre que el flujo de F por una esfera S con centro 
en el origen es independiente del radio de S. 


44. El agua de mar tiene una densidad de 1025 kg/m? y fluye en 
un campo de velocidad v= y i + x j, donde x, y y z se miden 


16.8 Teorema de Stokes 


El teorema de Stokes puede considerarse una versión en dimensiones superiores del 
teorema de Green. Mientras que el teorema de Green relaciona una integral doble en una 
región plana D con una integral de línea alrededor de su curva frontera plana, el teorema 
de Stokes relaciona una integral de superficie en una superficie S con una integral de 
línea alrededor de la curva frontera de S (la cual es una curva en el espacio). La figura 1 
muestra una superficie orientada con vector normal uniforme n. La orientación de S 
induce la orientación positiva de la curva frontera C que aparece en la figura. Esto 
significa que si usted camina en la dirección positiva alrededor de C con la cabeza en la 
dirección de n, entonces la superficie siempre estará a su izquierda. 


FIGURA 1 


Teorema de Stokes Sea S una superficie orientada, suave por partes y acotada 
por una curva frontera cerrada simple suave por partes, C, con orientación positiva. 
Sea F un campo vectorial cuyos componentes tienen derivadas parciales continuas 
en una región abierta en R? que contiene a S. Entonces 


[E -ar = ff rot F + as 
S 


Puesto que 


v y yy 


| F-dr=f F-Tas y ffrotF-as= ff rot E -nas 
S S 


George Stokes 


El teorema de Stokes toma su nombre 
del físico matemático irlandés Sir 
George Stokes (1819-1903). Stokes 

fue profesor de la Universidad de 
Cambridge (de hecho, ocupó el mismo 
puesto que Newton, profesor lucasiano 
de matemáticas) y fue especialmente 
notable por sus estudios de luz y flujo 
de fluidos. Lo que se llama teorema de 
Stokes en realidad fue descubierto por 
el físico escocés Sir William Thomson 


(1824-1907, conocido como Lord Kelvin). 


Stokes se enteró de este teorema en una 
carta de Thomson en 1850 y pidió a sus 
alumnos comprobarlo en un examen en 
la Universidad de Cambridge en 1854. 
No se sabe si alguno de esos estudiantes 
fue capaz de hacer eso. 


FIGURA 2 
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el teorema de Stokes establece que la integral de línea alrededor de la curva frontera de S 
del componente tangencial de F es igual a la integral de superficie en S del componente 
normal del rotacional de F. 

La curva frontera con orientación positiva de la superficie orientada S suele escribirse 
como ðS, así que el teorema de Stokes puede expresarse como 


1) [Í rot F + as = 


yy vas 


S 


F - dr 


Existe una analogía entre el teorema de Stokes, el teorema de Green y el teorema funda- 
mental del cálculo. Como antes, hay una integral que implica derivadas en el miembro 
izquierdo de la ecuación 1 (recuerde que rot F es una especie de derivada de F) y el 
miembro derecho implica los valores de F solo en la frontera de S. 

De hecho, en el caso especial en el que la superficie S es plana y se tiende en el plano xy 
con orientación hacia arriba, el vector normal unitario es k, la integral de superficie se 
convierte en una integral doble y el teorema de Stokes se convierte en 


f E -dr = ff rot F - dS = ff (rot F) - k dA 
ki S 


Este es precisamente el vector del teorema de Green dado en la ecuación 16.5.12. Se ve 
así que el teorema de Green es en realidad un caso especial del teorema de Stokes. 

Aunque el teorema de Stokes es demasiado difícil para comprobarse en su plena gene- 
ralidad, se puede dar una comprobación cuando $ es una gráfica y F, S y C se comportan 
sin irregularidades. 


COMPROBACIÓN DE UN CASO ESPECIAL DEL TEOREMA DE STOKES Suponga que la 
ecuación de S es z = g(x, y), (x, y) € D, donde g tiene derivadas parciales continuas de 
segundo orden y D es una región plana simple cuya curva frontera C, corresponde a C. Si 
la orientación de S es hacia arriba, entonces la orientación positiva de C corresponde a la 
orientación positiva de C,. (Véase la figura 2.) También se da que F = Pi + Qj + Rk, 
donde las derivadas parciales de P, O y R son continuas. 

Como $ es una gráfica de una función, se puede aplicar la fórmula 16.7.10 
con F reemplazada por rot F. El resultado es 


(2) [f rot F - dS 


rr ðR ðQ | 0z ðP OR | 0z d0 ðP 
E a 0 2 lo 
JJ dy dz ) 0x 0z 0x ) dy Ox dy 


donde las derivadas parciales de P, Q y R se evalúan en (x, y, g(x, y)). Si 
x=xXM)  y=0 

es una representación paramétrica de C,, una representación paramétrica de C es 
x= x(t) 


y = y) z = g(x(0), y (0) astsb 
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Esto permite, con la ayuda de la regla de la cadena, evaluar la integral de línea como 
sigue: 


dt dt dt 
b| dx dy óz dx  0z dy 
= | PE+0Z+R + dt 
m dt dt ox dt ðy dt 
dz | dx 9z Y dy 
PEFRE + (0+REZ]Ó ar 
dx) dt dy) dt 
ðZ ðZ 
=f (rr Jar (ore Ja 
Ci Ox dy 
| l | 


eb dx dy dz 
[E de =| Po RS Vd 


donde se ha usado el teorema de Green en el último paso. Luego, usando de nuevo la 
regla de la cadena y recordando que P, Q y R son funciones de x, y y z, además que z es 
en sí misma una función de x y y, se obtiene 


r ðQ ðQ əz ƏR əz ƏR ðz ðz dz 
F + dr = A > +R 
c ðx z 0X dx 0y oz 0x 0y ðx dy 
D 


ðP ðP əz 0Ró0z ƏR ðz ðz dz 
+ + + +R dA 
0y 0z 0y 0y dx 0z 0y ðx 0y dx 


Cuatro de los términos de esta integral doble se eliminan y los seis términos restantes 
pueden disponerse para coincidir con el lado derecho de la ecuación 2. Por consiguiente 


[E - ar = fÍ rot F - as o 
S 


EJEMPLO 1 Evalúe fc F : dr, donde F(x, y, z) = —y° i + xj + zk y C es la curva 
de intersección del plano y + z = 2 y el cilindro x? + y? = 1. (Oriente C en sentido 
contrario a las manecillas del reloj, cuando se mira desde arriba.) 


SOLUCIÓN La curva C (una elipse) aparece en la figura 3. Aunque fe F - dr podría 
evaluarse directamente, es más fácil usar el teorema de Stokes. Primero calcule 


i j 
rot F = = (1 + 2y) k 
ðx ðy ðz 
-y x 2 


Aunque hay muchas superficies con frontera C, la elección más conveniente es la región 
elíptica S en el plano y + z = 2 acotado por C. Si se orienta S hacia arriba, entonces C tiene la 
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orientación positiva inducida. La proyección D de S en el plano xy es el disco 1? + y? < 1, 
así que al usar la ecuación 16.7.10 con z = g(x, y) = 2 — y, se tiene 


f E - dr ff rot F - dS = ff (1 + 2y) dA 


S D 


7 | (1 + 2rsen0) r dr do 


JO JO 


> 1 


2m 2 p3 Por 
= | P +27 seno | dð = i (1 + 2 sen 0) de 


0 


=)101) +0=x7 E 


EJEMPLO 2 Use el teorema de Stokes para calcular la integral ffs rot F - dS, donde 
E(x, y, z) =xzi+ yz j + xy k y S es la parte de la esfera x? + y? + 2? = 4 que está 
dentro del cilindro x? + y? = 1 y sobre el plano xy. (Véase la figura 4.) 


SOLUCIÓN Para hallar la curva frontera C se resuelven las ecuaciones x? + y? + 7 = 4 
y 12 + y? = 1. Al restar, se obtiene 2? = 3, así que z = y3 (ya que z > 0). De este 
modo, C es el círculo dado por las ecuaciones x? + y? = 1, z = V3. Una ecuación 
vectorial de C es 


r(1) = cos ti + sen tj + v3 k 0=1=271 
así que r(A = —senti + costj 
Igualmente se tiene 


F(r(0) = V3 costi + 3 sen tj + cos ż sen t k 


Por tanto, por el teorema de Stokes, 


ff rot F + dS 
S 


LE- dr = [7 POO) 04 


= MITE cos f sent + y/3 sent cos t) dt 


J0 


NE E 0dt=0 m 


Adviértase que en el ejemplo 2 se calcula una integral de superficie simplemente 
conociendo los valores de F en la curva frontera C. Esto significa que si se tiene otra 
superficie orientada con la misma curva frontera C, ¡se obtiene exactamente el mismo 
valor para la integral de superficie! 

En general, si $, y S, son superficies orientadas con la misma curva frontera orientada 
C y ambas satisfacen las hipótesis del teorema de Stokes, entonces 


G] [| rot F -aS = | F - dr = fÍ rot F - aS 
S ` JC s E 
Este hecho es útil cuando es difícil integrar en una superficie pero fácil integrar en la otra. 
Ahora se usa el teorema de Stokes para arrojar un poco de luz sobre el significado del 
vector rotacional. Suponga que C es una curva orientada cerrada y v representa el campo 
de velocidad en el flujo de fluidos. Considere la integral de línea 


v:dr=| v-Tds 
YC YC 
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y recuerde que v : T es el componente de v en la dirección del vector tangente unitario T. 
Esto significa que cuanto más se acerca la dirección de v a la dirección de T, mayor es el 
valor de v : T. Así, fe v * dr es una medida de la tendencia del fluido a moverse alrededor 
de C y se llama la circulación de v alrededor de C. (Véase la figura 5.) 


by 


FIGURA 5 (a) fey - dr > Q, circulación positiva (b) le v + dr <0, circulación negativa 


Sea ahora Po(xo, Yo, Zo) un punto en el fluido y S, un disco pequeño con radio a y 
centro Po. Entonces (rot F)(P) ~ (rot F)(Po) para todos los puntos P en Sa, porque rot F 
es continua. Así, por el teorema de Stokes, se obtiene la aproximación de la circulación 
alrededor del círculo frontera C.,: 


| v-dr [| rotv -aS = ff rotv + nds 
Ica y, s 


a a 


L 


| | rot v(Po) - n(Po) dS = rot v(Po) - n(P,) rra? 


a 


Imagine una minúscula rueda de pale- Esta aproximación mejora cuando a — 0 y se tiene 

tas colocada en el fluido en un punto P, 

como en la figura 6; la rueda de paletas 1 

rota más rápido cuando su eje es para- (4) rot v(Po) - n(Po) = lím > j v «dr 
vta 


lelo a rot v. 


a=>0 za? 


La ecuación 4 da la relación entre el rotacional y la circulación. Indica que rot v : nes 
una medida del efecto de rotación del fluido alrededor del eje n. El efecto de rotación 
es mayor alrededor del eje paralelo a rot v. 

Por último, se menciona que el teorema de Stokes puede usarse para comprobar el 
teorema 16.5.4 (el cual establece que si F = 0 en la totalidad de R?, entonces F es con- 


rot y 


A \ servativo). Por el trabajo previo (teoremas 16.3.3 y 16.3.4) se sabe que F es conservativo 


FIGURA 6 


si fe F - dr = 0 para todas las trayectorias cerradas C. Dada C, suponga que se puede 
encontrar una superficie orientable S cuya frontera sea C. (Esto puede hacerse, pero la 
comprobación requiere técnicas avanzadas.) Entonces, el teorema de Stokes da 


y 


|F -dr = ff rot F -as = ff 0 - as = 0 
S S 


Una curva que no es simple puede dividirse en varias curvas simples, y las integrales 
en torno a esas curvas simples son todas ellas 0. Sumando esas integrales se obtiene 
|c F - dr = 0 para cualquier curva cerrada C. 


1 


16.8 EJERCICIOS 


. Se muestran un hemisferio H y una porción P de un 


paraboloide. Suponga que F es un campo vectorial en R? 
cuyos componentes tienen derivadas parciales continuas. 
Explique por qué 


ff rot F + dS = ff rot F - dS 
H P 


2-6 Use el teorema de Stokes para evaluar Ms rot F - dS. 


2. 


F(x, y, z) = x senzi + y’ j + xyk, 
S es la parte del paraboloide z = 1 — x? — y? que está sobre el 
plano xy, orientado hacia arriba 


. E(x, y, z) = zei + x cos yj + xz sen y k, 


S es el hemisferio x? + y? + 2? = 16, y > O orientado en la 
dirección del eje y positivo 


. F(x y, 2) = Xz i + yz j +zk, 


S es la parte del paraboloide z = x? + y? que está dentro del 
cilindro x? + y? = 4, orientado hacia arriba 


. F(x, y, z) = xyzi + xy j + x?%yzk, 


S consta de la parte superior y los cuatro lados (pero no de la 
base) del cubo con vértices (+1, +1, +1), orientado hacia 
fuera 


. Fx, y, z) =e i+e“j+x%k, 


S es la mitad del elipsoide 4x? + y? + 42? = 4 que está a la 
derecha del plano xz, orientado en la dirección del eje y 
positivo. 


7-10 Use el teorema de Stokes para evaluar fe F - dr. En cada 
caso C está orientada en sentido contrario a las manecillas del 
reloj, vista desde arriba. 


7 


8 


9 


. F, y, =x +y)i+t Oo +z2)j+(z+x)k, 


C es el triángulo con vértices (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1) 


. E(x, y, z) = yzi + 2xz j + e?” k, 


C es el círculo ? + y? = 16,7 =5 


+ F(x, y, z) = xyi + yz j + zx k, C es la frontera de la parte del 


paraboloide z = 1 — x? — y? en el primer octante 


10. 
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F(x, y, z) = 2yi + xz j + (x + y) k, Ces la curva de 
intersección del plano z = y + 2 y el cilindro xX + y? = 1 


11. 


12. 


(a) Use el teorema de Stokes para evaluar fe F - dr, donde 
F(x, y, z) = xzi + xy j +7 k 


y Ces la curva de intersección del plano x + y +z=1y 
el cilindro x? + y? = 9, orientada en sentido contrario a las 
manecillas del reloj, vista desde arriba. 

(b) Grafique tanto el plano como el cilindro con dominios 
elegidos de tal forma que usted pueda ver la curva C y la 
superficie que usó en el inciso (a). 

(c) Determine ecuaciones paramétricas para C y úselas para 
graficar C. 


(a) Use el teorema de Stokes para evaluar fe F - dr, donde 
F(x, y, z) = “y i + 34 j + xy k y Ces la curva de 
intersección del paraboloide hiperbólico z = y? — x? y el 
cilindro x? + y? = 1, orientada en sentido contrario a las 
manecillas del reloj, vista desde arriba. 
Grafique tanto el paraboloide hiperbólico como el cilin- 
dro con dominios elegidos de tal forma que usted pueda 
ver la curva C y la superficie que usó en el inciso (a). 
(c) Determine ecuaciones paramétricas para C y úselas para 
graficar C. 


(b 


= 


13-15 Verifique que el teorema de Stokes es cierto para el campo 
vectorial F y la superficie S dados. 


13. 


14. 


15. 


F(x, y, 2) =-yi+xj-2k, 
Ses el cono 2? = 12 + y, 0 < z < 4 orientado hacia abajo 


F(x, y, z) = —2yzi + yj + 3xk, 
S es la parte del paraboloide z = 5 — x? — y? que está sobre 
el plano z = 1, orientado hacia arriba 


Fx, y,z) =yi+zj+xk, 
S es el hemisferio x? + y? + 2? = 1, y > 0, orientado en la 
dirección del eje y positivo 


16. 


17. 


Sea C una curva suave cerrada simple que se encuentra en el 
plano x + y + z = 1. Demuestre que la integral de línea 


E dx — 2xdy + 3ydz 
depende solo del área de la región encerrada por C y no de la 
forma de C ni de su ubicación en el plano. 


Una partícula se mueve a lo largo de segmentos de recta del 
origen a los puntos (1, 0, 0), (1, 2, 1), (0, 2, 1) y de vuelta al 
origen bajo la influencia del campo de fuerzas 


F(x, y, z) = 221 + 2xyj + 4yk 


Halle el trabajo realizado. 
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18. Evalúe 


20. Suponga que S y C satisfacen las hipótesis del teorema de 
Stokes y que f, g tienen derivadas parciales continuas de 


P (y + sen x) dx + (2? + cos y) dy + x° dz segundo orden. Use los ejercicios 24 y 26 de la sección 16.5 


para demostrar lo siguiente. 


= <1< 027. i Ur 
donde Ces la curva r(t) = (sen í, cos t, sen 21), 0 Et 2T. (a) fe (F Vg) - dr = [f (Vf X Vg) - dS 
[Sugerencia: observe que C yace en la superficie z = 2xy.] 


(b) fe(fFYf)-dr=0 


19. Si S es una esfera y F satisface las hipótesis del teorema de i 
Stokes, demuestre que [fs rot F - dS = 0. (o) Jef Vg + gVf):dr=0 


PROYECTO DE REDACCIÓN TRES HOMBRES Y DOS TEOREMAS 


La fotografía muestra un vitral en la 
Universidad de Cambridge en honor 
a George Green. 


Cortesía de © Masters and Fellows of Gonville 
and Caius College, Cambridge University, Inglaterra. 


Aunque dos de los más importantes teoremas en cálculo vectorial llevan los nombres de 

George Green y George Stokes, un tercer hombre, William Thomson (también conocido como 
Lord Kelvin), desempeñó un papel significativo en la formulación, diseminación y aplicación de 
esos dos resultados. A esos tres hombres les interesó cómo podían ayudar aquellos dos teoremas 
a explicar y predecir fenómenos físicos en electricidad, magnetismo y flujo de fluidos. Los 
hechos básicos de este caso se dan en las notas al margen de las páginas 1097 y 1135. 

Escriba un reporte sobre los orígenes históricos del teorema de Green y el teorema de Stokes. 
Explique las semejanzas y relación entre los teoremas. Exponga los papeles que Green, Thom- 
son y Stokes desempeñaron en el descubrimiento de estos teoremas y en volverlos ampliamente 
conocidos. Muestre cómo ambos teoremas surgieron de la investigación de la electricidad y 
magnetismo, fueron usados posteriormente para estudiar varios problemas físicos. 

El diccionario editado por Gillispie [2] es una buena fuente de información tanto biográfica 
como científica. El libro de Hutchinson [5] hace un recuento de la vida de Stokes y el libro de 
Thompson [8] es una biografía de Lord Kelvin. Los artículos de Grattan-Guinness [3] y Gray 
[4] y el libro de Cannell [1] dan información de referencia sobre la extraordinaria vida y obras 
de Green. Información histórica y matemática adicional se encuentra en los libros de Katz [6] y 
Kline [7]. 


1. D. M. Cannell, George Green, Mathematician and Physicist, 1793-1841: The Background to 
His Life and Work (Filadelfia, Society for Industrial and Applied Mathematics, 2001). 


2. C. C. Gillispie, ed., Dictionary of Scientific Biography (Nueva York, Scribner’s, 1974). Véase 
el artículo sobre Green de P. J. Wallis en el volumen xv y los artículos sobre Thomson de Jed 
Buchwald y sobre Stokes de E. M. Parkinson en el volumen x11. 


3. I. Grattan-Guinness, “Why Did George Green Write his Essay of 1828 on Electricity and 
Magnetism?”, Amer. Math. Monthly, vol. 102 (1995), pp. 387-396. 


4. J. Gray, “There Was a Jolly Miller”, The New Scientist, vol. 139 (1993), pp. 24-27. 


5. G. E. Hutchinson, The Enchanted Voyage and Other Studies (Westport, CT, Greenwood Press, 
1978). 


6. Victor Katz, A History of Mathematics: An Introduction (New York, HarperCollins, 1993), 
pp. 678-680. 


7. Morris Kline, Mathematical Thought from Ancient to Modern Times (Nueva York, Oxford 
University Press, 1972), pp. 683-685. 


8. Sylvanus P. Thompson, The Life of Lord Kelvin (New York, Chelsea, 1976). 
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16.9 El teorema de la divergencia 


El teorema de la divergencia también 
se conoce como teorema de Gauss, 

en honor al gran matemático alemán 
Karl Friedrich Gauss (1777-1855), 
quien descubrió este teorema durante 
su investigación sobre la electrostática. 
En Europa oriental el teorema de la 
divergencia se conoce como teorema de 
Ostrogradsky, en honor al matemático 
ruso Mijail Ostrogradsky (1801-1862), 
quien publicó este resultado en 1826. 


En la sección 16.5 se reescribió el teorema de Green en una versión vectorial como 


| F - nds = [| div F(x, y) dA 

i D 
donde C es la curva frontera con orientación positiva de la región plana D. Si se quisiera 
prolongar este teorema a campos vectoriales en R?, se podría hacer la conjetura de que 


(1] 


[jr -nas = [jf avresa 
E 


S 


donde S es la superficie frontera de la región sólida E. Resulta que la ecuación 1 es cierta, 
bajo hipótesis apropiadas, y se llama teorema de la divergencia. Nótese su semejanza con 
el teorema de Green y el teorema de Stokes en cuanto que relaciona la integral de una 
derivada de una función (div F en este caso) en una región con la integral de la función 
original F en la frontera de la región. 

En esta etapa tal vez usted desee repasar los varios tipos de regiones en los que se 
pudo evaluar integrales triples en la sección 15.6. Se enunciará y comprobará el teorema 
de la divergencia para regiones E que son simultáneamente de los tipos 1, 2 y 3 y se 
llamará a esas regiones regiones sólidas simples. (Por ejemplo, regiones acotadas por 
elipsoides o cajas rectangulares son regiones sólidas simples.) La frontera de E es una 
superficie cerrada, y se usa la convención, presentada en la sección 16.7, de que la orien- 
tación positiva es hacia fuera; es decir, de que el vector normal unitario n está dirigido 
hacia fuera de E. 


El teorema de la divergencia Sea E una región sólida simple y S la superficie 
frontera de E, dada con orientación positiva (hacia fuera). Sea F un campo vectorial 
cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales continuas en una región 
abierta que contiene a E. Entonces 


Ñ F-dS = ff div F dV 
S l 


Así, el teorema de la divergencia sostiene que, en las condiciones dadas, el flujo de F 
por la superficie de frontera de E es igual a la integral triple de la divergencia de F en E. 


COMPROBACIÓN Sea F = Pi + Qj + RK. Entonces 


ðP oQ ðR 
+ + 
ðx dy 0z 


divF = 


así que j yi div F dV = E Eav + Ma E sil W E ay 


Si n es el vector normal unitario hacia fuera de S, la integral de superficie en el miembro 
izquierdo del teorema de la divergencia es 


f] E -as = f| F -nas = || (Pi + Qj + Rk) -nas 
S 


ff Pi- nas 4 ff oj: nas + ff Rk- nas 
Ss S S 


Por tanto, para comprobar el teorema de la divergencia basta con comprobar las tres 
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ecuaciones siguientes: 


A Jia ndS = Mia 
El ffoi nas = [oca 
o e nas = Jff a 


Para comprobar la ecuación 4 se usa el hecho de que E es una región tipo 1: 
E= f(x, y, 2) | (x, y) € D, u(x, y) S z S u(x, y) 


donde D es la proyección de E en el plano xy. Por la ecuación 15.6.6 se tiene 


E A E 
E D 


y por tanto, por el teorema fundamental del cálculo, 
(5) y 2 w= j] [R( (x, y, u2(x, y) — R(x, y, u(x, y))] dA 


La superficie frontera S consta de tres piezas: la superficie inferior S,, la superficie 
superior S, y posiblemente una superficie vertical S3, ubicada sobre la curva frontera de D. 
(Véase la figura 1. Podría ocurrir que $3 no aparezca, como en el caso de una esfera.) 
Adviértase que en $; se tiene k : n = 0, porque k es vertical y n horizontal, de modo que 


[[Rk-nas= |[0ds=0 
S S 
Así, independientemente de si hay una superficie vertical o no, se puede escribir 
[6] [| RK-nas= ff Rk-nds + [| Rk -nas 


S Si S2 


La ecuación de S, es z = ux(x, y), (x, y) E D, y el vector normal hacia fuera n apunta 
hacia arriba, así que de la ecuación 16.7.10 (con F reemplazada por Rk) se tiene 


Jj Rk-ndS = ff R(x, y, ua(x, y) dA 
D 


En S; se tiene z = u(x, y), pero aquí el normal hacia fuera n apunta hacia abajo, así que 
se multiplica por — 1: 


0 Rk-ndS = al R(x, y, u(x, y) dA 
Si 


Por consiguiente, la ecuación 6 da 


ff Rk-ndS = ff [RG y, u(x, y)) — R(x, y, ui(x, y)] dA 
s D 


Nótese que el método de comprobación 
del teorema de la divergencia es muy 
similar al del teorema de Green. 


La solución del ejemplo 1 debería 
compararse con la solución del 
ejemplo 16.7.4. 


FIGURA 2 
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La comparación con la ecuación 5 muestra que 


pp rr O R 
|| Rk-ndS = Wi dv 
y. JJJ Oz 

S E 
Las ecuaciones 2 y 3 se comprueban en forma similar usando las expresiones para E 
como región tipo 2 o tipo 3, respectivamente. o 


EJEMPLO 1 Determine el flujo del campo vectorial F(x, y, z) = zi + yj + xk en la 
esfera unitaria x? + y + 7 = 1. 


SOLUCIÓN Primero se calcula la divergencia de F: 


ð ð ð 
div F = — (2) + +>) =1 
iS 0 


La esfera unitaria S es la frontera de la pelota unitaria B dada por 1? + y? + 72 < 1. Así, 
el teorema de la divergencia da el flujo como 


[Pr -as = fff aiv F av = fff 1 av = vB) = $701} = z z 
J3 J y 


EJEMPLO 2 Evalúe Ms F - dS, donde 

F(x, y, 7) = xyi + (y? + ej + sen(xy) k 
y S es la superficie de la región E acotada por el cilindro parabólico z = 1 — x? y los 
planos z = 0, y = 0, así como y + z = 2, (Véase la figura 2.) 


SOLUCIÓN Sería extremadamente difícil evaluar directamente la integral de superficie 
dada. (Se tendrían que evaluar cuatro integrales de superficie correspondientes a las 
cuatro piezas de S.) Además, la divergencia de F es mucho menos complicada que la 
propia F: 


; ð 2 ia e ð 
div F = — (xy) + — (y? + e”) + — (sen xy) = y + 2y = 3y 
Ox dy 0z 7 7 


Por tanto, use el teorema de la divergencia para transformar la integral de superficie 
dada en una integral triple. La manera más fácil de evaluar la integral triple es expresar 
E como una región tipo 3: 


E = {(x, y, 2) | -1=<1=1,0=<7<1-2%0=y=2-7) 


Entonces se tiene 


JP E -as = fff aiv Fav = fff 3y av 
s H , 
E E | A na = 4 f. [0 +1P-8]ar 
= trar + 3x? ar E E 


Jo 35 
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Aunque se ha comprobado el teorema de la divergencia solo para regiones sólidas sim- 
ples, puede demostrarse para regiones que son uniones finitas de regiones sólidas simples. 
(El procedimiento es similar al que se usó en la sección 16.4 para ampliar el teorema de 
Green.) 

Por ejemplo, considere la región E que se ubica entre las superficies cerradas S, y 
S2, donde S, está dentro de S}. Sean n; y n, los vectores normales hacia fuera de S; y S». 
Entonces, la superficie frontera de E es S = S, U S, y su vector normal n está dado por 
n = —n, en $, y por n = n; en S. (Véase la figura 3.) Al aplicar el teorema de la diver- 
gencia a $ se obtiene 


fif div F dV = ff F - dS = ff F- ndS 
E s S 


0 F + (-n)dS + 0 F - m dS 
S2 


Si 


= -ff F -dS + [fE -dS 
S2 


Si 


EJEMPLO 3 En el ejemplo 16.1.5 se considera el campo eléctrico 


E(x) = á 


donde la carga eléctrica Q se localiza en el origen y x = (x, y, z) es un vector de posición. 
Use el teorema de la divergencia para demostrar que el flujo eléctrico de E por cualquier 
superficie cerrada S, que encierra al origen es 


ff E - dS = 4reQ 
Sa 


SOLUCIÓN La dificultad es que no se tiene una ecuación explícita para S,, porque es 
cualquier superficie cerrada que encierra al origen. La más simple de esas superficies 
sería una esfera, así que sea $, una esfera pequeña con radio a y centro en el origen. 
Usted puede verificar que div E = 0. (Véase el ejercicio 23.) Por tanto, la ecuación 7 da 


[| E- as = [E as + [ff div E av = [| E- as = [| E -nas 
Ss Si E Si Si 


La cuestión de este cálculo es que se puede calcular la integral de superficie en S, porque 
S, es una esfera. El vector normal en x es x/| x |. En consecuencia 


o (g) or e €Q 


|x| 


ya que la ecuación de S; es | x | = a. Así se tiene 


[[E -as = [f E -nas = L ¡Pas = L Asi) = Lana? = 480 
si si le ý i 


Esto indica que el flujo eléctrico de E es 480 a través de cualquier superficie 
cerrada S, que contenga al origen. [Este es un caso especial de la ley de Gauss 
(ecuación 16.7.11) para una carga. La relación entre e y ey es e = 1/(41rgp).] ll 
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Otra aplicación del teorema de la divergencia ocurre en el flujo de fluidos. Sea 
v(x, y, z) el campo de velocidad de un fluido con densidad constante p. Entonces F = pv 
es la razón de flujo por unidad de área. Si Po(<o, Yo, Zo) es un punto en el fluido y B, una 
pelota con centro Po y radio a muy pequeño, entonces div F(P) = div F(P,) para todos 
los puntos P en B,, ya que div F es continua. Se aproxima el flujo en la esfera frontera 
S, COMO sigue: 


[f F - dS = 1 div F dV ~ [ff div F(P,) dV = div F(P,)V(B,) 
y: J ) 


J JY 
Sa a Ba 


Esta aproximación mejora cuando a —> 0 y sugiere que 


los 
div F (Po) = lím vay!) F - dS 

PIII IAA ON V NS | 
AFLI La ecuación 8 indica que div F(P,) es la razón neta de flujo hacia fuera por unidad de 
Aralar 1 Ao volumen en Po. (Esta es la razón del nombre divergencia.) Si div F(P) > 0, el flujo neto 
A D es hacia fuera cerca de P y P se llama fuente. Si div F(P) < 0, el flujo neto es hacia 
a p S TEE dentro cerca de P y P se llama sumidero. 
rd A A Para el campo vectorial en la figura 4, parece que los vectores que terminan cerca de 
ae ye A P, son más cortos que los vectores que empiezan cerca de P}. Así, el flujo neto es hacia 
O e aa a fuera cerca de P,, de modo que div F(P,) > 0 y P, es una fuente. Cerca de P,, por su 
An e pal, parte, las flechas entrantes son más largas que las salientes. Aquí el flujo neto es hacia 
AFFITTI A dentro, así que div F(P,) < 0 y P, es un sumidero. Se puede usar la fórmula para F para 


confirmar esta impresión. Como F = x? i + y j, se tiene div F = 2x + 2y, la cual es 
positiva cuando y > —x. Así, los puntos arriba de la recta y = —x son fuentes y los que 
están abajo son sumideros. 


FIGURA 4 
El campo vectorial F = x i + y2j 


16.9 EJERCICIOS 


1-4 Verifique que el teorema de la divergencia es cierto para el 7. E(x, y, z) = 3xy?i+xe*j+2k, 
campo vectorial F en la región E. S es la superficie del sólido acotado por el cilindro 


1. F, y, 2) = 3x1 + xy j + 2x2 k a O t= 


E es el cubo acotado por los planos x = 0, x = 1, y = 0, 8. F(x, y, z) = xsen yi + x cos yj + xz sen y k, 


y=1,z=0yz=1 


S es la “esfera gorda” xè + y? + zë = 8 


. F(x, y, z) = yz i + 2yz j + 47 k, 9. F(x, y, z) = xæ i + (z — &)j — xy k, 
E es el sólido encerrado por el paraboloide z = x? + y? y el S es el elipsoide x? + 2y? + 32? = 4 
1 =9 
prano z 10. F(x, y, z) =zi+ yj + zxk, 
. FQ, y, z) = (z, y, x), S es la superficie del tetraedro encerrado por los planos de 
E es la pelota sólida x? + y? + z? < 16 coordenadas y el plano 
. Fx, y, z) =x i + xyj +zk, ea A A | 
E es el sólido acotado por el paraboloide z = 4 — x? — y? y el a b c 
plano xy 
donde a, b, y c son números positivos 
5-15 Use el teorema de la divergencia para calcular la integral de 11. FQ, y, z) = Qe + y) i + O° + 2)j— 3y7k, 


S es la superficie del sólido acotado por el paraboloide 


superficie ffs F - dS; es decir, calcule el flujo de F a través de S. 
z= ] — xX — y y el plano xy 


5. F(x, y, z) =xye i + xyz? j + ye k, 
S es la superficie de la caja acotada por los planos de 12. F(x, y, 2) = (ay + 2xz)i + (+ y) j + @y — 2)k, 
coordenadas y los planos x = 3,y =2yz= 1 S es la superficie del sólido acotado por el cilindro 
xX + y? = 4 y los planos z =y- 2yz=0 


6. F(x, y, z) = xyz İ + xyz j + xyz’ k, 
S es la superficie de la caja encerrada por los planos x = 0, 13. F = | r | r, donde r = xi + yj + zk, 
x=a,y=0Q,y= b,z = 0yz = c, donde a, b y c son S consta del hemisferio z = y1 — x? — y? y el disco 
números positivos xX + y? < 1 en el plano xy 
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14. 


En 15. 
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F(x, y, 2) = xti — x°z? j + 4xy2z k, 

S es la superficie del sólido acotado por el cilindro 
xX + y? = 1l ylos planosz=x+2yz=0 
F(x, y, z) = æ tanzi + yy3 — x? j + xsen yk, 


S es la superficie del sólido que está sobre el plano xy y bajo 
la superficie z = 2 — xt — ył -1 sx< 1,—-1<sy<s 1 


En 16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Use un sistema algebraico computacional 

para trazar el campo vectorial 

F(x, y, z) = sen x cos? y i + sen*y costz j + senóz cosóx k en 
el cubo cortado del primer octante por los planos x = 7/2, 

y = 1/2 y z = 1/2. Calcule después el flujo por la superficie 
del cubo. 


Use el teorema de la divergencia para evaluar Ms F - dS, 
donde F(x, y, z) = 22xi + Gy Ftanz)j+(%z+y)kyS 
es la mitad superior de la esfera 7 + y +22= 1. 
[Sugerencia: nótese que S no es una superficie cerrada. 
Calcule primero integrales en S; y S2, donde S, es el disco 
xX + y? < 1, orientado hacia abajo, y S2 = S U S,.] 


Sea F(x, y, z) = z tan (3) i+231In(2+1)j+2zk. 
Determine el flujo de F por la parte del paraboloide 

xX? + y? + z = 2 que está sobre el plano z = 1 y orientado 
hacia arriba. 


Se muestra un campo vectorial F. Use la interpretación de 
divergencia derivada en esta sección para determinar si 
div F es positiva o negativa en P, y en P». 


(a) ¿Los puntos P, y P, son fuentes o sumideros para el 
campo vectorial F que se muestra en la figura? Dé 
una explicación basada exclusivamente en la imagen. 

(b) Dado que F(x, y) = (x, y?), use la definición de 
divergencia para verificar su respuesta al inciso (a). 


En 21-22 Trace el campo vectorial y conjeture dónde div F > 0 
y dónde div F < 0. Calcule después div F para verificar sus 
suposiciones. 


21. 


F(x, y) = (xy, x + y?) 22. F(x, y) = (22, y?) 


23. 


24. 


Verifique que div E = 0 para el campo eléctrico 
£Q 


AE 


Xx. 


Use el teorema de la divergencia para evaluar 


fi (2x + 2y + 2?) dS 
S 


donde S es la esfera 1? + y? + 22? = 1. 


25-30 Compruebe cada identidad, suponiendo que S y E 
satisfagan las condiciones del teorema de la divergencia y que 
las funciones escalares y componentes de los campos vectoriales 
tienen derivadas parciales continuas de segundo orden. 


25. 


26 


27. 


29. 


30. 


| | a- n dS = 0, donde a es un vector constante 
S 


VÆ) =3 || F - dS, donde F(x, y,z) = xi + yj+ zk 
S 


fi rot F- dS =0 28. [l Da fdS = 0 V?fdV 
S S E 


fi (fVg9) + ndS = fif (FW + Vf- Vg) dv 


s E 


[f rva avs) -nas = f|] EV% — avis) av 
i E 


S 


31. 


32. 


Suponga que S y E satisfacen las condiciones del teorema de 
la divergencia y que fes una función escalar con derivadas 
parciales continuas. Compruebe que 


| | fndS = H Vfav 


Esta superficie e integrales triples de funciones vectoriales 
son vectores definidos integrando cada función componente. 
[Sugerencia: comience aplicando el teorema de la divergencia 
a F = fe, donde c es un vector constante arbitrario.] 


Un sólido ocupa una región E con superficie S y está 
sumergido en un líquido con densidad constante p. Se 
establece un sistema de coordenadas de tal forma que 

el plano xy coincida con la superficie del líquido, y valores 
positivos de z se miden hacia abajo en el líquido. Entonces, 

la presión a la profundidad z es p = pgz, donde g es la 
aceleración debida a la gravedad (véase la sección 8.3). 

La fuerza boyante total sobre el sólido debida a la distribución 
de la presión está dada por la integral de superficie 


F = — ff pn dS 


donde n es el vector normal unitario externo. Use el resultado 
del ejercicio 31 para demostrar que F = — Wk, donde W es 

el peso del líquido desplazado por el sólido. (Nótese que F 
está dirigido hacia arriba porque z está dirigida hacia abajo.) 
El resultado es el principio de Arquímedes: la fuerza boyante 
sobre un objeto es igual al peso del líquido desplazado. 
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16.10 Resumen 


Los principales resultados de este capítulo son todos ellos versiones en dimensiones 
superiores del teorema fundamental del cálculo. Para ayudarle a recordarlas, se han reu- 
nido aquí (sin hipótesis) para que pueda advertir más fácilmente su semejanza esencial. 
Obsérvese que en cada caso se tiene una integral de una “derivada” en una región en el 
miembro izquierdo, y el miembro derecho implica los valores de la función original solo 
en la frontera de la región. 


Teorema fundamental del cálculo P F'(x) dx = F(b) — F(a) 


Teorema fundamental para integrales | Vf- dr = f(r(b)) — f(r(a)) 
de línea E 


ð ðP 
Teorema de Green [f ( Q ) dA = fP dx + Q dy 


0x ðy 


Teorema de Stokes ff rot F + dS = f. F:dr 
S 


Teorema de la divergencia 0 div F dV = f F -dS 
E S 
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E repaso 


VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS Las respuestas a la verificación de conceptos se encuentran en las páginas finales del libro. 


1. ¿Qué es un campo vectorial? Dé tres ejemplos que tengan 
significado físico. 


2. (a) ¿Qué es un campo vectorial conservativo? 
(b) ¿Qué es una función potencial? 


3. (a) Escriba la definición de la integral de línea de una función 
escalar fa lo largo de una curva suave C con respecto a la 
longitud de arco. 

(b) ¿Cómo se evalúa tal integral de línea? 

(c) Escriba expresiones para la masa y centro de masa de un 
alambre delgado en forma de una curva C si el alambre 
tiene una función de densidad lineal p(x, y). 

(d) Escriba las definiciones de las integrales de línea a lo 
largo de C de una función escalar f con respecto a x, y y Z. 

(e) ¿Cómo se evalúan estas integrales de línea? 


4. (a) Defina la integral de línea de un campo vectorial F a lo largo 
de una curva suave C dada por una función vectorial r(t). 
(b) Si F es un campo de fuerzas, ¿qué representa esta integral 
de línea? 
(c) Si F = (P, O, R}, ¿cuál es la relación entre la integral 
de línea de F y las integrales de línea de las funciones 
componentes P, Q y R? 


5. Enuncie el teorema fundamental para las integrales de línea. 


6. (a) ¿Qué significa decir que fe F - dr es independiente de la 
trayectoria? 
(b) Si usted sabe que fe F - dr es independiente de la 
trayectoria, ¿qué puede decir de F? 


7. Enuncie el teorema de Green. 


8. Escriba expresiones para el área encerrada por una curva C en 
términos de las integrales de línea alrededor de C. 


9. Suponga que F es un campo vectorial en R°. 
(a) Defina rot F. (b) Defina div F. 


EXAMEN VERDADERO-FALSO 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
15. 
16. 


(c) Si F es un campo de velocidad en flujo de fluidos, 
¿cuáles son las interpretaciones físicas de rot F y div F? 


Si F = Pi + Q j, ¿cómo se determina si F es conservativo? 
¿Y si F fuera un campo vectorial en [R*? 


(a) ¿Qué es una superficie paramétrica? ¿Qué son sus curvas 
reticulares? 

(b) Escriba una expresión para el área de una superficie 
paramétrica. 

(c) ¿Cuál es el área de una superficie dada por una ecuación 
z = g(x, y)? 


(a) Escriba la definición de la integral de superficie de una 
función escalar f en una superficie S. 

(b) ¿Cómo se evalúa esa integral si S es una superficie 
paramétrica dada por una función vectorial r(u, v)? 

(c) ¿Y si S estuviera dada por una ecuación z = g(x, y)? 

(d) Si una hoja delgada tiene la forma de una superficie S y la 
densidad en (x, y, z) es p(x, y, z), escriba expresiones para 
la masa y centro de masa de la hoja. 


(a) ¿Qué es una superficie orientada? Dé un ejemplo de una 
superficie no orientable. 

(b) Defina la integral de superficie (o flujo) de un campo 
vectorial F en una superficie orientada S con vector 
normal unitario n. 

(c) ¿Cómo se evalúa esa integral si S es una superficie para- 
métrica dada por una función vectorial r(u, v)? 

(d) ¿Y si S estuviera dada por una ecuación z = g(x, y)? 


Enuncie el teorema de Stokes. 
Enuncie el teorema de la divergencia. 


¿En qué sentidos son similares el teorema fundamental para 
las integrales de línea, el teorema de Green, el teorema de 
Stokes y el teorema de la divergencia? 


Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero 
explique por qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo 
que refute el enunciado. 
1. Si F es un campo vectorial, entonces div F es un campo 
vectorial. 


2. Si F es un campo vectorial, entonces rot F es un campo 
vectorial. 

3. Si ftiene derivadas parciales continuas de todos los órdenes 
en R*, entonces div(rot Vf) = 0. 

4. Si f tiene derivadas parciales continuas en R? y C es cualquier 
círculo, entonces fe Vf: dr =0. 

5. SIF = Pi + OjyP,= Q, en una región abierta D, entonces 
F es conservativo. 

6. |-c fœ, y) ds = -fc f(x, y) de 

7. Si F y G son campos vectoriales y div F = div G, entonces 
F=G. 


10. 


11. 


12. 


13. 


. El trabajo realizado por un campo de fuerzas conservativo 


para mover una partícula alrededor de una trayectoria cerrada 
es cero. 


. Si F y G son campos vectoriales, entonces 


rot(F + G) = rot F + rot G 
Si F y G son campos vectoriales, entonces 
rot(F - G) = rot F : rot G 


Si S es una esfera y F un campo vectorial constante, entonces 
ls F -dS = 0. 


Hay un campo vectorial F tal que 
rtF=xi+yj+zk 
El área de la región acotada por la curva cerrada simple 


con orientación positiva y suave por partes Ces A = $ y dx. 
JC 


EJERCICIOS 
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1. Se muestran un campo vectorial F, una curva C y un punto P. 
(a) ife F - dr es positiva, negativa o cero? 
Explique su respuesta. 
(b) ¿Es div F (P) positiva, negativa o cero? 
Explique su respuesta. 


2-9 Evalúe la integral de línea. 


2. fe xds, 
C es el arco de la parábola y = x? de (0, 0) a (1, 1) 


3. [yz cos x ds, 
C:ix=t,y=3c0st,z=3sent,0=<t<7T 


4. fe y dx + (x + y) dy, C es la elipse 4x? + 9y? = 36 con 
orientación en sentido contrario a las manecillas del reloj 


5. fc y? dx + xX dy, Ces el arco de la parábola x = 1 — y? 
de (0, —1)a(0, 1) 


6. e Vxy dx + e dy + xz dz, 
C está dada por r() =i+Pj-Pk,0=1t=<1 


7. lexy dx + y dy + yz dz, 
C es el segmento de recta de (1, 0, — 1) a (3, 4, 2) 


8. [cF : dr, donde F(x, y) = xyi + x? j y C está dada por 
r() =senti+(1+10j0=t=<7 


9. [cF : dr, donde F, y, z) = e i + xz j + (x + y) k y C está 
dada por r( =*i+Pj-1k,0=1f<1 


10. Determine el trabajo realizado por el campo de fuerzas 
F(x,y,2)=zi+xj+yk 


para mover una partícula del punto (3, 0, 0) al punto 
(0, 7/2, 3) a lo largo de 

(a) una recta 

(b) la hélice x = 3 cost, y = t, z = 3 sen t 


11-12 Demuestre que F es un campo vectorial conservativo. 
Determine después una función f tal que F = Vf. 


11. F(x, y) = (1 + evi + (e + xLe®”)j 


12. F(x, y, z) = sen yi + x cos y j — sen z k 


13-14 Demuestre que F es conservativo y use este hecho para 
evaluar fe F - dr a lo largo de la curva dada. 


13. F(x, y) = (4x%y? — 2xy°) i + (Qx*y — 3x3?%y? + 4y5)j, 
C: r(t) = (t + senri)i + (2t + cos mt)j, 0O=1=<1 


14. F(x, y, z) = e'i + (xe + e) j + yek, 
C es el segmento de recta de (0, 2, 0) a (4, 0, 3) 


15. Verifique que el teorema de Green es cierto para la integral de 
línea fc xy? dx — x?y dy, donde C consta de la parábola y = x? 
de (—1, 1) a (1, 1) y del segmento de recta de (1, 1) a 1, 1). 


16. Use el teorema de Green para evaluar 
| V1 +x dx + 2xy dy 
JC 


donde C es el triángulo con vértices (0, 0), (1, 0) y (1, 3). 


17. Use el teorema de Green para evaluar fe xy dx — xy dy, 
donde C es el círculo x? + y? = 4 con orientación en 
sentido contrario a las manecillas del reloj. 


18. Halle rot F y div F si 
E(x, y, z) = e™ sen yi + e™ sen z j + e~” sen x k 


19. Demuestre que no existe un campo vectorial G tal que 
rot G = 2xi + 3yz j — xz k 


20. Si F y G son campos vectoriales cuyas funciones 
componentes tienen primeras derivadas parciales continuas, 
demuestre que 


rot(F X G) = F div G — G div F + (G - VEF — (F - V)G 


21. Si C es cualquier curva simple plana cerrada suave por 
partes y f y g son funciones derivables, demuestre que 


fef dx + gO) dy = 0. 


22. Sify g son funciones dos veces derivables, demuestre que 
Vea) = fV°g + g Vf + 2Vf : Vg 


23. Si fes una función armónica, es decir V?f = 0, demuestre 
que la integral de línea j f, dx — f. dy es independiente de la 
trayectoria en cualquier región simple D. 


24. (a) Trace la curva C con ecuaciones paramétricas 
0=<1t=2Tr 


x=COSÍ y = sen f z = sen Í 


(b) Halle fc 2xe” dx + (2x%e” + 2y cot z) dy — y? esc?z dz. 


M 
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25. Halle el área de la parte de la superficie z = x° + 2y que está 
arriba del triángulo con vértices (0, 0), (1, 0) y (1, 2). 


26. (a) Determine una ecuación del plano tangente en el punto 
(4, 2, 1) a la superficie paramétrica S dada por 


r(u, 0) =V i—=uvj+ uk 0s=u=3,-3=0v=3 


(b) Use una computadora para graficar la superficie S y el 
plano tangente determinado en el inciso (a). 
(c) Establezca pero no evalúe una integral para el área de S. 
(d) Si 
z? rA 
F(x y, z) = -i+ A 7 
Ce y, 2) l1+x 1+ y?? 


determine Ms F - dS con cuatro decimales. 
27-30 Evalúe la integral de superficie. 


27. [fsz dS, donde S es la parte del paraboloide 
z = xX + y? que está bajo el plano z = 4 


28. [Ís œ@z + y?z) dS, donde S es la parte del plano z = 4 + x + y 
que está dentro del cilindro 1? + y? = 4 


29. [Ís F - dS, donde F(x, y, z) = xz i — 2y j + 3x k y S es la 
esfera x? + y? + z2? = 4 con orientación hacia fuera 


30. [fs F - dS, donde F(x, y, z) = xX i + xyj +zkySesla 
parte del paraboloide z = x? + y? bajo el plano z = 1 con 
orientación hacia arriba 


31. Verifique que el teorema de Stokes es cierto para el campo 
vectorial F(x, y, z) = x i + y? j + 2? k, donde S es la parte 
del paraboloide z = 1 — x? — y? que está sobre el plano 
xy y S tiene orientación hacia arriba. 


32. Use el teorema de Stokes para evaluar Ms rot F - dS, donde 
F(x, y, z) = xX yzi + yz? j + ze” k, S es la parte de la esfera 
X + y? + 7 = 5 que está sobre el plano z = 1 y S está 
orientada hacia arriba. 


33. Use el teorema de Stokes para evaluar fe F - dr, donde 
F(x, y, z) = xyi + yz j + zx k y Ces el triángulo con vértices 
(1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, O, 1), orientado en sentido contrario a 
las manecillas del reloj, visto desde arriba. 


34. Use el teorema de la divergencia para calcular la integral de 
superficie ffs F - dS, donde F(x, y, 2) =X i +y j +z kys 
es la superficie del sólido acotado por el cilindro x? + y? = 
y los planos z = 0 yz = 2. 


35. Verifique que el teorema de la divergencia es cierto para el 
campo vectorial F(x, y, z) = xi + yj + z k, donde E es la 
pelota unitaria x? + y + 2? < 1. 


36. Calcule el flujo hacia fuera de 


xi+yj+zk 
(x? 4 y? ab g pe 


F(x, y, z) = 


por el elipsoide 4x? + 9y? + 62? = 36. 


37. 


39. 


40. 


41. 


Sea 


F(x, y, z) = (Bx yz — 3y) i + z — 3x) j + œ@y — 2z) k 


Evalúe fe F - dr, donde C es la curva con punto inicial 
(0, 0, 2) y punto terminal (0, 3, 0) que aparece en la figura. 


(2x? + 2xy? — 2y) i + (2y? + 2x°y + 2x)j 
x y? 


Evalúe be F - dr, donde C se muestra en la figura. 


YA 
C 

| | 

xX 


Determine ffs F - n dS, donde F(x, y, z) = xi + yj + zk 
y S es la superficie orientada hacia fuera que se muestra en 
la figura (la superficie frontera de un cubo de la que se ha 
quitado un cubo unitario de esquina). 


Si los componentes de F tienen segundas derivadas parciales 
continuas y S es la superficie frontera de una región sólida 
simple, demuestre que ||, rot F - dS = 0. 


Si a es un vector constante, r = xi + yj + z k, y Ses una 
superficie suave orientada con una curva frontera simple 
cerrada suave con orientación positiva C, demuestre que 


ji 2a : dS = Í. (a xr) « dr 
s 


Problemas 
adicionales 


4. 


. Sea S una superficie paramétrica suave y P un punto tal que cada recta que parte de P 


interseca S a lo sumo una vez. El ángulo sólido Q(S) subtendido por S en P es un conjunto 
de rectas que parten de P y pasan por S. Sea S(a) la intersección de Q(S) con la superficie de 
la esfera con centro P y radio a. Entonces, la medida del ángulo sólido (en esterradianes) se 
define como 


área de S(a 
10(s) | - 


Aplique el teorema de la divergencia a la parte de Q(S) entre S(a) y S para demostrar que 


r 


|0(s)| = ff e ds 
S 


donde r es el vector radio de P a cualquier punto en S, r = | r 
se aleja de P. 

Esto demuestra que la definición de la medida de un ángulo sólido es independiente del 
radio a de la esfera. Así, la medida del ángulo sólido es igual al área subtendida sobre una 
esfera unitaria. (Nótese la analogía con la definición de la medida radián.) El ángulo sólido 
total subtendido por una esfera en su centro es entonces de 47 esterradianes. 


, y el vector normal unitario n 


. Determine la curva cerrada simple con orientación positiva C para la cual el valor de la 


integral de línea 


f (y? — y) dx — 2x° dy 


es un máximo. 


+ Sea C una curva cerrada simple en el espacio, suave por partes, ubicada en un plano con 


vector normal unitario n = (a, b, c) y con orientación positiva con respecto a n. Demuestre 
que el área del plano encerrada por C es 


el (bz — cy) dx + (cx — az) dy + (ay — bx) dz 


Investigue la forma de la superficie con ecuaciones paramétricas x = sen u, 
y = sen 0, z = sen(u + v). Empiece graficando la superficie desde varios puntos 
de vista. Explique la apariencia de las gráficas determinando las trazas en los 


planos horizontales z =0,z=+1lyz= +3. 


. Compruebe la identidad siguiente: 


VE - G) = (F - V)G + (G - V)F + F xX rot G + G X rot F 
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6. La figura describe la sucesión de eventos en cada cilindro de un motor de combustión interna 
de cuatro cilindros. Cada pistón sube y baja y está conectado mediante un brazo de báscula 
a un cigúeñal giratorio. Sean P(t) y V(t) la presión y el volumen dentro de un cilindro en 
el momento £, donde a < t < b da el tiempo requerido para un ciclo completo. La gráfica 
muestra cómo varían P y V a lo largo de un ciclo de un motor de cuatro tiempos. 


PA 
a 
Agua 
© C 
®© 
; l m A 
P - l 
Volante Vara de conexión V 


Durante el tiempo de admisión (de O a ©) una mezcla de aire y gasolina a presión 
atmosférica entra a un cilindro a través de la válvula de admisión cuando el pistón baja. 
Entonces el pistón comprime rápidamente la mezcla con las válvulas cerradas en el tiempo 
de compresión (de Y a ®), durante el cual la presión aumenta y el volumen disminuye. 

En 9 la bujía inflama el combustible, lo que eleva la temperatura y la presión a un volu- 

men casi constante en O. Luego, con las válvulas cerradas, la rápida expansión obliga a 

bajar al pistón durante el tiempo de potencia (de Y a O). La válvula de descarga se abre, la 

temperatura y presión descienden y la energía mecánica almacenada en un volante giratorio 

empuja el pistón hacia arriba, expulsando los productos residuales de la válvula de descarga 

en el tiempo de escape. La válvula de descarga se cierra y la de admisión se abre. Se vuelve 

entonces a O y el ciclo comienza de nuevo. 

(a) Demuestre que el trabajo realizado sobre el pistón durante un ciclo de un motor de cuatro 
tiempos es W = fe P dV, donde C es la curva en el plano PV que se muestra en la figura. 

[Sugerencia: sea x(t) la distancia del pistón a la punta del cilindro y nótese que la 

fuerza sobre el pistón es F = AP(t) i, donde A es el área de la punta del pistón. Entonces 
W= le F - dr, donde C; está dada por r(t) = x(t) i, a S t < b. Un enfoque alternativo 
es trabajar directamente con sumas de Riemann.] 

(b) Use la fórmula 16.4.5 para demostrar que el trabajo es la diferencia de las áreas encerra- 
das por los dos lazos de C. 
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1 7 Ecuaciones diferenciales 
de segundo orden 


El movimiento de un 
amortiguador en una 
motocicleta es descrito por 
las ecuaciones diferenciales 
que se resolverán en la 
sección 17.3. 


© CS Stock/Shutterstock.com 


LAS IDEAS BÁSICAS DE LAS ECUACIONES diferenciales se explicaron en el capítulo 9; 
principalmente las ecuaciones de primer orden. En este capítulo se estudiarán las ecuaciones 
diferenciales lineales de segundo orden y se aprenderá cómo pueden aplicarse para resolver 
problemas concernientes a las vibraciones de resortes y el análisis de circuitos eléctricos. 
También se verá cómo las series infinitas pueden usarse para resolver ecuaciones diferenciales. 
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17.1 Ecuaciones lineales de segundo orden 


Una ecuación diferencial lineal de segundo orden tiene la forma 


d”y dy 
+ 
qe Q(x) F 


X 


(1) P(x) 


+ R()y = G(x) 


donde P, O, R y G son funciones continuas. En la sección 9.1 se vio que las ecuaciones 
de este tipo surgen con el estudio del movimiento de un resorte. En la sección 17.3 se 
abordará más esta aplicación, así como la aplicación a circuitos eléctricos. 

En esta sección se estudiará el caso en el que G(x) = 0, para todas las x, en la ecuación 1. 
Tales ecuaciones se llaman ecuaciones lineales homogéneas. Así, la forma de una ecua- 
ción diferencial lineal homogénea de segundo orden es 


2 


El ro) + oW E + RO =0 


X 


Si G(x) # 0 para algunas x, la ecuación 1 es no homogénea y se analizará en la sección 17.2. 

Dos hechos básicos permiten resolver ecuaciones lineales homogéneas. El primero de 
ellos indica que si se conocen dos soluciones y, y y, de una ecuación de ese tipo, entonces 
la combinación lineal y = c,y, + c, y, también es una solución. 


[B] Teorema Si yı(x) y y(x) son soluciones de la ecuación lineal homogénea (2) y 
cı y c son cualesquiera constantes, entonces la función 


y) = ayx) + ca yx) 


también es una solución de la ecuación 2. 


COMPROBACIÓN Como y, y y, son soluciones de la ecuación 2, se tiene 
Pdy1 + Ol) y1 + R(x)yı = 0 
y P(x)y? + O(00)y2 + Riody, = 0 


Por tanto, usando las reglas básicas de la derivación, se tiene 
P(x)y" + O() y" + R(x)y 
= P(x)(ciyi + cay)” + Q(x) (cyi + cayo)! + ROo)lciy1 + c2y2) 


= P(x)(ciyi + cay2) + Qx)(ciyi + cay2) + R(x)ciy + c2y2) 


= cilP()y + Qayi + Ry] + cal. y2 + Oo y2 + RG yo] 


ci(0) + ca(0) = 0 


Así, y = C¡y, + c, y. es una solución de la ecuación 2. E 
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El otro hecho que se necesita está dado por el teorema siguiente, que se comprueba en 
cursos más avanzados el cual sostiene que la solución general es una combinación lineal 
de dos soluciones linealmente independientes y, y y2. Esto significa que ni y, ni y, son un 
múltiplo constante uno de otro. Por ejemplo, las funciones f(x) = x y g(x) = 5x son 
linealmente dependientes, pero f(x) = e* y g(x) = xe* son linealmente independientes. 


[4] Teorema Si y, y y, son dos soluciones linealmente independientes de la 
ecuación 2 en un intervalo y P(x) nunca es de 0, entonces la solución general 
está dada por 


y) = cyx) + eya (a) 


donde c; y cz son constantes arbitrarias. 


El teorema 4 es muy útil porque indica que si se conocen dos soluciones particulares 
linealmente independientes, se conocen todas las soluciones. 

En general, no es fácil descubrir soluciones particulares de una ecuación lineal de 
segundo orden. Pero siempre es posible hacerlo si las funciones coeficientes P, Q y R son 
funciones constantes, es decir, si la ecuación diferencial tiene la forma 


(5) ay" + by'+ cy =0 


donde a, b, y c son constantes y a 4 0. 

No es difícil pensar en algunas probables candidatas a soluciones particulares de la 
ecuación 5 si se enuncia verbalmente la ecuación. Se debe buscar una función y tal que 
una constante multiplicada por su segunda derivada y” sumada a otra constante multipli- 
cada por y' sumada a una tercera constante multiplicada por y sea igual a 0. Se sabe que 
la función exponencial y = e™ (donde r es una constante) tiene la propiedad de que su 
derivada es un múltiplo constante de sí misma: y' = re**. Además, y” = r?e"*. Si se susti- 
tuyen estas expresiones en la ecuación 5, se verá que y = e”* es una solución si 


ar?e"* + bre™ + ce™=0 
O (ar? + br + cje”"=0 


Pero e”* nunca es 0. Así, y = e”* es una solución de la ecuación 5 si r es una raíz de la 
ecuación 


[6] ar?+br+c=0 


La ecuación 6 se llama ecuación auxiliar (o ecuación característica) de la ecuación 
diferencial ay” + by' + cy = 0. Note que es una ecuación algebraica que se obtiene de la 
ecuación diferencial reemplazando y” por r?, y' por r, así como y por 1. 

A veces las raíces rı y r, de la ecuación auxiliar pueden determinarse por factoriza- 
ción. En otros casos se les determina usando la fórmula cuadrática: 


e A "Er E 
p= 7 S= 


2a p 2a 
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En la figura 1 las gráficas de las solu- 
ciones básicas f(x) = e” y g(x) = e* 
de la ecuación diferencial del ejemplo 1 
aparecen en azul fuerte y azul claro 
respectivamente. Algunas de las demás 
soluciones, combinaciones lineales 
de f y g, se muestran en negro. 


FIGURA 1 


Se destacan tres casos de acuerdo con el signo del discriminante b? — 4ac. 

CASO! b? — 4ac > 0 

En este caso las raíces r, y r de la ecuación auxiliar son reales y distintas, de modo que 
yı = en y y, = e™ son dos soluciones linealmente independientes de la ecuación 5. 
(Observe que e”* no es un múltiplo constante de e””.) Así, por el teorema 4, se tiene el 
hecho siguiente. 


Si las raíces rı y r de la ecuación auxiliar ar? + br + c = 0 son reales y 
desiguales, la solución general de ay" + by'+ cy = 0 es 


y = cer" + ce 


EJEMPLO 1 Resuelva la ecuación y” + y'— 6y = 0. 


SOLUCIÓN La ecuación auxiliar es 
r+r=6=(r-=2(r+3)=0 


cuyas raíces son r = 2, —3. Por tanto, por (8), la solución general de la ecuación dife- 
rencial dada es 


y = cieX + eje * 


Podría verificarse que es en efecto una solución derivando y sustituyendo en la 
ecuación diferencial. E 


d? d 
EJEMPLO 2 Resuelva 3 2 + Y -y= 0. 
dx? dx 


SOLUCIÓN Para resolver la ecuación auxiliar 31? + r — 1 = 0, use la fórmula 


cuadrática: 
LEY 13 
6 
Como las raíces son reales y distintas, la solución general es 
y= ce 1+VB)x/6 + cae VB)x/6 a 
CASO Il b? — 4ac = 0 


En este caso r, = r; es decir, las raíces de la ecuación auxiliar son reales e iguales. Se 
denota con r el valor común de r, y r2. Entonces, de las ecuaciones 7, se tiene 


El = 


=> demodoque 2ar+b=0 
2a 


Se sabe que y, = e” es una solución de la ecuación 5. Ahora se verifica que y, = xe”* es 
también una solución: 


ay? + by} + cy, = alQre”* + r’xe™) + b(e™ + rxe™) + cxe™ 


(Lar + bje"* + (ar? + br + c)xe™ 


= 0(e™) + O(xe"") =0 


La figura 2 muestra las soluciones 


básicas f(x) = e” 
del ejemplo 3 y otros miembros de la 
familia de soluciones. Note que todas 
ellas se aproximan a 0 cuando x — o, 


3x/2 


fig 8 


y g(x) = xe” 


FIGURA 2 


3x/2 
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En el primer término, 2ar + b = 0 por las ecuaciones 9; en el segundo término, 
ar? + br + c = 0 porque r es una raíz de la ecuación auxiliar. Como y, = e” y y, = xe"* 
son soluciones linealmente independientes, el teorema 4 proporciona la solución general. 


Si la ecuación auxiliar ar? + br + c = 0 tiene solo una raíz real r, entonces la 
solución general de ay” + by" + cy = 0 es 


y = ce™ + c,xe”* 


EJEMPLO 3 Resuelva la ecuación 4y" + 12y' + 9y = 0. 


SOLUCIÓN La ecuación auxiliar 4r? + 12r + 9 = 0 puede factorizarse como 


Qr+3?=0 
así que la única raíz es r = a Por (10) la solución general es 
y = ce + coxe 9? a 


CASO ll b? — 4ac < 0 
En este caso las raíces rı y r, de la ecuación auxiliar son números complejos. (Véase el 
apéndice H para información sobre los números complejos.) Se puede escribir 


r =a +18 r,= 0 —1iB 


donde a y B son números reales. [De hecho, a = —b/(2a), B = y4ac — b? /(2a).] 
Entonces, usando la ecuación de Euler 


e? = cos 0 + i sen 0 


del apéndice H, se escribe la solución de la ecuación diferencial como 


y = Cien” + Ce = Cie tP) + Creo iB)x 


Cie™(cos Bx + ¡sen Bx) + C2e®™(cos Bx — ¡sen Bx) 


e“[(C; + C2) cos Bx + i(Cı — C2) sen Bx] 


e“*(c, cos Bx + cz sen Bx) 


donde cı = Cı + C2, c2 = (C, — C2). Esto da todas las soluciones (reales o complejas) de 
la ecuación diferencial. Las soluciones son reales cuando las constantes c, y c2 son reales. 
El análisis se resume como sigue. 


(11) Si las raíces de la ecuación auxiliar ar? + br + c = 0 son los números 
complejos rı = a + ip, r, = æa — if, entonces la solución general de 
ay" + by' + cy = 0 es 


y = ec, cos Bx + c, sen Bx) 
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La figura 3 muestra las gráficas 

de las soluciones del ejemplo 4, 
fŒ) = e* cos 2x y g(x) = e** sen 2x, 
junto con algunas combinaciones 
lineales. Todas las soluciones se 
aproximan a O cuando x — o, 


N 


FIGURA 3 


La figura 4 muestra la gráfica de la 
solución del problema de valor inicial 


del ejemplo 5. Compare con la figura 1. 


20 


FIGURA 4 


EJEMPLO 4 Resuelva la ecuación y” — 6y' + 13y = 0. 
SOLUCIÓN La ecuación auxiliar es 1? — 6r + 13 = 0. Por la fórmula cuadrática, 
las raíces son 
6 + 36 -52 6+y-16 
p= e 
2 2 


=3+2i 


Por (11), la solución general de la ecuación diferencial es 


y = ec, cos 2x + c, sen 2x) = 


E Problemas de valor inicial y valor frontera 


Un problema de valor inicial para la ecuación 1 o 2 de segundo orden consiste en 
determinar una solución y de la ecuación diferencial que también satisfaga condiciones 
iniciales de la forma 


Y0) = Yo y (0) = yı 


donde y, y y, son constantes dadas. Si P, O, R y G son continuas en un intervalo y P(x) 4 0 
ahí, entonces un teorema que se encuentra en libros más avanzados garantiza la existen- 
cia y singularidad de una solución a este problema de valor inicial. Los ejemplos 5 y 6 
ilustran la técnica para resolver un problema de esta clase. 


EJEMPLO 5 Resuelva el problema de valor inicial 
y"+y'—6y=0 y(0) = 1 y(0)=0 


SOLUCIÓN Por el ejemplo 1 se sabe que la solución general de la ecuación 
diferencial es 


yO) = cie” + eje 


Al derivar esta solución se obtiene 
y (a) = 2cje% — 3c,e 5 
Para satisfacer las condiciones iniciales se requiere que 
[12] y(0)=c+c=1 
(13) y'(0) = 2c, — 3c,=0 


De (13), se tiene c = Cr, de modo que (12) da 


a+tía=1 a =i c=% 
Así, la solución requerida del problema de valor inicial es 
y= že” + 2 a 
EJEMPLO 6 Resuelva el problema de valor inicial 
y"+y=0 y0) = 2 y'(0) = 3 
SOLUCIÓN La ecuación auxiliar es 1? + 1 = 0, o 7? = —1, cuyas raíces son +i. 


Así, a = 0, B = 1 y como e” = 1, la solución general es 
y(x) = cı COS x + Cc, sen x 


Dado que y (x) = —c, sen x + c COS x 


La solución del ejemplo 6 se grafica 
en la figura 5. Parece una curva seno 
desplazada y, en efecto, usted puede 
verificar que otra manera de escribir 
la solución es 


y= V13 sen(x + œ) donde tan $ = 


FIGURA 5 


La figura 6 muestra la gráfica de la 
solución del problema de valor 
frontera del ejemplo 7. 


-5 


FIGURA 6 


2 
3 
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las condiciones iniciales se convierten en 
y(0) =c =2 y (0) =c,=3 
Por tanto, la solución del problema de valor inicial es 
y(x) = 2 cos x + 3 sen x = 
Un problema de valor frontera para la ecuación 1 o 2 consiste en determinar una 


solución y de la ecuación diferencial que también satisfaga condiciones frontera de la 
forma 


Yx) = Yo ya) = y 


En contraste con la situación para los problemas de valor inicial, un problema de valor 
frontera no siempre tiene una solución. El método se ilustra en el ejemplo 7. 


EJEMPLO 7 Resuelva el problema de valor frontera 
y Y y y(0) =1 yd) =3 
SOLUCIÓN La ecuación auxiliar es 
r+2r+1=0 o (r+ 1?=0 
cuya única raíz es r = —1. En consecuencia, la solución general es 
y(x) = cie * + coxe * 

Las condiciones de frontera se satisfacen si 

40)=«=1 

yA) = ce! + «e!=3 
La primera condición da c, = 1, de manera que la segunda condición se convierte en 

e!l+ce!=3 
Al despejar cz en esta ecuación multiplicando primero por e, se obtiene 
l1 +c = 3e de modo que c=3e=1 

Así, la solución del problema de valor frontera es 

y = e™ + (3e — l)xe™ E 


Resumen: soluciones de ay” + by'+ c = 0 


Raíces de ar? + br +c =0 Solución general 
rı, m reales y distintas y = cen + cer” 
r=r3=r y = ce™ + caxe"* 
fi, rı complejas: a + ¿8 y = e™(cı cos Bx + c sen px) 
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17.1 EJERCICIOS 


1-13 Resuelva la ecuación diferencial. 


l.y"-y'=-6y=0 2. y” — 6y +9y=0 
3. y” +2y=0 4. y" + y — 12y=0 
5. 4y” + 4y'+y=0 6. 9y” + 4y=0 
7. 3y” == 4y' 8. y= y” 
9. y" — 4y' + 13y=0 10. 3y” + 4y' — 3y=0 
d?y dy 
11.2=>+2— ;=0 
di” dt 2 
dR dR 
12. +6 F34R=0 
dt” dt 
AV dV 
13. 3 —- +4 t3V=0 
dt” dt 


14-16 Grafique las dos soluciones básicas junto con varias 
soluciones más de la ecuación diferencial. ¿Qué rasgos tienen 
en común las soluciones? 


PT A 
"7 q? de ? 
P 1 
15 Ty 20) 
dx* dx 7 
dy dy 
16.24%+%-,3=0 
dx” dx  * 


17-24 Resuelva el problema de valor inicial. 


17.y"+3y=0, y(0)=1, y (0)=3 

18. y" —2y -3y=0, y(0)=2, y'(0)=2 
19. 9y” + 12y' +4y=0, y(0)=1, y(0)=0 
20. 3y” — 2y'—y=0, y(0)=0, y'(0)= -4 
21. 2y” + 5y' +3y=0, y(0) =3, y(0)= -4 
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22. y"+3y=0, y(0)=1, y(0)=3 
23. y" — y — 12y=0, y(1)=0, y(1)=1 
24. 2y" + y'=y=0, y(0)=3, y(0)=3 


25-32 Resuelva el problema de valor frontera, si es posible. 


25. y” + 16y =0, y(0)= —3, y(7/8) = 2 

26. y” + 6y'=0, y(0)=1, y(1)=0 

27. y" +4y=0, y(0)=5, y(m/4) =3 

28. y” = 4y, y(0)=1, y(1)=0 

29. y" =y', y(0)=1, y(1) =2 

30. 4y” — 4y'+ y=0, y(0)=4 yQ)=0 

31. y” + 4y' + 20y =0, y(0)=1, y(7)=2 
32. y” + 4y' + 20y =0, y(0)=1, y(r) = e" 


33. Sea L un número real diferente de cero. 
(a) Demuestre que el problema de valor frontera 
y” + Ay = 0, y(0) = 0, y(L) = 0 tiene solo la solución 
trivial y = O para los casos à = 0 yà <0. 
(b) Para el caso A > O, determine los valores de A para los 
cuales este problema tiene una solución no trivial y dé 
la solución correspondiente. 


34. Si a, b y c son constantes positivas y y(x) es una solución de 
la ecuación diferencial ay" + by' + cy = 0, demuestre que 
lim. yx) = 0. 


35. Considere el problema de valor frontera y” — 2y' + 2y = 0, 

y(a) = c, yb) = d. 

(a) Si este problema tiene una solución única, ¿cómo se 
relacionan a y b? 

(b) Si este problema no tiene solución, ¿cómo se relacionan 
a,b,c y d? 

(c) Si este problema tiene soluciones infinitas, ¿cómo se 
relacionan a, b, c y d? 


En esta sección se aprenderá a resolver ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas 
de segundo orden con coeficientes constantes, es decir, ecuaciones de la forma 


0) 


ay" + by' + cy = G(x) 


donde a, b y c son constantes y G es una función continua. La ecuación homogénea 


asociada 


2] 


ay"+by+cy=0 
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se llama ecuación complementaria y desempeña un papel importante en la solución de 
la ecuación no homogénea original (1). 


El Teorema La solución general de la ecuación diferencial no homogénea (1) 
puede escribirse como 


yO) = yx) + yx) 


donde y, es una solución particular de la ecuación 1 y y, es la solución general de la 
ecuación complementaria 2. 


COMPROBACIÓN Se verifica que si y es una solución de la ecuación 1, entonces y — y, 
es una solución de la ecuación complementaria 2. En efecto 


aly — yp)” + b(y = Y)" + c(y = yp) = ay" = ayp + by' = by, + cy — O 


(ay" + by' + cy) — (ayp + byp + cyp) 


= Glx) — Glx)=0 


Esto demuestra que todas las soluciones son de la forma y(x) = y, (x) + y(x). 
Es fácil verificar que todas las funciones de esta forma son una solución. E 


Por la sección 17.1 se sabe cómo resolver la ecuación complementaria. (Recuerde que 
la solución es y. = C1y, + C2y», donde y, y y, son soluciones linealmente independientes 
de la ecuación 2.) Por tanto, el teorema 3 establece que se conoce la solución general de 
la ecuación no homogénea tan pronto como se conoce una solución particular y,. Hay 
dos métodos para determinar una solución particular: el método de coeficientes indeter- 
minados es directo pero solo opera para una clase restringida de funciones G. El método 
de variación de parámetros opera para todas las funciones G, pero usualmente es más 
difícil de aplicar en la práctica. 


E El método de coeficientes indeterminados 
Se ilustrará primero el método de coeficientes indeterminados para la ecuación 
ay” + by' + cy = G(x) 


donde G(x) es un polinomio. Es razonable suponer que existe una solución particular y, 
que es un polinomio del mismo grado que G, porque si y es un polinomio, ay” + by'+ cy 
también es un polinomio. Por tanto, se sustituye y,(x) = un polinomio (del mismo grado 
que G) en la ecuación diferencial y se determinan los coeficientes. 


EJEMPLO 1 Resuelva la ecuación y” + y'— 2y = x. 
SOLUCIÓN La ecuación auxiliar de y” + y' — 2y = 0 es 
r+r-=2=(r-=-1)r+2)=0 
con raíces r = 1, —2. Así, la solución de la ecuación complementaria es 
Ye = cier + ce > 


Como G(x) = x es un polinomio de grado 2, se busca una solución particular de la forma 


yx) = Ax? + Bx+ C 
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La figura 1 muestra cuatro soluciones 
de la ecuación diferencial del ejemplo 1 
en términos de la solución particular y, 
y las funciones f(x) = e* y g(x) = e”. 


8 )»p+2f+3g 


FIGURA 1 


La figura 2 muestra soluciones de la 
ecuación diferencial del ejemplo 2 

en términos de y, y las funciones 

f(x) = cos 2x y g(x) = sen 2x. Note 
que todas las soluciones se aproximan 
a œ% cuando x —> % y que todas las solu- 
ciones (excepto y,) parecen funciones 
seno cuando x es negativa. 


FIGURA 2 
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Entonces, y, = 2Ax + B y y, = 2A, así que al sustituir en la ecuación diferencial dada 
se tiene 


(QA) + (2Ax + B) — 2(4x? + Bx + C) = x 

o —2Ax + (QA — 2B)x + QA + B —- 20) = ¥ 
Los polinomios son iguales cuando sus coeficientes son iguales. Así 
—2A = 1 


2A-2B=0 2A+B-2C=0 


La solución de este sistema de ecuaciones es 


Una solución particular es entonces 


12_1 3 
Ya) = -3x -3x -3 
y, por el teorema 3, la solución general es 
-2x 3 
Y = Ye + Yp = cie? + cae z dy? — dy- ł E 


Si G(x) (el miembro derecho de la ecuación 1) es de la forma Ce*, donde C y k son 
constantes, se toma como solución de prueba una función de la misma forma, y,(x) = Ae**, 
porque las derivadas de e** son múltiplos constantes de e**. 


EJEMPLO 2 Resuelva y” + 4y = e*, 


SOLUCIÓN La ecuación auxiliar es 1? + 4 = 0 con raíces +21, así que la solución de la 
ecuación complementaria es 


y Ax) = cı cos 2x + c sen 2x 


Para una solución particular se prueba y,(x) = Ae**. Entonces, y, = 3Ae* y yy = 94e**, 
Al sustituir en la ecuación diferencial se tiene 


9Ae™ + 4(Ae*) = e%* 


y E il . . le x 
así que 134e% = e y A = 1. Por consiguiente, una solución particular es 
13 


y la solución general es 
y(x) = cı cos 2x + cesen 2x + 5e* a 


Si G(x) es C cos kx o C sen kx, entonces, debido a las reglas de derivación de las fun- 
ciones seno y coseno, se toma como solución particular de prueba una función de la forma 


yx) = A cos kx + B sen kx 


EJEMPLO 3 Resuelva y” + y' — 2y = sen x. 


SOLUCIÓN Se prueba una solución particular 


y(x) = A cos x + B sen x 
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Entonces, Yp = —A sen x + B cos x Y» = ZA cos x — B sen x 


así que la sustitución en la ecuación diferencial da 


(—A cos x — B sen x) + (—A sen x + B cos x) — 2(A cos x + B sen x) 


sen x 


o (—3A + B) cos x + (—A — 3B) sen x = sen x 
Esto es cierto si 
-3A+B=0 y —A-3B=1 


La solución de este sistema es 


de modo que una solución particular es 
a) = ll 23 
Yp[x) = — cos x — ý Senx 


En el ejemplo 1 se determinó que la solución de la ecuación complementaria es 
Ye = ce + cre”. Así, la solución general de la ecuación dada es 


2x 


y(x) = cier + cre” — ¿(cos x + 3 sen x) = 


Si G(x) es un producto de funciones de los tipos precedentes, entonces se toma como 
solución de prueba un producto de funciones del mismo tipo. Por ejemplo, al resolver la 
ecuación diferencial 


y" + 2y' + 4y = x cos 3x 
se probaría 
y(x) = (Ax + B) cos 3x + (Cx + D) sen 3x 


Si G(x) es una suma de funciones de estos tipos, se usa el fácilmente verificable prin- 
cipio de superposición, el cual sostiene que si y, y y,, son soluciones de 


ay” + by' + cy = G(x) ay” + by' + cy = G(x) 
respectivamente, entonces y,, + y,, es una solución de 


ay" + by' + cy = Gí(x) + G(x) 


EJEMPLO 4 Resuelva y” — 4y = xe* + cos 2x. 


SOLUCIÓN La ecuación auxiliar es 1? — 4 = 0 con raíces +2, así que la solución de la 
ecuación complementaria es y(x) = cie” + cze 7”, Para la ecuación y” — 4y = xe" se 
prueba con 


Yp (x) = (Ax + Bje* 


Entonces yp, = (Ax + A + Bje*, y}, = (Ax + 2A + Bje*, así que la sustitución en la 
ecuación da 


(Ax + 2A + Bje* — 4(Ax + B)e* = xe* 


o (—3Ax + 2A — 3B)e* = xe* 
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En la figura 3 se muestra la solución 
particular y, = Yp, + Yp, de la ecuación 
diferencial del ejemplo 4. Las demás 
soluciones se dan en términos de 


FO =e y ga) = e™. 


FIGURA 3 


Así, —3A = 1 y 2A — 3B = 0, de modo que A = —4, B = —¿, y 


wa) =(=31 = 5)e" 
Para la ecuación y” — 4y = cos 2x, se prueba 
Y» (x) = Ccos 2x + Dsen2x 


La sustitución da 


—4C cos 2x — 4Dsen2x — 4(C cos 2x + Dsen2x) = cos 2x 


o —8C cos 2x — 8D sen 2x = cos 2x 


Por tanto, —8C = 1, -8D = 0 y 
Yp(x) = —Ł cos 2x 
Por el principio de superposición, la solución general es 
Y = ye + Yp, + Yp, = 1e” + ae Y — ($x ab Je” = Ecos 2x a 


Por último, se señala que la solución de prueba recomendada y, resulta ser a veces 
una solución de la ecuación complementaria, y por tanto no puede ser una solución de 
la ecuación no homogénea. En tales casos, se multiplica la solución de prueba recomen- 
dada por x (o por x? si es necesario) para que ningún término en y,(x) sea una solución de 
la ecuación complementaria. 


EJEMPLO 5 Resuelva y” + y = sen x. 


SOLUCIÓN La ecuación auxiliar es 1? + 1 = 0 con raíces +i, así que la solución de la 
ecuación complementaria es 


y Ax) = cı COS x + c sen x 
Ordinariamente, se usaría la solución de prueba 
y(x) = A cos x + B sen x 


pero se observa que esta es una solución de la ecuación complementaria, así que se 
prueba en cambio 


y(x) = Ax cos x + Bx sen x 
Entonces y(x) = A cos x — Ax sen x + B sen x + Bxcos x 
yo (x) = —2A sen x — Axcos x + 2B cos x — Bx sen x 


La sustitución en la ecuación diferencial da 


y, + Yp = —2A sen x + 2B cos x = sen x 


Las gráficas de cuatro soluciones de la 
ecuación diferencial del ejemplo 5 se 
muestran en la figura 4. 


FIGURA 4 
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así que A = 5 B =0y 
y(x) = — Lx cos x 
La solución general es 
y(x) = cı cos x + c sen x — bx cos x E 


Se resume el método de coeficientes indeterminados como sigue: 


Resumen del método de coeficientes indeterminados 


1. Si G(x) = e**P(x), donde P es un polinomio de grado n, pruebe y, (x) = e**Q(x), 
donde Q(x) es un polinomio de enésimo grado (cuyos coeficientes se determinan 
sustituyendo en la ecuación diferencial). 


2. Si G(x) = e**P(x) cos mx o G(x) = e**P(x) sen mx, donde P es un polinomio de 
enésimo grado, pruebe 


Yx) = e*Q(x) cos mx + e*R(x) sen mx 


donde Q y R son polinomios de enésimo grado. 


Modificación: si cualquier término de y, es una solución de la ecuación 
complementaria, multiplique y, por x (o por x? si es necesario). 


EJEMPLO 6 Determine la forma de la solución de prueba para la ecuación diferencial 
y" — 4y' + 13y = e” cos 3x. 


SOLUCIÓN Aquí G(x) tiene la forma de la parte 2 del resumen, donde k = 2, m = 3 y 
P(x) = 1. Así, a primera vista, la forma de la solución de prueba sería 


y(x) = e™(A cos 3x + B sen 3x) 


Pero la ecuación auxiliar es 1? — 4r + 13 = 0, con raíces r = 2 + 31, así que la solución 
de la ecuación complementaria es 


y Ax) = e*(c, cos 3x + c sen 3x) 


Esto significa que se tiene que multiplicar la solución de prueba sugerida por x. Así, se 
usa en cambio 


Yp (x) = xe*(A cos 3x + B sen 3x) El 


| El método de variación de parámetros 


Suponga que ya ha resuelto la ecuación homogénea ay” + by' + cy = 0 y escrito la 
solución como 


(4) y(x) = cyi) + cyx) 


donde y, y y, son soluciones linealmente independientes. Reemplace las constantes (o 
parámetros) cı y c, en la ecuación 4 por las funciones arbitrarias u(x) y u(x). Busque 
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una solución particular de la ecuación no homogénea ay" + by' + cy = G(x) de la 
forma 


(5) Yo) = Uy 00 + dy) 


(Este método se llama variación de parámetros porque se han variado los parámetros 
cı y c para convertirlos en funciones.) Al derivar la ecuación 5 se obtiene 


(6) y, = (uy, + us y») + (myi + 103) 


Como u y u son funciones arbitrarias, se puede imponer dos condiciones. Una con- 
dición es que y, sea una solución de la ecuación diferencial; se puede elegir la otra 
condición para simplificar nuestros cálculos. En vista de la expresión en la ecuación 6, 
imponga la condición de que 


uy; + wy =0 


Entonces yp = UY + wy? + Uy + umy? 


Al sustituir en la ecuación diferencial se obtiene 


alu yi + uyi + uy + myy) + blu y: + myi) + clu y, + aya) = G 


ulay! + byi + cyi) + mlay? + by} + cy2) + a(uiyi + uyi) = G 


Pero y, y y. son soluciones de la ecuación complementaria, de modo que 
ay! + byi +cy,=0 y  ay+by+cy=0 


y la ecuación 8 se simplifica como 
, , , 1 — 
(9) aļluiyi + uy) = G 


Las ecuaciones 7 y 9 forman un sistema de dos ecuaciones con las funciones descono- 
cidas u; y uz. Después de resolver este sistema quizá se podría integrar para determinar 
u y u,, y entonces la solución particular estaría dada por la ecuación 5. 


EJEMPLO 7 Resuelva la ecuación y” + y =tanx,0<x< 1/2. 


SOLUCIÓN La ecuación auxiliar es 1? + 1 = O con raíces +i, así que la solución de 
y” + y = 0 es y(x) = cı sen x + c cos x. Usando variación de parámetros, se busca 
una solución de la forma 


Yx) = u(x) sen x + u(x) cos x 
Entonces yp = (ui sen x + uż cos x) + (u cos x — u sen x) 


Establezca 


ui senx + u¿cosx=0 


La figura 5 muestra cuatro soluciones 
de la ecuación diferencial del ejemplo 7. 


2.5 
a 
Eo OS 
0 | A 
Yp A 
=] 
FIGURA 5 


17.2 EJERCICIOS 


1-10 Resuelva la ecuación diferencial o el problema de valor 
inicial usando el método de coeficientes indeterminados. 


1. y” + 2y' — 8y = 1- 2x’ 
2. y” — 3y' = sen 2x 
3. 9y" +y =e” 
4. 


" 


y 2y +2y=x +e 


y 


y" = 4y' eje Sy =e7 


6. y” + 2y' +5y=1+e* 
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Entonces Yp = Ui COS X — u sen x — u SENX — u cosx 


Para que y, sea una solución, se debe tener 


(11) da t yp = 


Al resolver las ecuaciones 10 y 11 se obtiene 


ui cosx — w sen x = tan x 


u¡(senéx + cos?x) = cos x tan x 
È, aai =mi 
ui = sen x u(x) = —cos x 


(Se busca una solución particular, de manera que no se necesita una constante de integra- 
ción aquí.) Entonces, de la ecuación 10 se obtiene 


, senx , sentx  costx— 1 
u} = ui = = = cos x — sec x 
cos x cos x cos x 
Así u(x) = sen x — In(sec x + tan x) 


(Note que sec x + tan x > 0 para 0 < x < 7/2). Por tanto 


y(x) = —cos x sen x + [sen x — In(sec x + tan x)] cos x 


—cos x In(sec x + tan x) 


y la solución general es 


y(x) = cı sen x + c cos x — cos x ln(sec x + tan x) E 


FS 11-12 Grafique la solución particular y varias soluciones más. 
¿Qué características tienen estas soluciones en común? 


11. y” + 3y' + 2y = cosx 12. y" + 4y =e™ 


13-18 Escriba una solución de prueba para el método de 
coeficientes indeterminados. No determine los coeficientes. 


13. y” + 9y = e™ + x’ senx 


14. y” + 9y' = xe *cos Tx 


15. y” — 3y' + 2y = e* + sen x 


7. y” — 2y' + 5y = senx, y(0)=1, y'(0)=1 
8. y" —y=xe”, y(0)=0, y'(0)=1 16. y" + 3y' — 4y = (x° + x)e” 
9. y" = y'= xe", y(0)=2, y'(0)=1 17. y" + 2y' + 10y = x%e *cos 3x 


10. y” — 4y=e'*cosx, y(0)=1, y'(0) =2 


18. y" + 4y = e™ + xsen2x 
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19-22 Resuelva la ecuación diferencial usando (a) coeficientes 24. y" + y = secĉîx, 0<x< 5/2 
indeterminados y (b) variación de parámetros. 
y nd = 
19. 4y" + y = cosx 20. y" — 2y =- 3y=x+2 25. y 33 2y 1 + e™ 
F AM jf = p2 
21. y 2y +y=e 26. y" + 3y' + 2y = sen(e”) 
22. y" — y = e` : 
n 1 e 
27. y 2y y= 7 
lao de 
23-28 Resuelva la ecuación diferencial usando el método de a 
variación de parámetros. 28. y" + 4y' + 4y = — 
PE 


23. y” + y = sec%x, O0 < x < 7/2 


17.3 Aplicaciones de ecuaciones diferenciales de segundo orden 


Las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden tienen varias aplicaciones en las 
ciencias y la ingeniería. En esta sección se explorarán dos de ellas: la vibración de resor- 
tes y circuitos eléctricos. 


Ml Resortes vibratorios 


Se tiene el movimiento de un objeto con masa m en el extremo de un resorte vertical 
(como en la figura 1) u horizontal sobre una superficie nivelada (como en la figura 2). 

En la sección 6.4 se estudió la ley de Hooke, la cual sostiene que si el resorte se estira 
(o comprime) x unidades de su longitud natural, entonces ejerce una fuerza que es pro- 
porcional a x: 


Z 


m posición de +0 
eguilibrio fuerza de restauración = —kx 
La m donde k es una constante positiva (llamada constante de resorte). Si se ignora toda 
fuerza de resistencia externa (debida a resistencia del aire o fricción), de acuerdo con la 
Yx segunda ley de Newton (fuerza igual a masa por aceleración), se tiene 
FIGURA 1 A 
dix d?x 
(1) m~~; = —kx o m~; tkx=0 
dt” dt” 
posición de equilibrio 
| Esta es una ecuación diferencial lineal de segundo orden. Su ecuación auxiliar es 
m mr? + k = 0 con raíces r = +oi, donde w = y k/m . Así, la solución general es 


x(t) = cı cos wt + c sen wt 


FIGURA 2 
la cual también puede escribirse como 


x(t) = A cos(wt + 0) 
donde w = yk/m (frecuencia) 
A =4/c? +c} (amplitud) 


Ci C2 
cos ô = — sen ô = ——  (8esel ángulo de fase) 
A A ( g 


(Véase el ejercicio 17.) Este tipo de movimiento se llama movimiento armónico simple. 


ZA 


FIGURA 3 
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EJEMPLO 1 Un resorte con masa de 2 kg tiene una longitud natural de 0.5 m. Se 
requiere una fuerza de 25.6 N para mantenerlo estirado en una longitud de 0.7 m. 
Si el resorte es estirado a una longitud de 0.7 m y luego soltado con una velocidad 
inicial de O, determine la posición de la masa en cualquier momento t. 


SOLUCIÓN Con base en la ley de Hooke, la fuerza requerida para estirar el resorte es 
k(0.2) = 25.6 


así que k = 25.6/0.2 = 128. Al usar este valor de la constante de resorte k, junto con 
m = 2 en la ecuación 1, se tiene 


2% y 08 =0 
2 x= 
dt” 


Como en el análisis general previo, la solución de esta ecuación es 
(2] x(t) = cı cos 81 + c, sen 81 


Se da la condición inicial de que x(0) = 0.2. Pero, de la ecuación 2, x(0) = cı. 
Por tanto c, = 0.2. Derivando la ecuación 2 se obtiene 


x'(t) = —8c, sen 81 + 8c, cos 81 
Puesto que la velocidad inicial se da como x'(0) = 0, se tiene c, = O, así que la solución es 


x(t) = 0.2 cos 8£ nl 


E Vibraciones amortiguadas 


A continuación se considerará el movimiento de un resorte sujeto a una fuerza de fric- 
ción (en el caso del resorte horizontal de la figura 2) o a una fuerza de amortiguación (en 
el caso en que un resorte vertical se mueva a través de un fluido, como en la figura 3). 
Un ejemplo es la fuerza de amortiguación provista por un amortiguador en un automóvil 
o una bicicleta. 

Se ha supuesto que la fuerza de amortiguación es proporcional a la velocidad de 
la masa y que actúa en la dirección opuesta al movimiento. (Esto ha sido confirmado, al 
menos aproximadamente, por algunos experimentos físicos.) Así 


dx 
fuerza de amortiguación = ~c —— 


dt 


donde c es una constante positiva llamada constante de amortiguación. En este caso, 
entonces, la segunda ley de Newton da 


d?x dx 
m pS fuerza de restauración + fuerza de amortiguación = —kx —cC > 
o 
d?x 
(3) m—_>7+cT—5+kx= 
dt? d 
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XA 


0 


FIGURA 4 


Sobreamortiguación 


XA 


AN o = Ae 2m)t 


N yas 


= =—Ae —(c/2m)t 


o 


FIGURA 5 


Subamortiguación 


La ecuación 3 es una ecuación diferencial lineal de segundo orden y su ecuación auxiliar 
es mr? + cr + k = Q. Las raíces son 


a =C + yc? — 4mk OS yc? — 4mk 


r = —— r 


2m 2m 


o 
| 


De acuerdo con la sección 17.1, se deben analizar tres casos. 


CASO I c? — 4mk > 0 (sobreamortiguación) 
En este caso, rı y r, son raíces reales distintas y 


nt cren 


x= Cie 
Como c, m y k son positivas, se tiene yc? — 4mk < c, así que las raíces rı y r, dadas 
por las ecuaciones 4 deben ser negativas. Esto indica que x > 0 cuando t —> œ. Gráficas 
representativas de x como una función de f aparecen en la figura 4. Adviértase que no 
ocurren oscilaciones. (Es posible que la masa pase por la posición de equilibrio una vez, 
pero solo una vez.) Esto se debe a que c? > 4mk significa que hay una vigorosa fuerza de 
amortiguación (aceite o grasa de alta viscosidad) en comparación con un resorte débil o 
una masa reducida. 


CASO Il c? — 4mk = 0 (amortiguación crítica) 
Este caso corresponde a raíces iguales 


y la solución está dada por 
x= (c + cabJe cm 


Esto es similar al caso I, y las gráficas representativas se parecen a las de la figura 4 
(véase el ejercicio 12), pero la amortiguación es apenas suficiente para suprimir las 
vibraciones. Cualquier decremento en la viscosidad del fluido conduce a las vibraciones 
del caso siguiente. 


CASO III c? — 4mk < 0 (subamortiguación) 
Aquí las raíces son complejas: 


donde w = 


La solución está dada por 
x = e “PM(c, cos wt + c sen wt) 


Se observa que hay oscilaciones amortiguadas por el factor e™/™!, Como c > 0y m> 0, 
se tiene —(c/2m) < 0, así que ec — 0 cuando t — oo, Esto implica que x — 0 cuando 
t — œ; es decir, el movimiento decae a O a medida que el tiempo aumenta. Una gráfica 
representativa se muestra en la figura 5. 


La figura 6 muestra la gráfica de la 


función de posición para el movimiento 


sobreamortiguado del ejemplo 2. 


0.03 


FIGURA 6 


SECCIÓN 17.3 Aplicaciones de ecuaciones diferenciales de segundo orden 1171 


EJEMPLO 2 Suponga que el resorte del ejemplo 1 está sumergido en un fluido con 
constante de amortiguación c = 40. Determine la posición de la masa en cualquier 
momento ż si parte de la posición de equilibrio y recibe un empujón para empezar con 
una velocidad inicial de 0.6 m/s. 


SOLUCIÓN Del ejemplo 1, la masa es m = 2 y la constante de resorte k = 128, así que 
la ecuación diferencial (3) se convierte en 


d?x dx 
+ 40 — + 128x=0 
dt 


2. 
dt” 


TY o y m0 
10) Or = X= 
de dí X 


La ecuación auxiliar es r? + 20r + 64 = (r + 4) (r + 16) = 0 con raíces —4 y —16, 
de modo que el movimiento está sobreamortiguado y la solución es 


x(1) = c1e * + eoe 
Dado que x(0) = 0, así que c, + c, = 0. Al derivar se obtiene 


x(1) = -4c¡e * — 16c,e 10 


de manera que x'(0) = —4c, — 16c, = 0.6 
Como c = —cy, esto da 12c, = 0.6 o cı = 0.05. Por tanto 


x = 0.05(e7* — e~“) E 


Ml Vibraciones forzadas 


Suponga que, además de la fuerza de restauración y la fuerza de amortiguación, el movi- 
miento del resorte se ve afectado por una fuerza externa F(t). Entonces, la segunda ley 
de Newton da 


d?x en ; ay 
m Pa = fuerza de restauración + fuerza de amortiguación + fuerza externa 
e 


dx 
= —kx — c — + F(t) 
dt 


Así, en lugar de la ecuación homogénea (3), el movimiento del resorte es gobernado 
ahora por la siguiente ecuación diferencial no homogénea: 


d’x dx 
[5] m—- +c + kx = F(t) 
dt” dt 


El movimiento del resorte puede determinarse por los métodos de la sección 17.2. 


1172 CAPÍTULO 17 Ecuaciones diferenciales de segundo orden 


R 
vw 


ò 
interruptor 
3 L 


© 


“aAa 
C 


FIGURA 7 


Un tipo de fuerza externa de ocurrencia común es una función de fuerza periódica 
F(t) = Fo cos wot donde mw = y k/m 


En este caso, y en ausencia de una fuerza de amortiguación (c = 0), en el ejercicio 9 se 
le pedirá usar el método de coeficientes indeterminados para demostrar que 


Fo 
[6] x(t) = c¡cos wt + casen wt + —————— Cos wot 
mlw — wí) 


Si w = ø, la frecuencia aplicada refuerza la frecuencia natural y el resultado son vibra- 
ciones de gran amplitud. Este es el fenómeno de la resonancia (véase el ejercicio 10). 


B Circuitos eléctricos 


En las secciones 9.3 y 9.5 se usaron ecuaciones separables y lineales de primer orden 
para analizar circuitos eléctricos que contengan una resistencia e inductor (véase la figura 
9.3.5 o la figura 9.5.4) o una resistencia y capacitor (véase el ejercicio 9.5.29). Ahora que 
se sabe cómo resolver ecuaciones lineales de segundo orden, se está en posibilidad de 
analizar el circuito que aparece en la figura 7. Este contiene una fuerza electromotriz E 
(provista por una batería o generador), una resistencia R, un inductor £ y un capacitor C, 
en serie. Si la carga sobre el capacitor en el momento tes Q = Q(t), entonces la corriente 
es la razón de cambio de Q con respecto a t: I = dO/dt. Como en la sección 9.5, se sabe 
por la física que las caídas de voltaje por la resistencia, inductor y capacitor son 


RI LES 


dI Q 
dt C 


respectivamente. La ley del voltaje de Kirchhoff establece que la suma de estas caídas de 
voltaje es igual al voltaje provisto: 


dI 
Lyme El) 
dt C 


Como 7 = dQ/dt, esta ecuación se convierte en 


LAR oE) 


la cual es una ecuación diferencial lineal de segundo orden con coeficientes constantes. 
Si la carga O, y la corriente Jọ son conocidas en el momento 0, se tienen las condiciones 
iniciales 


Q0) = Qo 0'(0) = 1(0) = lo 


y el problema de valor inicial puede resolverse por los métodos de la sección 17.2. 
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Una ecuación diferencial para la corriente puede obtenerse derivando la ecuación 7 
con respecto a t y recordando que 7 = dQ/dt: 


d'I dI 1 
LT—+R—+—I=EU0) 
dt? dt C 


EJEMPLO 3 Determine la carga y corriente en el momento 1 en el circuito de la figura 
7 si R = 40 Q, L = 1 H, C = 16 Xx 10*F, E(f) = 100 cos 10 £ y la carga y corriente 
iniciales son de 0. 


SOLUCIÓN Con los valores dados de L, R, C y E(t), la ecuación 7 se convierte en 


d? d 
— + 40 — + 6250 = 100 cos 107 


La ecuación auxiliar es 1? + 40r + 625 = 0 con raíces 


—40 + y —900 
r= x ALE 20 Æ 15i 


así que la solución de la ecuación complementaria es 
Q(t) = ec, cos 15t + c sen 15f) 


Para el método de coeficientes indeterminados se prueba la solución particular 
Q,(t) = A cos 101 + B sen 10t 


Entonces O; (t) = —10A sen 101 + 10B cos 10t 
(1) = —1004A cos 101 — 100B sen 10t 


Al sustituir en la ecuación 8 se tiene 


(1004 cos 101 — 100B sen 107) + 40(— 104A sen 101 + 10B cos 101) 


+ 625(A cos 101 + Bsen10f) = 100 cos 107 
o (525A + 400B) cos 101 + (—400A + 525B) sen 10t = 100 cos 101 


Igualando coeficientes se tiene 


525A + 4008 = 100 o 21A + 16B = 4 


—400A + 525B = 0 o —16A + 21B = 0 


-> . E E A set > . 
La solución de este sistema es A = ¿97 y B = ¿97, así que una solución particular es 


QÀ = ¿(84 cos 101 + 64 sen 101) 
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y la solución general es 
Q) = QA) + Qd) 
= ec, cos 151 + c2sen15A) + (21 cos 101 + 16 sen 101) 
Al imponer la condición inicial O(0) = O se obtiene 
00)=ca+¿=0 ca = -g 


Para imponer la otra condición inicial, se deriva primero para determinar la corriente: 


d 
[= — = e ™[(—20c; + 15c,) cos 15t + (—15c, — 20c2) sen 15t] 
+ ¿o (—21 sen 101 + 16 cos 101) 
1(0) = -20c, + 15c, + $ = 0 o = ¿A 


Así, la fórmula para la carga es 


4 e 20 
Q(t) = a 3 (=63 cos 151 — 116 sen 151) + (21 cos 107 + 16 sen 107) 


y la expresión para la corriente es 


I(t) = zr Le “(1920 cos 151 + 13060 sen 151) + 120(—21 sen 101 + 16 cos 10%] 
E 


NOTA 1 En el ejemplo 3 la solución para Q(f) consta de dos partes. Como e?" — 0 
cuando £ — œ% y tanto cos 151 como sen 151 son funciones acotadas, 


Ot) = are "(63 cos 151 — 1l16sen151) >0 cuando 1 => 


Así, para valores grandes de t, 


O(A = O) = ¿(21 cos 101 + 16 sen 107) 


02 

FIGURA 8 y por esta razón O,(t) se llama solución de estado estacionario. La figura 8 muestra 
cómo se compara la gráfica de la solución de estado estacionario con la gráfica de Q en 
este caso. 


dx dx 
(5] m E kx = F(t) 


NOTA 2 Al comparar las ecuaciones 5 y 7 se observa que son matemáticamente idén- 
L dQ dQ 1l Q = E(D ticas. Esto sugiere que las analogías de la tabla siguiente entre situaciones físicas son, a 
d C primera vista, tan diferentes. 


Sistema de resortes Circuito eléctrico 
x desplazamiento Q carga 
dx/dt velocidad I=dQ/dt corriente 
m masa L inductancia 
c constante de amortiguación R resistencia 
k constante de resorte 1/C elastancia 


F(t) fuerza externa E(t) fuerza electromotriz 
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También se pueden transferir otras ideas de una situación a la otra. Por ejemplo, la 
solución de estado estacionario analizada en la nota 1 tiene sentido en el sistema de resor- 
tes. Y el fenómeno de la resonancia en el sistema de resortes puede ser trasladado a los 


circuitos eléctricos con el significado útil de resonancia eléctrica. 


17.3 EJERCICIOS 


. Un resorte tiene una longitud natural de 0.75 m y una masa de 


5 kg. Una fuerza de 25 N es necesaria para mantener estirado 
el resorte en una longitud de 1 m. Si el resorte es estirado 

a una longitud de 1.1 m y luego soltado con velocidad 0, 
determine la posición de la masa después de t segundos. 


. Un resorte con masa de 8 kg se mantiene estirado 0.4 m más 


allá de su longitud natural por una fuerza de 32 N. El resorte 
parte de su posición de equilibrio y recibe una velocidad 
inicial de 1 m/s. Determine la posición de la masa en 
cualquier momento t. 


. Un resorte con masa de 2 kg tiene una constante de 


amortiguación de 14, y se requiere una fuerza de 6 N para 
mantenerlo estirado 0.5 m más allá de su longitud natural. El 
resorte es estirado 1 m más allá de su longitud natural y luego 
soltado con velocidad cero. Determine la posición de la masa 
en cualquier momento t. 


. Una fuerza de 13 N se necesita para mantener un resorte con 


masa de 2 kg estirado 0.25 m más allá de su longitud natural. 

La constante de amortiguación del resorte es c = 8. 

(a) Si la masa parte de la posición de equilibrio con una 
velocidad de 0.5 m/s, halle su posición en el momento t. 

(b) Grafique la función de posición de la masa. 


Para el resorte del ejercicio 3, halle la masa que produciría 
amortiguación crítica. 


. Para el resorte del ejercicio 4, halle la constante de 


amortiguación que produciría amortiguación crítica. 


. Un resorte tiene masa de 1 kg y su constante de resorte es de 


k = 100. Es soltado en un punto 0.1 m arriba de su posición 
de equilibrio. Grafique la función de posición para los valores 
siguientes de la constante de amortiguación c: 10, 15, 20, 

25, 30. ¿Qué tipo de amortiguación ocurre en cada caso? 


. Un resorte tiene masa de 1 kg y su constante de 


amortiguación es de c = 10. El resorte parte de su posición 
de equilibrio con una velocidad de 1 m/s. Grafique la 
función de posición para los valores siguientes de 

la constante de resorte k: 10, 20, 25, 30, 40. 

¿Qué tipo de amortiguación ocurre en cada caso? 


. Suponga que un resorte tiene masa m y constante de 


resorte k y sea w = /k/m. Suponga que la constante 
de amortiguación es tan reducida que la fuerza de 
amortiguación es insignificante. Si se aplica una fuerza 
externa F(t) = Fo cos wot, donde wo # w, use el método 
de coeficientes indeterminados para demostrar que el 
movimiento de la masa es descrito por la ecuación 6. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


Al igual que en el ejercicio 9, considere un resorte con 
masa m, constante de resorte k y constante de amortiguación 
c =0y sea w = y k/m. Si se aplica una fuerza externa 

F(t) = F, cos œt (la frecuencia aplicada es igual a 

la frecuencia natural), use el método de coeficientes 
indeterminados para demostrar que el movimiento de 

la masa está dado por 


Fo 


x(t) = cı cos wt + c sen wt + t sen wt 


M0 


Demuestre que si wo % w, pero w/w es un número racional, 
el movimiento descrito por la ecuación 6 es periódico. 


Considere un resorte sujeto a una fuerza de fricción o de 

amortiguación. 

(a) En el caso críticamente amortiguado, el movimiento está 
dado por x = ce” + cate”. Demuestre que la gráfica de x 
cruza el eje £ siempre que cı y c2 tengan signos opuestos. 

(b) En el caso sobreamortiguado, el movimiento está dado 
por x = ce + ce, donde r, > rz. Determine una 
condición sobre las magnitudes relativas de c, y c, en la 
cual la gráfica de x cruza el eje t en un valor positivo de t. 


Un circuito en serie consta de un resistor con R = 20 Q, 
un inductor con L = 1 H, un capacitor con C = 0.002 F 
y una batería de 12 V. Si la carga y corriente iniciales son 
de 0, determine la carga y corriente en el momento t. 


Un circuito en serie contiene un resistor con R = 24 (), 
un inductor con L = 2 H, un capacitor con 

C = 0.005 F y una batería de 12 V. La carga 

inicial es de Q = 0.001 C y la corriente inicial de 0. 

(a) Determine la carga y corriente en el momento t. 
(b) Grafique las funciones de carga y corriente. 


La batería del ejercicio 13 es reemplazada por un generador 
que produce un voltaje de E(f) = 12 sen 10t. Determine la 
carga en el momento t. 


La batería del ejercicio 14 es reemplazada por un generador 
que produce un voltaje de E(f) = 12 sen 10r. 

(a) Determine la carga en el momento t. 

(b) Grafique la función de carga. 


Verifique que la solución de la ecuación 1 puede escribirse 
en la forma x(t) = A cos (wt + ô). 
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18. La figura muestra un péndulo con longitud L y (b) ¿Cuál es el ángulo máximo desde la vertical? 
el ángulo 0 desde la vertical al péndulo. Se puede (c) ¿Cuál es el período del péndulo (es decir, el tiempo 
demostrar que 0, como una función de tiempo, para completar una oscilación de ida y vuelta)? 
satisface la ecuación diferencial no lineal (d) ¿Cuándo estará en posición vertical por primera vez? 
o (e) ¿Cuál es la velocidad angular cuando el péndulo es 
ag + I senð = 0 vertical? 
dt“ L 


donde g es la aceleración debida a la gravedad. Para 

valores pequeños de 0 se puede usar la aproximación 

lineal sen 0 = 0, y entonces la ecuación diferencial se 

vuelve lineal. 

(a) Determine la ecuación de movimiento de un péndulo 
con longitud de 1 m si 0 es inicialmente de 0.2 rad y 
la velocidad angular inicial es 49/dt = 1 rad/s. 


17.4 Soluciones con series de potencias 


Muchas ecuaciones diferenciales no pueden resolverse explícitamente en términos de 
combinaciones finitas de funciones simples conocidas. Esto es cierto aun para una ecua- 
ción de apariencia tan sencilla como 


(1) y"— 2xy'+y=0 


Pero es importante poder resolver ecuaciones como la ecuación 1, porque surgen de 
problemas físicos y, en particular, en relación con la ecuación de Schrödinger en mecá- 
nica cuántica. En tal caso, se usa el método de series de potencias; es decir, se busca una 
solución de la forma 


y=fM0)=XY ex” = cot axt ox + ox +- 
n=0 


El método consiste en sustituir esta expresión en la ecuación diferencial y determinar los 
valores de los coeficientes Co, C1, C2, . . . . Esta técnica se asemeja al método de coeficien- 
tes indeterminados expuesto en la sección 17.2. 

Antes de usar series de potencias para resolver la ecuación 1, se ilustrará el método 
en la ecuación más simple y” + y = 0 del ejemplo 1. Es cierto que ya se conoce cómo 
resolver esta ecuación mediante las técnicas de la sección 17.1, pero es más fácil enten- 
der el método de las series de potencias cuando se aplica a esta ecuación más sencilla. 


EJEMPLO 1 Use series de potencias para resolver la ecuación y” + y = 0. 
SOLUCIÓN Suponga que hay una solución de la forma 
(2) y=otaxt aox ter +- = D cx" 
n=0 


Se puede derivar series de potencias término por término, de modo que 


y =c + 2ex + 303? +- = y dd 


n=1 


œ 


El y” =2c,+2-3c3x +- = Y n(n — 1)c,x”? 


n=2 


Al escribir los primeros términos de (4), 
usted puede ver que es igual a (3). 

Para obtener (4), se reemplaza n por 

n + 2, y se comienza la suma en 0 en 
lugar de 2. 
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A fin de comparar más fácilmente las expresiones para y y y”, se reescribe y” como 
sigue: 


(4) y” = Y (n + 2)(n + Den+ox” 


n=0 


Al sustituir las expresiones de las ecuaciones 2 y 4 en la ecuación diferencial, se obtiene 


X (n+ 2)n + len x" + Y cx” =0 
n=0 


n=0 


a 5 [(n + 2)(n + 1)c,+> + chla” =0 


n=0 


Si dos series de potencias son iguales, los coeficientes correspondientes deben ser igua- 
les. Por tanto, los coeficientes de x” en la ecuación 5 deben ser de 0: 


(n + 2)(n + 1)cCa2 +c, = 0 


Cn 
n+2 = = 0, 1, 2,3,... 
(6) E (n+ 1)(n + 2) ý 


La ecuación 6 se llama relación de recursión. Si cy y c, son conocidas, esta ecuación 
permite determinar recursivamente los coeficientes restantes poniendo n = 0, 1, 2, 3,... 
en sucesión. 


P. 0 a 
onga n = Q: (== 
E IE 
P 1 a 
ongan = 1: 3 = — 
gan C3 2.3 
Pongan = 2: C4 2 A = 2 
3:4 1:-2:3-4 4! 
P 3 C3 C1 C1 
onga n = 3: i = 
a SoTa  2:3:4:5 51 
Ponga n = 4: C6 a Soas 
Sgio) 415-6 6! 
C5 C1 C1 
Ponga n = 5: C7 


En este momento ya puede identificarse el patrón: 


an ! 


Para los coeficientes pares, c2, = (—1)" 


C1 


(2n + 1)! 


Para los coeficientes impares, C2n+1 = (—1)” 
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Al poner estos valores en la ecuación 2, se escribe la solución como 


2 3 
y = co + cix + cx + eax? + ceaxt cs He 


x? xÍ xê x?” 
col 1 -- +- + (71) +o 
21 4 6! (2n)! 


x? x’ x! ytl 
+alx= t +o + (CD-e 


5! 7! (2n + 1)! 
00 y?” 00 qn +l 
= 1 n” + =f woo “o oo 
gi > a > ETET 
Note que hay dos constantes arbitrarias, Co y c1. E 


NOTA 1 Se reconocen las series obtenidas en el ejemplo 1 como la serie de Maclaurin 
para cos x y sen x, respectivamente. (Véanse la ecuaciones 11.10.16 y 11.10.15.) Por 
tanto, se podría escribir la solución como 


y(x) = co COS x + c, sen x 


Pero usualmente no se pueden expresar soluciones de ecuaciones diferenciales de series 
de potencias en términos de funciones conocidas. 


EJEMPLO 2 Resuelva y” — 2xy' + y = 0. 


SOLUCIÓN Suponga que hay una solución de la forma 


Entonces y= na 


y y! = Y n(n — Dc,x"? = Y (n + 2)(n + 1)cn2x" 
n=0 


n=2 


como en el ejemplo 1. Al sustituir en la ecuación diferencial se obtiene 


> (n + 2)(n + 1)Cn+2x” = 2% 5 nex” uN 5 (e =0 


n=0 n=1 n=0 


X (n+ Y(n + 1)eps2x" — Y 2nc,x" + Y cnx” =0 


n=0 n=1 n=0 


œ 
00 


y 2nc,x" = Y 2ncpx" Y [(n + 2)(n + 1)cn2 — (2n — 1)c,]x" = 0 


n=0 n=0 
Esta ecuación es cierta si los coeficientes de x” son 0: 


(n + 2)(n + 1)C,+2 — (2n — l)c, =0 


2n= 1 0.1.2.3 
Cn+2 = Ca n=0 1.232. 
ij (n+ Dn + 2) 
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Esta relación de recursión se resuelve poniendo n = 0, 1, 2, 3,... sucesivamente en la 
ecuación 7: 


P = Y z= 
ongan = 0 C2 me 
P =1: n. 
ongan = 1: C3 37.3 

3 3 3 
P = 2: = y 
onga n Ca 3 qa 1:-2.3.4® gi 
p as 5 o 1-5 13 
ongan = 3: 5 = Y E E 3] Ci 
p E 71 3:7 ET 
onga n = +: C6 5 6 Ca 415 7 6 Co 6! Co 
P 5: Y atest Lar 9 
ongan = 3: C7 6-7 C5 316. 7 C1 7 C1 

oa o hH O! 

Ponga n = 6: e = 7 7g == 

13 1559 13 
Pongan = 7: 6 = yg T 9 Ci 


En general, los coeficientes pares están dados por 


3:7+:+11+ +++ + (4n — 5) 
Dn: = C 
a (2n)! ý 
y los coeficientes impares por 
1:5:9- -+ (4n — 3) 
C2n+1 7 C1 


(2n + 1)! 
La solución es 


y = Co + cix + ax? + ex? + ceaxt to 


1 3 3:7 3:-7-+11 
= al x? xí x’ xÈ T 


o, 2.37 «(4n-5) , 
polio $ Ett.) 


2, 1:5:9-+---* - (4n— 3) 
+ c+ 2n+1 
al 2 (2n + 1)! ii ) m 
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NOTA 2 En el ejemplo 2 se tuvo que suponer que la ecuación diferencial tenía una 
solución con series de potencias. Pero ahora se podría verificar directamente que la fun- 
ción dada por la ecuación 8 es en efecto una solución. 


NOTA 3 A diferencia de la situación del ejemplo 1, las series de potencias que surgen 
en la solución del ejemplo 2 no definen funciones elementales. Las funciones 


jaa L a A A= S) 
dedo TE On)! di 
2 1.5-9... (4n — 3) 
> = + -2n+1 
y masa > Qn + 1)! x 


son funciones perfectamente satisfactorias, pero no pueden expresarse en términos de fun- 
ciones conocidas. Se pueden usar estas expresiones de series de potencias para y, y y, para 
calcular valores aproximados de las funciones e incluso graficarlas. La figura 1 muestra las 
primeras sumas parciales To, T>, Ta, . . . (polinomios de Taylor) para y,(x), y se observa 
cómo convergen en y,. De igual manera se pueden graficar lo mismo y, que yz, como en 
la figura 2. 


FIGURA 1 
NOTA 4 Si se pidiera resolver el problema de valor inicial 


y” —2xy'+y=0 y(0) =0 y'(0)=1 


se observaría del teorema 11.10.5 que 


co = y(0)=0 ci = y'(0)=1 


Esto simplificaría los cálculos en el ejemplo 2, ya que todos los coeficientes pares serían 
de 0. La solución al problema de valor inicial es 


FIGURA 2 b) poe a 
x) =x Sa 
á n=1 (2n + 1)! 
17.4 EJERCICIOS 
1-11 Use series de potencias para resolver la ecuación 11. yY+xy+xy=0, y(0)=0, y(0)=1 
diferencial. 
l.y-y=0 2. y =xy 


12. La solución del problema de valor inicial 
y =xy 4. (x- 3)y+2y=0 


xy +x+xy=0, y0)=1, y'(0)=0 
y +xy+y=0 6. y” = y 
se llama función de Bessel de orden 0. 
(a) Resuelva el problema de valor inicial para determinar un 
xy desarrollo de series de potencias para la función de Bessel. 

N (b) Grafique varios polinomios de Taylor hasta llegar a uno 
y”—xy'—-y=0, y(0)=1, y(0)=0 j OR de 

que parezca una buena aproximación de la función de 

.y"+xy=0, y0)=1, y(0)=0 Bessel en el intervalo [—5, 5]. 


(x= D)y"+y'=0 


DS 0p93unmnw 
E 
Il 


¡YA REPASO 


VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 
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Las respuestas a la verificación de conceptos se encuentran en las páginas finales del libro. 


1. (a) Escriba la forma general de una ecuación diferencial 
lineal homogénea de segundo orden con coeficientes 
constantes. 

(b) Escriba la ecuación auxiliar. 

(c) ¿Cómo se usan las raíces de la ecuación auxiliar para 
resolver la ecuación diferencial? Escriba la forma de 
la solución para cada uno de los tres casos que puedan 
ocurrir. 


2. (a) ¿Qué es un problema de valor inicial para una ecuación 
diferencial de segundo orden? 
(b) ¿Qué es un problema de valor frontera para una ecuación 
de ese tipo? 


3. (a) Escriba la forma general de una ecuación diferencial 
lineal no homogénea de segundo orden con coeficientes 
constantes. 


EXAMEN VERDADERO-FALSO 


(b) ¿Cuál es la ecuación complementaria? ¿Cómo ayuda esta 
a resolver la ecuación diferencial original? 

(c) Explique cómo funciona el método de coeficientes 
indeterminados. 

(d) Explique cómo funciona el método de variación de 
parámetros. 


4. Mencione dos aplicaciones de las ecuaciones diferenciales 
lineales de segundo orden. 


5. ¿Cómo se usan las series de potencias para resolver una 
ecuación diferencial? 


Determine si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero 
explique por qué. Si es falso, explique por qué o dé un ejemplo 
que refute el enunciado. 


1. Si y, y y. son soluciones de y” + y = 0, entonces y, + y2 
también es una solución de la ecuación. 


2. Si y, y y. son soluciones de y” + 6y’ + 5y = x, entonces 
C1y1 + Cay, también es una solución de la ecuación. 


EJERCICIOS 


3. La solución general de y” — y = 0 puede escribirse como 


y = cı cosh x + c, senh x 


4. La ecuación y” — y = e* tiene una solución particular 
de la forma 


Yp = Ae* 


1-10 Resuelva la ecuación diferencial. 
1.4y-y=0 


2. y” — 2y' + 10y=0 


3. y"+3y=0 
4. y" + 8y' + 16y =0 
dy dy a 
5. 33 -4—+5y=e" 
dx* dx e 
dy dy j 
6—5 + 2y =x" 
dx? dx e 
d? dy 
7. 7 2 A Fy=xCOS Xx 
dx* dx 
dy 
8. 5 +t 4y = sen 2x 
dx” 
dy dy Z 
9 6y=1+e“ 
dx? dx a j 
dy 


10. + y=csex, 0<x<r/2 


d. * 


11-14 Resuelva el problema de valor inicial. 

11. y” + 6y'=0, y(1)=3, y ()= 12 

12. y” — 6y' + 25y =0, y(0)=2, y(0)=1 
13. y" — 5y' + 4y=0, y(0)=0, y(0)=1 
14. 9y" +y=3x+e™, y(0)=1, y(0)=2 


15-16 Resuelva el problema de valor frontera, si es posible. 
15. y” + 4y' + 29y =0, y(0)=1, y(7) = -1 
16. y” + 4y' + 29y =0, y(0)=1, y(r) = e” 


17. Use series de potencias para resolver el problema de valor 
inicial 
y"+x+y=0 y(0) =0 70021 
18. Use series de potencias para resolver la ecuación diferencial 
y"=xy-2y=0 
19. Un circuito en serie contiene un resistor con R = 40 Q, 
un inductor con L = 2 H, un capacitor con C = 0.0025 F 
y una batería de 12 V. La carga inicial es de Q = 0.01 C y la 
corriente inicial de 0. Determine la carga en el momento t. 
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20. Un resorte con masa de 2 kg tiene una constante de 


21. 


amortiguación de 16, y una fuerza de 12.8 N lo mantiene 
estirado 0.2 m más allá de su longitud natural. Determine la 
posición de la masa en el momento ż si parte de la posición 
de equilibrio con una velocidad de 2.4 m/s. 


Suponga que la Tierra es una esfera sólida de densidad 
uniforme con masa M y radio R = 6370 km. Para una 
partícula de masa m dentro de la Tierra a una distancia r 
del centro de la Tierra, la fuerza gravitacional que atrae 
la partícula al centro es 
—GM,m 
h= 
F 

donde G es la constante gravitacional y M, la masa 
de la Tierra dentro de la esfera de radio r. 


—GMm 

(a) Demuestre que F. = ~p fo 

(b) Suponga que se perfora un agujero a través de la Tierra 
a lo largo de un diámetro. Demuestre que si una partícula 
de masa m es separada del resto en la superficie y 
arrojada al agujero, entonces la distancia y = y(t) de la 
partícula desde el centro de la Tierra en el momento t está 
dada por 


y'O = —ky0 


donde k? = GM/R? = g/R. 
(c) Concluya del inciso (b) que la partícula es sometida a 
movimiento armónico simple. Determine el período T. 
(d) ¿Con qué velocidad pasa la partícula por el centro de 
la Tierra? 


Apéndices 


Números, desigualdades y valores absolutos 
Rectas y geometría usando coordenadas 


Gráficas de ecuaciones de segundo grado 


o A V >D 


Trigonometría 


Notación sigma 


TI 


Demostración de teoremas 


El logaritmo definido como una integral 


TOO 


Números complejos 


Respuestas a los ejercicios con número impar 


A1 


A2 APÉNDICE A Números, desigualdades y valores absolutos 


A Números, desigualdades y valores absolutos 


El cálculo se basa en el sistema de números reales. Comienza con los enteros: 


Después se construyen los números racionales, los cuales son razones de enteros. Así, 
cualquier número racional r puede expresarse como 


r= — donde m y n son enteros y n # 0 


Ejemplos son 


46 17 
46 > T 0.17 = 100 


nia 
au 


(Recuerde que la división entre O siempre se descarta, así que expresiones como ; y 
o no están definidas o determinadas.) Algunos números reales, como V2, no pueden 
expresarse como una razón de enteros, debido a ello se llaman números irracionales. 
Se puede demostrar, con grados variables de dificultad, que los siguientes también son 


números irracionales: 


3 V5 3/2 T sen 1° logio 2 


El conjunto de todos los números reales suele denotarse con el símbolo R. Cuando se usa 
la palabra número sin calificarlo, se refiere a “número real”. 

Todos los números tienen una representación decimal. Si el número es racional, el 
decimal correspondiente es repetitivo. Por ejemplo, 


L = 0,5000... = 0.50 2 = 0.66666 ... = 0.6 


I = 0.317171717 ... = 0.317 2 1.285714285714... = 1.285714 


(La barra indica que la sucesión de dígitos se repite hasta el infinito.) Por otra parte, si el 
número es irracional, los decimales no tienen un patrón repetitivo: 


V2 = 1.414213562373095... m = 3.141592653589793 ... 


Si se detiene el desarrollo decimal de cualquier número en cierto lugar, se obtiene una 
aproximación del número. Por ejemplo, se puede escribir 


m =3.14159265 


donde el símbolo = se lee como “es aproximadamente igual a”. Cuantos más decimales 
se conserven, mejor será la aproximación obtenida. 

Los números reales pueden representarse con puntos en una recta, como en la figura 1. 
La dirección positiva (a la derecha) se indica con una flecha. Elija un punto de referencia 
arbitrario O, llamado origen, que corresponde al número real 0. Dada cualquier unidad 
de medida conveniente, cada número positivo x es representado por el punto en la recta 
a una distancia de x unidades a la derecha del origen, y cada número negativo —x es 
representado por el punto x unidades a la izquierda del origen. Así, cada número real 
es representado por un punto en la recta, y cada punto P en la recta corresponde exac- 
tamente a un número real. El número asociado con el punto P se llama la coordenada 


A 
a 


FIGURA 2 


Intervalo abierto (a, b) 


FIGURA 1 


b 


a 


FIGURA 3 


Intervalo cerrado [a, b] 


b 
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de P y la recta se llama entonces recta de coordenadas, o recta de números reales o 
simplemente recta real. A menudo se identifica el punto con su coordenada y se piensa 
un número como si fuera un punto en la recta real. 


l 
p 
[ey 
(ws) 
l 
siw 
NIi= 


v2 7 


Los números reales están ordenados. Se dice que a es menor que b y se escribe a < b 
si b — a es un número positivo. Geométricamente, esto significa que a se sitúa a la 
izquierda de b en la recta numérica. (En forma equivalente, se dice que b es mayor que 
a y se escribe b > a.) El símbolo a < b significa que a < b o a = b y se lee “a es menor 
que o igual a b” (De manera similar se puede interpretar el símbolo b = a). Por ejemplo, 
las siguientes son desigualdades verdaderas: 


1274=<75 -3 > -r y2 Ed J EÍ 2<2 


De aquí en adelante se usará el concepto de notación de conjuntos. Un conjunto es 
una colección de objetos, los cuales se llaman elementos del conjunto. Si S es un con- 
junto, la notación a E S significa que a es un elemento de S, y a É S significa que a no es 
un elemento de S. Por ejemplo, si Z representa el conjunto de enteros, entonces —3 E Z 
pero 7 É Z. Si S y T son conjuntos, su unión S U Tes el conjunto que consta de todos los 
elementos en S o T (o tanto en S como en T). La intersección de S y Tes el conjunto S N T 
que consta de todos los elementos que están tanto en $ como en T. En otras palabras, 
S M Tes la parte común de S y T. El conjunto vacío, denotado por Ø, es el conjunto que 
no contiene ningún elemento. 

Algunos conjuntos pueden describirse enlistando sus elementos entre llaves. Por 
ejemplo, el conjunto A que consta de todos los enteros positivos menores que 7 puede 
escribirse como 


A = (1,2,3,4.5, 6) 
También podría escribirse A en notación de construcción de conjuntos como 
A = {x | xes un entero y 0 < x < 7} 
lo que se lee “A es el conjunto de x tal que x es un entero y 0 < x < 7”. 


Ml Intervalos 


Algunos conjuntos de números reales, llamados intervalos, ocurren con frecuencia en 
el cálculo y corresponden geométricamente a segmentos de recta. Por ejemplo, sia < b, 
el intervalo abierto de a a b consta de todos los números entre a y b y se denota con el 
símbolo (a, b). Usando la notación de construcción de conjuntos, se puede escribir 


(a,b) = {x|a < x < b} 


Observe que los puntos extremos del intervalo —es decir, a y b- se excluyen. Esto lo 
indican los paréntesis curvos ( ) y los puntos abiertos en la figura 2. El intervalo cerrado 
de aa bes el conjunto 


[a,b] = (x|a=x=b) 
Aquí se incluyen los puntos extremos del intervalo, como se indica en los paréntesis 


cuadrados [ ] y los puntos sólidos en la figura 3. También es posible incluir únicamente 
un punto extremo en un intervalo, como se advierte en la tabla 1. 
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(1) Tabla de intervalos 


En la tabla 1 se enlistan los nueve 
posibles tipos de intervalos, de cuyo 
análisis se concluye que siempre se da 
por supuesto que a < b. 


También debe considerarse intervalos infinitos como 


Esto no significa que œ% (“infinito”) sea un número. La notación (a, 00) se refiere al con- 
junto de todos los números mayores que a, así que el símbolo œ simplemente indica que 


(a, œ) = [x|x > a) 


el intervalo se extiende indefinidamente en la dirección positiva. 


Notación Descripción del conjunto Imagen 
(a, b) {x| a< x< b} gso 
a b 
[a, b] íxla=x=<bj —_ 
a b 
[a, b) (x[|a=x<b) co ”> 
a b 
(a, b] {x]a<x<b} A ~” 
a b 
(a, ©) {x| x >a} o e a 
a 
[a, co) lx | x= aj ——— __»>zERmR>S— 
a 
(=>, b) lx | x<bj ÁS 
—ou < E 
(=00, b] lx | x <= by ; 
(=o0, œ) R (conjunto de todos > 
los números reales) 


E Desigualdades 


Cuando se trabaja con desigualdades, se han de considerar las reglas siguientes. 


n»*.oN 


(2] Reglas para desigualdades 

1. Sia < b, entoncesa + c <b +c. 
Sia < by c< d, entonces a +c <b +d. 
Sia < b y c > 0, entonces ac < bc. 
Sia < b y c < 0, entonces ac > bc. 
Si O < a < b, entonces 1/a > 1/b. 


La regla 1 establece que se puede sumar cualquier número en ambos miembros de 
una desigualdad, y la regla 2 que dos desigualdades pueden sumarse. Sin embargo, con 
la multiplicación hay que ser cuidadosos. La regla 3 sostiene que se pueden multiplicar 
ambos miembros de una desigualdad por un número positivo, pero la regla 4 estipula que 
si se multiplican ambos miembros de una desigualdad por un número negativo, se 
invertirá la dirección de la desigualdad. Por ejemplo, si la desigualdad 3 < 5 se mul- 
tiplica por 2, se obtiene 6 > 10, pero si se la multiplica por —2 se obtiene —6 > —10. 
Por último, la regla 5 establece que si se toman recíprocas, se invierte la dirección de una 


desigualdad (siempre que los números sean positivos). 


EJEMPLO 1 Resuelva la desigualdad 1 + x < 7x + 5. 


SOLUCIÓN La desigualdad dada se satisface para algunos valores de x pero no para otros. 
Resolver una desigualdad significa determinar el conjunto de números x para los cuales 


la desigualdad es verdadera. Esto se llama conjunto de soluciones. 


Un método visual para resolver el 
ejemplo 3 es usar un dispositivo de 
eraficación para graficar la parábola 

y =x — 5x + 6 (como en la figura 4) y 
observar que la curva se sitúa en o bajo 
el eje x cuando 2 <= x = 3. 


YA 
y=10-5x+6 
0 1 2 3 4 * 
FIGURA 4 
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Primero se resta 1 de cada miembro de la desigualdad (usando la regla 1 con c = —1): 
x<Tx+4 
Después se resta 7x de ambos miembros (regla 1 con c = —7x): 
—=6x < 4 


Ahora se dividen ambos miembros entre —6 (regla 4 con c = =>): 


WIN 


Todos estos pasos pueden invertirse, así que el conjunto de soluciones consta de todos los 


3 


números mayores que —3. En otras palabras, la solución de la desigualdad es el intervalo 
. 3 
=2 000 
3» °). o 


EJEMPLO 2 Resuelva las desigualdades 4 <= 3x — 2 < 13. 


SOLUCIÓN Aquí el conjunto de soluciones consta de todos los valores de x que satisfa- 
cen ambas desigualdades. Al usar las reglas dadas en (2), se ve que las desigualdades 
siguientes son equivalentes: 


4=<3x-2<13 
6=3x<15 (se suma 2) 
2=x<5 (se divide entre 3) 
Por tanto, el conjunto de soluciones es [2, 5). = 
EJEMPLO 3 Resuelva la desigualdad x? — 5x + 6 < 0. 
SOLUCIÓN Primero se factoriza el miembro izquierdo: 
(x—2(x-3)=<0 


Se sabe que la ecuación correspondiente (x — 2)X(x — 3) = 0 tiene las soluciones 2 y 3. 
Los números 2 y 3 dividen la recta real en tres intervalos: 


(2,2) (2,3) -(8,%) 
En cada uno de estos intervalos se determinan los signos de los factores. Por ejemplo, 
xE(-0,2 > x<2 > x-2<0 


Luego se registran estos signos en la tabla siguiente: 


Intervalo g=) y=3 (=D) br = 3) 
x<2 = E F 

2<x<3 EN z = 
x>3 + + F 


Otro método para obtener la información en la tabla es con valores de prueba. Por 
ejemplo, si se usa el valor de prueba x = 1 para el intervalo (—œ%, 2), la sustitución en 
xX — 5x +6 da 


12-501)+6=2 
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+ = + 
0 2 3 x 
FIGURA 5 
-4 o 1 
FIGURA 6 


Recuerde que si a es negativo, —a es 
positivo. 


El polinomio x? — 5x + 6 no cambia de signo dentro de ninguno de los tres intervalos, 
así que se concluye que es positivo en (—%, 2). 

Luego, según la tabla, (x — 2)(x — 3) es negativo cuando 2 < x < 3. Así, la solución 
de la desigualdad (x — 2)(x — 3) < 0 es 


(12 <x<3) = [2,3] 


Observe que se han incluido los puntos extremos 2 y 3, porque se busca valores de x 
tales que el producto sea negativo o cero. La solución se ilustra en la figura 5. a 


EJEMPLO 4 Resuelva x? + 31? > 4x. 


SOLUCIÓN Primero se trasladan todos los términos diferentes de cero a uno de los 
lados del signo de la desigualdad y se factoriza la expresión resultante: 


+3 —4x>0 o xx — 1(x+4>0 


Como en el ejemplo 3, se resuelve la ecuación correspondiente x(x — 1)(x + 4) = 0 y se 
usan las soluciones x = —4, x = 0 y x = 1 para dividir la recta real en cuatro intervalos 
(o, —4), (—4, 0), (0, 1) y (1, o). En cada intervalo, el producto mantiene un signo 
constante, los cuales se enlistan en la tabla siguiente: 


Intervalo Ex y= Íl x+4 x(x — Dx + 4) 
x< -—4 = = - = 
—4<x<0 = = + + 
0O<x<l + — + = 
x>1l + + + + 


Entonces, en la tabla se lee que el conjunto de soluciones es 
(x|-4<x<00x> 1} = (-4, 0) U (1, 00) 


La solución se ilustra en la figura 6. g 


Ml Valor absoluto 


El valor absoluto de un número a, denotado por lal, es la distancia de a a O en la recta de 
números reales. Las distancias siempre son positivas o de 0, así que se tiene 


la|>0 para cualquier número a 
Por ejemplo: 
l3J=3  |-3|=3 Jo]=0 |yY2-1]=Y2-1 |3-r|=r-3 
En general, se tiene: 
la] =a sia=0 
E |a| = —a sia <0 
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EJEMPLO 5 Exprese | 3x — 2 | sin usar el símbolo de valor absoluto. 
SOLUCIÓN 


3x - 2 si3x-=2=0 
|3x — 2| = , 
=(34=2) si3x-2<0 


3x2 six>% 
2-3x six<f 


Recuerde que el símbolo y/ significa “la raíz cuadrada positiva de”. Así, Jr =s 
[2] significa s = r y s > 0. Por tanto, la ecuación ya? = a no siempre es verdadera. Es 
verdadera solo cuando a = 0. Si a < 0, entonces —a > O, así se tiene que ya? = -4. 

En vista de (3), se tiene entonces la ecuación 


la cual es cierta para todos los valores de a. 
En los ejercicios se dan sugerencias para demostrar las propiedades siguientes. 


(5) Propiedades de los valores absolutos Suponga que a y b son cualesquiera 
números reales y que n es un entero. Entonces, 


1. |ab| =|a||b| 2, ==> (b%0) 3. |a"| = |a|” 


Para resolver ecuaciones o desigualdades que implican valores absolutos, suele ser 
muy útil usar los enunciados siguientes. 


[6] Suponga que a > 0. Entonces, 
4. |x|=a si,ysolosi x= +a 


5. |x|<a si, ysolosi —a<x<a 


6. |x|>a si,ysolosi x>aox<-—a 


Por ejemplo, la desigualdad | x | < a indica que la distancia de x al origen es menor 
que a, y en la figura 7 puede verse que eso es cierto si, y solo si, x se sitúa entre —a y a. 
Si a y b son cualesquiera números reales, la distancia entre a y b es el valor absoluto 


|x| 
FIGURA 7 
k— la -b| — 
b a 


la -b| —] 


> de la diferencia, es decir | a — b |, lo cual también es igual a | b — a |. (Véase la figura 8.) 


EJEMPLO 6 Resuelva | 2x — 5 | = 3. 


a b 
FIGURA 8 


Longitud de un segmento 
de recta = | a — b | 


SOLUCIÓN Por la propiedad 4 de (6), | 2x — 5 | = 3 es equivalente a 
2x-5=3 o 2x- 5 = -3 


Así, 2x = 8 o 2x = 2, Por tanto, x = 40x = 1. E 
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FIGURA 9 


EJEMPLO 7 Resuelva |x — 5 |< 2. 
SOLUCIÓN 1 Por la propiedad 5 de (6), 


x — 5 | < 2 es equivalente a 
=2<x-5=<2 
En consecuencia, al sumar 5 a cada miembro se tiene 
3<x<71 


y el conjunto de soluciones es el intervalo abierto (3, 7). 


SOLUCIÓN 2 Geométricamente, el conjunto de soluciones consta de todos los 
números x cuya distancia desde 5 es menor que 2. En la figura 9 se ve que este 
es el intervalo (3, 7). E 


EJEMPLO 8 Resuelva | 3x + 2 | > 4. 
SOLUCIÓN Por las propiedades 4 y 6 de (6), 


3x + 2 | > 4 es equivalente a 
3x+2=>4 o 3x +2 s< —4 


. 2 
En el primer caso 3x > 2, lo cual da x > 3. En el segundo caso, 3x <= —6, lo cual 
da x S —2, Así, el conjunto de soluciones es 


fx]x = -2 o x> 3} = (o, -2]u[?, x) E 


Otra propiedad importante del valor absoluto, llamada desigualdad del triángulo, se 
utiliza con frecuencia no solo en el cálculo, sino también en las matemáticas en general. 


La desigualdad del triángulo Si a y b son cualesquiera números reales, 
entonces 


la+b|<|Ja|+1|b] 


Observe que si los números a y b son positivos o negativos, los dos miembros de la 
desigualdad del triángulo en realidad son iguales. Pero si a y b tienen signos opuestos, el 
miembro izquierdo implica una sustracción mas no el derecho. Esto hace que la desigual- 
dad del triángulo parezca razonable, pero puede comprobarse de la manera siguiente. 

Note que 


-| a | sas | a | 

siempre es cierta, porque a es igual a | a | o —| a |. El enunciado correspondiente para b es 
=|b|<b<]|b| 

Al sumar estas desigualdades se obtiene: 


=(al+|b)<a+b=</|a|+1b] 


Si ahora se aplican las propiedades 4 y 5 (con x reemplazada por a + b y apor|a|+|b 
se obtiene: 


), 


la+b|<|a|+|b| 


lo cual es lo que se quería demostrar. 


1-12 Reescriba la expresión sin usar el símbolo de valor absoluto. 
2. 


4. 


1. 


11. 


3 
5 
7. 
9 


A EJERCICIOS 


5 -23| 
=r | 

J5 -5| 
x—2| 
x+1| 


six<2 


x+ 1| 
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EJEMPLO 9 Si|x-—4|<0.1y|y-—7|< 0.2, use la desigualdad del triángulo para 
estimar | (x + y) — 11 |. 


SOLUCIÓN A fin de usar la información dada, se emplea la desigualdad del triángulo 
cona=x=4yb=y->=7: 


[+ y =- 1|=|(<- 4) + (y — 7)| 
<|x=4|+|y=7| 
<01+02=0.3 


|(x + y = 11|<0.3 j 


grados Fahrenheit. ¿Qué intervalo en la escala de Celsius 


5| — | -23| corresponde al rango de temperatura 50 < F < 95? 
rr —2| 40. Use la relación entre C y F dada en el ejercicio 39 

para determinar el intervalo en la escala de Fahrenheit 
|-2]=|-=3 Il correspondiente al rango de temperatura 20 < C < 30. 
x=2| six>2 41. Cuando el aire seco se mueve hacia arriba, se expande, y al 
2x = 1] hacerlo se enfría a razón de alrededor de 1 °C por cada 100 m 
1 —2x?| de ascenso, hasta aproximadamente 12 km. 


(a) Si la temperatura en la superficie es de 20 °C, escriba una 
fórmula para la temperatura a la altura h. 


13-38 Resuelva la desigualdad en términos de intervalos e ilustre 
el conjunto de soluciones en la recta de números reales. 


(b) ¿Qué rango de temperatura es de esperar si un avión 
despega y alcanza una altura máxima de 5 km? 


13. 2x+7>3 14. 3x- 11<4 42. Si una pelota se lanza hacia arriba desde el tejado de un 
edificio de 30 m de altura con una velocidad inicial de 10 m/s, 
15. 1=x=2 16. 4= 3x> 6 la altura h sobre la superficie t segundos después será 
17. 2x+1<5x-—8 18. 1 +5x>5-— 3x h =30 + 101 — 5 
19. -1<2x-5<7 20. 1<3x+4=16 i . 
¿Durante qué intervalo de tiempo la pelota estará al menos 15 
21.0=1=x<1 22. -5=3-2x=9 m sobre la superficie? 
23. 4x<2x+1=<3x+2 24. 2x 3<x+4< 3x Z 43-46 Despeje x en cada ecuación. 
25. (x— MMx-2)>0 26. (2x + 3Mx-—1)=>0 43. |2x|=3 44. |3x+5|=1 
27.2x+x=<1 28. 1?<2x +8 3 i 
x= 
29. x? +x+1>0 30. x? + x> 1 45. [x+3|=|2x + 1| sl ¡card 
31. x?<3 32.1 >5 
33.1 -x=<0 47-56 Resuelva la desigualdad. 
34. (x + Dx-2+3)=>0 47. |x| <3 48. |x| >3 
35. >x 36. x° + 3x < 4x? 
a AA 49. |x-4|<1 50. [x—6|<0.1 
1 1 
1 5% 38. A 51. |x+5|>2 52. |x+1|>3 
53. |2x — 3| = 0.4 54. |5x—-2|<6 
39. La relación entre las escalas de temperatura Celsius y 55. 1< |x| =4 56. 0<|x-5|< 1 
.1=]|x|= . j 3 


Fahrenheit está dada por C = a (F — 32), donde C es 
la temperatura en grados Celsius y F la temperatura en 


A10 APÉNDICE B Rectas y geometría usando coordenadas 


57-58 Despeje x, suponiendo que a, b y c son constantes 
positivas. 


57. a(bx — c) > bc 58. a < bx + c < 2a 


59-60 Despeje x, suponiendo que a, b y c son constantes 
negativas. 


ax +b 
60. < 


59. ax+b<c <b 


c 


61. Suponga que | x — 2 | < 0.01 y | y — 3 | < 0.04. 
Use la desigualdad del triángulo para demostrar 
que | (œ + y) — 5 | < 0.05 


62. Demuestre que si | x + 3 | < 7 entonces | 4x + 13 | < 3. 
a+b 
<b. 


63. Demuestre que si a < b, entonces a < 


65. 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


Compruebe que | ab | = | al | b |. [Sugerencia: Use la 
ecuación 4.] 


b 


Compruebe que 


Demuestre que si 0 < a < b, entonces a? < b?. 


Compruebe que | x — y | > | x| — | y |. [Sugerencia: use la 
desigualdad del triángulo con a = x — y y b = y.] 


Demuestre que la suma, diferencia y producto de números 
racionales son números racionales. 


(a) ¿La suma de dos números irracionales es siempre un 
número irracional? 
(b) ¿El producto de dos números irracionales es siempre un 


64. Use la regla 3 para comprobar la regla 5 de (2). número irracional? 


B Rectas y geometría usando coordenadas 


Así como los puntos en una recta pueden identificarse con números reales asignándoles 
coordenadas, como se describió en el apéndice A, los puntos en un plano pueden reco- 
nocerse con pares ordenados de números reales. Para comenzar se dibujan dos rectas de 
coordenadas perpendiculares que intersecan en el origen O en cada recta. Usualmente 
una recta es horizontal con dirección positiva a la derecha y se llama eje x; la otra recta 
es vertical con dirección positiva hacia arriba y se le denomina eje y. 

Cualquier punto P en el plano puede localizarse mediante un par ordenado único de 
números como sigue. Dibuje rectas que pasan por P perpendiculares a los ejes x y y, las 
cuales intersecan los ejes en puntos con coordenadas a y b, como se muestra en la figura 
1. Entonces, al punto P se le asigna el par ordenado (a, b). El primer número a se llama 
coordenada x de P; el segundo número b se llama coordenada y de P. Se dice que P 
es el punto con coordenadas (a, b) y se denota el punto con el símbolo Pía, b). Varios 
puntos han sido rotulados con sus coordenadas en la figura 2. 


YA yA 
pát | Pla, b) 44 
3+ 3+ + (1,3) 
(2, 2) 
I l I a, 
14 14 i 
A E A ur a a 
Le ia aja s 321% 1 23454 
2 l Ey 
—2 sell —2 ai; 
m IV (3, —2) 
—3 iaka =3 An 
El al . (2,4) 
FIGURA 1 FIGURA 2 


Al invertir el proceso precedente podemos empezar con un par ordenado (a, b) y lle- 
gar al correspondiente punto P. A menudo, el punto P se identifica con el par ordenado 
(a, b) y se le llama “el punto (a, by”. [Aunque la notación usada para un intervalo abierto 


FIGURA 3 
YA 
yo 7 Pa (X2, y2) j 
[y2 yu! 
P(x Ya) | 
Yı f < e 
=> 5, = xil —] Ps(X2, y1) 
- i > 
0 X; Xz X 
FIGURA 4 
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(a, b) es la misma que la notación usada para un punto (a, b), podrá saber por el contexto 
qué significado es el correcto.] 

Este sistema de coordenadas se llama sistema de coordenadas rectangulares o sis- 
tema de coordenadas cartesianas en honor del matemático francés René Descartes 
(1596-1650), aunque otro francés, Pierre Fermat (1601-1665), inventó los principios de 
la geometría analítica en la misma época que Descartes. El plano provisto con este sis- 
tema de coordenadas se llama plano de coordenadas o plano cartesiano y se denota 
con R?. 

Los ejes x y y se llaman ejes de coordenadas y dividen el plano cartesiano en cuatro 
cuadrantes, rotulados como I, II, II y IV en la figura 1. Nótese que el primer cuadrante 
consta de aquellos puntos cuyas coordenadas x y y son ambas positivas. 


EJEMPLO 1 Describa y trace las regiones dadas por los conjuntos siguientes. 
(a) (Gx, y) | x= 0) ©) (ly =1) © æy] < 


SOLUCIÓN 
(a) Los puntos cuyas coordenadas x son 0 o positivas se ubican en el eje y o a la derecha 
de él, como lo indica la región sombreada de la figura 3(a). 


yA YA yA 
y=1 y=1 
0 Ed 0 E 0 E 
y=-1 
(a)x => 0 (b)y=1 © ly] <1 


(b) El conjunto de todos los puntos con coordenada y = 1 es una recta horizontal una 
unidad arriba del eje x [véase la figura 3(b)]. 

(c) Recuérdese del apéndice A que 

|y|<1 si, y solo si, =1<y<1 

La región dada consta de aquellos puntos en el plano cuyas coordenadas y se sitúan entre 
—1 y 1. Así, la región consta de todos los puntos que se hallan entre (pero no en) las rectas 
horizontales y = 1 y y = —1. [Estas rectas aparecen como líneas punteadas en la figura 
3(c) para indicar que los puntos en estas rectas no se ubican en el conjunto.] E 


Recuerde del apéndice A que la distancia entre los puntos a y b en una recta numérica 
esla —b|=|b-= a |. Así, la distancia entre los puntos P,(x,, y1) y P3(x,, y,) en una recta 
horizontal debe ser | X: — Xi | y la distancia entre Pa(x%», y2) y P3(%2, yı) en una recta vertical 
debe ser | y, — y, |. (Véase la figura 4.) 

Para determinar la distancia | P,P, | entre cualesquiera dos puntos P;(x;, y1) y P2%2, Y2), 
nótese que el triángulo P,P,P, en la figura 4 es un triángulo rectángulo, así que por el 
teorema de Pitágoras se tiene 


| Pi P2| = V| PiP: |? + | PaP; |? = V|x2 = 21]? + 


y. — y1l? 


= Ye — 11 + (y2 = yı}? 
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YA L 
Palx>, Y2) 
| Ay =y 
P(x Y1) = ascenso 
a, 
Áx=x,—X; 
= recorrido 
> 
0 Pd 
FIGURA 5 
YA m=5 
r m=2 
l / ) m=1 
UL 
US 
| 1 
7 | m==> 
á l > 
0 / | m=-=1 x 
f m=-—2 
N m=-5 
FIGURA 6 


1] Fórmula de la distancia La distancia entre los puntos P¡(x,, y1) y Pa(x, y») es 


| Pi P2| = Va — xı} + 2 = y) 


EJEMPLO 2 La distancia entre (1, -2) y (5, 3) es 


Vs — 1} + B - (2D? = Y4? + 52 = y41 a 


B Rectas 


Si se desea encontrar una ecuación de una recta dada L; tal ecuación se satisface por las 
coordenadas de los puntos en L y por ningún otro punto. Para determinar la ecuación de 
L se usa su pendiente, la cual es una medida de lo pronunciado de la recta. 


(2] Definición La pendiente de una recta no vertical que pasa por los puntos 
P(x, y1) y Palo, y2) es 


Ay _ yy 


Ax X2 — X1 


La pendiente de una recta vertical no se define. 


Así, la pendiente de una recta es la razón del cambio en y, Ay, en relación con el 
cambio en x, Ax. (Véase la figura 5.) La pendiente es por tanto la razón de cambio de y 
con respecto a x. El hecho de que la línea sea recta significa que la razón de cambio es 
constante. 

La figura 6 muestra varias rectas con sus pendientes. Observe que las rectas con pen- 
diente positiva se inclinan arriba a la derecha, mientras que las rectas con pendiente 
negativa se inclinan abajo a la derecha. Note también que las rectas más pronunciadas 
son aquellas para las cuales el valor absoluto de la pendiente es mayor, y que una recta 
horizontal tiene pendiente 0. 

Se determina ahora una ecuación de la recta que pasa por un punto dado P;(x;, y1) y 
tiene pendiente m. Un punto P(x, y) con x % x; rectas en esta recta si, y solo si, la pen- 
diente de la recta que pasa por P, y P es igual a m; es decir, 


Esta ecuación se puede reescribir de la manera siguiente: 
y =y = MX — x) 


y se observa que esta ecuación también se satisface cuando x = x, y y = yı. Por tanto, es 
una ecuación de la recta dada. 


[B] Forma punto-pendiente de la ecuación de una recta Una ecuación de la 
recta que pasa por el punto P;(x,, yı) y tiene pendiente m es 


Y — yı = m(x — xı) 


y=mxw+b 


FIGURA 7 


FIGURA 8 


=y 
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EJEMPLO 3 Determine una ecuación de la recta que pasa por (1, —7) 
con pendiente 2, 


SOLUCIÓN Usando (3) con m F, xı = 1l, y y, = —7, se obtiene una ecuación de la 
recta como 


y+7=-5Hx-1) 
lo que puede reescribirse como 


2y +14=-—x+1 o x+2y+13=0 E 


EJEMPLO 4 Determine una ecuación de la recta que pasa por los puntos (—1, 2) y 
G, 4 


SOLUCIÓN Por la definición 2, la pendiente de la recta es 


Al usar la forma punto-pendiente con x; = —1 y y, = 2, se obtiene 
y-2=-30+1) 
lo que se simplifica como 3x+2y=1 E 


Suponga que una recta no vertical tiene pendiente m e intersección b en y. (Véase la 
figura 7.) Esto significa que interseca el eje y en el punto (0, b), así que la forma punto- 
pendiente de la ecuación de la recta, con x, = 0 y y, = b, se convierte en 


y—b= mx- 0) 


Esto se simplifica de la manera siguiente. 


[a Forma pendiente-intersección de la ecuación de una recta Una ecuación 
de la recta con pendiente m e intersección b en y es 


y=mx+b 


En particular, si una recta es horizontal, su pendiente es m = O, así que su ecuación 
es y = b, donde b es la intersección en y (véase la figura 8). Una recta vertical no tiene 
pendiente, pero se puede escribir su ecuación como x = a, donde a es la intersección en 
x, porque la coordenada x de todos los puntos en la recta es a. 

Observe que la ecuación de cada recta puede escribirse en la forma 


[5] Ax+By+C=0 


porque una recta vertical tiene la ecuación x = a o x — a = 0 (A = 1, B = 0, C = —a) y 
una recta no vertical tiene la ecuación y = mx + bo -mx +y — b =0(A=-m,B=!], 
C = —b). A la inversa, si a partir de una ecuación general de primer grado, es decir, 
una ecuación de la forma (5), donde A, B y C son constantes y A y B no son ambas 0, se 
puede demostrar que esa es la ecuación de una recta. Si B = 0, la ecuación se convierte 
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=y 


T (0,—3) 


FIGURA 9 


FIGURA 10 


en Ax + C = 0 o x = —C/A, lo que representa una recta vertical con intersección en 
x —C/A. Si B + O, la ecuación puede reescribirse despejando y: 


y se reconoce como la forma pendiente-intersección de la ecuación de una recta 
(m = —A/B, b = —C/B). En consecuencia, una ecuación de la forma (5) se llama ecua- 
ción lineal o ecuación general de una recta. Para abreviar, a menudo se dice “la recta 
Ax + By + C = 0” en lugar de “la recta cuya ecuación es Ax + By + C = 0”. 


EJEMPLO 5 Trace la gráfica de la ecuación 3x — 5y = 15. 


SOLUCIÓN Como la ecuación es lineal, su gráfica es una recta. Para dibujar la gráfica, 
se puede determinar dos puntos en la recta, de los cuales los más fáciles de encontrar 
son las intersecciones. Al sustituir y = O (la ecuación del eje x) en la ecuación dada, se 
obtiene 3x = 15, así que x = 5 es la intersección en x. Al sustituir x = O en la ecuación, 
se Observa que la intersección en y es —3. Esto permite trazar la gráfica como en la 
figura 9. m 


EJEMPLO 6 Grafique la desigualdad x + 2y > 5. 


SOLUCIÓN Se pide trazar la gráfica del conjunto {(x, y) | x + 2y > 5} y se empieza 
despejando y en la desigualdad: 


x+2y>5 
2y>-x>+5 
y> —2x s > 
Compare esta desigualdad con la ecuación y = =5x + >, la cual representa una recta 
con pendient =) e intersección en y 5, Observe que la gráfica dada consta de puntos 
cuyas coordenadas y son mayores que aquellas en la recta y = —}x + >. Así, la gráfica 
es la región que se encuentra arriba de la línea, como se ilustra en la figura 10. a 


Ml Rectas paralelas y perpendiculares 


Las pendientes pueden usarse para demostrar que las rectas son paralelas o perpendicula- 
res. Los hechos siguientes son comprobados, por ejemplo, en Precalculus: Mathematics 
for Calculus, séptima ed., por Stewart, Redlin y Watson (Belmont, California, 2016). 


[6] Rectas paralelas y perpendiculares 
1. Dos rectas no verticales son paralelas si, y solo si, tienen la misma pendiente. 


2. Dos rectas con pendientes m, y m son perpendiculares si, y solo si, mm, = — 1; 
es decir, si sus pendientes son recíprocas y de signo contrario: 


EJEMPLO 7 Determine una ecuación de la recta que pasa por el punto (5, 2) que es 
paralela a la recta 4x + 6y + 5 = 0. 


SOLUCIÓN La recta dada puede escribirse en la forma 
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la cual está en forma de pendiente-intersección con m = — Rectas paralelas tienen la 
. . # . n . 2 ., 
misma pendiente, así que la recta requerida tiene pendiente —3 y su ecuación en forma 


punto-pendiente es 


y =2=-=3(x— 5) 


Esta ecuación puede escribirse como 2x + 3y = 16. a 


EJEMPLO 8 Demuestre que las rectas 2x + 3y = 1 y 6x — 4y — 1 = 0 son 


perpendiculares. 


SOLUCIÓN Las ecuaciones pueden escribirse como 


A O i 
Y ==3Xx +3 y yY= 3x4 


de lo que se deduce que las pendientes son 


2 3 
m = =3 y m => 
Como mm, = — 1, las rectas son perpendiculares. E 
B EJERCICIOS 
1-6 Determine la distancia entre los puntos. 19. xy =0 20. |y|=1 


1. (1,1), (4,5) 2. (1, —3), (5,7) 
3. (6, —2), (-1,3) 4. (1, —6), (-1,-3) 
5, (2,5), (4, —7) 6. (a,b), (b,a) 


7-10 Determine la pendiente de la recta que pasa por P y Q. 
7. P(1,5), Q(4, 11) 8. P(—1,6), Q(4, -3) 
9. P(-3,3), Q(=1,—=6) 10. P(— 1,4), Q(6, 0) 


11. Demuestre que el triángulo con vértices A(0, 2), B(73, —1) 
y C(-4, 3) es isósceles. 


12. (a) Demuestre que el triángulo con vértices A(6, —7), 
B(11, —3) y CQ, —2) es un triángulo rectángulo usando 
la proposición recíproca del teorema de Pitágoras. 
(b) Use pendientes para demostrar que ABC es un triángulo 
rectángulo. 
(c) Determine el área del triángulo. 


13. Demuestre que los puntos (—2, 9), (4, 6), (1, 0) y (5, 3) son 
los vértices de un cuadrado. 


14. (a) Demuestre que los puntos A(—1, 3), B(3,11) y C(5, 15) 
son colineales (están en la misma línea) y compruebe que 
lAB|+|BC|=|AC|. 


(b) Use pendientes para demostrar que A, B y C son colineales. 


15. Demuestre que A(1, 1), B(7, 4), C(5, 10) y D= 1, 7) son 
vértices de un paralelogramo. 


16. Demuestre que A(1, 1), B(11, 3), C(10, 8) y D(0, 6) son 
vértices de un rectángulo. 


17-20 Trace la gráfica de la ecuación. 


17.x=3 18. y = -2 


21-36 Halle una ecuación de la recta que satisfaga las 
condiciones dadas. 


21. Que pasa por (2, —3), pendiente 6 

22. Que pasa por (— 1, 4), pendiente -3 

23. Que pasa por (1, 7), pendiente $ 

24. Que pasa por (—3, —5), pendiente -4 

25. Que pasa por (2, 1) y (1, 6) 

26. Que pasa por (—1, —2) y (4, 3) 

27. Pendiente 3, intersección en y = —2 

28. Pendiente z intersección en y = 4 

29. Intersección en x = 1, intersección en y = —3 

30. Intersección en x = —8, intersección en y = 6 

31. Que pasa por (4, 5), paralela al eje x 

32. Que pasa por (4, 5), paralela al eje y 

33. Que pasa por (1, —6), paralela a la recta x + 2y = 6 
34. Intersección en y = 6, paralela a la recta 2x + 3y + 4 = 0 


35. Que pasa por (— 1, —2), perpendicular a la recta 
2x+5y+8=0 


36. Que pasa por E 9, perpendicular a la recta 4x —8y = 1 


37-42 Halle la pendiente e intersección en y de la recta y dibuje 
su gráfica. 


37.x+3y=0 38. 2x — 5y=0 


A16 


39. 
41. 
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y=-2 40. 2x — 3y+6=0 


3x — 4y = 12 42. 4x + 5y = 10 


43-52 Trace la región en el plano xy. 


57. 


58. 


segmento de recta desde un vértice hasta el punto medio del 
lado opuesto.) 


Demuestre que las rectas 2x — y = 4 y 6x — 2y = 10 no 
son paralelas y determine su punto de intersección. 


Demuestre que las rectas 3x — 5y + 19 = 0 y 


43. {(x, y) | x < 0) 44. {(x, y) | y > 0) 10x + 6y — 50 = 0 son perpendiculares y 
45. ((x, y) | xy < 0) 46. ((1,y)|x>1 y y<3) determine su punto de intersección. 
47. ((x, y) | |x| = 2} 59. Encuentre una ecuación de la bisectriz perpendicular del 

segmento de recta que une a los puntos A(1, 4) y B(7, —2). 
48. ((x, y) | |x] <3 y [y| <2 K 

60. (a) Encuentre ecuaciones para los lados del triángulo con 
49. ((x,y)|0=y=<4 y x< 2} vértices P(1, 0), O(3, 4) y R(— 1, 6). 
50. [(x, y) | y > 2x— 1) (b) Encuentre ecuaciones para las medianas de este triángulo. 
aia ¿Dónde se intersecan? 
51. {x,y | 1l+x=y=<1- 2x} ata f 
i 61. (a) Demuestre que si las intersecciones en x y y de una recta 
52. {(x, y) | =x S y < 36x + 3)} son números diferentes de cero, a y b, respectivamente, 
la ecuación de la recta puede ponerse en la forma 
53. Determine un punto en el eje y que sea equidistante de El 1 
a b 


54. 


55. 


56. 


(5, =5) y (1, 1). 


Demuestre que el punto medio del segmento de recta de 
Pi(x1, yı) a PA, y2) es 


X1 + X2 yı + Ya 
2 * 2 


Determine el punto medio del segmento de recta que une los 
puntos dados. 

(a) (1, 3) y (7, 15) 

(b) (1, 6) y (8, -12) 


Determine las longitudes de las medianas del triángulo 
con vértices A(1, 0), BB, 6) y C(8, 2). (Una mediana es un 


62. 


Esta ecuación se llama forma de dos intersecciones 
de una ecuación de una recta. También se conoce como 
forma simétrica o ecuación canónica de la recta. 

(b) Use el inciso (a) para determinar una ecuación de la recta 
cuya intersección en x es 6 y cuya intersección en y es -8. 


Kelly sale de Winnipeg a las 2:00 PM y conduce al oeste con 

una velocidad constante a lo largo de la autopista Trans-Canada. 

Pasa por Brandon, a 210 km de Winnipeg, a las 4:00 PM. 

(a) Exprese la distancia recorrida en términos del tiempo 
transcurrido. 

(b) Dibuje la gráfica de la ecuación en el inciso (a). 

(c) ¿Cuál es la pendiente de esta recta? ¿Qué representa? 


C Gráficas de ecuaciones de segundo grado 


En el apéndice B se vio que una ecuación de primer grado, o lineal, Ax + By + C = 0 
representa una recta. En esta sección analizará ecuaciones de segundo grado como 


y=x12+1 


las cuales representan un círculo, una parábola, una elipse y una hipérbola, respectivamente. 

La gráfica de una ecuación de ese tipo en x y y es el conjunto de todos los puntos (x, y) 
que satisfacen la ecuación y ofrece una representación visual de la ecuación. A la inversa, 
dada una curva en el plano xy, quizá tenga que determinar una ecuación que la repre- 
sente, es decir, una ecuación satisfecha por las coordenadas de los puntos en la curva y 
por ningún otro punto. Esta es la otra mitad del principio básico de la geometría analítica 
formulado por Descartes y Fermat. La idea es que si una curva geométrica puede repre- 
sentarse con una ecuación algebraica, las reglas del álgebra pueden usarse para analizar 
el problema geométrico. 


E Círculos 


Como un ejemplo de este tipo de problema, determine una ecuación del círculo con radio 
r y centro (h, k). Por definición, el círculo es el conjunto de todos los puntos P(x, y) cuya 
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distancia desde el centro C(h, k) es r. (Véase la figura 1.) Así, P está en el círculo si, y 
solo si, | PC | = r. Con base en la fórmula de la distancia se tiene 


Py) 
O VEO =r 


o, en forma equivalente, al elevar al cuadrado ambos miembros se obtiene 


A kr 


FIGURA 1 


a Esta es la ecuación deseada. 


(1) Ecuación de un círculo Una ecuación del círculo con centro (h, k) y radio r es 
(x= h?+(y-k?=p 
En particular, si el centro es el origen (0, 0), la ecuación es 


X+y=r 


EJEMPLO 1 Determine una ecuación del círculo con radio 3 y centro (2, —5). 


SOLUCIÓN De la ecuación 1 con r = 3, h = 2 y k = —5 se obtiene 


(22 +(y+5)=9 m 


EJEMPLO 2 Trace la gráfica de la ecuación x? + y? + 2x — 6y + 7 = 0 demostrando 
primero que representa un círculo y determinando después su centro y radio. 


SOLUCIÓN Primero se agrupan los términos x y los y como sigue: 
(4 + 2x) + Q? — 6y) = -7 


Después se completa el cuadrado dentro de cada grupo, añadiendo las constantes apro- 
piadas (los cuadrados de la mitad de los coeficientes de x y y) a ambos miembros de la 


ecuación: 
X +2x+1)+ (?-6y+9=-7+1+09 
o EFE == 
Al comparar esta ecuación con la ecuación estándar de un círculo (1), se ve que h = —1, 


k=3yr= V3, así que la ecuación dada representa un círculo con centro (-1, 3) y radio 
3. , como se traza en la figura 2. 


FIGURA 2 += => 


6y+7=0 ol 1 x a 
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E Parábolas 


Las propiedades geométricas de las parábolas se examinan en la sección 10.5. Aquí se 
considerará una parábola como una gráfica de una ecuación de la forma y = ax? + bx + c. 


EJEMPLO 3 Dibuje la gráfica de la parábola y = x?. 


SOLUCIÓN Establezca una tabla de valores, trace los puntos y únalos con una curva 
suave para obtener la gráfica de la figura 3. 


YA 
K yE 
0 0 
+3 ī ye 
+1 1 
+2 4 IT y 
+3 9 syg > 
0 1 x 
FIGURA 3 Eg 


La figura 4 muestra las gráficas de varias parábolas con ecuaciones de la forma y = ax? 
para distintos valores del número a. En cada caso, el vértice, el punto donde la parábola 
cambia de dirección, es el origen. Vea que la parábola y = ax? se abre hacia arriba si a > 0 
y hacia bajo si a < 0 (como en la figura 5). 


YA YA 
0 > 
(y) E —— q A (y) AAN ij 
> 
0 X 
(a) y=ax?, a>0 (b) y=ax?, a<0 


FIGURA 4 FIGURA 5 


Nótese que si (x, y) satisface y = ax’, lo mismo hace (—x, y). Esto corresponde al 
hecho geométrico de que si la mitad derecha de la gráfica se refleja a través del eje y, se 
obtiene la mitad izquierda de la gráfica. Se dice que la gráfica es simétrica con respecto 
al eje y. 


La gráfica de una ecuación es simétrica con respecto al eje y si la ecuación no cambia 


cuando x se reemplaza por —x. 


Si se intercambia x y y en la ecuación y = ax’, el resultado es x = ay?, la que también 
representa una parábola. (Intercambiar x y y equivale a reflejar a través de la recta dia- 
gonal y = x.) La parábola x = ay? se abre a la derecha si a > 0 y a la izquierda si a < O. 


FIGURA 6 


FIGURA 7 
YA 
(0, b) 
Ca, 0)/ (a, 0) 
0 Y 
(0, =b) 
FIGURA 8 
x? y? 
a? b? 
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(Véase la figura 6.) Esta vez la parábola es simétrica con respecto al eje x, porque si (x, y) 
satisface x = ay’, también lo hace (x, —y). 


> 


YA y 


=y 


(a) x=ay?, a>0 (b) x=ay?, a<0 


La gráfica de una ecuación es simétrica con respecto al eje x si la ecuación no cam- 
bia cuando y es reemplazada por —y. 


EJEMPLO 4 Trace la región acotada por la parábola x = y? y la recta y = x — 2. 


SOLUCIÓN Primero determine los puntos de intersección resolviendo las dos ecuacio- 
nes. Al sustituir x = y + 2 en la ecuación x = y?se obtiene y + 2 = y?, lo que da 


0=y*=y=2=(= 2) +1) 


así que y = 2 o — 1. De este modo, los puntos de intersección son (4, 2) y (1, —1), y 

se dibuja la recta y = x — 2 que pasa por esos puntos. Luego se traza la parábola x = y? 
en referencia a la figura 6(a) y haciendo que la parábola pase por (4, 2) y (1, —1). 

La región acotada por x = y? y y = x — 2 representa la región finita cuyas fronteras 

son estas curvas. Esta región se muestra en la figura 7. E 


E Elipses 


La curva con ecuación 


2] 


donde a y b son números positivos, se llama elipse en posición estándar. (Las propieda- 
des geométricas de las elipses se estudian en la sección 10.5.) Obsérvese que la ecuación 
2 no cambia si x es reemplazada por —x o y es reemplazada por —y, de manera que la 
elipse es simétrica con respecto a ambos ejes. Como recurso adicional para trazar la 
elipse, se determinan sus intersecciones. 


Las intersecciones en x de una gráfica son las coordenadas x de los puntos donde 
la gráfica interseca el eje x. Se determinan estableciendo y = 0 en la ecuación de la 
gráfica. 

Las intersecciones en y son las coordenadas y de los puntos donde la gráfica inter- 
seca el eje y. Se determinan estableciendo x = O en su ecuación. 


Si se establece y = O en la ecuación 2, se obtiene x? = a°, así que las intersecciones en 
x son ta. Al establecer x = 0, se obtiene y? = b?, así que las intersecciones en y son £b. 
Usando esta información junto con la simetría se traza la elipse en la figura 8. Si a = b, 
la elipse es un círculo con radio a. 
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EJEMPLO 5 Trace la gráfica 9x? + 16y? = 144, 

SOLUCIÓN Se dividen ambos miembros de la ecuación entre 144: 
2. + 2 = 1 
16 9 

La ecuación está ahora en la forma estándar para una elipse (2), así se tiene que a? = 16, 


b?=9,a=4yb=3. Las intersecciones en x son +4; las intersecciones en y son +3. 
El trazo de la gráfica está en la figura 9. 


YA 
(0, 3) 
(4, 0)/ (4, 0) 
| 0 x 
FIGURA 9 Es 
9x + 16y? = 144 i a 


E Hipérbolas 


La curva con ecuación 


Xx Me 
(3) a p! 


se llama hipérbola en posición estándar. De nueva cuenta, la ecuación 3 no cambia 
cuando x es reemplazada por —x o y es reemplazada por —y, de manera que la hipérbola 
es simétrica con respecto a ambos ejes. Para determinar las intersecciones en x se establece 
y = 0 y se obtiene 1? = a? y x = ta. Sin embargo, si se escribe x = O en la ecuación 3, se 
obtiene y? = —b?, lo cual es imposible, así que no hay intersección en y. De hecho, de la 
ecuación 3 se obtiene 


FIGURA 10 x? 2 


La hipérbola X — - =j a b” 
a? b* 


lo que indica que x? > a?, así que | x | = yx? = a. Por tanto, se tiene x > a o x S —a. Esto 
significa que la hipérbola consta de dos partes, llamadas ramas, cuyo trazo se muestra 
en la figura 10. 

Al dibujar la hipérbola es mejor trazar primero sus asíntotas, que son las rectas 
y = (b/a)x y y = —(b/a)x que aparecen en la figura 10. Ambas ramas de la hipérbola 
aproximan las asíntotas; es decir, se acercan arbitrariamente a las asíntotas. Esto implica 
la idea de un límite, que se analiza en el capítulo 2. (Véase también el ejercicio 4.5.73.) 

Intercambiando los papeles de x y y, se obtiene una ecuación de la forma 


FIGURA 11 E p 


yo å x 
La hipérbola — — => = 1 de ae 
A pz — p2 la cual también representa una hipérbola como se observa en la figura 11. 


FIGURA 12 
La hipérbola 9x? — 4y? = 36 


FIGURA 13 


Hipérbolas equiláteras 
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EJEMPLO 6 Trace la curva 9x? — 4y? = 36. 


SOLUCIÓN Al dividir ambos miembros entre 36 se obtiene 


2 2 
xX y 


L-==1 


4 9 


la cual es la forma estándar de la ecuación de una hipérbola (ecuación 3). Como 
a? = 4, las intersecciones en x son +2. Como b? = 9, se tiene b = 3 y las asíntotas 
son y = +5 x. La hipérbola se muestra en la figura 12. 


Si b = a, una hipérbola tiene la ecuación x? — y? = a? (o y? — X = a?) y se llama 
hipérbola equilátera [véase la figura 13(a)]. Sus asíntotas son y = +x, las cuales son 
perpendiculares. Si una hipérbola equilátera rota 45°, las asíntotas se convierten en los 
ejes x y y, y se puede demostrar que la nueva ecuación de la hipérbola es xy = k, donde 
k es una constante [véase la figura 13(b)]. 


(a) x-y =a (b) xy =k (k>0) 


@ Cónicas desplazadas 


Recuérdese que una ecuación del círculo con centro en el origen y radio res 1? + y? = r, 
pero si el centro es el punto (h, k), la ecuación del círculo se convierte en 


MP O 10 


De igual forma, si se toma la elipse con ecuación 
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y se la traslada (desplaza) de tal modo que su centro sea el punto (h, k), su ecuación se 
convierte en 


1 


-m 0 


[5] a? b? 


(Véase la figura 14.) 


(x—h, y-k) h 


FIGURA 14 


Advierta que al desplazar la elipse, se reemplaza x por x — h y y por y — k en la ecua- 
ción 4 para obtener la ecuación 5. Se usa el mismo procedimiento para desplazar la pará- 
bola y = ax? de tal modo que su vértice (el origen) se convierta en el punto (h, k) como en 
la figura 15. Al reemplazar x por x — h y y por y — k, se observa que la nueva ecuación es 


y =k=a(x— hy o y=adax—h?+k 


AA |y=a(x-h}?+k 


FIGURA 15 


EJEMPLO 7 Trace la gráfica de la ecuación y = 2x? — 4x + 1. 


SOLUCIÓN Primero se completa el cuadrado: 
y = 2x2 2x1) + 1=2x= 1-1 


De esta forma la ecuación representa la parábola obtenida desplazando y = 2x de tal 
manera que su vértice esté en el punto (1, —1). La gráfica se muestra en la figura 16. 


YA 


FIGURA 16 Na 
y=2* —4x+1 (1,1) E 


APÉNDICE C Gráficas de ecuaciones de segundo grado A23 


EJEMPLO 8 Trace la curva x = 1 —y?. 


SOLUCIÓN Esta vez comience con la parábola x = — y? (como en la figura 6 con 
a = —1) y desplace una unidad a la derecha para obtener la gráfica de x = 1 —y?. 


(Véase la figura 17.) 


FIGURA 17 


C EJERCICIOS 


1-4 Determine una ecuación de un círculo que satisfaga las 
condiciones dadas. 


1. Centro (3, —1), radio 5. 
2. Centro (—2, —8), radio 10. 
3. Centro en el origen, que pasa por (4, 7). 


4. Centro (— 1, 5), que pasa por (—4, —6). 


(a) x=-y? 


5-9 Demuestre que la ecuación representa un círculo y determine 
el centro y el radio. 


x+y?—4x+10y+ 13=0 


5. 
6. x? + y? +6y+2=0 


N 


. x +y +x=0 


8. 16x? + 16y? + 8x + 32y+ 1=0 


9. 2x? + 2y? —-x+y=1 


10. ¿En qué condición sobre los coeficientes a, b y c la ecuación 
xX? + y? + ax + by + c = 0 representa un círculo? Cuando 
esa condición se satisface, determine el centro y radio del 


círculo. 


11-32 Identifique el tipo de curva y trace la gráfica. No trace 
puntos. Solo use las gráficas estándar dadas en las figuras 
5, 6, 8, 10 y 11 y desplácelas de ser necesario. 


11. y= =x’ 12. yox= 1 


13. x? + 4y? = 16 14. x = -2y? 


A YA 
> \ > 
0 xX 0 ji xX 
e 
(b)x=1- y? E 

15. 16x” — 25y? = 400 16. 25x? + 4y? = 100 

17. 4x?+y?*=1 18. y =1?+2 

19. x=y?-1 20. 91? — 25y? = 225 

21. 9? -1x?=9 22. 2x? + 5y” = 10 

23. xy = 24. y= x? + 2x 


25. 9(x — 1) + 4(y — 2) = 36 
26. 16x? + 9y? — 36y = 108 


27. y =x? — 6x + 13 28. x? — y? — 4x +3 =0 


29. x=4- y? 30. y? — 2x + 6y +5=0 


31. x? + 4y? — 6x+5=0 


32. 4x? + 9y? — 16x + 54y +61 =0 


33-34 Trace la región acotada por las curvas. 
34. y= 4 


33. y = 3x, y=x? x, x-2y=2 


35. Determine una ecuación de la parábola con vértice (1, — 1) 
que pasa por los puntos (—1, 3) y (3, 3). 


36. Determine una ecuación de la elipse con centro en el origen 
que pasa por los puntos (1, 1042 /3) y (-2, 5/5 /3). 
37-40 Trace la gráfica del conjunto. 


37. {(x, y) | x? + y? < 1} 38. {(x, y) | x? + y? > 4} 


39. {(x, y) | y > x° — 1} 40. {(x, y) | x? + 4y?’ < 4} 
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FIGURA 1 


E Ángulos 

Los ángulos pueden medirse en grados o en radianes (abreviados como rad). El ángulo 
dado por una revolución completa contiene 360°, lo cual es lo mismo que 277 rad. Por 
tanto, 


(1) m rad = 180° 
y 

B) 1 rad = (=y = 57.3 1° = z = 0.017 rad 
EJEMPLO 1 


(a) Determine la medida en radianes de 60°. 
(b) Exprese 57/4 en grados. 


SOLUCIÓN 
(a) En la ecuación 1 o 2 para convertir de grados a radianes se multiplica por 7/180. Así, 


T T 
° = 60 = rad 
60 o(-5) z "a 


(b) Para convertir de radianes a grados se multiplica por 180/7. Entonces, 


ST rad = Smh 180 \ — 225° 
4 4 T 


En cálculo, se usan radianes para medir ángulos excepto cuando se indica lo contra- 
rio. En la tabla siguiente se muestra la correspondencia entre medidas en grados y en 
radianes de algunos ángulos comunes. 


E oo 


2 


La figura 1 muestra un sector de un círculo con ángulo central 0 y radio r que sub- 
tiende un arco con longitud a. Como la longitud del arco es proporcional al tamaño del 
ángulo, y como el círculo entero tiene circunferencia 27rr y ángulo central 27, se tiene 


0 a 


2 2rrr 


Al despejar 0 y a en esta ecuación se obtiene 


Recuérdese que las ecuaciones 3 son válidas solo cuando 0 se mide en radianes. 


ES 


FIGURA 2 


FIGURA 5 


Angulos en posición estándar 
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En particular, si se pone a = r en la ecuación 3, se observa que un ángulo de 1 rad es 
el ángulo subtendido en el centro de un círculo por un arco de longitud igual al radio del 
círculo (véase la figura 2). 


EJEMPLO 2 

(a) Si el radio de un círculo es de 5 cm, ¿qué ángulo está subtendido por un arco de 6 cm? 
(b) Si un círculo tiene un radio de 3 cm, ¿cuál es la longitud de un arco subtendido por 
un ángulo central de 37/8 rad? 


SOLUCIÓN 
(a) Usando la ecuación 3 con a = 6 y r = 5, se observa que el ángulo es 


0 =%=1.2rad 


(b) Con r = 3 y 0 = 37/8 rad, la longitud de arco es 


37 9T 
a=r0=3 3 = cm E] 


La posición estándar de un ángulo ocurre cuando se coloca su vértice en el origen de 
un sistema de coordenadas y su lado inicial en el eje x positivo, como en la figura 3. Un 
ángulo positivo se obtiene rotando el lado inicial en sentido contrario a las manecillas 
del reloj hasta que coincida con el lado terminal. De igual forma, ángulos negativos se 
obtienen mediante rotación en el sentido de las manecillas del reloj, como en la figura 4. 


lado inicial 


lado 
terminal 


lado inicial 


lado terminal 


FIGURA3 0=0 FIGURA 4 9<0 


La figura 5 muestra varios ejemplos de ángulos en posición estándar. Nótese que 
ángulos diferentes pueden tener el mismo lado terminal. Por ejemplo, los ángulos 37/4, 
—511/4 y 117/4 tienen los mismos lados inicial y terminal porque 


37 ST 37 lir 
2T + 27 = 
4 4 4 4 


y 271 rad representa una vuelta completa. 


Y y y y 
3m 
== 
t 0=1 x 4 xo 

> : > > > 

0 x oj, x 0 x x 

_ Srm 

0=-— == 


ISE] 
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hipotenusa 
opuesto 


adyacente 


FIGURA 6 


FIGURA 7 


Si r = 1 en la definición 5 y dibuja un 
círculo unitario con centro en el origen 
y rotula 0 como en la figura 8, las coor- 
denadas de P son (cos 0, sen 0). 


P(cos 6, sen 0) 


FIGURA 8 


$ 
+13 
N 
wI 


1 1 
3 6 
1 V3 
FIGURA 9 
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E Las funciones trigonométricas 

Para un ángulo agudo 0 las seis funciones trigonométricas se definen como razones 
de longitudes de los lados de un triángulo rectángulo como se muestra a continuación 
(véase la figura 6). 


hi 
[4] sen 0 = ES csc O = AR 
hip op 
d h 

cos O = ay sec 0 = 2P 
hip ady 

d 

tan 0 = op cot 0 = eo 

ady op 


Esta definición no se aplica a los ángulos obtusos ni negativos, así que para un ángulo 
general 0 en posición estándar sea P(x, y) cualquier punto en el lado terminal de 0 y r la 
distancia | OP |, como en la figura 7. Entonces se define 


y 7 

(5) sen 0 = — csc 0 = — 
r y. 

x r 

cos 0 = — sec 0 = — 

F x 

X 

tan 0 = — cot 0 = — 

X y 


Como la división entre O es indefinida, tan O y sec 0 se indeterminan cuando x = 0 y 
csc 0 y cot 0 lo hacen cuando y = 0. Adviértase que las definiciones en (4) y (5) son 
congruentes cuando 0 es un ángulo agudo. 

Si 0 es un número, la convención es que sen 0 significa el seno del ángulo cuya 
medida en radianes es 0. Por ejemplo, la expresión sen 3 implica que se trata de un 
ángulo de 3 rad. Cuando se determina una aproximación por calculadora de este número, 
se debe recordar fijar nuestra calculadora en modo de radianes, y después se obtiene 


sen 3 = 0.14112 


Si se desea conocer el seno del ángulo 3°, se escribiría sen 3° y con nuestra calculadora 
en modo de grados hallaría que 


sen 3° = 0.05234 


Las razones trigonométricas exactas para ciertos ángulos pueden obtenerse de los 
triángulos de la figura 9. Por ejemplo, 


1 T 3 
sen — = —= sen — = sen — = —— 
yz 6 3 2 
T 1 a 1 
cos == —= => 
4 2 2 


sen 0>0 hi todas las 
razones > 0 
S A 
> 
(0) XxX 
T C 
tan 0> 0 cos 0>0 


FIGURA 10 


FIGURA 11 


5 2=3/21 


FIGURA 12 


16 


FIGURA 13 
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Los signos de las funciones trigonométricas para ángulos en cada uno de los cuatro 
cuadrantes pueden recordarse por medio de la regla “Antes Solo Tomaba Cálculo” que 
aparece en la figura 10. 


EJEMPLO 3 Determine las razones trigonométricas exactas para 0 = 21/3. 


SOLUCIÓN En la figura 11 un punto en la recta terminal para 0 = 27/3 es P(—1, V3). 
Por tanto, tomando, 


x= -l1 y= 3 r=2 


en las definiciones de las razones trigonométricas se tiene que 


2 3 2 1 2 
sen 7 cos + => tan <= —43 
271 2 271 271 1 
ese —— = —= sec — = -2 cot — = =—= | 


La tabla siguiente da algunos valores de sen 0 y cos 0 determinados por el método 
del ejemplo 3. 


T T T 21 3T ST 3T 
1 1 1 1 

sen ĝ 0 = —= y3 1 v3 = E 0 | 0 
2 yz | 2 2 y/2 2 

cos 0 1 x3 ez 2 (0) l l v3 1 0 1 
2 V2 2 2 V2 2 


EJEMPLO 4 Si cos 0 = 4 y 0 < 0 7/2, halle las otras cinco funciones trigonométricas 
de 6. 


SOLUCIÓN Como cos ð = Z, se puede indicar que la hipotenusa tiene longitud 5 y el 
lado adyacente longitud 2 en la figura 12. Si el lado opuesto tiene longitud x, entonces 
el teorema de Pitágoras da x? + 4 = 25, así que 1? = 21, x = V21. Ahora se puede usar 
el diagrama para escribir las otras cinco funciones trigonométricas: 


v21 v21 


o = tan 9 = 
sen 5 an 


5 2 
csc O = == o cot 0 = == E] 


EJEMPLO 5 Use una calculadora para aproximar el valor de x en la figura 13. 


SOLUCIÓN En el diagrama se observa que 


16 
tan 40° = — 
x 
1 
Por tanto, x= £ = 19.07 a 
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Las funciones impares y pares se 
estudian en la sección 1.1. 


E Identidades trigonométricas 


Una identidad trigonométrica es una relación entre funciones trigonométricas. Las más 
elementales son las siguientes, las cuales son consecuencias inmediatas de las definicio- 
nes de las funciones trigonométricas. 


1 1 
[6] csc 0 = sec O = cot 0 = 
sen 0 cos O tan 0 
sen 0 cos 0 
tan 0 = cot 0 = 
cos 0 sen O 


Para la identidad siguiente, observe la figura 7. La fórmula de la distancia (o, de modo 
equivalente, el teorema de Pitágoras) que x? + y? = r’. Por consiguiente, 


2 2 


sen?9 + cos? = E + 
E 


Ed eS a 
KFY E 


r r 


Se comprueba así una de las identidades trigonométricas más útiles: 


sen?0 + cos? = 1 | 


Si se dividen ambos miembros de la ecuación 7 entre cos*0 y se usan las ecuaciones 6, 
se obtiene 


tan?0 + 1 = sec?0 


De igual forma, si se dividen ambos miembros de la ecuación 7 entre sen?0, se obtiene 


1 + cot?0 = csc?0 


a 


Las identidades 


sen(—0) = —sen 0 


cos(—0) = cos 0 


indican que el seno es una función impar y el coseno una función par. Son fáciles de 
comprobar dibujando un diagrama que muestre a 0 y —0 en posición estándar (véase el 
ejercicio 39). 

Como los ángulos 0 y 0 + 27 tienen el mismo lado terminal, se tiene 


(11) 


Estas identidades indican que las funciones seno y coseno son periódicas, con período 27r. 
Las identidades trigonométricas restantes son todas ellas consecuencia de dos identi- 
dades básicas, llamadas fórmulas de la adición: 


sen(9 + 271) = sen 0 cos(0 + 271) = cos 0 
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sen(x + y) = sen x cos y + cos x sen y 
cos(x + y) = cos x cos y — sen x sen y 


Las comprobaciones de estas fórmulas de la adición se esbozan en los ejercicios 85, 86 
y 87. 

Al sustituir — y por y en las ecuaciones 12a y 12b y al usar las ecuaciones 10a y 10b, 
se obtienen las siguientes fórmulas de la sustracción: 


sen(x — y) = sen x COS y — COS x sen y 
cos(x — y) = cos x cos y + sen x sen y 


Entonces, dividiendo las fórmulas en las ecuaciones 12 o las ecuaciones 13, se obtie- 
nen las fórmulas correspondientes para tan(x + y): 


tan x + tan y 


tan(x + y) = 
( y) 1 — tan x tan y 


ese tan x — tan y 


1 + tan x tan y 


Si y = x en las fórmulas de la adición (12), se obtienen las fórmulas de doble ángulo: 


sen 2x = 2 sen x cos x 
cos 2x = cos?x — sen?x 


Entonces, con el uso de la identidad sen*x + cos?x = 1, se obtienen las formas alternas 
siguientes de las fórmulas de doble ángulo para cos 2x: 


cos 2x = 2 cos?x — 1 


cos 2x = 1 — 2 sen?x 


Si ahora se despejan cos?x y sen*x en estas ecuaciones, se obtienen las fórmulas de 
medio ángulo siguientes, las cuales son útiles en el cálculo integral: 


5 1 + cos 2x 

costr = — 
1 — cos 2 

sen’x = =a 


Por último, se enuncian las fórmulas del producto, que pueden deducirse de las 
ecuaciones 12 y 13: 
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FIGURA 14 


sen x cos y = )[sen(x + y) + sen(x — y)] 


cos x cos y = ¿[cos(x + y) + cos(x — y)] 


sen x sen y = 5[cos(x — y) — cos(x + y)] 


Existen muchas identidades trigonométricas, pero las que se han enunciado son las 
de uso más frecuente en cálculo. Si olvidara alguna de las identidades de los ejemplos 
13-18, recuerde que pueden deducirse de las ecuaciones 12a y 12b. 


EJEMPLO 6 Halle todos los valores de x en el intervalo [0, 27r] tales que sen x = sen 2x. 


SOLUCIÓN Usando la fórmula de doble ángulo (15a), se reescribe la ecuación dada como 
sen x = 2 sen x cos x o sen x(1 — 2 cos x) = 0 


En consecuencia, hay dos posibilidades: 


senx = 0 o 1-2cosx=0 
x=0, 7,27 cos x= 3 
m Sr 
x= >, 
3 3 
La ecuación dada tiene cinco soluciones: 0, 7/3, m, 57/3 y 27. E 


E Gráficas de las funciones trigonométricas 


La gráfica de la función f(x) = sen x, que aparece en la figura 14(a), se obtiene trazando 
puntos para 0 S x S 2r y usando después la naturaleza periódica de la función (de la 
ecuación 11) para completar la gráfica. Note que los ceros de la función seno ocurren 
en los 


(b) g(x) =cos x 
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múltiplos enteros de 7r, es decir 


senx=0 siempre que x = nm, nun entero 


T 
cos x = sen| x + — 
2 


(que puede verificarse usando la ecuación 12a), la gráfica del coseno se obtiene despla- 
zando la gráfica del seno con 7/2 a la izquierda [véase la figura 14(b)]. Observe que para 
las funciones seno y coseno, el dominio es (—%, %) y el rango es el intervalo cerrado 
[—1, 1]. Así, para todos los valores de x se tiene 


Debido a la identidad 


Las gráficas de las cuatro funciones trigonométricas restantes aparecen en la figura 15 
con sus dominios. Note que la tangente y la cotangente tienen rango (—%, 00), mientras 
que la cosecante y la secante tienen rango (—o, —1] U [1, 00). Estas cuatro funciones 
son periódicas: tangente y cotangente tienen período Tr, mientras que cosecante y secante 
tienen período 27. 


YA YA 


> > 
m 3m) * =r] aN 0 7 3D 
2 2 2 2 
(a) y = tan x (b) y =cot x 
YA YA 
y =sen x y=cos x 
i 1 
-a T Y 37 T Fo 37 
2 0 2 =m 3 0 > 
> > 
T T x T a 
+1 2 =j + 2 
FIGURA 15 (Cc) y =csc x (d) y = sec x 
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D EJERCICIOS 


1-6 Convierta de grados a radianes. 


1. 210° 2. 300° 3.9 
4. —315° 5. 9007 6. 36° 


7-12 Convierta de radianes a grados. 


Tr ST 
7.4 8. -Z 9. 27 
T 2 12 
10. ŠZ i= 12. 5 
3 8 


13. Determine la longitud de un arco circular subtendido por un 


ángulo de 7/12 rad si el radio del círculo es de 36 cm. 


14. Si un círculo tiene radio de 10 cm, determine la longitud del 


arco subtendido por un ángulo central de 72°. 


15. Un círculo tiene radio de 1.5 m. ¿Qué ángulo es subtendido 


en el centro del círculo por un arco de 1 m de largo? 


16. Determine el radio de un sector circular con ángulo 37/4 y 


longitud de arco de 6 cm. 


17-22 Dibuje en posición estándar el ángulo cuya medida se da. 


3T 
17. 315 18. — 150° 19. == i 
Tr 
20. =~ rad 21. 2 rad 22. —3 rad 


23-28 Determine las razones trigonométricas exactas para el 


ángulo cuya medida en radianes se da. 


4 
23. 7 24. Z 25, 2T 
4 3 2 
11 
26. —57 27. Z 3, 


29-34 Encuentre las razones trigonométricas restantes. 

3 
29. sen0 =>, 0<0<2 

5 2 
30. tan a = 2, 0<a<S 

T 
31. sec y = —1.5, z“ P< T 
1 

32. cos x = T7 m < x< — 
33. cot B =3, m <B < 2r 


4 3 
34. csc 0 ===, —<0<Q2T 
3 2 


35-38 Encuentre con cinco decimales la longitud del lado x. 


35. 36. x 
40° 
10 cm 
X 25 cm 
3y 
37. 38. WS 
22 cm 
X 
31 
xXx 8 
27 
5 
8 cm 


39-41 Compruebe cada ecuación. 


39. (a) Ecuación 10a 
(b) Ecuación 10b 


40. (a) Ecuación 14a 
(b) Ecuación 14b 


41. (a) Ecuación 18a 
(b) Ecuación 18b 
(c) Ecuación 18c 


42-58 Compruebe la identidad. 


T 
42. co E = +) = sen x 


T 
43. sa| Z + «) = cos x 44. senírr — x) = sen x 


45. sen 0 cot 0 = cos 0 
47. sec y — cos y = tan y sen y 
48. tana — senta = tanta sen’a 
49. cot”9 + sec*9 = tan?0 + csc?0 
50. 2 csc 21 = sec t csc t 

2 tan 0 
1 — tan?0 


1 1 A 
52. | = 2 sec0 
1 — sen 0 1 + senð 


51. tan 20 = 


53. sen x sen 2x + cos x cos 2x = cos x 
54. sen°x — sen?’y = sen(x + y) sen(x — y) 


sen d 
55. csc ġ + cot o 


1 — cos ġ 


sen(x + y 
56. tan x + tan y = ( y) 
cos x COS y 


46. (sen x + cos x)? = 1 + sen 2x 


57. sen 30 + sen 0 = 2 sen 20 cos 0 


58. cos 30 = 4 cos%0 — 3 cos 0 


59-64 Si sen x = ly sec y = > donde x y y se sitúan entre 
0 y 7/2, evalúe la expresión. 
59. sen(x + y) 60. cos(x + y) 
62. sen(x — y) 


64. cos 2y 


61. cos(x — y) 
63. sen 2y 


65-72 Determine todos los valores de x en el intervalo [0, 271] 
que satisfacen la ecuación. 


65.2cosx-1=0 66. 3 cot?x = 1 


67. 2 sentx = 1 68. |tan x| = 1 
69. sen2x = cos x 70. 2 cos x + sen2x = 0 


71. senx = tan x 72.2 + cos 2x = 3 cos x 


73-76 Determine todos los valores de x en el intervalo [0, 27] 


que satisfacen la desigualdad. 
73. senx < $ 74. 2cosx+1>0 


75. -1<tanx<l 76. sen x > cos x 


77-82 Grafique la función, comience con las gráficas en las 
figuras 14 y 15 y aplique las transformaciones de la sección 1.3 
donde sea apropiado. 


77. y= cos(x = z) 78. y = tan 2x 
1 T 
79. y = —tan| x — — 80. y = 1 + sec x 
) 3 2 ) 
T 
81. y = |sen x| 82. y=2+ sen(x+ 2) 


83. Compruebe la ley de los cosenos: si un triángulo tiene lados 
con longitudes a, b y c y 0 es el ángulo entre los lados con 
longitudes a y b, entonces 


e = @ + b — 2ab cosó 


YA 
(x, y) 


P 

4 
í 

l 

l 

l 


y8 ~ii EN 


0 (a, 0) xX 


[Sugerencia: Introduzca un sistema de coordenadas de tal 
forma que 0 esté en posición estándar, como en la figura. 
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Exprese x y y en términos de 0 y use después la fórmula 
de la distancia para calcular c.] 


84. A fin de determinar la distancia | AB | de un extremo a otro 
de una caleta, un punto C se ubicó como en la figura y se 
registraron las medidas siguientes: 


ZC =103°  |AC|=820m |BC| = 910m 


Use la ley de los cosenos del ejercicio 83 para hallar la 
distancia requerida. 


`g 


85. Use la figura para comprobar la fórmula de la sustracción 
cos(a — B) = cos a cos B + sen a sen 6 


[Sugerencia: calcule c? de dos formas (usando la ley de los 
cosenos del ejercicio 83 y también la fórmula de la distancia) 
y compare ambas expresiones. ] 


YA 
A(cos a, sen a) 


e 


B(cos £, sen £) 


86. Use la fórmula del ejercicio 85 para comprobar la fórmula de 
la adición para el coseno (12b). 


87. Use la fórmula de la adición para el coseno y las identidades 


cos| Z — 9 = sen sen UPE, = cos O 
7 S s > S 


para comprobar la fórmula de la sustracción (13a) para la 
función seno. 


88. Demuestre que el área de un triángulo con lados de 
longitudes a y b y con ángulo incluido 0 es 


A = żab sen 0 
89. Halle el área del triángulo ABC con cinco decimales si 
ZABC = 107° 


|AB| = 10cm |BC| = 3 cm 
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E Notación sigma 


Una manera conveniente de escribir sumas es usando la letra griega 2 (sigma mayúscula, 
correspondiente a nuestra letra S), llamada notación sigma. 


Esto indica que hay 
que terminar con ~j 1] Definición Si am, 4; +1, . . . , A, SON números reales y m y n son enteros tales 
A: E que m <= n, entonces 
Esto indica que 5 

— 5 
hay que sumar. 4 


n 
Esto indi h 5 Ai = Am F Am+1 ER Am+2 O An—1 F dn 
sto indica que hay f E 

que comenzar con 


i=m. 


i=m 


Con notación de funciones, la definición 1 puede escribirse como 


S A) =fím + f(m+ 1) + f(m+2)++:::+fín— 1) + f(n) 


i=m 


Así, el símbolo >?-_,, indica una suma en la que la letra i (llamada índice de sumatoria) 
adopta valores enteros consecutivos iniciados en m y terminados en n, es decir m, m + 1, 
. . ., n. También otras letras pueden usarse como índice de sumatoria. 


EJEMPLO 1 


4 
(a) Xi S= P+? +3 + # = 30 


i=1 


(bd) )i=3+4+5+--+(n-1D)+n 
i=3 


5 
(0) X 2=2+21+22+92+2*+2%=63 
j=0 


(DE E E 

kı k 2 3 n 
gril- I-i 2-1 a ysl- D 

ai +3 1+3 2+3 7+3 7 6 4 

4 
(1) y) 2=2+2+2+2=8 O 
i=1 


EJEMPLO 2 Escriba la suma 2? + 3? + - + - + w en notación sigma. 


SOLUCIÓN Una suma en notación sigma puede escribirse de diferentes maneras, por 


ejemplo: 
24384 0 .+n? =>) j? 
n-1 
o +3 teen SA G1 
j= 
o 2+3 +e nS Y (k +2) E 


k=0 


El teorema siguiente ofrece tres reglas simples para trabajar con la notación sigma. 
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(2) Teorema Si c es cualquier constante (es decir, no depende de ¿), entonces 


Wi. a Name Na 


i=m i=m i=m i=m i=m 


(c) X (a, -b)= X a- Y hb 


i=m i=m i=m 


COMPROBACIÓN Para ver por qué estas reglas son ciertas, todo lo que se tiene que hacer 
es escribir ambos miembros en forma desarrollada. La regla (a) es simple: la propiedad 
distributiva de los números reales: 


CAm T CAm+1 FR CAn Z Cham F Am+1 Snae 4.) 


La regla (b) se sigue de las propiedades asociativa y conmutativa: 


(A as bm) + (amı T bm+1) Tone (an + bn) 
(an + Am+1 F prap an) + (bri + Dmn+1 a bn) 


La regla (c) se comprueba en forma similar. E 


EJEMPLO 3 Determine > 1. 


n 


SOLUCIÓN Ni=1+1+:-:+1=02 E 
i= v 
' n términos 


EJEMPLO 4 Compruebe la fórmula para la suma de los primeros n enteros positivos: 


E +1 
Di=1+2+3 + +n 07D 
i=1 


SOLUCIÓN Esta fórmula puede comprobarse mediante inducción matemática (véase la 
página 72) o por el método siguiente, usado por el matemático alemán Karl Friedrich 
Gauss (1777-1855) cuando tenía diez años de edad. 

Escriba la suma S dos veces, una vez en el orden usual y la otra en orden inverso: 


S=1+ 2 + 3 +: "+(n-=-1)+n 
S=n+(n-=1D)+(n-2)+:-+ 2 +1 
Sumando verticalmente todas las columnas, se obtiene 
28=(n+ 1D) + (M+D+ (A+ D++:+(n+ 1) + (n+ 1) 
En el miembro derecho hay n términos, cada uno de los cuales es n + 1, así que 


+1 
2S = n(n + 1) o s= MD = 


EJEMPLO 5 Compruebe la fórmula para la suma de los cuadrados de los primeros 
n enteros positivos: 


: n(n + 1)(2n + 1) 
2 ha aa E 
¡=1 6 
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SOLUCIÓN 1 Sea S la suma deseada, comience con la suma telescópica (o suma que 
colapsa): 


La mayoría de los términos se eliminan S [0 + i} - i] = V4 1°) 4 SÈ Z) H (4% 3) + +[n+1 — u^] 
en pares. =i 
= (n + 1P — 1? = n? + 3n? + 3n 


Por otro lado, usando el teorema 2 y los ejemplos 3 y 4 se tiene 


Y [0 +1 -i]s E [32+3+1]=3N12+3>X ¿+ » 1 
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 


+ 1 
=3s+ MED 435 +32 tin 


Así se tiene 

n? + 3n? + 3n = 38 + 3n? + ån 
Al despejar S en esta ecuación, se obtiene 

3S =n’ + in? + in 


s 2n? + 3n? +n  n(n+ DOn + 1) 
A z z 
6 6 


Principio de inducción matemática SOLUCIÓN 2 Sea S, la fórmula dada. 
Sea S, un enunciado que implica al 
entero positivo n. Suponga que id oditopaa F= 1d + 1)\(2-1 +1) 
1. S, es cierto. 6 
2. Si $, es cierto, entonces S;,¡ es 
cierto. 2. Suponga que S, es cierta; es decir, 
Así, S, es cierto para todos los enteros 


positivos n. 12 +9224+ 3240... +k 


KK + 1)(2k +1) 
6 


Véanse las páginas 72 y 74 para un Entonces 


análisis más completo de la inducción Ñ Ñ 
matemática. 12+22+38+---+(k+ 1) =(124+22+32+-+--+k%?%) + (k + 1) 


+ (k + 1) 


KK + 1)(2k + 1) 
6 


Ok + 1) + 6(k + 1) 


k 
= (k + 1) i 


2k? + Tk+6 


(k + 1) 6 


_ (k+ 1)(k + 2)Qk + 3) 
6 


MEE DARE DE ZR + 11] 
6 


Así, Sy, 1 es cierta. 


Por el principio de inducción matemática, $, es cierta para todas las n. 
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Se enlistan los resultados de los ejemplos 3, 4 y 5 con un resultado similar para los 
cubos (véanse los ejercicios 37-40) como teorema 3. Estas fórmulas son necesarias para 
determinar áreas y evaluar integrales en el capítulo 5. 


B) Teorema Sea c una constante y n un entero positivo. Entonces 


Dish Wiesn 

E i=1 
o$- a X p = Der 
o= e] 


n 


EJEMPLO 6 Evalúe > ¡(4i? — 3). 
i=1 


SOLUCIÓN Usando los teoremas 2 y 3 se tiene 


n 


Y í(41? - 3) = Y (41? - 31) =4 Ni? -35i 
i=1 i=1 i=1 


i=1 


_ | nn+1) i n(n + 1) 
d| : | ; 


_ n(n + 1)[2n(n + 1) — 3] 
2 


_ n(n + 1)0On? + 2n = 3) 
2 


n A 2 
EJEMPLO 7 Determine lím Y + (5) + | 


n>% in 


El tipo de cálculo en el ejemplo 7 surge SOLUCIÓN 


en el capítulo 5 cuando se evalúan 
2 
6) i e E 3 
lím 32|(+) + | = lím EE 
n>a ¡18 n n>0o | A n 


áreas. 


3 n(n + 1)(On + 1) n 3 n 


= lím | a 
n>o | n” 6 n 


l n (=) | 
.—. +3 
2 n n n 
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E EJERCICIOS 


1-10 Escriba la suma en forma desarrollada. 


¡=1 ariel 
6 6 
3.) 3' 4. > í? 
¡=4 ¡=4 
4 2k-1 y z 
5. 2 EE 6. 2: 
n n+3 
7 poo 8. > j? 
i=1 j=n 
n-1 n 
9 (=D' 10. Y f(x;) Ax; 
i=1 


11.1+2+3+4+=».-.<+.10 


12. 43 + y4 + y5 + y6 + y7 


13.) +++ HL 
31415, 6, 23 

M.7+3+5+ 107 H 7 

15.2+4+6+8 -+ 2n 

16 1+3+5+7 -+ (2n 1) 

17.1+2+4+8 16 + 32 

18. 1+4+5+16+23+3 

MW it+xi+o--+x” 

20. 1-x+ 2-4 + (Dr 


8 6 

21. X i — 2) 22. X i(i +2) 
i=4 i=3 
6 8 

23. X 3! 24. Y cos kr 
j=1 k=0 
20 100 

25. » (-1) 26. > 4 
n=1 i=1 
4 4 f 

27. X 2i + i?) 28. X 2 
i=0 i=-2 

29. > 2i 30. X (2 — 5i) 
i=1 i=1 

31. X (i? + 3i + 4) 32. X (38 + 2i} 
i=1 i=1 

33. X (¡+ 1) +2) 34. X ili + DG + 
i=i i=1 


35. 


Spa 


36. 
37. 
38. 


39. 


40. 


41. 


n 


Determine el número n tal que > i= 78. 


i=1 


Compruebe la fórmula (b) del teorema 3. 


Compruebe la fórmula (e) del teorema 3 usando inducción 
matemática. 


Compruebe la fórmula (e) del teorema 3 usando un método 
similar al del ejemplo 5, solución 1 [comience con 
da +t- it. 


Compruebe la fórmula (e) del teorema 3 usando el método 
siguiente, publicado por Abu Bekr Mohammed ibn Alhusain 
Alkarchi alrededor de 1010 d. C. La figura muestra un 
cuadrado ABCD cuyos lados AB y AD han sido divididos en 
segmentos de longitudes 1, 2, 3, . . . , n. Así, los lados del 
cuadrado tienen longitud n(n + 1)/2, de modo que el área es 
[n(n + 1)/2F. Pero el área también es la suma de las áreas 
de los n “gnomos” G,, G» ...., G, mostrados en la figura. 
Demuestre que el área de G; es 1? y concluya que la fórmula 
(e) es verdadera. 


D C 
n (E 

3 G; 

4 G, 

3 G; 

q 16, 

A123 4 5 n B 


Evalúe cada suma telescópica. 


(a) > [i= i=] 


100 


OP 


43-46 Halle el límite. 


43. 


45. 


A ifin A 
ím X} — (| — 44. ím )=|[-) +1 
n>2% ¡1 N n n>% ¡1 M n 

n 2 2i 3 21 
ím Y 21(2) + (2)] 
n>% ¡1 M n n 
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n 


3 

; 

23 31 31 48. Evalúe >», =—. 

46. lím Y (o i) a 3] 2 2 
n> ¡1 N n n 


n 


49. Evalúe © (2i + 2). 
i=1 


47. Compruebe la fórmula para la suma de una serie geométrica 
finita con primer término a y razón común r *# 1. 


n . E n] g m n , l 
X ar! =a+ar+ ar +... + ar! = alr ) 50. Evalúe S| So +2) 
i=1 


p= 1 i=ll| j=1 


F Demostración de teoremas 


En este apéndice se presentan comprobaciones de varios teoremas enunciados en el 
cuerpo principal del texto. Las secciones a las que corresponden se indican al margen. 


Sección 2.3 Leyes de los límites Suponga que c es una constante y que los límites 
lím f(x) = L y lím g(x) = M 
existen. Entonces 
1. lím [ f(x) + gx] =L +M 2. lím [f(x) — g(x] = L- M 
3. lím [ef(9] = cL 4. lím [Fg] = LM 
A 
>a g(x) 


COMPROBACIÓN DE LA LEY 4 Si admite que e > O está dada y desea determinar ô > 0 
tal que 


si 0<|x=al<8 entonces | FG) ga) — LM |< e 


A fin de obtener los términos que contienen | f(x) — L | y | gœ) — M |, se suma y resta 


Lg(x) como sigue: 
IFJ) — LM| = | fax) — Lg) + Lg(x) — LM| 
= |F — Lg) + Liga) — M]| 
< |[fG0) — Llg—o)| + |£lg(x) —= M]| (desigualdad del triángulo) 


=|f() — El lg) | + ILI) — M| 


Si lo que se quiere es que cada uno de estos términos sea menor que e/2. 
Como lím, g(x) = M, hay un número ô; > 0 tal que 


E 
si 0O<|x-— <ô entonces — M | < —— 


Asimismo, hay un número 0, > 0 tal que si 0 < | x-a | < ô, entonces 
lœ) —= M|<1 
y por tanto 


lat) | = |g) — M+ M| < |g) -M| +|M| < 1 +|M] 


A40 
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Como lím, f(x) = L, hay un número ô; > 0 tal que 


si0<|x=a|<8, entonces 10 =2l< y 


Sea ê = mín(9,, 9,, 93). Si O < |x — a | < ô, entonces se tiene 0 <|x—a|<8,, 
0<|x=al<8,y0<|x-=— a] < ô, así puede combinar las desigualdades para 


obtener 
Fg) — LM| < |f) — L| l| + ILI ga) M] 
mea 
a1 + M) EST) 
e e 
<— +t =E 
2 2 
Esto demuestra que lím, [f() g] = LM. E 


COMPROBACIÓN DE LA LEY 3 Si se toma g(x) = c de la ley 4, se obtiene 
lím [cf] = lím [go fo] = lím g(x) * lím f (x) 
= lím c - lím f(x) 


= c lím f(x) (por la ley 7) E] 


xa 


COMPROBACIÓN DE LA LEY 2 Al usar la ley 1 y la ley 3 con c = — 1, se tiene 


lím [fO — gW] = lím [f + (Dg(9)] = lím fa) + lím (—Dg(a) 


lím f(x) + (1) lím g(x) = lím f(x) — lím g(x) E 


COMPROBACIÓN DE LA LEY 5 Se demuestra primero que 
k 1 1 
ím >= E 
x>a g(x) M 
Para hacerlo, hay que demostrar que, dado e > 0, existe ô > O tal que 


1 1 
si0<|x=al<8S entonces lios 


1 1 
gx) M 


_ [M— g(x)| 
| Mg(x) | 


Obsérvese que 


Se sabe que el numerador puede reducirse, y también que el denominador no es pequeño 
cuando x está cerca de a. Como lím,.,, g(x) = M, hay un número ô; > 0 tal que, siempre 
que 0 < |x- a] < 6, si se tiene 


y BELAN 
190) -M| <= 
y por tanto [M| = |M- go) + gx) | <|M — gl) | + |) | 
TO] 


2 
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Con ello se demuestra que 


[m| 

si 0<ļ|x—a|<ô entonces [geo |> == 

así que, para estos valores de x, 
1 1 1 2 2 
= < : = 
|M] [Mil] [m| |m] Mm 

Asimismo, existe 92 > O tal que 

M? 

si  0<|x=a|<8, entonces Iœ- M| <= e 


Sea ô = mín{ô;, 0,). Entonces, para 0 < |> —a | < 6, se tiene 


1 1 


MIS _ |M -99| _ 2 M? 
gx) M 


-eE =E 


|Mg(x) | mM 2 


De lo cual se desprende lím,., 1/g(x) = 1/M. Por último, usando la ley 4, se obtiene 


O =) l ae E rr. E 
lím + = lím | f(x): —— | = lím f(x) ím =L.: = E 
x>a g(x x>a f g(x) x>a xa g(x) M M 


[2] Teorema Si f(x) = g(x) para todas las x en un intervalo abierto que contiene a 
(excepto posiblemente en a) y 


ím fa) =L y  Imgo)=M 


entonces L s M. 


COMPROBACIÓN Use el método de comprobación por contradicción. Suponga, si es 
posible, que L > M. La ley 2 de los límites sostiene que 


lím [g() - f&)] =M- L 
Así, para toda e > 0, existe ô > O tal que 
si 0O<|x=al|<8 entonces |[gto — fo] — (M=L)|<e 


En particular, tomando £ = L — M (y reparando en que L — M > 0 por hipótesis), se 
tiene un número ô > 0 tal que 


si 0O<|x=a|<8 entonces [geo — fo] — (M=L)|<L=M 
Como b < | b | para cualquier número b, se tiene que 
si 0<|x-a| <ê entonces læ —= f00] — M-L) <L-M 
lo que se simplifica como 
si 0O<|x=a|<8 entonces ga) < fœ) 


Pero esto contradice f(x) S g(x). Así, la desigualdad L > M debe ser falsa. Por tanto, 
L=<=M. E 
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Sección 2.5 


(3] El teorema de compresión Si f(x) = g(x) = h(x) para todas las x en un inter- 
valo abierto que contiene a (excepto posiblemente en a) y 


lím f(x) = lím h(x) = L 


x>a xa 


entonces lím g(x) = L 


xa 


COMPROBACIÓN Si se acepta que e > 0 está dada. Como lím, —4 f(x) = L, hay un número 
ô, > 0 tal que 


si 0<lx*=a|<8, entonces |f0) =L|<e 
es decir que 
si  0<lr=a|<8, entonces L- e<fx)<L +e 
Como lím,-, A(x) = L, hay un número 0, > 0 tal que 
si 0<|lx=—a|<8, entonces  |hmx)=L|<e 
es decir que 
si  0<|x—a|<8, entonces L-e<Hx<L+e 


Sea 8 = mín(9,, 9,). SiO < |x — a| < ô, entonces 0 < |x — a| < ôy 0 < |x — a| < ô», 
así que 


L—-e<fŅSg Sha) <L+e 
En particular, L—e<gx)<L+e 


así que | g(x) — L | < e. Por tanto, lím, 4 g(x) = L. a 


Teorema Sifes una función continua inyectiva definida en un intervalo (a, b), 
su función inversa f ' también es continua. 


COMPROBACIÓN Primero se demuestra que si fes tanto inyectiva como continua en 
(a, b), debe ser creciente o decreciente en (a, b). Si no fuera creciente ni decreciente, 
existirían números xı, X2, y x3 en (a, b) con xı < x < x; tales que f(x») no se situaría 
entre f(x,) y f(x). Hay dos posibilidades: (1) f(x3) se ubica entre f(x) y fG<) o (1) fx) 
se ubica entre f(x2) y f(x). (Dibuje un diagrama.) En el caso (i), se aplica el teorema del 
valor intermedio a la función continua f para obtener un número c entre x; y xX, tal que 
f(c) = FG). En el caso (ii), el teorema del valor intermedio da un número c entre x, y x3 
tal que f(c) = f(x,). En cualquier caso, se ha contradicho el hecho de que f es inyectiva. 
Suponga, para aclarar, que f es creciente en (a, b). Tome cualquier número y, en el 
dominio de f~! y confirme que f”'(yo) = xo; es decir, que xo es el número en (a, b) tal 
que f(xo) = yo. Para demostrar que f”' es continua en yo, tome cualquier e > 0 tal que el 
intervalo (xy — €, Xy + £) esté contenido en el intervalo (a, b). Como f es creciente, esto 
traza los números en el intervalo (xo — €, xy + e) sobre los números en el intervalo 
Fx — €), f(xo + €)) y f ' invierte la correspondencia. Si se concede que ê denota 
el menor de los números 9, = yo — f (Xo + €) y 0, = f(%o — €) — Yo, el intervalo 
(Yo — ô, Yo + ô) está contenido en el intervalo (f(xo — €), f(xo + €)), así que las 


Sección 3.3 


FIGURA 1 
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imágenes de f' están en el intervalo (xo — €, xy + £) por f '. (Véase el diagrama con 
flechas de la figura 1.) Se ha determinado entonces un número ô > 0 tal que 


si [y=yo|<8 entonces |F O) -f 0u|<e 


F(xo — e) Y F(xp + e) 
( . ) > 
À 4 a 
| ôi Ó, j 
f| f Ji 
f { À ) ) > 
a Xx 7€ Xo Xo+€ b 


Esto demuestra que lím, —, f O) = fo), así que f~’ es continua en cualquier número 
yo en su dominio. E 


Teorema Si fes continua en b y lím,.., g(x) = b, entonces 


lim flg) = fO) 


COMPROBACIÓN Si se establece que £ > O está dada, se desea encontrar un número 
ô > 0 tal que 


si 0<|x=a|<8 entonces BCE) — f(b) | <e 
Como fes continua en b, se tiene 
lím 0) = f) 
así que existe 9, > 0 tal que 
si  0O<|y=b|<8 entonces  |fy)-fb|<e 
Como lím,-,, g(x) = b, existe ô > 0 tal que 
si  0<|r=a|<8 entonces |g- b]|< ô 


Al combinar estos dos enunciados, se observa que cada vez que 0 < | x — a | < ô, se 
tiene | g(x) — b | < 8,, lo que implica que | f (g) — f(b)| < e. Así, se ha comprobado 
que lim... f(g()) = F). o 


La comprobación del resultado siguiente se confirma cuando se comprueba que 
sen 0 


Teorema Si 0 < 0 < 7/2, entonces 0 < tan 0. 


COMPROBACIÓN La figura 2 muestra un sector de un círculo con centro O, ángulo cen- 
tral O y radio 1. Entonces 


| AD | = | OA | tan 0 = tan 0 
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O 1 


FIGURA 2 


Sección 4.3 


Mita + f'a- a) 


FIGURA 3 


Se aproxima el arco AB mediante un polígono inscrito que consta de n segmentos de 
recta iguales y se considera un segmento PO típico. Se extienden las líneas OP y OQ 
para que se encuentren con AD en los puntos R y S. Entonces se traza RT || PQ como 
en la figura 2. Observe que 


LRTO = LPOQO < 90° 
así que ZRTS > 90°. Por tanto, se tiene 
|[PQ|<|RT|<|RS| 
Si se suma n de esas desigualdades, se obtiene 
L, <| AD | = tan 0 
donde L, es la longitud del polígono inscrito. Así, por el teorema 2.3.2, se tiene 
lím L, S tan 0 


n—o 


Pero la longitud de arco se define en la ecuación 8.1.1 como el límite de las longitudes 
de polígonos inscritos, así que 


0 = lím L, S tan 8 E 


n—>0 


Prueba de concavidad 

(a) Sif"Go) > 0 para todas las x en Z, entonces la gráfica de f es cóncava hacia arriba 
en /. 

(b) Si f"(x) < 0 para todas las x en Z, entonces la gráfica de f es cóncava hacia abajo 
en T. 


COMPROBACIÓN DE (a) Sea a cualquier número en /. Hay que demostrar que la curva 
y = f(x) se encuentra arriba de la recta tangente en el punto (a, f(a)). La ecuación de 
esta tangente es 


y = fla) +A — a) 
Así que hay que demostrar que 
Fx) > fla) + f(aJa — a) 


cada vez que x E J (x # a). (Véase la figura 3.) 
Se toma primero el caso en el que x > a. Al aplicar el teorema del valor medio a f en 
el intervalo [a, x], se obtiene un número c, con a < c < x, tal que 


(1) fŒ — fía) =f "(ca — a) 


Como f” > 0 en J, por la prueba creciente/decreciente se sabe que f’ es creciente en /. 
Así, como a < c, se tiene 


Fla) <fc) 


de modo que se multiplica esta desigualdad por el número positivo x — a y se obtiene 


(2) fa — a) <f(cAx— a) 


Sección 4.4 


Véase la semblanza biográfica de 
Cauchy en la página 109. 
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Ahora se suma f(a) en ambos miembros de esa desigualdad: 
Fa) + f'a = a) < fa) + F'O — a) 


Pero de la ecuación 1 se tiene f(x) = f(a) + f'(c)\(x — a). Así, esta desigualdad se con- 
vierte en 


[3] FŒ >f(a) + FAE- a) 


que es lo que se deseaba comprobar. 
Para el caso en el que x < a, se tiene f'(c) < f'(a), pero la multiplicación por 
el número negativo x — a invierte la desigualdad, así que obtenemos (2) y (3) 
como antes. = 


A fin de confirmar la comprobación de la regla de L’ Hôpital, primero necesita una gene- 
ralización del teorema del valor medio. El teorema siguiente toma su nombre de otro 
matemático francés, Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). 


(1) Teorema del valor medio de Cauchy Suponga que las funciones f y g son 
continuas en [a, b] y derivables en (a, b), y que g'(x) # 0 para todas las x en (a, b). 
Entonces, hay un número c en (a, b) tal que 


Fc) _ fh) -fa 
gc) gb) = gla) 


Note que si toma el caso especial en el que g(x) = x, entonces g'(c) = 1 y el teorema 1 
es solo el teorema ordinario del valor medio. Además, el teorema 1 puede comprobarse 
en forma similar. Usted puede verificar que todo lo que hay que hacer es cambiar la fun- 
ción h dada en la ecuación 4.2.4 por la función 


fo) fa), 
aa [g(x) = g(a)] 


h(x) = f(x) — f(a) 


y aplicar el teorema de Rolle como lo hizo antes. 


Regla de L'Hópital Suponga que f y g son derivables y que g'(x) # O en un 
intervalo abierto / que contiene a (excepto posiblemente en a). Suponga que 


límf()=0 y  límg)=0 


o que lím f(x) = +% y lím g(x) = +% 


x>a xq 
(En otras palabras, tenemos una forma indeterminada de tipo o o %/%.) Entonces, 


pl 
ag) a ga) 


si el límite sobre el miembro derecho existe (o es % o —00), 
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COMPROBACIÓN DE LA REGLA DE L'HÔPITAL Suponga que lím, fx) = 0 y 
m,a g(x) = 0. Sea 
RATE 
x>a g'(x) 


Debe demostrar que lím, f(x)/g(x) = L. Defina 


ET six#a Gl) = la six#a 


0 six=a 0 six=a 
Entonces, F es continua en /, ya que fes continua en {x € I | x # a} y 
lím Fœ) = lím f(x) = 0 = F(a) 


De igual forma, G es continua en I. Sea x E I y x > a. Entonces, F y G son continuas en 
[a, x] y derivables en (a, x) y G' # 0 ahí (ya que F' = f' y G' = g'). En consecuencia, 
por el teorema del valor medio de Cauchy, hay un número y tal que a < y < x y 


F'O) _ Fa) - Fla) _ Fo) 
G(y  G(x)=Gla) GO) 


Aquí se ha usado el hecho de que, por definición, F(a) = 0 y G(a) = 0. Ahora, si se 
acepta que x > a*, entonces y > a* (ya que a < y < x), así que 


wO FO FEO LO 
a ga) e GA) PG) >a gO) 


L 


Un argumento similar demuestra que el límite de la mano izquierda también es L. Por 
tanto, 


im 
x—>a g(x) 


L 


Esto comprueba la regla de L’ Hôpital para el caso en el que a es finita. 
Si a es infinita, se concede que t = 1/x. Entonces, t —> 0* cuando x — oo, así tenemos 
que 


en 26 p 00 
x>% g(x) 1>0* g(1/1) 


a TUE 
>o gU) 


PUD g LO 


(por la regla de L’Hôpital para a finita) 


= lím = = lim = 
mot g(1/) >= g'(x) m 
Sección 11.8 A fin de comprobar el teorema 11.8.4, primero necesita los resultados siguientes. 
Teorema 


1. Si una serie de potencias È c„x” converge cuando x = b (donde b # 0), converge 
cada vez que | x| < |b|. 

2. Si una serie de potencias 2 c,x” diverge cuando x = d (donde d # 0), diverge 
cada vez que | x| > |d|. 


APÉNDICE F Demostración de teoremas A47 


COMPROBACIÓN DE 1 Suponga que > c,b” converge. Entonces, por el teorema 11.2.6, 
tenemos lím,„>» C,b" = 0. De acuerdo con la definición 11.1.2 con e = 1, hay un entero 
positivo N tal que | c,b” | < 1 cada vez que n > N. Así, para n > N, se tiene 


n 
Cn b”x” x 
n E [c,b” | En <= 
b b 


[erx"| = 


b 


Si |x| < |b |, entonces | x/b | < 1 , así que È | x/b |” es una serie geométrica convergente. 
En consecuencia, por la prueba de comparación, la serie 2;-y | c,x” | es convergente. Así, 
la serie 2 c,x" es absolutamente convergente, y por tanto convergente. E 


COMPROBACIÓN DE 2 Suponga que È c,d” diverge. Si x es cualquier número tal que 
|x| > |d|, entonces È c,x" no puede converger, porque, por la parte 1, la convergencia 
de È c„x” implicaría la convergencia de È c,d". Por tanto, È c,x" diverge cada vez 
que|x|>|d|. E 


Teorema Para una serie de potencias È c„x” hay únicamente tres posibilidades: 
1. La serie converge solo cuando x = 0. 
2. La serie converge para todas las x. 


3. Hay un número positivo R tal que la serie converge si | x | < R y diverge 
si| x| >R. 


COMPROBACIÓN Suponga que ni el caso 1 ni el caso 2 son verdaderos. Entonces, hay 
números diferentes de cero b y d tales que È c,x” converge para x = b y diverge para 

x = d. Por tanto, el conjunto S = {x | È c,x” converge) no está vacío. Por el teorema 
precedente, la serie diverge si | x | > | d |, así que | x | = | d | para todas las x E S. Esto 
indica que | d | es un límite superior para el conjunto S. Así, por el axioma de integridad 
(véase la sección 11.1), S tiene un límite superior mínimo R. Si | x | > R, entonces 

x ÉS, así que È c,x" diverge. Si | x| < R, entonces | x | no es un límite superior para S 
y por tanto existe b E S tal que b > | x |. Como b E S, È c„x” converge, así que, por el 
teorema precedente, 2 c„x” converge. E 


(4) Teorema Para una serie de potencias È c,(x — a)" hay únicamente tres 
posibilidades: 


1. La serie converge solo cuando x= a. 
2. La serie converge para todas las x. 


3. Hay un número positivo R tal que la serie converge si | x — a | < R y diverge si 
l=al> kE 


COMPROBACIÓN Si se cambia de variable u = x — a, la serie de potencias se 

convierte en 2 c,u” y se aplica el teorema precedente a esta serie. En el caso 3, 

se tiene convergencia para | u | < R y divergencia para | u | > R. 

Así, se tiene convergencia para | x — a | < R y divergencia para | x — a | > R. E 
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Sección 14.3 


Sección 14.4 


Teorema de Clairaut Suponga que f se define en un disco D que contiene 
el punto (a, b). Si las funciones fa y fx son continuas en D, entonces 


fula, b) = fila, b). 


COMPROBACIÓN Para valores reducidos de h, h # 0, considérese la diferencia 
A(h) =[ fla + h,b + h)— fía + h, b)] —[ fa, b + h) — f(a, b)] 
Nótese que si se concede que g(x) = f(x, b + h) — f(x, b), entonces 
A(h) = g(a + h) — g(a) 
Por el teorema del valor medio, hay un número c entre a y a + h tal que 
gla + h) — gla) = g'(c)h = hl fc, b + h) = fc, b)] 


Al aplicar nuevamente el teorema del valor medio, esta vez a f., se obtiene un número d 
entre b y b + h tal que 


fic, b + h) — fc, b) = f(c, d )h 
Al combinar estas ecuaciones, se obtiene 
A(h) = Kfc, d) 
Si h —> 0, entonces (c, d) —> (a, b), así que la continuidad de f, en (a, b) da 


lím an L= im f(c, d) = fola, b) 


h>0 hf (c, d)—> (a, b) ` 


De igual forma, escribiendo 
A(h) =[ fla + h, b + h) — f(a, b + h)] — [f(a + h, b) — f(a, b)] 
y usando el teorema del valor medio dos veces y la continuidad de f, en (a, b), se obtiene 


. A(h) 
lím = 


n>0 h? 


fx (a > b ) 


De esto se sigue que f(a, b) = fla, b). E 


Teorema Si las derivadas parciales f, y f, existen cerca de (a, b) y son 


continuas en (a, b), entonces f es derivable en (a, b). 


COMPROBACIÓN Sea 
Az = f(a + Ax, b + Ay) — f(a, b) 


De acuerdo con (14.4.7), para comprobar que fes derivable en (a, b) se tiene que demos- 
trar que puede escribir Az en la forma 


Az = f La, b) Ax + f,(a, b) Ay + £, Ax + e, Ay 


donde e, y £, > 0 cuando (Ax, Ay) —> (0, 0). 
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En referencia a la figura 4, se establece 


[1] Az=[f(a+ Ax, b + Ay) — f(a, b + Ay)] + [ f(a, b + Ay) — f(a, b)] 


YA 

(a+ Ax, b+Ay) 
(u, b+Ay) 
(a, b + Ay) 
y y y 
(a,v) R 
(a,b) 
0 > 
X 
FIGURA 4 


Observe que la función de una variable 
gx) = f(x, b + Ay) 


está definida en el intervalo [a, a + Ax] y g'(x) = f(x, b + Ay). Si se aplica el teorema 
del valor medio a g, se obtiene 


gía + Ax) — g(a) = g'(u) Ax 
donde u es algún número entre a y a + Ax. En términos de f, esta ecuación se convierte en 
f(a + Ax, b + Ay) — fla, b + Ay) = fu, b + Ay) Ax 


Esta ecuación ofrece una expresión para la primera parte del miembro derecho de la 
ecuación 1. Para la segunda parte se concede que h(y) = f(a, y). Entonces, h es una 
función de una variable definida en el intervalo [b, b + Ay] y h'(y) = f.(a, y). 

Una segunda aplicación del teorema del valor medio da entonces 


h(b + Ay) — h(b) = h'(v) Ay 
donde y es algún número entre b y b + Ay. En términos de f, esto se convierte en 
f(a, b + Ay) — f(a, b) = f, (a, v) Ay 
Ahora se sustituyen estas expresiones en la ecuación 1 y se obtiene 
Az = f(u, b + Ay) Ax + f(a, v) Ay 
= fa, b) Ax + [f(u, b + Ay) — fila, b)] Ax + f(a, b) Ay 
+ [fa, v) — f(a, b)] Ay 
= fla, b) Ax + fila, b) Ay + e¡ Ax + e2 Ay 
donde e, = fu, b + Ay) — fa, b) 
e, = f, (a, v) — f,(a, b) 
Como (u, b + Ay) > (a, b) y (a, v) —> (a, b) cuando (Ax, Ay) —> (0, 0) y como f, y fy son 


continuas en (a, b), vemos que £; > 0 y £, > 0 cuando (Ax, Ay) — (0, 0). 
Por consiguiente, fes derivable en (a, b). E 
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G Ellogaritmo definido como una integral 


área = In x 


FIGURA 1 


YA 


YA 


FIGURA 3 


El tratamiento de funciones exponenciales y logarítmicas ha dependido hasta ahora de la 
intuición, que se basa en evidencias numéricas y visuales. (Véanse las secciones 1.4, 1.5 
y 3.1.) Aquí se usará el teorema fundamental del cálculo para dar un tratamiento alterna- 
tivo que brinde un fundamento más firme a esas funciones. 

En vez de empezar con b* y definiendo log, x como su inversa, esta vez se comenzará 
definiendo ln x como una integral y luego se definirá la función exponencial como su 
inversa. Tenga en mente que no usará ninguna de las definiciones y resultados previos 
concernientes a funciones exponenciales y logarítmicas. 


B El logaritmo natural 


En principio, se define primero ln x como una integral. 


(1 Definición La función logarítmica natural es la función definida por 


<1 
mx= f ¿dr x>0 
Jl 


La existencia de esta función depende del hecho de que la integral de una función 
continua siempre existe. Si x > 1, entonces ln x puede interpretarse geométricamente 
como el área bajo la hipérbola y = 1/t de t = 1 at = x. (Véase la figura 1.) Para x = 1, 
se tiene 


ri l 
In1= | ¿de=0 
Jl 


* 1 ig 1 
Para0 < x< 1, mi= ff d==| d<0 
J1 PEJ 


así que In x es el negativo del área mostrada en la figura 2. 


EJEMPLO 1 
(a) Mediante la comparación de áreas, demuestre que y < In2 < A 
(b) Use la regla del punto medio con n = 10 para estimar el valor de In 2. 


SOLUCIÓN 

(a) Se puede interpretar In 2 como el área bajo la curva y = 1/1 de 1 a 2. En la figura 3 
se observa que esta área es más grande que el área del rectángulo BCDE y más pequeña 
que el área del trapezoide ABCD. Así, se tiene 


L.1<1m2<1-H(1 +!) 
L<In2<i 


(b) Si se usa la regla del punto medio con f(t) = 1/1, n = 10, y At = 0.1, se obtiene 


n2 = [Zar = (0.1)[F(1.05) + /(1.15) + +++ ACLIS) 


= (0.1) A E = 0.693 E 
ALOS 1.15 1.95 
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Adviértase que la integral que define a ln x es exactamente el tipo de integral que 
se analizó en la parte 1 del teorema fundamental del cálculo (véase la sección 5.3). De 
hecho, usando ese teorema, se tiene 


así que 


A m9 =+ 


Aquí se emplea esta regla de derivación para comprobar las propiedades siguientes de 
la función logarítmica. 


(3) Leyes de los logaritmos Si x y y son números positivos y r es un número 
racional, entonces 


1. ny) =Inx+Iny 2 in( 2) im: m3 3. In(v) =rInx 
y 


COMPROBACIÓN 
1. Sea f(x) = In(ax), donde a es una constante positiva. Entonces, al usar la ecuación 
2 y la regla de la cadena, se tiene 


l d 1 1 
FO) = (ax) = — a = 
ax dx ax Xx 


Por tanto, f(x) y In x tienen la misma derivada, así que deben diferir por una constante: 
In(ax) = lnx + C 
Si se desarrolla x = 1 en esta ecuación, se obtiene ln a = In 1 + C = 0 + C = C. Así, 
In(ax) = ln x + Ina 
Si ahora se reemplaza la constante a por cualquier número y, se tiene 
In(xy) = In x + In y 


2. Al usar la ley 1 con x = 1/y, se tiene 


1 1 
In + my = n( o)=mi=0 
y y 


1 
así que ln— = —In y 
y 


Al usar la ley 1 otra vez, se tiene 


La comprobación de la ley 3 se deja como ejercicio. a 
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A fin de graficar y = ln x, primero se determinan sus límites: 


[a] (a) lím Inx = % (b) lím Inx = —% 


x>0+ 


COMPROBACIÓN 

(a) Usando la ley 3 con x = 2 y r = n (donde n es cualquier entero positivo), se tiene 
ln(2”) = n In 2. Ahora In 2 > 0, así que esto demuestra que In(2”) —> œ cuando n —= o, 
Pero In x es una función creciente, ya que su derivada 1/x > 0. Así, In x —> œ cuando 
x>, 

(b) Si se concede que 1 = 1/x, entonces t —> œ% cuando x —> 0*. Por tanto, 
usando (a), se plantea 


2 Z, 1 pa £. — 
EN B m ln x = lím tm i ) lím (—In 1) 00 a 


y =1n x F 
ds Si y = In x, x > 0 entonces 


a JA a po 


Esp o 
dx XxX y 2 


lo que demuestra que In x es creciente y cóncava hacia abajo en (0, œ). Al colocar esta 
información junto con (4), se traza la gráfica de y = In x en la figura 4. 

FIGURA: Como In 1 = 0 y In x es una función creciente continua que adopta valores arbitra- 
riamente grandes, el teorema del valor intermedio demuestra que hay un número donde 
In x adopta el valor 1. (Véase la figura 5.) Este importante número es denotado como e. 


[5] Definición e es el número tal que Ine = 1. 


Se demostrará (en el teorema 19) que esta definición es congruente con la definición 
FIGURA 5 previa de e. 


E La función exponencial natural 


Como ln es una función creciente, es inyectiva y por tanto tiene una función inversa, que 
denota con exp. Así, de acuerdo con la definición de una función inversa, 


II 
= 


[6] 


Fassy = fo) 


exp(x) = y > Iny=x | 


y las ecuaciones de eliminación son 


PUTO) =x 
FITO) =x | 


exp(ln x) = x y ln(exp x) = x 


En particular, se tiene 
exp(0) = 1 ya que lni =0 


exp(1) = e ya que Ine=1 


FIGURA 6 


FIGURA 7 


La función exponencial natural 
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Se obtiene la gráfica de y = exp x al reflejar la gráfica de y = ln x a través de la recta 
y = x. (Véase la figura 6.) El dominio de exp es el rango de In, es decir (—0o, 00); el rango 
de exp es el dominio de In, es decir (0, 00). 

Si r es cualquier número racional, la tercera ley de los logaritmos da 


ln(e) =rlne=r 
En consecuencia, por (6), exp(r) = e” 


Así, exp(x) = e* cada vez que x es un número racional. Esto nos lleva a definir e*, aun 
para valores irracionales de x, mediante la ecuación 


e* = explx) 


En otras palabras, por las razones dadas, definimos e* como la inversa de la función ln x. 
En esta notación, (6) se convierte en 


er=y => Iny=x 


y las ecuaciones de eliminación (7) se convierten en 


[9] e"*= y x>0 


lne) = x para todas las x 


La función exponencial natural f(x) = e* es una de las funciones de más frecuente 
ocurrencia en el cálculo y sus aplicaciones, así que es importante familiarizarse con su 
gráfica (figura 7) y sus propiedades (las cuales se derivan del hecho de que esta función 
es la inversa de la función logarítmica natural). 


Propiedades de la función exponencial La función exponencial f(x) = e* es 
una función creciente continua con dominio R y rango (0, œ). Así, e* > 0 para 
todas las x. Igualmente, 


lím e*=0 lím e* = œ% 


x—>— o x—o 


Entonces, el eje x es una asíntota natural de f(x) = e”. 


Ahora se verifica que f tiene las demás propiedades esperadas de una función expo- 
nencial. 


(11) Leyes de los exponentes Si x y y son números reales y r es un número 
racional, entonces 


1. et? = ete” 2. e = — 3. (ey = e™ 
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COMPROBACIÓN DE LA LEY 1 Usando la primera ley de los logaritmos y la ecuación 10, 
se tiene 


In(e*e”) = ln(e”) + Inle”) = x + y = In(e**>) 
Como ln es una función inyectiva, de esto se sigue que ete? = e®, 
Las leyes 2 y 3 se comprueban en forma similar (véanse los ejercicios 6 y 7). Como se 


verá, la ley 3 en realidad es válida cuando r es cualquier número real. E 


Ahora comprobaremos la fórmula de derivación para e*. 


d aa 
(12) ae =g 


COMPROBACIÓN La función y = e* es derivable porque es la función inversa de 

y = ln x, la cual se sabe que es derivable con derivada diferente de cero. Para determinar 
su derivada, se usa el método de la función inversa. Sea y = e*. Entonces In y = x y, 
derivando implícitamente esta última ecuación con respecto a x, se obtiene 


1 dy i 
y dx 
dy g 
— = = e 
de ? a 


El Funciones exponenciales generales 


Si b > 0 y r es cualquier número racional, entonces por (9) y (11) 
b! = (er Bjr = er b 


En consecuencia, aun para números irracionales x, se define 


(13) b e eh 


Así, por ejemplo, 
213 = e3 m2 = e!” ~= 3.32 
La función f(x) = b* se llama función exponencial con base b. Nótese que b* es positiva 
para todas las x, porque e* es positiva para todas las x. 
La definición 13 permite prolongar una de las leyes de los logaritmos. Ya se conoce 


que In(b”) = r In b cuando r es racional. Pero si ahora se sabe que r es cualquier número 
real, de la definición 13 se tiene 


In b" = In(e"*?) = r In b 


lnb"=rlnb para cualquier número real r 


0 


lím b*=0, lím b* =00 


x—>—00 


FIGURA 8 y=5%b>1 


yA 


0 


lím b*=00, lím b"=0 


x——00 


FIGURA 9 y=5b",0<b<1 
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Las leyes generales de los exponentes se encuentran de la definición 13 junto con las 
leyes de los exponentes para e”. 


(115) Leyes de los exponentes Si x y y son números reales y a, b > 0, entonces 


1. br = bb 2. by = b*/b* 3. (br) = bw 4. (ab) = a*b* 


COMPROBACIÓN 


1. Usando la definición 13 y las leyes de los exponentes para e”, se tiene 


pr = em) In b xlnb + ylnb 


=e 


=> e" rbe mt = b*b’ 


3. Usando la ecuación 14 se obtiene 


( bx) y e In (b*¥) e) Inb ev In b by 


Las comprobaciones restantes se dejan como ejercicios. a 


La fórmula de derivación para funciones exponenciales también es consecuencia de 
la definición 13: 


d 


L (b*) = mb 


dx 


COMPROBACIÓN 


d d d 
(b*) = (er =e) = e7"? (x ln b) = p* ln b 
dx dx dx a 


Si b > 1, entonces In b > 0, así que (d/dx) b* = b* ln b > 0, lo que demuestra que 
y = b* es creciente (véase la figura 8). Si 0 < b < 1, entonces In b < 0, así que y = b* 
es decreciente (véase la figura 9). 


E Funciones logarítmicas generales 


Si b > 0 y b # 1, entonces f(x) = b* es una función inyectiva. Su función inversa se 
llama función logarítmica con base b y se denota con log;. Así, 


log, x = y P=x 


En particular, se observa que 


log. x = In x 


A56 APÉNDICE G El logaritmo definido como una integral 


Las leyes de los logaritmos son similares a las del logaritmo natural y pueden deducirse 
de las leyes de los exponentes (véase el ejercicio 10). 

Para derivar y = log, x, se escribe la ecuación como b” = x. De la ecuación 14 se tiene 
y In b = ln x, así que 


E In x 
In b 


log, x = y 


Como ln b es una constante, se puede derivar de la manera siguiente: 


E E 1 
—— UOg», = = nAj = 
SS a abar ~ yið 


d 1 
— (1 pA = o 
Aa T 


E El número e expresado como un límite 


En esta sección se definirá e como el número tal que In e = 1. El teorema siguiente indica 
que este es igual al número e definido en la sección 3.1 (véase la ecuación 3.6.5). 


e= lim (1 +1) 


COMPROBACIÓN Sea f(x) = 1n x. Entonces f'(x) = 1/x, así que f'(1) = 1. Pero, por la 
definición de derivada, 


Mta- _ y, SORDO 


h 1>0 


F(1) = lím = 


In(1 + x) — In1 l 
= lím aU Ai AN lím —1In(1 + x) = lím In(1 + 1)“ 
x>0 X AA dls 


Debido a que f'(1) = 1, se tiene 


lím In(1 + x)!" = 1 


x>0 


Entonces, por el teorema 2.5.8 y la continuidad de la función exponencial, se tiene 


e=! = ¿Mio m +a)" = lím e" +" = lim (1 + y 7 
x>0 x>0 
G EJERCICIOS 
1. (a) Mediante la comparación de áreas, demuestre que (b) Use el inciso (a) para demostrar que In 2 > 0.66. 
L<In15<+5 3. Mediante la comparación de áreas, demuestre que 
(b) Use la regla del punto medio con n = 10 para estimar | bome l <Inn<i1 4 l ) 1 E l 
In 1.5. 2 3 n 2 3 m=] 
2. Consulte el ejemplo 1. 4. (a) Mediante la comparación de áreas, demuestre que 
(a) Determine la ecuación de la recta tangente a la curva In2<1<In3. 


y = 1/1 que es paralela a la recta secante AD. (b) Deduzca que 2 < e < 3. 
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5. Compruebe la tercera ley de los logaritmos. (Sugerencia: 8. Compruebe la segunda ley de los exponentes [véase (15)]. 


comience demostrando que ambos miembros de la ecuación 


tienen la misma derivada.) 


6. Compruebe la segunda ley de los exponentes para e” 


9. Compruebe la cuarta ley de los exponentes [véase (15)]. 


10. Deduzca de (15) las siguientes leyes de los logaritmos: 
(a) logy(xy) = log, x + log, y 


[vease (H: (b) log,(x/y) = log, x — log, y 
7. Compruebe la tercera ley de los exponentes para e* (c) log,(x”) = y log, x 
[véase (11)]. 


H Números complejos 


ImA 
o 2+31 
e —4 + 2i 
i4 
+ + + + + + + + > 
2] 1 Re 
—2 — 2i o e 3—2i 
FIGURA 1 


Números complejos como puntos en el 
plano de Argand 


Un número complejo puede representarse con una expresión de la forma a + bi, donde 
a y b son números reales e i es un símbolo con la propiedad de que ¡? = —1. El número 
complejo a + bi puede representarse también con el par ordenado (a, b) y trazarse como 
un punto en un plano (llamado plano de Argand) como en la figura 1. Así, el número 
complejo i = 0 + 1 - ¿se identifica con el punto (0, 1). 

La parte real del número complejo a + bi es el número real a y la parte imaginaria 
es el número real b. Así, la parte real de 4 — 3i es 4 y la parte imaginaria es -3. Dos 
números complejos a + bi y c + di son iguales si a = c y b = d, es decir si sus partes 
reales son iguales y sus partes imaginarias son iguales. En el plano de Argand, el eje 
horizontal se llama eje real y el eje vertical se llama eje imaginario. 

La suma y diferencia de dos números complejos se definen sumando o restando sus 
partes reales y sus partes imaginarias: 


(a + bi) + (c+ di) = (a+c) + (b+ di 
(a + bi) — (c + di) = (a — c) + (b — di 
Por ejemplo, 
(1-D+(4+7M=(1+0+(-1+Di=5 + 6i 


El producto de números complejos se define de tal forma que las usuales leyes conmuta- 
tiva y distributiva sean válidas: 


(a + bic + di) = alc + di) + (bic + di) 
= ac + adi + bci + bdi? 
Como ¡? = —1, esto se convierte en 


(a + biMc + di) = (ac — bd) + (ad + be)i 


EJEMPLO 1 


(+1 + 30)Q — 51) = (—1)(2 — 5i) + 31Q — 51) 
= —2 + 5i + 6 — 15(-1) = 13 + 11: E 


La división de números complejos es muy parecida a la racionalización del deno- 
minador de una expresión racional. Para el número complejo z = a + bi, se define su 
conjugado complejo como z = a — bi. Para determinar el cociente de dos números 
complejos se multiplica el numerador y el denominador por el conjugado complejo del 
denominador. 


EJEMPLO 2 Exprese el número =t en la forma a + bi. 
i 
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ImA 


ImA 


FIGURA 3 


Números complejos 


SOLUCIÓN Se multiplica el numerador y el denominador por el conjugado complejo de 
2 + 5i, es decir 2 — 5i, y se aprovecha el resultado del ejemplo 1: 


HO... UA AO. Meta. lA, M a 
2+3 2+5i 2-5 FIS D D 
La interpretación geométrica del conjugado complejo se muestra en la figura 2: z es 
el reflejo de z a través del eje real. Se enlistan algunas de las propiedades del conjugado 
complejo en el recuadro siguiente. Las comprobaciones se encuentran después de la 
definición y se solicitarán en el ejercicio 18. 


Propiedades de los conjugados 


Z w= w ZW = ZW z" =z 


El módulo, o valor absoluto, | z | de un número complejo z = a + bi es su distancia 
del origen. En la figura 3 se observa que si z = a + bi, entonces 


Observe que 


zz = (a + bi(a — bi) = a? + abi — abi — b?’i? = a? + b? 


así que zz=|z| 


Esto explica que el procedimiento de división del ejemplo 2 opere en general: 


Z ZW ZW 
F 2 
Como ¡? = —1, se puede concebir a i como una raíz cuadrada de —1. Pero observe que 
también (—i} = i? = —1, así que —i es también una raíz cuadrada de —1. Se dice que ¡es 


la raíz cuadrada principal de —1 y se escribe y//—1 = i. En general, si c es cualquier 
número positivo, se escribe 


RN a 


Con esta convención, la derivación y fórmula usuales de las raíces de la ecuación cuadrá- 
tica ax? + bx + c = 0 son válidas aun si b? — 4ac < 0: 


_ =b + 4b? — 4ac 


2a 


X 


EJEMPLO 3 Determine las raíces de la ecuación x? + x + 1 = 0. 


SOLUCIÓN Usando la fórmula cuadrática, se tiene 


-1 + /12?- 4-1 1 + -3 E S 
 ——_————_—5>SA ÁS > 
2 2 a 


FIGURA 4 


Im A 


»1+i 


FIGURA 5 
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Observe que las soluciones de la ecuación del ejemplo 3 son conjugados complejos 
entre sí. En general, las soluciones de cualquier ecuación cuadrática ax? + bx + c = 0 
con coeficientes reales a, b y c son siempre conjugados complejos. (Si z es real, z = z, así 
que z es su propia conjugada.) 

Se ha visto que si se permiten números complejos como soluciones, todas las 
ecuaciones cuadráticas tendrán una solución. En términos más generales, es cierto que 
todas las ecuaciones polinomiales 


anx" + a ¿+ ax + ao = O 


de grado al menos uno tiene una solución entre los números complejos. Este hecho se 
conoce como teorema fundamental del álgebra y fue comprobado por Gauss. 


E Forma polar 


Sabemos que cualquier número complejo z = a + bi puede ser considerado un punto (a, b) 
y que cualquier punto de este tipo puede representarse con coordenadas polares (r, 0), 
con r = 0. De hecho, 


a =rcos0 b=rsen0 
como en la figura 4. Entonces se tiene 
z =a + bi = (r cos 0) + (r sen 0)i 


Así, se puede escribir cualquier número complejo z en la forma 


z = r(cos 0 + isen 0) 


=== b 
donde r= |z| = ya? + b? y tan 0 = — 
a 


El ángulo 0 se llama argumento de z y se escribe O = arg(z). Note que arg(z) no es único; 
cualesquiera dos argumentos de z difieren por un múltiplo entero de 277. 


EJEMPLO 4 Escriba los números siguientes en forma polar. 
(a) 2=1+i b) w=y3 -i 
SOLUCIÓN 


(a) Se tiene r = | z | = y1? + 1? = y2 y tan 0 = 1, así que se puede tomar 0 = 1/4. 
Por tanto, la forma polar es 


T T 
z = 42 | cos — + isen— 


(b) Aquí se tiene r = | w | = 3 + 1 = 2y tan = 1/43. Como w reside en el cuarto 
cuadrante, se toma 0 = —11/6 y 


0=10a(-2) + 1m(-2)] 


Los números z y w aparecen en la figura 5. E 
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ImA 


22 


0 


2122 


FIGURA 6 


ImA 


FIGURA 7 


ImA 


FIGURA 8 


La forma polar de los números complejos aporta una idea de la multiplicación y la 
división. Sean 
zı = ri(cos 6, + i sen 01) Z2 = n(cos 6, + i sen 02) 
dos números complejos escritos en forma polar. Entonces, 


rira(cos 9, + isen 01) (cos 0, + i sen 02) 


Z1Z2 


= rira[ (cos 0, cos 9, — sen 0, sen 02) + ¡(sen 0, cos 0, + cos 6, sen 0,)] 


Por tanto, usando las fórmulas de la adición para el coseno y el seno, se tiene 


(1) 2,22 = rira[cos(0, + 02) + ¡sen(0, + 02)] 


Esta fórmula establece que para multiplicar dos números complejos se multiplican los 
módulos y se suman los argumentos. (Véase la figura 6.) 

Un argumento similar que usa las fórmulas de la sustracción del seno y el coseno 
indica que para dividir dos números complejos se dividen los módulos y se restan los 
argumentos. 


AA rcostb = 0) + ¿send =0)] 220 
n 


En particular, tomando z; = 1 y z, = z (y por tanto 0; = O y 0, = 0, se obtiene lo 
siguiente, que se ilustra en la figura 7. 


Si z= r(cos O + isen 0), 


1 
entonces — 


1 
= — (cos 0 — i sen 0). 
F 


EJEMPLO 5 Determine el producto de los números complejos 1 + i y /3 — ¡en 
forma polar. 


SOLUCIÓN Del ejemplo 4 se tiene 


1 i= VE (cos Es isen E) 


E) 


Así, por la ecuación 1, 


a + D(V5 — i) =24/2 e - A t (3 ] 2) 


Esto se ilustra en la figura 8. E 


APÉNDICE H Números complejos A61 


El uso repetido de la fórmula 1 muestra cómo calcular potencias de un número com- 
plejo. Si 


z = r(cos 0 + ¡sen 0) 
entonces z? = r(cos 20 + i sen 20) 
y z? = z7? = r(cos 30 + i sen 30) 


En general, se obtiene el resultado siguiente, que toma su nombre del matemático francés 
Abraham De Moivre (1667-1754). 


[2] Teorema de De Moivre Siz = r(cos 0 + i sen 0) y n es un entero positivo, 
entonces 


z" = [r(cos0 + isen0)]” = r"(cos n0 + isennð) 


Esto indica que para tomar la enésima potencia de un número complejo, se toma la 
enésima potencia del módulo y se multiplica el argumento por n. 


EJEMPLO 6 Determine (4 + 31)”. 


SOLUCIÓN Como 5 + ti = Ja + 1), del ejemplo 4(a) se desprende que 3 T ti tiene la 
forma polar 


Así, por el teorema de De Moivre, 


i- iy JANW 107r è . 107 
t= = cos + ¡sen 
2 2 2 4 4 


25 ST , ST 1. 
= 2710 r = —ı E 


El teorema de De Moivre también puede usarse para determinar las enésimas raíces 
de números complejos. Una raíz enésima del número complejo z es un número complejo 
w tal que 


w’ =z 
Al escribir estos dos números en forma trigonométrica como 
w = s(cos d + i sen q) y z = r(cos 0 + i sen 0) 
y usar el teorema de De Moivre, se obtiene 
s”(cos np + i sen no) = r(cos 0 + i sen 0) 
La igualdad de estos dos números complejos muestra que 
$ =r o s=|y/ 


y cos np = cos 0 y sen nọ = sen 0 
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Del hecho de que seno y coseno tienen período 27r se establece que 


0 + 2k1r 
no = 0 + 2kr o = —— 


Ñ yl (==) l (==)] 
Así, w = r""| cos —=—— |] + isen| =——— 
n n 


Como esta expresión da un valor diferente de w para k = 0, 1,2,...,n — 1, se tiene lo 
siguiente. 


(3] Raíces de un número complejo Sea z = r(cos 0 + i sen 0) y sea n un entero 
positivo. Entonces, z tiene n raíces enésimas distintas 


al (2247) l (=) ] 
Wk Sr cos| ———— | + rsen] ————— 
n n 


donde k=0,1,2,...,n— 1. 


Note que cada una de las enésimas raíces de z tiene módulo | w; | = r'/”. Así, todas las 
raíces enésimas de z se sitúan en el círculo de radio r!/” en el plano complejo. Asimismo, 
como el argumento de cada enésima raíz sucesiva excede al argumento de la raíz previa en 
211/n, se observa que las enésimas raíces de z están igualmente espaciadas en ese círculo. 


EJEMPLO 7 Halle las seis raíces sextas de z = —8 y grafique esas raíces en el plano 
complejo. 


SOLUCIÓN En forma trigonométrica, z = 8(cos m + i sen 71). Al aplicar la ecuación 3 
con n = 6 se obtiene 


m + 2km 
W, = Bi( os 7 + isen 


m + ==] 


Se calculan las seis raíces sextas de —8 tomando k = 0, 1, 2, 3, 4, 5 en esta fórmula: 


T 
wa = 8" cos 
6 


wi = 86| cos E + i sen — =/2i 
2 2 
5 3 1 
ImA w = sofco: al i sen ) Ml Y + a i) 
V2i |w Ñ, 
0 S 7 7 3 1 
/ N w = 8!⁄6| cos — + i sen — ) = E v i 
w g x Wo 6 6 2 2 
| | > 3T T — 
JA 0 | J2 Re w4, = 8 | cos > i sen = —/2i 
A 3 fi 
5 P 11 11 — 3 1 
SF ws = 81⁄6 cos —— + isen — | = y2 v3 i 
=p 2i A 6 2 2 
FIGURA 9 Todos estos puntos se ubican en el círculo de radio J2. , como se muestra en la 
Las seis raíces sextas de z = —8 figura 9. B 


El resultado del ejemplo 8(a) podría 
escribirse así 

er+1=0 
Esta ecuación relaciona los cinco 
números más famosos de todas las 
matemáticas: 0, 1, e, i y 7. 
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Ml Exponenciales complejas 


La expresión e* debe tener un significado cuando z = x + iy es un número complejo. La 
teoría de la serie infinita desarrollada en el capítulo 11 puede prolongarse al caso en el 
que los términos son números complejos. Usando como guía la serie de Taylor para e* 
(11.10.11), se define 


(4) Fso A h oe 


y resulta que esta función exponencial compleja tiene las mismas propiedades que la 
función exponencial real. En particular, es cierto que 


[5] enta = eden 


Si z = iy, donde y es un número real, en la ecuación 4, y se usan los hechos de que 


p=-1, P=Pi=-i i=], =i, 
“2 . 53 ¿y yA NS 
o E E a 
2! 3! 4! 5! 


Se obtiene e” = 1 + iy + 


Il 
+ 
© 
e 
4 


= cos y + ¡sen y 


Aquí se ha usado la serie de Taylor para cos y y sen y (ecuaciones 11.10.16 y 11.10.15). 
El resultado es una fórmula famosa, llamada fórmula de Euler: 


[6] | e'Y = cos y + i sen y | 


Al combinar la fórmula de Euler con la ecuación 5 se obtiene 


extiy = etelY = e*(cos y + isen y) 
EJEMPLO 8 Evalúe (a) e” (b) e ttm? 
SOLUCIÓN 


(a) Con base en la ecuación de Euler (6) se tiene 
e" = cos m + isen m = —1 + i(0)= —1 


(b) Usando la ecuación 7 se obtiene 


i 


Ea 1 
ttm? = ell cos — + isen = ) = [0 + 1(1)] == E 
2 2 e e 


Por último, se observa que la ecuación de Euler brinda un método más fácil para com- 
probar el teorema de De Moivre: 


[r(cos0 + ¡sen0)]" = (re)! = r'e”? = y"(cos n0 + ¡sen nð) 
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H EJERCICIOS 


1-14 Evalúe la expresión y escriba su respuesta en la forma a + bi. 


1. (5 — 6i) + (3 + 2i) 2. (4 — Łi) — (9 + ŝi) 
3. (2 + 5i)(4 — i) 4. (1 — 2i)(8 — 3i) 
5. I2 +7i 6. 2(E= i) 
z 14 ELE 

3 +21 l1— 4i 

1 3 

9. 10. 

1+1 4 — 31 
11. 7 12, ¡10 


13. y-25 14. y-3y-12 


15-17 Determine el conjugado complejo y el módulo del número. 
15. 12 — 5i 16. -1+ 242 i 


17. —4i 


18. Compruebe las propiedades siguientes de los números 
complejos. 


(A) ZFW=2Z2+%Ww 
(c) z” = 7”, donde n es un entero positivo 


[Sugerencia: escriba z = a + bi, w = c + di.] 


19-24 Determine todas las soluciones de la ecuación. 


19. 4x? +9=0 20. x= 1 
21. x? +2x+5=0 22. 2x? -2x+1=0 
23.2? +z+2=0 24. 2 +32+,=0 


25-28 Escriba el número en forma polar con argumento 
entre 0 y 27. 


25. -3 + 3i 26. 1-43 i 
27. 3 + 4i 28. 8i 


29-32 Determine formas polares para zw, z/w y 1/z poniendo 
primero z y w en forma polar. 


29. z= J3 +i, w=1+43i 


30. z = 4/3 — 4i, w= 8i 


31. 25243 = 2i; w=-=1+1 


33-36 Halle la potencia indicada usando el teorema de De 
Moivre. 


33. (1 + i)” 
35. (2/3 + 2i} 


34. 1- 3i) 


36. (1 — i)’ 


37-40 Halle las raíces indicadas. Trace las raíces en el plano 
complejo. 


37. Las raíces octavas de 1 
38. Las raíces quintas de 32 
39. Las raíces cúbicas de i 


40. Las raíces cúbicas de 1 + i 


41-46 Escriba el número en la forma a + bi. 


41. e”? 42. e?" 
43. e? 44. e`" 
45. e?" 46. e7t 


47. Use el teorema de De Moivre con n = 3 para expresar cos 30 
y sen 30 en términos de cos 0 y sen 0. 


48. Use la fórmula de Euler para comprobar las fórmulas 
siguientes para cos x y sen x: 
e” + e™ e” _ e™ 


sen x = - 
2 2i 


cos x = 


49. Si u(x) = f(x) + ig(x) es una función con valores complejos 
de una variable real x y las partes real e imaginaria f(x) y g(x) 
son funciones derivables de x, la derivada de u se define como 
u'(x) = f'(x) + ig'(x). Use esto junto con la ecuación 7 para 
comprobar que si F(x) = e™, entonces F'(x) = re™ cuando 
r = a + bi es un número complejo. 


50. (a) Si u es una función con valores complejos de una variable 
real, su integral indefinida j u(x) dx es una antiderivada 
de u. Evalúe 


| eti) dx 


(b) Considerando las partes real e imaginaria de la integral 
del inciso (a), evalúe las integrales reales 
| e* cos x dx y | e“ sen x dx 


(c) Compare con el método usado en el ejemplo 7.1.4. 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A65 


l Respuestas a los ejercicios con número impar 


CAPÍTULO 1 31. (—%, —3) U (3,3) U(3,%) — 33, (—%, o 
35. (—%, 0) U (5,%) 37. [0,4] 

EJERCICIOS 1.1 = PÁGINA 19 39. (—o, 0) 41. —1,1,-1 

1. Sí yi 


3. (a) 3  (b)-0.2 (© 0,3 (d) -08 (e) [-2,4), 
[-1,3] ®© [-2, 1] 

5. [-85, 115] 

7. No is = 
9. Sí, [-3, 2], [-3, -2) U [-1, 3] 

11. (a) 13.8°C (b) 1990 (c) 1910,2005 (d) [13.5, 14.5] 
13. T 


45. 
o] A 

15. (a) 500 MW; 730 MW (b) 4 am; mediodía; sí 
17. T 

medianoche mediodía 7 

* cantidad A 
0 me 

21. Altura A x 

del pasto 

A AA AA <1s5 53. f()=1-y=x 
` si0=x=<3 


, f f 
+ + + + 
Miérc. Miérc. Miérc. Miérc. Miérc. t 


si3<x=5 


A mark 57. A(L) = 10L — 1,0 < L < 10 
A T 59. A(x) = V3x/4,x>0 61. S(x) = x? + (8/x),x > 0 
24 63. V(x) = 4x? — 64x? + 240x,0 <x < 6 
l 1050- x) si O=x< 50 
21d 65. F()= 410 si 50 = x = 100 
Al 10(x — 100) six > 100 
FA 
0.3 6 9 b 57 500 


(150, 500) 
medianoche mediodía 


25. 12, 16, 3a? — a + 2, 3a? + a + 2, 3a? + 
6a? — 2a + 4, 12a? — 2a + 2, 3a* — a? + 2, 
9a* — 6a? + 13a? — 4a + 4,3a? + 6ah + 3h? —a—h+2 
27. -3-h 29. —1/(ax) E 50 100 150 * 
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67. (a) k (b) $400, $1900 
15 — 
10 —_—» 
0 10000 20000 T (en dólares) 


(c) T (en dólares) 


2500 


1000 


> 
o| 10000 20000 30000 Z (en dólares) 


69. fes impar, ges par 71. (a) (75,3) (b) (5, —3) 
73. Impar 

75. Ninguno de los dos 

77. Par 

79. Par; impar; ninguno de los dos (a menos que f = 0 o g = 0) 


EJERCICIOS 1.2 m PÁGINA 33 
1. (a) Logarítmica (b) Raíz (c) Racional 

(d) Polinomio, grado2 (e) Exponencial (f) Trigonométrica 
3 ah OFf @©g 

5. {x| x # 1/2 + 2n7r), n un entero 
7. (a) y = 2x + b, 

donde b es la intersección en y. 


(b) y= mx + 1 — 2m, 
donde m es la pendiente. 


(c) y=2x-3 


9. Sus gráficas tienen pendiente — 1. 


11. f() = —3x(x + 1)& — 2) 


13. (a) 8.34, cambio en mg por cada cambio de 1 año 
(b) 8.34 


15. (a) FA 
(100, 212) 


F=2C+32 


ay 


(740, —40) 


(b) 2 cambio en °F por cada cambio de 1 °C; 32, temperatura 
Fahrenheit correspondiente a 0 °C 


17. (a) T ZN pS b) > cambio en *C por cada chirrido 
por cambio de un minuto (c) 25°C 


19. (a) P = 0.10d + 1.05 — (b)595m 
21. (a) Coseno (b) Lineal 


23. (a) 15 Un modelo lineal es 
' apropiado. 


0 61000 


(b) y = —0.000105x + 14.521 


61000 


(c) y = —0.00009979x + 13.951 

(d) Alrededor de 11.5 por 100 de población 
(e) Alrededor de 6% 

(f) No 


25. (a) Véase gráfica en el inciso (b). 
(b) y = 1.88074x + 82.64974 


180 


Altura (cm) 


150 
35 55 
Longitud del fémur (cm) 


(c) 182.3 cm 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A67 


27. (a) Un modelo lineal es apropiado. Véase la gráfica 
en el inciso (b). (b) y = 1116.64x + 60188.33 


90,000 


Miles de barriles por día 


55000 


25 


Años desde 1985 


(c) En miles de barriles por día: 79171 y 90338 
29. Cuatro veces más brillante 


27. (a) N=3.1046A02%8 (b) 18 17. A 
y=2-vx 
EJERCICIOS 1.3 = PÁGINA 42 2 
1. (a) y = f(x) +3 (b) y=f(x) -3 (c) y = f(x — 3) h 
(d) y=f(x+3) (e) y=-—f() €) y=f(x) 
(9) y=3(0) (My=3f0) 
3. (93 (b)1 (04 (d5 (e) 2 
5. (a) b) 19. 5 
| y = sen (x/2) 
J 2 p 
(d) y 
l 21. 
lx 
7. y= 5 de = 1 
23. 
9. yA 
y=-x 
6 x 
25. L(A = 12 + 2sen| 2% (+ — 80) 
i l 365 
11. 27. D(t) = 5 cos[(7/6)(t — 6.75)] + 7 


29. (a) La porción de la gráfica de y = f(x) a la derecha del eje y 
es reflejada a través del eje y. 


(b) 


y=x+1 


Xy 


A68 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


31. (a) (f + Na) = x? + 5x? — 1, (—00, 00) EJERCICIOS 1.4 m PÁGINA 53 
b) (f— gl) = x? — x? + 1, (0, 00) 1(Y4 Hb 
(c) (06) = 3x5 + 6x4 — x? — 2x?, (00, 09) 3. (a) 16b? (b) 648y 
Pe 1 5. (a) f00)=b,b>0 R (© 0,2) 
(d) (x) = 4% = 1 de |x# + | (d) Véanse las figuras 4(c), 4(b) y 4(a), respectivamente 
f 7. 5 y=20* y=5' y=e" Todos se aproximan a 0 


33. (a) (f° g)(x) = 3x? + 3x + 5, (—%, 00) 
(b) (g ° f)(x) = 9x? + 33x + 30, (—%, 00) 
(e) (fe f)(x) = 9x + 20, (—%, 00) 

(d) (g ° ga) = xt + 2x? + 2x? + x, (—00, 00) 


35. (a) (f° 90) = Vix = 2, |}, <) 


(b) (go f)(x) = 4/x + 1 — 3, [-1, œ) 
©) (Foa) = Vx +1 +1,[-1,0) 


cuando x —> —%, todos 
pasan por (0, 1) y todos 
son crecientes. Cuanto 
mayor es la base, más 
rápida es la razón de 
incremento. 


Las funciones con base 
mayor que 1 son crecientes 


(d) (g ° g)(x) = 16x — 15, (~%, %) 
5 y aquellas con base menor 
2x + 6x4 q 
37. (a) (fe 9a) = — Ax] x 2, —1} que 1 son decrecientes. 
(Œ + 2)(x + 1) Estas últimas son reflexio- 
E el i nes de aquellas, a través 
(b) (g oP) EIF’ {x|x 1, 0} del eje y. 
xt + 3x +1 
o f(x) = —— c#0 
ONO ted y 
2x +3 
® yD => > {elx 2, —3} 
39. (fo g ° h)(x) = 3 sen(x?) — 2 y=10*2 
41. (fogo h(x) = yx! + 4x7 +1 
43. g(x) = 2x + x’, f(x) = xt 1l 
45. g(x) = Yx, f(x) = x/(1 + x) -2 O IS 
47. g(t) = t°, f(t) = sect tan t 
49. h(x) = Vx, g(x) =x- 1l, f(x) = Vx 15. 


51. A(t) = cos t, g(t) = sen t, f(t) = 1? 

53. (a) 4 (b)3 (œ 0 (d) No existe; f(6) = 6 no está en 
el dominio deg. (e) 4  (f) -2 

55. (a) r(t) =60t (b) (Ao rt) = 36007f; el área del círculo 
es una función de tiempo 

57. (a)s = yd? + 36 (b) d= 30t 


(c) (fe gÀ = y900r? + 36; la distancia entre el faro y el barco 
como una función del tiempo transcurrido desde el mediodía 


1 @ yea (by=e"? (c)y=-—e' 
(d)y=e* (e)y=-—e” 

19. (a) (+9, —=1) U (=1,1) U (1,%) (b) (=0, 0%) 
21. f(x) =3:2* 27. At x = 35.8 

29. (a) Véase la gráfica en el inciso (c). 

(b) f(A = 36.89301(1.06614) 

(c) 190 Alrededor de 10.87 h 


59. (a) H (b) 


V(t = 120H(1) 


V(t) = 240H(t — 5) 


Conteo de bacterias (CFU/ml) 


© 


25 
t (horas) 


61. Sí; mim> 
63. (a) f(x) =x? +6 (bd ga) =x? +x-—1 31. (a) 25mg (b) 200: 23 mg 
65. Sí (c) 10.9mg (d) 38.2 días 


33. 3.5 días 
35. P = 2614.086(1.01693); 5381 millones; 8466 millones 


EJERCICIOS 1.5 m PÁGINA 66 


1. (a) Véase definición 1. 

(b) Debe pasar la prueba de la recta horizontal. 

3. No 5 No 7.Sí 9. Sí 11. No 13. No 
15. (a)4 (b)8 17.0 


19. F= 2 C + 32; la temperatura Fahrenheit como función de la 
temperatura Celsius; [ 273.15, 00) 


m0) = 10-19-2431 
23. fUx) = 1 + In x) 25. y= e*— 3 
27. f (0) =3(?-3)x>0 10 


29. 


31. (a) fœ) =y1-x?,0=<x=1;f! y fson la misma 
función. (b) Cuarto de círculo en el primer cuadrante 

33. (a) Se define como la inversa de la función exponencial con 
base b, es decir log,x = y =D! = x. 

(b) (0,%) (c) R  (d) Véase la figura 11. 


37. (a)2  (b0)% 


Vx 


35. (a) 5  (b)3 


39. In5 41. In 


al 
43. y =108,5x Todas las gráficas 
E y=Inx se aproximan a —% 
| y =108¡p x cuando x > 0*, 


—4 todas pasan por 
as (1, 0) y todas son 
crecientes. Cuanto 
mayor es la base, 
más lenta es la 
razón de incre- 

mento. 


b) y» 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A69 


49. (a) (0,00); (—00,0) (b) e” 
(c) 


51. (a) 47 — In6) (b) (e? + 10) 
53. (a) 5 + log230r 5 + (In3)/In2 (b) 3(1 + v1 + 4e ) 
55. (a) 0<x<e  (b)x=I1n3 
57. (a) (In3,%) (b) f'(x) = In(e* + 3); R 
59. La gráfica pasa la prueba de la recta horizontal. 

5 


A 4 


-1 


FU) = EVA (YD — 27x? + 20 — VD + 27x? = 20 + 4/2), 
donde D = 3/3 /27x* — 40x? + 16; dos de las expresiones son 
complejas. 

61. (a) f (n) = (3/In 2) In(n/100); el tiempo transcurrido 
cuando hay n bacterias (b) Después de alrededor de 26.9 horas 
63. (a) m (b) 7/6 


65. (a) 7/4 (b) 7/2 

67. (a) 57/6 (b) 7/3 

71. x/V1 + x? 

73. 3 y=semix La segunda gráfica es 


reflejo de la primera 
a través de la recta 


YEAR 


ula 


75. |-2,0), [-7/2, 7/2] 


77. @ g'a) =f a) e 04 0 =(Y0f a) 


REPASO DEL CAPÍTULO 1 = PÁGINA 69 


Examen verdadero-falso 


1. Falso 3. Falso 5. Verdadero 7. Falso 

9. Verdadero 11. Falso 13. Falso 

Ejercicios 

1. (a) 2.7 (b) 2.3,5.6 (c)[-6,6]  (d) [-4,4] 

(e) [-4,4] (f) No; no pasa la prueba de la recta horizontal. 


(g) Impar; su gráfica es simétrica alrededor del origen. 


3.2a+h-2 5. (-0,1) u (2, 0), (~%, 0) U (0, æ) 
7. (-6,0),R 


A7O APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


9. (a) Desplace la gráfica 8 unidades hacia arriba. 9. (a) YA 
(b) Desplace la gráfica 8 unidades a la izquierda. 

(c) Prolongue la gráfica verticalmente por un factor de 2, luego 
desplácela 1 unidad hacia arriba. 

(d) Desplace la gráfica 2 unidades a la derecha y 2 unidades 
hacia abajo. A : 
(e) Refleje la gráfica a través del eje x. f(x) = máx{x, 1/x} 
(£) Refleje la gráfica a través de la recta y = x (suponiendo 

que fes inyectiva). 


=Y 


11. (b) YA 
1 f(x) = máx{sen x, cos x} 
13. 
y=(x— 1? +1 
x 
15. y En 0 > E 
` y= — cos 2x 


1.5  13.xe[-1,1-y3)U(1 + 43,3] 


15. 80 km/h 19. f(x) = x 


17. (a) Ninguno de los dos (b) Impar (c) Par - 
(d) Ninguno de los dos CAPÍTULO 2 


19. (a) (Fo Dí) = In” = 9), (~%, —3) U (3, 9) 


wi aeo (mr 510.5) EJERCICIOS 2.1 m PÁGINA 82 


©) (fo f)(x) = In Inx, (1, 00) 1. (a) —44.4, —38.8, —27.8, —22.2, —16.6 
(d) (g ° 9) = (+? — 9} — 9, (00, 00) (b) =33.3 (c) -333 
3. (a) (92 Gi) 1.111111 (ii) 1.010101 (iv) 1.001001 
21. Modelo exponencial; 270 millones (v) 0.666667 (vi) 0.909091 (vii) 0.990099 
27. (a) g ©) mín = 20 (viii) 0.999001 (b) 1 (© y=x-3 
(c) nm) = —4 log, m; el tiempo transcurrido cuando hay m gramos 5. (a) (i) —7.15m/s (ii) —5.19m/s (iii) —4.945 m/s 
de "PD j (iv) —4.749m/s (b) —4.7 m/s 
(d) Alrededor de 26.6 días 7. (a) G) 465m/s Gi) 5.6m/s Gii) 7.55 m/s 
P á (iv) 7m/s (b) 6.3 m/s 
PRINCIPIOS DE RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS ™ PÁGINA 76 9. (8) 01:7321, —1.0847, 2.7433, 4.3301, —2.8173, 0, 
1. a=4yh? — 16/h, donde a es la longitud de la altitud y h la 2.1651, —2.6061, —5, 3.4202; no (c) 31.4 
longitud de la hipotenusa 
7 
a EJERCICIOS 2.2 E PÁGINA 92 
5. 7. 1. Sí 


3. (a) lím -5 f(x) = % significa que los valores de f(x) pueden 
hacerse arbitrariamente grandes (tan grandes como se quiera) 
tomando a x suficientemente cerca de —5 (pero no igual a —5). 
(b) lím, f(x) = —o significa que los valores de f(x) pueden 
hacerse arbitrariamente grandes y negativos tomando a x suficien- 
temente cerca de 3 hasta valores mayores que 3. 


5. (a)2 (b)1  (c)4 (d) Noexiste (e) 3 

7. (a) -1 (b)-2 (c) Noexiste  (d)2 (e) 0 
(f) No existe  (g) 1  (h) 3 

9. (a) =% (bo (co) œ% (d) =% (e) o 

(0 x Toa 3,x=0,x=6 

11. lím FG) existe para todas las a excepto a = —1. 

13. (a) 1 (b)0 (c) Noexiste. 

15. y 17. 


19.1 21.5 23.0.25 25.15 27.1 

29. (a) —1.5 31.0 33,0 35. —% 37. —% 
39. =% 41. % 43. =% 45, —%; % 

47. (a) 2.71828 (b) 6 


A y 


49. (a) 0.998000, 0.638259, 0.358484, 0.158680, 0.038851, 
0.008928, 0.001465; 0 

(b) 0.000572, —0.000614, — 0.000907, — 0.000978, — 0.000993, 
—0.001000; —0.001 


51. Por más que nos acerquemos al origen, la gráfica parece 
constar de rectas casi verticales. Esto indica oscilaciones cada vez 
más frecuentes conforme x —> 0. 

53. x= +0.90, +2.24; x = +sen™!(m/4), +(m — sen™'(m/4)) 
55. (a) 6  (b) Menos de 0.0649 de 1 


EJERCICIOS 2.3 m PÁGINA 102 


1. (a) -6 (b)-8 (c)2 (d)-6 
(e) No existe (£) 0 
3.59 5.7% 7.390 9.3 11.5 
13. No existe 15.£  17.-10 19.5 
21. 123.5 25.1 27.757 29 -> 
31. 3x? 33. (a), (b) $ 37.7 41.6 43. -4 
45. No existe 
47. ©) () 1 
Gi) —1 
Gii) No existe 
Gv) 1 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A71 


49. (a) (1) 5 


Gi) —5 (b) No existe 


51. 7 

53. (a) (1)-2 (ii) No existe (iii) —3 
(b)GOn-1 (i)n  (c)anoes un entero. 
59.8 65. 15;-—1 


EJERCICIOS 2.4 m PÁGINA 113 


1. 0.1 (o cualquier número positivo menor) 

3. 1.44 (o cualquier número positivo menor) 

5. 0.0906 (o cualquier número positivo menor) 
7. 0.0219 (o cualquier número positivo); 

0.011 (o cualquier número positivo menor) 

9. (a) 0.01 (o cualquier número positivo menor) 


(b) 1 


mi — r 
x>2+ In(x — 1) 


11. (a) 1000/17 cm 


(b) Menos de aproximadamente 


0.0445 cm 

(c) Radio; área; y 1000/77; 1000; 5; =0.0445 

13. (a) 0.02 (b) 0.002 

35. (a) 0.093 (b) 8 =(B”? — 12)/(6B"?) — 1, donde 


B = 216 + 1088 + 124/336 + 324e + 8le? 
41. Menos de 0.1 


EJERCICIOS 2.5 = PÁGINA 124 

1. lím fŒ) = (4) 

3. (a) —4, —2, 2, 4; f(-4) no está definida y lím f(x) no existe 
paraa = —2,2 y4 mn 

(b) —4, ninguno de los dos; —2, izquierda; 2 derecha; 4, derecha 


5. YA 7. YA 


ii 


xY 
[a] 
w- 
uu 
=Y 


El 
S+ 
n| 
E 


A72 


APÉNDICE | 


Respuestas a los ejercicios con número impar 


17. f(—2) no está definida. 


23. Defina f(2) = 3 


27. (—%, 3/2) U (3/2, œ) 


31. (—o, —1] U (0, %) 


33. x=0 


. lím f@ # fO) 


~f 


35. 8 37. In2 
41. —1, derecha 


yA 


(1,1) 


45.5 47.4 


49. (a) g= Śr +e +x+1 


57. (b) (0.86, 0.87) 


69. Sí 


=Y 


59. (b) 70.347 


EJERCICIOS 2.6 = PÁGINA 137 


1. (a) Conforme x aumenta, f(x) se aproxima a 5. 


(b) Conforme x aumenta y se vuelve negativa, f(x) se aproxima a 3. 


3. (a) -2 


(b)2 (e 


J (d) =% 


(e) x=1,x 


3, y 2,y=2 


(db) go) =x +x 


67. Ninguno 


> y=5 2} AS o x=2 
I 
> l 
y + o x 
y=-5 
y "TS i 
l 
9 yA O 
A y=3 
ON A 
x=4 
11.0 13.4 15.0 17.—} 19-1 2 
23.2 25% mi 29. }(a-b) 319 
33. -æ 35. m/2  37.- 39.0 41.0 
43.(9(00 (i)-e (iio (bo 
(c) yA 
0 x 
\ x=1 
45. (a), (b) -4 47. y=4,x= -3 
49. y= 2;x= —2,x= 1 5l.x=5 53. y=3 
55. (a) 0 (b) +% 
57. f0=H 50h (05 
. IN . (a) z 
j x’ (x — 3) 4 
61. —%, —% 63. —o 


y 


65. (a) O (b) Un número infinito de veces 


1 


-25 


25 


67. 5 


0.5 


4 


69. (a) v* (b) 12 =0.47 s 


71. N>15 73. N< -—9,N< -19 
75. (a) x> 100 


EJERCICIOS 2.7 m PÁGINA 148 


1. (a) FACE) (b) ím LO) 
c=3 3 =g 
3. (92 (by=2x+1 (o) : 
1 , 
0 
5. y = -8x + 12 7. y= x+ż 


9. (a) 8a — 6a? (b) y= 2 


=i 


11. (a) Derecha: 0 <t < 1y4< t< 6; izquierda: 2 < t < 3; 
en estado de quietud: 1 <t <2 y3 <t<4 


(b) vA (m/s) 
1 —— 
0 i -— + + pa 
T (segundos) 
13. —9.6 m/s 


15. —2/a° m/s; —2 m/s; 1 m/s; + m/s 
17. g'(0), 0, g'(4), 9'(2), 9 (=2) 

19. (a) 26 (b) No  (c) Sí 

21. f(2) = 3; f'(2)= 4 

23. , 


y 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A73 


25. 27. y =3x-1 


5 1 
31. 6a — 4 33. > 7 35. = 


(a + 3) "  /L=2a 
37. f(1)=yx,a=9 39. f(1)=x%a=2 
41. f(x) = cos x,a = T o f(x) = cosír + x), a = 0 
43. 32 m/s; 32 m/s 


45. A Temperatura Mayor en magnitud 


en °F 
72 ) 


== === 


+ + > 
0 1 2 Tiempo 
(en horas) 


47. (a) In(mg/mL)/h: G) 0.15 Gi) 0.12 
Gii) 0.12  (iv)-0.11 (b) —0.12 (mg/mL)/h; Después de 
2 horas, la BAC decrece a razón de 0.12 (mg/mL)y/h. 


49. (a) G) 0.82 (ii) 1.07 (iii) 1.38 
(b) 1.23 millones de pasajeros al año 


51. (a) (i) $20.25/unidad (ii) $20.05/unidad (b) $20/unidad 


53. (a) La razón a la que cambia el costo por kilogramo de oro 
producido; dólares por kilogramo 

(b) Cuando el 50.” kilogramo de oro es producido, el costo de 
producción es de $36/kg 

(c) Decrece a corto plazo; se incrementa a largo plazo 


55. (a) H'(15) es la razón a la que cambian los costos diarios de 
calefacción con respecto a la temperatura cuando la temperatura 
exterior es °C. Las unidades son dólares/*C 

(b) Si la temperatura exterior aumenta, el edificio debería requerir 
menos calefacción, así que sería mejor que H'(15) fuera negativa. 


57. (a) La razón a la que cambia la solubilidad del oxígeno con 
respecto a la temperatura del agua; (mg/L)/*C 

(b) S'(16) = —0.25; cuando la temperatura aumenta a más 

de 16 *C, la solubilidad del oxígeno disminuye a razón de 

0.25 (mg/L)/*C. 


59. No existe. 


A74 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


61. (a) 4 La pendiente parece (b) y, La razón de cambio del porcentaje 
ser de 1. de plena capacidad es decreciente y 
se aproxima a 0. 
=Z 27 
—4 
(b) 0.25 Sí 15. v 1963 a 1971 
| | 0. 
0.4 0.4 sil 
| 0.03 | 
0.25 1950 1960 1970 1980 1990 2000 
17. YA FO)=e' 
(c) 0.005 Sí 0 


| 
| 


0.008 0.008 
x 
—0.005 
19. (a) 0,1,2,4 (b) -1,-2,-4 (c) f'(x) = 2x 
» 21. f(1)=3,R,R 23. f'(1) = 5t +6, R, R 
EJERCICIOS 2.8 = PÁGINA 160 25. f'(x) = 3x? — 3, R, R 
1. (a) -02 (b)O (@)1 (d)2 , 1 
©1 H0 -0.2 DO e 9], C, 9) 
a -7 
29. G'(t) = z (+0, =3) U (-3, 0%), (0, =3) U (-3, oo 
0 = ¿70% 3) U (53,5), (as, —3) U (73,2) 
31. f'(x) = 4x°, R, R 33. (a) f'(x) = 4x? +2 
= I y 3 £ 35. (a) La razón a la que cambia la tasa de desempleo, en por- 
210.1 2 x centaje de desempleados al año 
(b) t U'(t) t U'(t) 
3. (a) 5  (b)IV (co) I  (d) TM 
5. 1995 0.10 2000 0.10 
1996 0.05 2001 0.15 
1997 —0.05 2002 0/39 
1998 0.75 2003 0.45 
1999 —0.85 2004 0.60 
* y []e[a[a=[|=|e |. 
HO I+|R|7|1|m]> 
yA 
9. aj 
14 
y= H't) 
13. (a) La razón de cambio instantánea del porcentaje de plena 


capacidad con respecto al tiempo transcurrido en horas 0O J 14 21 28 35 42 49 7 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A75 


39. (a) La razón a la que cambia el porcentaje de energía eléctrica REPASO DEL CAPÍTULO 2 m PÁGINA 166 
producida por paneles solares, en puntos porcentuales al año. 
(b) El 1° de enero de 2002 el porcentaje de energía eléctrica pro- 
ducido por paneles solares aumentaba a una tasa de 3.5 puntos 
porcentuales al año. 

41. —4 (esquina); O (discontinuidad) 

43. 1 (indefinida); 5 (tangente vertical) 

45. 2 Ejercicios 

11.(903 (ii) 0 (ii) No existe (iv) 2 

(v) o (vi) ~œ (vii) 4 (viii) —1 

(bd) y=4y=-1 (c)x=0,x=2 (d) -3,0,2,4 


Examen verdadero-falso 

1. Falso 3. Verdadero 5. Verdadero 7. Falso 

9. Verdadero 11. Verdadero 13. Verdadero 15. Falso 
17. Verdadero 19. Verdadero 21. Falso 23. Falso 
25. Verdadero 


Derivable en —1; 
no derivable en O 


-2 1 31 53 7.3 9%% 1.4 13.5 
] 15. —0 17. 2 19. 1/2 21.x=0,y=0 23. 1 
zj 29. (a) (i) 3 (ii) O (ii) No existe 
» , > av) 0 (yo0 (mo 
47. f") 49.a=fb=f',b=f", (b) En0y3 (0) , 
51. a = aceleración, b = velocidad, c = posición 3 
53. 6x + 2; 6 g 
f" > 
o] 3 xX 
31. R 35. (a) -8 (by=-8x+17 
4 J4 37. (a) (i) 3m/s (ii) 2.75m/s (iii) 2.625 m/s 
=I (iv) 2.525 m/s  (b)2.5 m/s 
, 39. (a) 10  (b) y=10x— 16 
55. f'(x) = 4x — 3x’, © iz 


Pi 


f"(%) = 4- 6x, 
PO =-6, l | 
f&a) =0 d | 


41. (a) La razón a la que el costo cambia con respecto a la tasa 


57. (a) Fa?” 


59. f(x) = =1 six<6 y y= f'a) de interés; dólares/porcentaje anual) 
efa) 1 six>6 1 — (b) Cuando la tasa de interés aumenta más de 10%, el costo 
, > aumenta a razón de $1200/porcentaje anual). 
rac A56 0 6 x (c) Siempre es positivo 
e PAE a 43. 
61. (b) Todas las x 
() 7) =2]x| 
45. (a) f'(x) = — 
(c) 
65. (b) » y= dsjdt 
o_O 
0 ġġ 
0 3 8 10 15 19% 


47. —4 (discontinuidad), —1 (esquina), 2 (discontinuidad), 


67. 63° 5 (tangente vertical) 


A76 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


51. La razón a la que cambia el número de billetes de $20 dólares 
en circulación con respecto al tiempo; 0.156 mil millones de 
billetes al año 

53.0 


PROBLEMAS ADICIONALES = PÁGINA 169 
3. —4 5. (a) No existe (b) 1 


T.a=3+3vV5 93  11.(b) Sí 
© Fa) "+1 


mi 
a SIN 


` (c) Sí; no 
13. (a) 0 (b)1 


CAPÍTULO 3 


EJERCICIOS 3.1 m PÁGINA 180 

h 1 
1. (a) e es el número tal que lím £ 7 =1. 

> h 

(b) 0.99, 1.03; 2.7 < e < 2.8 
3. f'(x) =0 5. f'(x) = 5.2 
9. g'(x) = 2x — 6x? 11. y = 
13. F'(r) = -15/r* 15. R'(a) = 18a + 6 
17. S(p)=3p"P-1 19. y =3e*- 0 
21. h'(u) = 344? + 2Bu + C 


7. f'(t) = 61? — 6t — 4 


2 1/5 
5X 


2 

23. y = yx + N TI 25. j'(x) =2.4x'* 
27. G(q)=-2q?-2qg? 29. fu) = —ju Y — 2e” 
31. z' = —104/y" + Be” 33. y =4x-—1 
35. y= ix +2 
37. Tangente: y = —2x + 2; normal: y = lx = } 
39. y =3x-1 41. f'(x) = 4x’? — 6x? + 2x 
43. (a) (0) 4x? — 9x? — 12x +7 

50 100 

-3 5 

i |5 | | 

=10 —40 


45. f'(x) = 0.005x* — 0.06x°, f"(x) = 0.02x° — 0.12x 

47. f3)=2-Ex "4 f'a) = Ex" 

49. (a) v(t) = 31? — 3,a(t)= 6t (b) 12 m/s? 

(c) a(1) = 6 m/s? 

51. 1.718; en 12 años, la longitud del pescado aumenta a razón de 
1.718 pulg/año 

53. (a) V = 5.3/P 

(b) —0.00212; razón de cambio instantánea del volumen con 
respecto a la presión a 25 °C; m?/kPa 

55. (—2, 21), (1, —6) 59. y =3x-—3,y=3x-7 

61. y= —2x +3 

63. (+42,4 67. Pœ) =x -x+3 


69. y=¿ — +3 
71. No 


73. (a) No derivable en 3 ni en —3 
2x si|x|>3 
rofa, ie 


-3y si |x|] <3 


(b) 


75. y =2x*-x 
81. m = 4,b = —4 


77. a= -},b=2 79. —} 
83. 1000 85. 3; 1 


EJERCICIOS 3.2 m PÁGINA 188 

1. 1 — 2x + 6x? — 8x? 3. F O= e Bx? +x-.5) 
5, y" = (x = 2)e*/x* 7. g'(x) = 5/2x + 1) 

9. H'(u) = 2u — 1 


14 9 x(—x? — 3x — 2) 
11. F'(y)=5+ += 13. y = 
(y) y y Y œ= 1? 
y 4-8 + 67409 
15. y = 2 2 
(1? — 4+3) 
| y ,_ 3- 2ys 
17. y = 2w -— 1/vv 19. y = ES 
ds E a ret + 2e) 
21. W= Y 23. f'(x) = rey 
=ACe* 
25. f'(x) = +5 
Fo) (B + Ce? 


27. (x? + 3x? + 1)e* (x? + 6x? + 6x + 1)e* 
x(Q + 2e* — xe*) 
(1 + ery i 
2 + 4e* — 4xe* — x'e” + 2e™ — 4xe™ + x'e™ 
(1 ++ ey 


29. 


3 33. y = 2x; y = -4x 
35. (a) y=4x+1 (b) 15 


(+1, 0.5) 


al 


Í 4 


<05 


37. (a) e + 3x — x- 1) 
(b) 2 


39. (a) œ = 


w+ 


(b) 


41. } 43. (a) -16 (b) -2 (c) 20 45.7 

47. y=—2x+18 49. (a) 0 (b) -4 

51. (a) y =xg (x) +g(x)  (b) y = ar 
yx (0) — ga) Lg] 

(c) y = A 


53. Dos, (-2+/3,541 + y3) 55. 1 
57. $1.627 miles de millones/año 
0.0021 

59 == 

(0.015 + [S]? 
La razón de cambio de la rapidez de una reacción enzimática con 
respecto a la concentración de un sustrato S. 
61. (c) 3e% 
63. f'(x) = (x? + 2x)e*, f" (x) = (x? + 4x + 2)e*, 
F"E) = (x + 6x + 6Je%, f(x) = (1? + 8x + 12)e*, 
fx) = (x? + 10x + 20)e% £M(x) = [x? + 2nx + n(n — 1)]e* 


EJERCICIOS 3.3 m PÁGINA 196 


1. f'(x) = x? cos x + 2x sen x 3. f'(x) = e*(cos x — sen x) 
5. g'(t) = 3ť cos t — t° sent 


7. h'(0) = —csc O cot 0 + e*(cot O — csc?0) 


ls 2 — tan x + x sec’x 11. f0) = 
Es (2 — tan xy? Co 1 + cos0 
(t? + t)cost + sent 
13. y 3 
Í G +t) 
15. f'(0) = $ sen20 + 0 cos 20 
21. y=x+1 23. y=x-"w-1 


25. (a) y=2x (b) 37 


27. (a) sec x tanx — 1 
29. 0 cosð + sen 8; 2 cos 0 — 8 sen 0 


APÉNDICE | 


Respuestas a los ejercicios con número impar 


A77 


31. (a) f'(x) = (1 + tan x)/secx (b) f'(x) = cosx + senx 
33. (2n + l)r + im, n un entero 
35. (a) v(t) = 8 cos t, alt) = —8 sen t 
(b) 4/3, —4, —4/3; a la izquierda 
37. 3m/rad 39.3 41.3 43. -į 
45.5 47. —} 49. -y2 51. —cosx 
53. A = -ġ, B = -5 

a sen x 
55. (a) secx = 3 (b) sec x tan x = z 

cos”x cos”x 
cotx — 1 
(c) cos x — senx = 
CSC x 

57. 1 


EJERCICIOS 3.4 m PÁGINA 204 


1. 4 cos 4x 


3. —20x(1 — x°)’ 


7. F'(x) = 24x"!(5x° + 2} (5x° + 1) 


9. f'(x) = T 11. f'(0) = —20 sen (0?) 
13. y =xe *(2 — 3x) 15. f'(t) = e“(b cos bt + a sen bt) 
17. F= Qx — 3) (1? + x + 1)(28x? — 12x — 7) 
19. h(t) = 1 + DPRr — 1P20P + 181 — 1) 
21. y = RAAE 23. y' = (sec? 0) en" 
oT JAN: SE D Y 2/1 
25. g'(u) = e > 27. r(t) = MITO" ~ 
3 2(r? — 1} (r? + 3r + 5) 
29. H'(r) TS 
31. F'(t) =e'*"*(21cos 21 + sen 21) 
Cix 
33. G'(x) = -C (in 4) a 
35. y' = 2 cosítan 2x) sec*(2x) 
37. y’ = —2 cos0 cot(sen 0) csc*(sen 9) 
39. f'(t) = —sec*(sec[cos £)) sec(cos t) tanícos t) sen t 
41. f'(t) = secUe)e" + e"! sect 
43. g'(x) = 21? p(In a) (2ra™ + n) 'a™ 
ds yt 7 cos(tan mx) sec?*(1rx) seny/senítan rx) 
2ysenítan mx) 
47. y' = —3 cos 30 sen(sen 30); 
y” = —9 cos1(30) cos(sen 30) + 9(sen 30) sen (sen 30) 
49. y = —sec t tant 
2/1 = sect” 

,  sect(3sect — 4 sect — sec t + 2) 
id 4(1 — sec t)?” 
51. y= (In2)x + 1 53. y= -x+ 77 
55, (a) y=4x+1 (b) a 


- | 


A78 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


57 a) = 2 — 2x? 

O 
59. ((T/2) + 2nr, 3), ((37/2) + 2n7r, —1), n un entero 
61.24 63. (a) 30 (b) 36 
65. (a) f  (b) No existe (c) -2 67. —¿y2 
69. (a) F'(x) =erf(e) (0) Ea) = e f(x) 
71. 120 73. 96 
77. -2% cos 2x 79. v(t) = r cos(10rr1) cm/s 

dB Tr 2t 

81. (a) F7 54 cos 54 (b) 0.16 
83. v(t) = 2e “(27 cos 27rt — 1.5 sen 2711) 


2 


15 
sS v 
0 2 0 2 
1 -7 


85. (a) 0.0075 (mg/mL)/min (b) 0.0030 (mg/mL)/min 

87. dv/dt es la razón de cambio de velocidad con respecto al 
tiempo; dv/ds es la razón de cambio de la velocidad con respecto 
al desplazamiento 

89. (a) Q = ab' donde a = 100.01244 and b = 0.000045146 
(b) —670.63 pA 

91. (b) La forma factorizada 95. (b) —n cos™'x sen[(n + 1)x] 


EJERCICIOS 3.5 = PÁGINA 215 


1. (a) y = —(y + 2 + 6x)/x 
(b) y = (4/x) — 2 — 3x, y' (4/x?) — 3 


3. (y =-Yy/Vx (My=(1- 41), y =1- Yyx 


, BDX E 2x(2x? + y?) 
S y =m y = == 
y — 2x y(Qx? + 3y) 
i x(x + 2y) y —2xy?—seny 
9. y z f — ny =s 
2x%y + 4xy* + 2y + x° 2x°y + x cos y 
i3 y E. pg y EA 
ki / ey Se y 
á 8y? LA y [=i á y? — xe” 
L+ dy? ty + ty? — 2) 
17. y z y y sd 2 - Xy 
x= Zxy = 2x y 
cos(xy) + sen(x + 
19, y = o, CAS ls 
i xcos(xy) + sen(x + y) 
=9 4. + SiS 6x 2 
23. x' 2? a D 25. y= iy 
4x’y? — 3x%y + 2y? 2 
27. y=įx-—} 29. y=x+3 31. y= -29x +8 
33. (a) y=5x-3 (0) s 
(1,2) | 
> f 
= 
cos?y cos x + sen?x sen 
35. -1/(4y) 37. > 2 39, 1/e? 


cos*y 


41. (a) 4 Ocho; x = 0.42, 1.58 


(b) y=-=x+1y=1x+2 (0) 1+14/3 
43 (+5 3; +3) 45. (x0x/a?) — (yoy/b?) = 1 
49. y' l 51. y t 
Ey y = 
24/x(1 + x) i y= 
53. F'(x) = a + sec” (x*) 55. h'(1)=0 
Sa 
[2 = b? 
57. y =sen lx 59, y = 
y ` a + bcosx 
61. 1 x arcsen x 
yl — x? 
65. yA 67. y 
n. a PV) (b) =—4.04 L /at 
. (a - =—4. atm 
PV? — raV + 2rab 
73. (+3,0) 75. (=1,—1), (1,1) 77. (b) Å 


79. (a) 0 (b) => 


EJERCICIOS 3.6 m PÁGINA 223 


1. La fórmula de derivación es la más simple. 


1 1 
3. f(x) = ema 5. f(x) = my 
— sen x 


7. f'(x) 9. g'(x) = + =2 


(1 + cos x) In 10 


2 sent 
11. F'(t) =1meInrcos+ - ) 


2x? — 1 

13. g' = 15. F'(s) = 
a x(x? — 1) (s) sins 
1 
17. T'(z) = > + In z) 
zln2 
—x > a 

19. y = EF 21. y' = sec*[ In(ax + b)] a 


23. y = (2 + Inx)/(2/x); y” = —In x/(4x/x) 
25. y' = tan x; y” = sec?x 
: 2 1-= w= he- 1). 
m= E O EEE AER TE 
(1,1 +e) U (1 + e,%) 
ra a. Er T 
29. f(x) = PoS y „0) U (2,0) 31.2 


33. y =3x-9 35. cosx + 1/x 37. 7 
10 24x* 
39. y = (2x + 1) (a? — 3) | 
a EA 2) 
rn NE zid i 2x? 
G +1 2-2 x+] 
43. y =x"(1 + lnx) 
sen x 
45. y'= pen + cos x In y 
x 
47. y' = (cos x)'(—x tan x + In cos x) 
49. y' = (tan y a uns) 
xtanx X 
2x (—1)"!(n — 1)! 
51. y = —— < 53340) = A 
7 x*+y?=2y FU) (x — 1)” 
EJERCICIOS 3.7 m PÁGINA 233 
1. (a) 31 — 16t +24 (b) 11 m/s (c) Nunca (d) Siempre 
(e) 72m 
Œ) (g) 6t — 16; —10 m/s? 
120 16 5 
s=0 s=72 
(h) so (i) Aceleración cuando 


t > $; reducción de velocidad 
cuando 0 <= < 3 


—20 
3. (a) (1/2) cos(1rt/2) (b) 0m/s 
(c) t = 2n + 1, t un entero no negativo 
(d) 0<żt<1,3<t<5, 7< t< 9,y así sucesivamente (e) 6m 
(2) (—7?/4) sen(7t/2); 


(5) t=6 
s=0 —11?/4 m/s? 
t=5 
íss s=1 
s=-1 
t=1 
s=1 
e > 
1=0 $ 
s=0 
h) 3 


a 


=3 
(1) Aceleración cuando 1 < t < 2,3 <t <4, y 5< t< 6; 
reducción de velocidad cuando 0 <1<1,2<1<3,y4<1<5 
5. (a) Aceleración cuando 0<1<102<1< 3; 
reducción de velocidad cuando 1 <1<2 
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(b) Aceleración cuando 1 < t< 203 < t< 4; 

reducción de velocidad cuando 0 < t< 102 <t<3 

7. (a) 4.9 m/s; —14.7 m/s (b) Después de 2.5s (c) 32; m 
(d) =5.08s (e) =-—25.3 m/s 

9. (a) 7.56m/s (b) =6.24 m/s; =—6.24 m/s 

11. (a) 30 mm/mnm,; la razón a la que aumenta el área 

con respecto a la longitud por lado cuando x llega a 15 mm 

(b) AA = 2x Ax 

13. (a) (1) 5m (ii) 4.5m (ii) 4.17 

(b) 47 (©) AA = 27r Ar 

15. (a) 1607r cm/cm (b) 3207 cm?/cm 
La razón aumenta conforme el radio aumenta. 
17. (a) 6kg/m (b) 12 kg/m (c) 18 kg/m 

En el extremo derecho; en el extremo izquierdo 

19. (a) 475A (b) 5A;t=żŻs 

23. (a) dV/dP = —C/P? (b) Al principio 

25. 400(3') In 3; =6850 bacterias /h 

27. (a) 16 millones/año; 78.5 millones/año 

(b) P(1) = at? + bt? + ct + d, donde a ~ —0.0002849, 

b =0.5224331, c = -6.395641, d = 1720.586 

(c) P'(t) = 3at? + 2bt + c 

(d) 14.16 millones/año (menor); 71.72 millones/año (menor) 
(e) f'(1) = (1.43653 X 10°) - (1.01395) In 1.01395 

(£) 26.25 millones/año (mayor); 60.28 millones/año (menor) 
(g) P'(85) = 76.24 millones/año, f'(85) = 64.61 millones/año 
29. (a) 0.926 cm/s; 0.694 cm/s; 0 

(b) 0; —92.6 (cm/s)/cm; — 185.2 (cm/s)/cm 

(c) En el centro; en la orilla 

31. (a) C'(x) = 3 + 0.02x + 0.0006x? 

(b) $11/par; la razón a la que el costo cambia cuando se produce 
el 100.* par de jeans; el costo del 101.* par 

(c) $11.07 

33. (a) [xp'(x) — p()1/x?; la productividad promedio aumenta 
conforme se añaden nuevos trabajadores. 


(c) 4807 cm?/cm 


35 A 3/90? = 8c + 9c — 4 ds 
; = ; la razón de cambio 
de YIP = 8e (3c + y/9c? — 8c ) 


de duración de la diálisis requerida con respecto 

a la concentración de urea inicial. 

37. —0.2436 K/min 

39. (a) 0y 0 b) C=0 

(c) (0, 0), (500, 50); es posible para que la especie coexista. 


EJERCICIOS 3.8 m PÁGINA 242 


1. Alrededor de 136 

3. (a) 100(4.2) (b) =7409 
(d) (In 100)/(In 4.2) = 3.2 h 

5. (a) 1508 millones, 1871 millones (b) 2161 millones 
(c) 3972 millones; guerras en la primera mitad del siglo, 
aumento de la esperanza de vida en la segunda mitad 

7. (a) Ce 8% (b) —2000 In 0.9 = 211 s 


(c) =10,632 bacterias/h 


9. (a) 100 x 2 mg (b) =9.92mg (c) =199,3 años 
11. =2500 años 13. Sí; 12.5 miles de millones de años 
15. (a) =~ 58°C (b) = 98 min 

17. (a) 133%C (b) =67.74 min 

19. (a) =64.5kPa (b) =39.9 kPa 


A80 APÉNDICE | 


21. (a) (i) $3828.84 (ii) $3840.25 (iii) $3850.08 
(iv) $3851.61 (v) $3852.01 (vi) $3852.08 
(b) dA/dt = 0.05A, A(0) = 3000 


EJERCICIOS 3.9 m PÁGINA 249 

1. dV/dt = 3x? dx/dt 3. 48 cm/s 5. 3/57) m/min 

7. 12877 cm/min 9. (a)1  (b) 25 11. —18 

13. (a) La altitud del avión es 2 km y su velocidad es de 800 km/h. 
(b) La razón a la que aumenta la distancia del avión a la estación 


cuando el avión está a 3 km de la estación 
(c) x (d) y =x? +4 


(e) $2/5 km/h 


15. (a) La altura del poste (6 m), la altura del hombre (2 m) y la 
velocidad del hombre (1.5 m/s) 
(b) La razón a la que se mueve la punta de la sombra del hombre 
cuando él está a 10 m del poste 


6 _ x+y 
(c) (057 


(e) ¿m/s 


XxX y 
17. 78km/h 19. 8064/,/8,334,400 = 2.79 m/s 
21. —1.6cm/min 23. £ =~ 55.4 km/h 
25. (10,000 + 800,0007/9) = 2.89 X 10% cm'/min 
27. ¥cm/min 29. 4/(3) = 0.42 m/min 
31. 150/3cmY/min 33. 5m 35. mr’cm?/h 
37. 80cm'/min 39. $% = 0.132 Q/s 
41. 4717/21 = 0.396 m/min 
43. (a) 120m/s (b) =0.107 rad/s 
45. Prrkm/min  47.1650//31 ~ 296 km/h 
49. 1/15 = 6.78 m/s 


EJERCICIOS 3.10 = PÁGINA 256 

1. L(x)=16x+23 3. L(x) =3x+1 
5. y1= x~ 1- }x; 
V0.9 = 0.95, 

10.99 = 0.995 


7. —0.383 < x < 0.516 


9. —0.045 < x < 0.055 


11. (a) dy = (1 — 4xe Y dx (b) dy= — 4 
13. (a) dy = a LEA bos i 
2/1 (1 + v?y 
15. (a) dy = e" dx (b) 0.01 
17. (a) dy = —Í=dx (b) —0.05 


o 


Respuestas a los ejercicios con número impar 


19 


. Ay=1.25,dy=1 


21. Ay = 0.34, dy = 0.4 
Xx 
23. 15.968 25. 10.003 27. 1.1 O 
33. (a) 270cm*,0.01,1% (b) 36 cn”, 0.006, 0.6% 
35. (a) 84/17 = 27 cm?; Sá = 0.012 = 1.2% 
(b) 1764/17? = 179 cm”; 5 = 0.018 = 1.8% 
37. (a) 2rrrh Ar (b) r(Ar'h 
43. (a) 4.8,5.2 (b) Demasiado grande 
EJERCICIOS 3.11 = PÁGINA 264 
1. (a) 0  (b) 1 3. (a) B (b) He + e?) = 74.20995 
5. (a) 1 (b)O 
21. sech x = 3, senh x = 4, sch x = å, tanh x = a coth x = Al 
23. (a) 1 (b-1 (c)o  (d)-o (e)0 (f) 1 
(92 mM- (10 (93 
h? 2 
31. f'(x) = ut. 33. h'(x) = 2x cosh(x?) 
35. g'(x) = (1/x)senh(n x) 
37. y’ = 3e%% senh 3x 
t 
39. g'(t) = coth yt? + 1 — PET esch?yt? + 1 
2 
41. Ga) —2 senh x 
i x) = 5 
(1 + cosh x)? 
43. y' =senh (x/3) 45. y' = —csc x 
51. (a) 0.3572 (b) 70.34 
53. (a) 16450m (b) 120 m; 164.13 m 
55. (b) y = 2 senh 3x — 4 cosh 3x 
57. (In(1 + /2), /2) 
REPASO DEL CAPÍTULO 3 =m PÁGINA 266 
Examen verdadero-falso 
1. Verdadero 3. Verdadero 5. Falso 7. Falso 
9. Verdadero 11. Verdadero 13. Verdadero 15. Verdadero 


Ejercicios 
1 4 
2Vx 33x1 
5. x(mxcosmx + 2 senrx) 


81 l+Inx cos yx — yx sen Vx 
7T —— 9. . 
(4 + 1) xInx 2./x 
sa E2) 


E l — xseny — x’ 


1. 6x(x* — 3x? + 5 (2x? — 3) 3; 


13. 2xy — Cos y 


17. 


1 1-P a t 
Jas MA l + =) 
21. 3™(n3)(1 + Inx) 23. -x — 1)? 
2x — y cos(xy) 2 
' (1+2x)In5 

4x 
1 + 16x? 
35. —6x csc? (3x? + 5) 


25. 
xcos(xy) + 1 


29. cotx — sen x cos x 31. + tan™!(4x) 


33. 5 sec 5x 
3x? 


Za/1 + x? 


37. cos(tan yl + x? )(sec2/1 + 15) 


39. 2 cos 0 tan(sen 0) sec*(sen 0) 


2 — x (3x? — =32 
41. ( NE 33x — 52) 43. 2x* cosh(x?) + senh(x?) 
24x + 1(x + 3) 


cosh x 
45. 3 tanh 3x 47. — == 
y senh?x — 1 
rE =3 sen[e 23) o Vin 3: sec'(3x) e E 
E 2ytan 3x =A 
53. —5xt/y" 57. y =24/3x + 1 — my3/3 


59. y=2x+1 


61. y =-x+2y=x+2 


65. (1/4, J2 ), (57/4, -/2) 
69. (a) 4 (0)6 ©%  (d) 12 
71. 2xg(x) + x%9'(x) 73. 2g(x)9(x) 
75. gler)er 77. g'(x)/g(x) 
ELAD + gw OF 
L + gw 
81. f'(g(sen 4x))g' (sen 4x)(cos 4x)(4) 
83. (-30) 85. y = —4x? + x 
87. v(t) = —Ae [c cos(wt + 8) + w sen(wt + 8)], 
alt) = Ae™Ä[(c? — w°) cos(wt + 8) + 2cw sen(wt + 5)] 


79. 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A81 


89. (a) v(t) = 31? — 12; alt) = 6t 
(c) 23 (d) 20 


y 


b) 1>2:0<1<2 


posición 


-15 


(0) 1>2:0:<1t<2 

91. 4kg/m 

93. (a) 200(3.24) (b) =22,040 

(c) =25,910 bacterias /h (d) (In 50)/(n 3.24) = 3.33 h 
95. (a) Cve* (b) =100h 97. $ cm?/min 

99. 117//666 = 4.53 m/s 101. 400 pies/h 

103. (a) L(x) =1+x;Y/1 + 3x = 1 + x; 41.03 = 1.01 


(b) 0.23 < x < 0.40 
> d 

105. 12 + ôr ~ 16.7cm? 107. [Lor] =2 

7 > i 7 


109. } 111. 2 


PROBLEMAS ADICIONALES = PÁGINA 271 


1. (=/3/2,}) 5.3/2 11. (0,3) 
13. 3 rectas; (0, 2), (§V2 , 3) y GV2. 3). (5V2. 3) y 


(-5v2, 3) 
15. (a) 4m /3//11 rad/s (b) 40(cos0 + /8 + cos?0) cm 


(c) —48077 sen 0 (1 + cos0//8 + cos?0 ) cm/s 
19. xr E (3,09), yr E (2,0%), xy E (0,3), yv € (-5, 0) 


21. (b) (i) 53° (0 127%) (ii) 63° (o 117°) 
23. R se aproxima al punto medio del radio AO. 


25. -sena 27. 2ye 31. (1, —2), (—1, 0) 
33. /29/58 35. 2 + r ~ 11.204 cm?/min 
CAPÍTULO 4 


EJERCICIOS 4.1 m PÁGINA 283 


Abreviaturas: abs, absoluto; loc, local; máx, máximo; 

mín, mínimo 

1. Mín abs: el menor valor de la función en su dominio completo; 
mín loc en c: el menor valor de la función cuando x está cerca de c 
3. Máx abs en s, mín abs en r, máx loc en c, mín loc en b y r, 

ni un máx ni un mín en a y d 

5. Máx abs f(4) = 5, máx loc f(4) = 5 y f(6) = 4, 

mín loc f(2) =2 y f(1) = (5) = 3 
7. y 9. 


N w 
NU RA V 


A82 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


11. (a) y (b) y EJERCICIOS 4.2 m PÁGINA 291 


1. 1,5 

3. (a) ges continua en [0, 8] y derivable en (0, 8). 
(b) 2.2, 6.4 (c) 3.7, 5.5 

5.1 7.7 

9. fno es derivable en (— 1, 1) 11. 1 


13. m[1 e] 15. 1;sí 
17. f no es continua en 3 25. 16 27. No 33. No 


(c) 


EJERCICIOS 4.3 m PÁGINA 300 


1. (a) (1,3), (4,6) (b) (0,1),(3,4) (©) (0,2) 
(d) (2, 4), (4,6) (e) (2,3) 

3. (a) Prueba C/D (b) Prueba de concavidad 

(c) Determine puntos en los que la concavidad cambia. 
13. (a) YA (b) YA 5. (a) Cre en (1, 5); dec en (0, 1) y (5, 6) 

(b) Máx loc en x = 5, mín loc en x = 1 

7: (a) 3,5 (b) 2,4,6 (c) 1,7 

9. (a) Cre en (—%, —1), (3, o); dec en (— 1, 3) 

> 3 > (b) Máx loc f(—1) = 9; mín loc f(3) = —23 

(c) CA en (1, œ), CB en (—%, 1); PI (1, —7) 


0 11. (a) Cre en (—1, 0), (1, œ); dec en (—0, —1), (0, 1) 
(b) Máx loc f(0) = 3; mín loc f(+1) = 2 

15. Máx abs f(3)=4 17. Máxabs f(1) = 1 © CA en (7%, 3/3), (V3/3, e 
19. Mín abs f(0) = 0 CB en (-4/3/3, 43/3); PL(+43/3, Y) 
21. Máx abs f(7r/2) = 1; mín abs f(—11/2) = —1 13. (a) Cre en (0, 7/4), (57/4, 271); dec en (1/4, 57/4) 
23. Máx abs f(2) = In2 25. Máx abs f(0) = 1 (b) Máx loc f(1r/4) = y/2; mín loc f(57/4) = =y2 
27. Mín abs f(1)= -1 29. -2 31. -2,3 33.0 (c) CA en (37/4, 77/4); CB en (0, 37/4), (17/4, 27); 
35. 0,2 37. 0, ; 39. 0, z 4 41. nm (n un entero) PI (37/4, 0), (77/4, 0) 
43. 0,5 45. 10 47. f(0) = 5, f(2) = -7 15. (a) Cre en (Lin 2, 00); dec en (—o, —2 In 2) 


9. f(—1) = 8, f(2) = -19 . f(—2) = 33, f(2) = -31 i SA Ki 
e ea ch o ASA (b) Mín loc f(—$1n 2) = 2% +23 (c) CA en (0,0) 


55. f(4) = 4 — 34, f(/3/9) = -24/3/9 le w o -o pda (0,1) (b) Mínloc f(1) = 0 
NE , ©); ningún 

57. f(1/6) = 4v3, f(1/2) = 0 19. Máx loc f(—1) = 7; mín loc f(1) = —1 

59. f(e?) = 1/Qe), fÈ) = —41n2 f i 


21. Mín] 1)=-! 
61. f1) =1m3, f(-J) = n3 ín loc f(r) = —4 


wo 


23. (a) f tiene un máximo local en 2. 


63. f E __ ab (b) f tiene una tangente horizontal en 6. 
““kaz+b (a + by A 
25. y 
65. (a) 2.19,1.81 (b) V3 +2, -£y2 +2 (2) ? (b) ii 


67. (a) 0.32,0.00 (b) 3,0 
69. 0.177 mg/mL; 21.4min 71. =3.9665%C 


73. El más barato, t = 0.855 (junio de 1994); 
el más caro, t = 4.618 (marzo de 1998) 


75. (a) r=$r (b) v=%kri 
(œ) vA 


EAEAN 
27Kr5 


27. 


w 
> 


=Y 


= 


31. 


33. (a) No 
(b) Sí YA 
4 
PI PI 
-1 0 I? E 
(c) YA 
4 
PI PI 


-1 0 1 2 x 


35. (a) Cre en (0, 2), (4, 6), (8, 00); y 
dec en (2, 4), (6, 8) 

(b) Máx loc en x = 2, 6; 

mín loc en x = 4, 8 

(c) CA en (3, 6), (6, œ); 
CBen(0,3)  (d) 3 

(e) Véase la gráfica de la derecha. 


37. (a) Cre en (—%, —1), (2, œ); dec en (—1, 2) 
(b) Máx loc f(—1) = 7; f(2) = -20 

(c) CA en (3, ©), CB en (—%, 3); PI (3, —5) 

(d) 


(2, —20) 


39. (a) Cre en (—2, 0), (2, œ); dec en (—œ%, —2), (0, 2) 
(b) Máx loc f(0) = 3; mín loc f(+2) = —5 


APÉNDICE | 


(d) 


(2,5) 


(2,=5) 


41. (a) Cre en (—0o, —1), (0, 1); 
dec en (— 1, 0), (1, œ) 

(b) Máx loc f(—1) = 3, f(1) = 3; 
mín loc f(0)=2 _ O 

(c) CA en (-1/4/3, 1/43) 

CB en (—%, —1/43), (1/43, 00); 
PI (+1/43, 5) 


(d) Véase la gráfica de la derecha. 


43. (a) Cre en (—%, 4); 

dec en (4, 6) 

(b) Máx loc F(4) = 4/2 

(c) CB en (—%, 6); ningún PI 

(d) Véase la gráfica de la derecha. 


45. (a) Cre en (— 1, 00); 

dec en (—%, —1) 

(b) Mín loc C(-1) = -3 

(c) CA en (—%, 0), (2, o); 

CB en (0, 2); 

PI (0, 0), (2, 643/2) 

(d) Véase la gráfica de la derecha. 


47. (a) Cre en (7, 27); 

dec en (0, 77) 

(b) Mín loc f(r) = —1 

(c) CA en (7/3, 57/3); 

CB en (0, 7/3), (577/3, 271); 

PI (7/3, 3), (57/3, 3) 

(d) Véase la gráfica de la derecha. 


49. (a) AVx=0;AH y = 1 

(b) Cre en (0, 2); 

dec en (—%, 0), (2, œ) 

(c) Máx loc f(2) =$ 

(d) CA en (3, 00); 

CB en (—%, 0), (0, 3); PI (3, +) 
(e) Véase la gráfica de la derecha. 


51. (a) AHy=0 

(b) Dec en (—%, 00) 

(c) Ninguno 

(d) CA en (—%, 00) 

(e) Véase la gráfica de la derecha. 


=v 


Respuestas a los ejercicios con número impar 


A83 


JA 


A84 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


53. (a) AHy=0 y 
(b) Cre en (—%, 0), 
dec en (0, 00) 


(c) Máx loc f(0) = 1 
(d) CA en (—%, —-1/2), 
(1/42, æ); CB en (-1/42, 1/42); PI (+1/y2, e?) 


(e) Véase la gráfica de la derecha. 


55. (a) AVx=0,x=e 

(b) Dec en (0, e) 

(c) Ninguno 

(d) CA en (0, 1); CB on (1, e); 
PI (1, 0) 

(e) Véase la gráfica de la derecha. 


=y 


57. (3,00) 

59. (a) Máx loc y abs f(1) = y/2, ningún mín (b) 4(3 — v17) 
61. (b) CB en (0, 0.85), (1.57, 2.29); CA en (0.85, 1.57), 
(2.29, 7r); PI (0.85, 0.74), (1.57, 0), (2.29, —0.74) 

63. CA en (—%, —0.6), (0.0, co); CB en (—0.6, 0.0) 

65. (a) La razón de incremento es inicialmente muy reducida, 
aumenta a un máximo en ź = 8 h, luego decrece hacia 0. 

(b) Cuando += 8 (c) CA en (0, 8); CB on (8, 18) 

(d) (8, 350) 

67. Sea f(t) el déficit nacional en el año 1. El economista dijo 
que para este año f'(1) > 0 y f”(t)< 0. 

69. K(3) — K(2); CB 

71. 28.57 min, cuando la razón de incremento del nivel de 


medicinas en el torrente sanguíneo es la mayor; 85.71 min, 
cuando la razón de decremento es la mayor 


73. f(x) = i2x + 31? — 12x + 7) 
75. (a) a=0,b=-—1 (b) y= —xen(0, 0) 


EJERCICIOS 4.4 m PÁGINA 311 


1. (a) Indeterminada (b) 0 (c) O 
(d) o, —o, o no existe (e) Indeterminada 
3. (a) -o (b) Indeterminada (c) % 


53 7.1 96 11. —} 

13. =% 15.2 17.4} 19.0 21. —% 

23.5 25.3 27.5) 29.1 31.1 

33. 1/In3 35.0 37.0 39. a/b 

41. łaa — 1) 43.3 45.3 47.0 49. -2/7 
51.) 53.) 55,0% 57,1 59. e° 


61. l/e 63.1 
7h 75.1 


77. f tiene un mínimo absoluto para c > 0. Cuando c aumenta, 
el mínimo apunta más lejos del origen. 
81. (a) M; la población debería aproximarse a su tamaño máximo 
(b) Poe*; exponencial 
91. (a) 0 


conforme el tiempo aumenta. 
83. fa 85.3 87.56 


EJERCICIOS 4.5 m PÁGINA 321 
Abreviaturas: int, intersección; Al, asíntota inclinada 


1. A.R B. Ineny=0;intenx= —3,0 
C. Ninguno D. Ninguno 

E. Cre en (—oo, —2), (0, 00); 

dec en (—2, 0) 

F. Máx loc f(-2) = 4; 

mín loc f(0) = 0 

G. CA en (—1, œ); CB en (—%, —1); 
PI (—1, 2) 

H. Véase la gráfica de la derecha. 


=v 


3.A.R B. hteny=2; 
inten x = 2, 47 + 345) 
C. Ninguno D. Ninguno 


E. Cre en (1, 5); 

dec en (—0o, 1), (5, 00) 

F. loc Mín f(1) = —5 

máx loc f(5) = 27 

G. CA en (—%, 3) 

CB en (3, œ); PI (3, 11) 

H. Véase la gráfica de la derecha. 


5. A.R B.Inteny=0;intenx=0,4y, 
C. Ninguno D. Ninguno 

E. Cre en (1, co); dec en (—%, 1) 
F. Mín loc f(1) = -27 

G. CA en (—%, 2), (4, 00); 


CB en (2, 4); 

PI (2, —16), (4, 0) 

H. Véase la gráfica de la derecha. (1,27) 

7. A.R B. Inteny=0;intenx=0 YA 

C. Alrededor de (0,0) D. Ninguno 

E. Cre en (—%, 00) (2, 256) 
F. Ninguno 

G. CA en (-2, 0), (2, 00); x 
CB en (—%, —2), (0, 2); (, 

PI (—2, —F), (o, 0), (2, FE) 

H. Véase la gráfica de la derecha. 

9. A. (—%, 0) U (0, 2) U (2, 00) + 

B. Intenx =-2 

C. Ninguno D. AVx=0,AHy= 1 (2,2) 

E. Dec en (—%, 0), (0, 2), (2, œ) y 

F. Ninguno > > A 
G. CA en (0, 2), (2, 00); 

CB en (—%, 0) 

H. Véase la gráfica de la derecha. 

11. A. (9, 1) U (1, 2) U (2, œ) y q 

B. Inten y = 0; intenx =0 C. Ninguno 

D. AH y = —1; AV x = 2 

E. Cre en (—%, 1), (1, 2), (2, œ) > 


F. Ninguno 

G. CA en (—%, 1), (1, 2); 

CB en (2, œ) 

H. Véase la gráfica de la derecha. 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A85 


13. A. (~œ, —2) U (—2, 2) U (2,%) B.Inteny=0;intenx=0 25. A.R B. Inteny=0; intenx=0 


C. Alrededor de (0,0) D. AV x= +2; AHy=0 C. Alrededor de (0, 0) y=1 
E. Dec en (—%, —2), (—2, 2), (2, œ) si D. AHy = 1 = 
F. Ningún extremo local x=-2 E. Cre en (—~%,%) F. Ninguno -— AR > 
G. CA en (-2, 0), (2, 00); G. CA en (—%, 0); Z E 
CB en (—%, —2), (0, 2); PI (0, 0) CB en (0, œ); PI (0, 0) j=- 
H. Véase la gráfica de la derecha. (0,0) H. Véase la gráfica de la derecha. 
x 27. A. [-1,0)U(0,1] B. Intenx ==+1 C. Alrededor de (0, 0) 
D.AVx=0 y 
x=2 E. Dec en (—1, 0), (0, 1) 
i h F. Ninguno 
G. CA en (—1, -y2/3), e as 


15. A. R B. Inteny=0; intenx=0 
C. Alrededor del eje y 
D. AHy=1 

E. Cre en (0, œ); dec en (—%, 0) 


(0, V273); ps 
CB en (-y/2/3, 0), (V273, 1); 
PI (2/3, 21//2) 


F. Mín loc f (0) = 0 H. Véase la gráfica de la derecha. 

G. CA en (=43, v3 ):_ 29. A. R B. Inten y =0; inten x = +34/3, 0 C. Alrededor de (0, 0) 

CB en Le 43), (43, 00); D. Ninguno E. Cre en (—0, —1), (1, œ); dec en (—1, 1) 

PI (+3,43) F. Máx loc f(-1) = 2; 

H. Véase la gráfica de la derecha. mín loc f(1) = —2 

17. A. (—%,0) U (0,%) B. Intenx=1 , G. CA en (0, %); d 

C. Ni D. AHy=0;AVx=0 J en En i 
ron PE 2,7) 65) H. Véase la gráfica de la derecha. — (-3V3,0) 


E. Cre en (0, 2); 


dec en (—0o, 0), (2, 00) 1 . 

F. Máx loc f(2) = j 31. A.R B. Int en y = 0; int enx = +1 E 
G. CA en (3, 00); C. Alrededor del eje y D. Ninguno 

CB en (—%, 0), (0, 3); PI (3 E. Cre en (0, œ); dec en (—%, 0) 


H. Véase la gráfica de la e F. Mín loc f(0) = — 
G. CA en (—1, 1); 


CB en (—0, —1), (1, œ); PI (+1, 0) 


19. A. (0, —1) U (1, 0) YA y E 

B. Inten y =0; intenx=0 C. Ninguno H. Véase la gráfica de la derecha. a 
D. AV x= -—1;¡AHy=1 

E. Cre en (—o, —1), (—1, 00); via, + 33. A. R B. Inteny=0; inten x = nr (n un entero) 


C. Alrededor de (0, 0), período 2m D. Ninguno 
Respuestas E-G para Q S x <S T: 

E. Cre en (0, m/2); dec on (m/2, m) F. Máx loc f(1r/2) = 
G. Sea a = sen 1//2/3; CA en (0, a), (m — a, 1); 


F. Ninguno 
G. CA en (—%, —1), (0, 3/ 


CB en (—1, 0), (Y, H 


PI (0, 0), (4/3, 4) tanl CB en (a, m — a); PI enx = 0, T, &, T — Q 

H. Véase la gráfica de la derecha. H. a 

21. A. [0,%) y 

B. Inten y =0; inten x = 0,4 (1,1) 

C. Ninguno D. Ninguno 4 
E. Cre en (0, 1); dec en (1,0%) 1 > -27 0 27 x 
F. Máx loc f(1)= 1 

G. CB en (0, œ) 

H. Véase la gráfica de la derecha. 


35. A. (-7/2,77/2) B. Inteny = 0; intenx=0 


23. A. (—%, —2] U [1, 0) fi C. Alrededor del eje y 

B. Intenx=-—2,1 C. Ninguno D. AV x= +7/2 y 

D. Ninguno E. Cre en (0, 7/2); | | 

E. Cre en (1, œ); dec en (—%, —2) dec en (—71/2, 0) a | a 

F. Ninguno F. Mín loc f(0) = 0 ñ ps 

G. CB en (—%, —2), (1, æ) > E G. CA en (7/2, 1/2) | | 

H. Véase la gráfica de la derecha. ! i H. Véase la gráfica de la derecha. 5 
l l 


A86 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


37. A. [-27, 27] B. Inten y = v3 ; Int en x = —47/3, 
—T/3, 27/3, 5mT/3 C. Período2m D. Ninguno 


E. Cre en (—27r, —117/6), (—5r/6, 1/6), (775/6, 21); 
dec en (—117/6, —571/6), (1/6, 775/6) 
2; mín loc 


F. Máx loc f(-117/6) = f(11/6) 
H=5m/6) f(17/6) = -2 

G. CA en (-47/3, —7/3), 
(Q7/3, 57/3); 

CB on (—27, -47/3), 

(7/3, 2/3), (57/3, 2); 

PI (-47/3, 0), (7/3, 0), 

(27/3, 0), (57/3, 0) 


39. A. Todos reales excepto (2n + 1)7r (n un entero) 

B. Int en y = 0; Int en x = 2n7r C. Alrededor del origen, período 27r 
D. AV x= (2n + l)r E. Creen ((2n — 1), (2n + 1)7) 

F. Ninguno G. CA en (2n7, (2n + 1)m); 

CB en ((2n — 1)r, 2n7r); PI (2nrr, 0) 

H. Xx 3m 


xX=T 
y 


27 


41. A. R B. Inteny= 7/4 
C. Ninguno 

D. AH y = 0, y = 7/2 

E. Cre en (—%,%) F. Ninguno 
G. CA en (—%, 0); 

CB en (0, œ); PI (0, 7/4) 

H. Véase la gráfica de la derecha. 
43. A.R B. Inteny=4 
D. AHy=0,y=1 

E. Creen R F. Ninguno 
G. CA en (—%, 0); 

CB en (0, 00);  Pr(0,!) 

H. Véase la gráfica de la derecha. 


45. A. (0,%) B. Ninguna 
C. Ninguno D. AVx=0 
E. Cre en (1, œ); dec on (0, 1) 
F. Mín loc f(1) = 1 31 
G. CA en (0, 2); CB en (2, œ); 21 
PI (2,4 + In 2) 

H. Véase la gráfica de la derecha. 


C. Ninguno y 


dl (1,1) (2. L+1n2) 


+ _—— 
0% 123.402 


47. A.R B. Ineny=¿ YA 

C. Ninguno 

D. AHy=0,y=1 y=1 

E. DecenR F. Ninguno 

G. CA en (In 5, 00); La 

CB en (—%, In 1); PI (In 1, $) (nz, 5) 

H. Véase la gráfica de la derecha. o E 


49. A. Todas las x en (2n7, (2n + 
C. Período 277 


B. Intenx= 7/2 + 2n7 


F. Máx loc f(m/2 + 2n1) =0 


1)7) (n un entero) 


D. AVx=n7T 
E. Cre en (2nr7r, m/2 + 2n71); dec en (7/2 + 2n7r, (2n + 1)7r) 


G. CB en Qnrr, (2n + 1)7) 


| 
| 
| 
| 
3m 4m 
| 
| 
| 
| 
| 


| | 
| | 
| | 
| | 
4m 37-27 -T T 1 5 
f N T A | 
O a a O 
O O | pol 
O O | pol 
O O | pol 
51. A. (—%, 0) U (0, 00) 
B. Ninguna C. Ninguna i 
D.AVx=0 
E. Cre en (—0, —1), (0, oo); 
dec en (—1, 0) (0,0) 
F. Máx loc f(-1) = —e (=, —e) 


G. CA en (0, œ); CB on (—%, 0) 
H. Véase la gráfica de la derecha. 


53. A. R B. Inteny= 1 

C. Ninguno D. AH y = e*"? 
E. CreenR F. Ninguno 

G. CA en (=o, 3); CB en (3, æ); 
PI (5, ¿eva) 

H. Véase la gráfica de la derecha. 


=Y 


(b) Cuando ż = (In a)/k 


Y 


55. mA 
(0, mo) ne 
0 D 
57. (a) Cuando ż = (In a)/k 
() ya 
1 
y=pl) 
1/24 
of ma 
k 
59, 
0 L/2 Lx 
61. y=x- 1 63. y=2x-3 


65. A. (0, 1) U (1, 00) 
B. Inteny=0; intenx=0 C. Ninguno 
D.AVx=1¡Aly=x+1 

E. Cre en (—%, 0), (2, 00); 

dec en (0, 1), (1, 2) 

F. Máx loc f(0) = 0; 

mín loc f(2) = 4 

G. CA en (1, o); CB en (—%, 1) 
H. Véase la gráfica de la derecha. 


67. A. (9,0) U (0, 00) 

B. Intenx = -3/4 C. Ninguno 
D. AVx=0;Al y=x 

E. Cre en (—%, 0), (2, 00); 

dec en (0, 2) 

F. Mín loc f(2) = 3 

G. CA en (—%, 0), (0, 00) 

H. Véase la gráfica de la derecha. 


69. A. R B. Inteny=2 

C. Ninguno 

D. A y=1+4x 

E. Cre en (In 2, %); 

dec en (—%, In 2) 

E Mínloc f(In2) =3+>3In2 
G. CA en (—%, 00) -7 o] 
H. Véase la gráfica de la derecha. 


71. 75. AV x = 0, asintótica a y = x° 


EJERCICIOS 4.6 m PÁGINA 329 


1. Cre en (—0o, — 1.50), (0.04, 2.62), (2.84, 00); dec en 
(—1.50, 0.04), (2.62, 2.84); máx loc f(—1.50) = 36.47, 
(2.62) = 56.83; mín loc f(0.04) = —0.04, f(2.84) = 56.73; 


CA en (-0.89, 1.15), (2.74, œ); CB en (—%, —0.89), (1.15, 2.74); 


PI (—0.89, 20.90), (1.15, 26.57), (2.74, 56.78) 


150 1 


100 -1 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A87 


3. Cre en (—1.31, —0.84), (1.06, 2.50), (2.75, œ); dec en 
(=æ, —1.31), (0.84, 1.06), (2.50, 2.75); máx loc 
f(-0.84) = 23.71, f(2.50) = —11.02; mín loc 

f(—1.31) = 20.72, f(1.06) = -33.12, (2.75) = - 11.33; 


CA en (—%, —1.10), (0.08, 1.72), (2.64, œ); CB en (—1.10, 0.08), 


(1.72, 2.64); PI (—1.10, 22.09), (0.08, —3.88), (1.72, —22.53), 
(2.64, —11.18) 


50 


| 


5. Cre en (—o, — 1.7), (1.7, 0.24), (0.24, 1); 

dec en (1, 2.46), (2.46, 00); máx loc f(1) = —3; 

CA en (—%, — 1.7), (0.506, 0.24), (2.46, 00); 

CB en (1.7, —0.506), (0.24, 2.46); PI (0.506, —0.192) 


Hi 


7. Cre en(—1.49, — 1.07), (2.89, 4); dec en (—4, — 1.49), 
(— 1.07, 2.89); máx loc f(— 1.07) = 8.79; 

mín loc f(—1.49) = 8.75, f(2.89) = —9.99; 

CA en (-4, —1.28), (1.28, 4); CB en (—1.28, 1.28); 

PI (—1.28, 8.77), (1.28, — 1.48) 


-40 


30 


9. Cre en (-8 = J61, =8 + V61); dec en (—<o, =8 = 61), 
(—8 + y/61, 0), (0, ©); CA en (—12 — /138, —12 + y//138 ), 
(0, 00); CB en (—%, -12 — /138), (-12 + /138, 0) 


75 


1 
f 
f 
—100 i J- 


0.95 —10 


A88 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


11. (a) 


0.25 1.15 
L J 


=0.25 


(b) ím>o f(x) =0 (©) Mínloc f(1/Ve) = —1/(2e); 
CB en (0, e™°?); CA en (e, œ) 

13. Máx loc f(—5.6) = 0.018, f(0.82) = —281.5, 

f(5.2) = 0.0145; mín loc f(3) = 0 


yA | 0.02 
| A 
| 
l =$ 3,5 
1 
| X 
| 
N] 
| y 
0.04 
500 0.03 
n 
-1 2 
2.5 28 
1500 0 
x(x + 1}(x? + 18x? — 44x — 16) 


15. f'(x) CDE 4 
(x+ 1)(xf +36x5+6x* — 628x* + 684x? + 672x +64) 
(x — 2 x — 4) 
0.5), (0.1, 2), (2, 4), (4, 00); 
1), (0.5, 0.1); 
0.005), (—1, 0), (0.5, 0.00001), 


FU) =2 


CA en (-35.3, 
CB en (—%, —35.3), (5.0, 
PI (-35.3, -0.015), (-5.0, 
(0.1, 0.0000066) 

17. Cre en (—9.41, — 1.29), (0, 1.05); 

dec en (—%, —9.41), (— 1.29, 0), (1.05, 00); 

máx loc f(—1.29) = 7.49, f(1.05) = 2.35; 

mín loc f(—9.41) = 0.056, f(0) = 0.5; 

CA en (13.81, — 1.55), (— 1.03, 0.60), (1.48, 00); 
CB en (—o, —13.81), (-1.55, —1.03), (0.60, 1.48); 


5.0), (1, 


PI (13.81, 0.05), (1.55, 5.64), (—1.03, 5.39), (0.60, 1.52), 
(1.48, 1.93) 


70 
0.1 


19. Cre en (-4.91, —4.51), (0, 1.77), (4.91, 8.06), (10.79, 14.34), 
(17.08, 20); 

dec en (-4.51, 4.10), (1.77, 4.10), (8.06, 10.79), (14.34, 17.08); 
máx loc f(—4.51) = 0.62, f(1.77) ~ 2.58, f(8.06) = 3.60, 
£(14.34) = 4.39; 

mín loc £(10.79) = 2.43, f(17.08) = 3.49; 


CA en (9.60, 12.25), (15.81, 18.65); 

CB en (-4.91, 4.10), (0, 4.10), (4.91, 9.60), (12.25, 15.81), 
(18.65, 20); 

PI (9.60, 2.95), (12.25, 3.27), (15.81, 3.91), (18.65, 4.20) 


5 


= 20 


21. Cre en (—%, 0), (0, %); 
CA en (—%, —0.42), (0, 0.42); 
CB en (—0.42, 0), (0.42, 00); 
PI ( 70.42, +0.83) 


.6 0.01 
2 2 "Il 3 
0 


0 


23. 0 


i | 


1 


(b) lím,o+x!% = 0, lím,- x!" = 1 
(c) Máx loc f(e) =e! (d) Plat x = 0.58, 4.37 


27. Máx f(0.59) = 1, f(0.68) = 1, f(1.96) = 1; 

mín f(0.64) = 0.99996, f(1.46) = 0.49, f(2.73) = -0.51; 
PI (0.61, 0.99998), (0.66, 0.99998), (1.17, 0.72), 

(1.75, 0.77), (2.28, 0.34) 


12 
f 
0 T 
={2 
1 12 
f: 
27 27 

0.55 0.73 

0.9997 =1.2 


29. Para c < 0, hay un mín loc que se mueve hacia (—3, —9) 
cuando c aumenta. Para O < c < 8, hay un mín loc que se mueve 
hacia (—3, —9) y un máx loc que se mueve hacia el origen cuando 
c decrece. Para todas las c > 0, hay un mín loc en el primer 
cuadrante que se mueve hacia el origen cuando c decrece. c = 0 
es un valor de transición que da la gráfica de una parábola. Para 
todas las c diferentes de cero, el eje y es una AV y hay un PI que 
se mueve hacia el origen cuando | c | = 0. 


c=0: 
c=-1 
c=-—10 
c=-32 
c=-=50 
c=0 


31. Para c < 0, no hay ningún punto extremo y hay un PL que 
decrece a lo largo del eje x. Para c > 0, no hay ningún PI y hay 
un punto mínimo. 


33. Para c > 0, los valores máximo y mínimo son siempre +5, 
pero los puntos extremos y PI se acercan más al eje y cuando c 
aumenta. c = O es un valor de transición; cuando c es reemplazada 


por —c, la curva se refleja del eje x. 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A89 


35. Para |c |< 1, la gráfica tiene valores máx y mín loc; 

para | c | => 1 no. La función aumenta para c > 1 y disminuye para 
c < —1. Cuando c cambia, los PI se mueven vertical pero no 
horizontalmente. 


Para c > 0, lím, f(x) = 0 y lím, -0 f(x) = —0, 

Para c < 0, lím,.. f(x) = % y lím,-0 f(x) = 0. 

Cuando | c | aumenta, los puntos máx y mín y los PI se acercan al 
origen. 

39. (a) Positivo (b) 


EJERCICIOS 4.7 m PÁGINA 336 


1. (a) 11,12 (b) 11.5, 11.5 3. 10,10 5. A 
7. 25 m por 25 m 9. N=1 
11. (a) 
20 2000 m? 
100 
20 2000 m? 48 1440 m? 
50 
30 
(b) 
Xx 


A90 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


(c) A=xy 
(£) 2250 m? 
13. 100m por 150m 15. 4000 em? 17. $191.28 

19. 15 metros a lo largo del lado del granero, 10 metros de 

21. (-5,5) 

25. Cuadrado, lado y/2 r 

27. L/2, „3 L/4 29. Base y3r, altura 3r/2 

31. 4rr/(3/3) 33. mr?(1 + y5) 35. 24 cm por 36 cm 
37. (a) Use todo el alambre para el cuadrado 

(b) 40/3/(9 + 4/3 ) m para el cuadrado 

39. 30cm 41. V=2R/(9/3) 
47. (a) $s?csc 0 (csc 9 — y/3 cot 0) 


(c) 6s|h + s/(2/2)| 

49. Reme directamente aB 51. =4.85 km al este de la refinería 
53. 43/3/(1 + 3/3) m desde la fuente más fuerte 

55. (a? + bÞPPE 57. 2/6 

59. (b) (i) $342,491; $342/unidad; $390 /unidad (ii) 400 

Gii) $320/unidad 


(d) 5x + 2y = 300 (e) A(x) = 150x — 3x? 


profundidad 
23. (-1, +42) 


45. E?/(4r) 
(b) cos” (1/43) = 55° 


61. (a) p(x) = 19 — xx (b) $9.50 
63. (a) p(x) = 500 — x (b) $250 (c) $310 
69. 9.35 m 73. x = 15 cm 75. 7/6 


77. A una distancia de 5 — 24/5 desde A 79. 4(L + W}? 
81. (a) Alrededor de 5.1 km desde B (b) C está cerca de B; 
C está cerca de D; W/L = y/25 + x?/x, donde x = | BC | 
(d) 41/4 = 1.6 


(c) =1.07; ningún valor de ese tipo 
EJERCICIOS 4.8 = PÁGINA 348 
1. (a) 1=73,13=6.8 (b) Sí 


3.3  5.abjc 7.1.5215 9. —1.25 


11. 2.94283096 13. (b) 2.630020 15. 0.876726 
17. —3.637958, — 1.862365, 0.889470 
19. — 1.257691, 0.653483 21. 0.641714 


23. —1.69312029, —0.74466668, 1.26587094 

25. 0.76682579 27. 0.21916368, 1.08422462 

29. (b) 31.622777 

35. (a) —1.293227, —0.441731, 0.507854 (b) —2.0212 
37. (1.519855, 2.306964) 39. (0.410245, 0.347810) 
41. 0.76286% 


EJERCICIOS 4.9 m PÁGINA 355 


1. F(x) =2x?+7x+C 3. F(x) =4xt -3x +x? +C 
5. F(x) = 4x? + 4x? +C 7. F(x) = 5x + 40x'5 + C 
9. F()=Y2x+C 11. F(x) = 2x — xt + C 


13. F(x) = fo — 2ln|x| + Cı six<0 


5x2 In]x] +C six>0 

15. G(1) = 200 +30 + uC 

17. H(0) = —2 cos0 — tanð + C, en (nm — 71/2,n7 + 1/2), 
n un entero 

19. F(x) = 2'/In2 + 4coshx + C 

21. F(x) = x? + 4x + 1/x+C,x>0 

23. F(x) =x- ixi +4 

25. Ja) =x = xta H Cx 
27. f(x) = 3x0? + 3e* 4 


29. f(t) = 2t + cost + Ct + Dt + E 
31. f(x) =x +2x +5 33. f(t) = 4 arctan t — T 
35. f(x) = 3x” — 75 


37. f(0) = tant + sect — 2 — y2 

39. f(x) == F2 a a aA 

41. f(0) = —sen0 — cosð + 50 + 4 

43. f) = 2x + 1x7 +2x1* + 2x +3 

45. f(x) = e* + 2 sen x (7? + 4x+2 


47. f(x) = —Inx + (In 2)x — In 2 49. 8 51. b 
53. 


55. YA 


59. s( = 1 — cost — sent 61. s(t) =} +4- 2t+3 
63. s(t) = —10 sen ż — 3 cos t + (6/T)t + 3 

65. (a) s(1) = 450 — 4.9t? (b) /450/4.9 = 9.58 s 

(c) —-9.8//450/4.9 = —93.9m/s (d) Alrededor de 9.09 s 
69. =~=81.6m 71. $742.08 73. Œ = 11.8s 

75. ¿m/s? 77. 62,500 km/h? = 4.82 m/s? 

79. (a) 36.926km (b) 34.898km (c) 30 min 21 s 

(d) 89.278 km 


REPASO DEL CAPÍTULO 4 =m PÁGINA 358 


Examen verdadero-falso 

1. Falso 3. Falso 5. Verdadero 7. Falso 
11. Verdadero 13. Falso 15. Verdadero 
19. Verdadero 21. Falso 


9. Verdadero 
17. Verdadero 


Ejercicios 

1. Máx abs f(2) = f(5) = 18, mín abs f(0) = —2, 

máx loc f(2) = 18, mín loc f(4) = 14 

3. Máx abs f(2) = 4, mín abs y loc f(—!) = 2 

5. Máx abs y loc f(1/6) = 1/6 + y3, 

mín abs f(—1r) = -r — 2, mín loc f(57r/6) = 5/6 — y/3 
7.1 94 11.8 13.5 


Doy 
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G. CA on (—71/2, 71/2); CB on (r, —71/2), (1/2, T); 
PI (7/2, -e 72), (1/2, e”?) 
H yA 


En y2 07) 


4” 2 


19. A.R B. Inteny=2 JA E 

C. Ninguno D. Ninguno y 

E. Dec en (—~%,%) F. Ninguno 3 

G. CA en (—%, 0); 7 31. A. [x|]x] > 1) y 

CB en (0, œ); PI (0, 2) i B. Ninguna C. Alrededor de (0, 0) m 

H. Véase la gráfica de la derecha. D. AHy=0 l ? Tea 
E. Dec en (—%, —1), (1, oo) a 0f 1 x 
F. Ninguno m = 

21. A. R B. Inten y = 2 G. CAen a 00); 

C. Ninguno D. Ninguno CB en (—% 1) 

E. Cre en (1, %); dec en (—%, 1) H. Véase la gráfica de la derecha. 


YA 
1 


F. Mínloc f(1) = 1 33. A. R Be) 
2 


| y 

G. CA en (—%, NE 00); a B. Int en y = —2; iteig 2 z > 
> Hen C. Ninguno D. AHy=0 
CB en (0, 5h PI (0, 2), G 7) , a E. Cre en (—%, 3); dec on (3, 00) 
H. Véase la gráfica de la derecha. zi 0 1 23 x F. Máx loc f(3) = e”? 
G. CA en (4, 00); E 

23. A. {x|x 4 0,3} a e 2 
B. Ninguna C. Ninguna PI (4, 2e7*) 
D. AHy=0;¡AVx=0,x=3 3 


H. Véase la gráfica de la derecha. 
E. Cre en (1, 3); 


dec en (—%, 0), (0, D. (3, œ) 0 x 35. Cre en (3, 0), (0, 43); M 
F. Mín loc f(1) =3 Ñ 
G. CA en (0, 3), (3, 00); ES dec en (—%, -y/3), (y3, 00); 

o. 5 2 f 
CB en (—%, 0) máx loc FB) = 5v3, ” f 
H. Véase la gráfica de la derecha. mín loc f(-/3) = -2 3; 3 5 
25. A. (—%, 0) U (0, o) CA en (—y6, 0), (V6, œ); 


CB en (—%, —y/6), (0, v6 ); zis 

PI (V6, 3v6), (=/6, =% v6) 

37. Cre en (—0.23, 0), (1.62, 00); dec en (—%, —0.23), (0, 1.62); 
máx loc f(0) = 2; mín loc f(—0.23) = 1.96, f(1.62) = —19.2; 
CA en (—%, —0.12), (1.24, 00); 

CB en (-0.12, 1.24); PI (0.12, 1.98), (1.24, — 12.1) 


B. Intenx=1 C. Ninguno 
D. AVx=0;¡Al y=x-3 

E. Cre en (—œ, —2), (0, 00); 

dec en (—2, 0) 

F. Máx loc f(-2) = -4 

G. CA en (1, œ); CB en (—%, 0), 
(0, 1); PI (1, 0) 

H. Véase la gráfica de la derecha. 


15 25 
27. A. R; B. Inteny=1 YA + 
C. Alrededor del eje y D. Ninguno 


ml 2.1 
E. Cre en (0, oi decen(=2,0) N | Ka 
F. Mín loc f(0) = 1 EEA A 


G. CA en (7/3, v3 ) o > p r 
CB en (o, 43), (V3, 00) 520 13 
PI (+3, 3/4) 

H. Véase la gráfica de la derecha. 39. i (+0.82, 0.22); (+,/273, en) 


29. A. [-7,7] B. Inten y = 0; Int en x = — r, 0, 7 

C. Ninguno D. Ninguno 

E. Cre en (—71/4, 3m/4); dec en (~m, —71/4), (31/4, 71) 

F. Máx loc f(37/4) = 1/2e*””, 

mín loc f(—7/4) = —$/2 e77 -5 5 
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41. -2.96, —0.18, 3.01; — 1.57, 1.57; —2.16, —0.75, 0.46, 2.21 (b) Rio = 14.4, Lio = 19.4 
43. Para C > —1, fes periódica con período 27r y tiene máxi- 

mos locales en 217 + 7/2, n un entero. Para C < —1, f no tiene yA 
gráfica. Para —1 < C < 1, f tiene asíntotas verticales. Para C > 1, 
fes continua en R. Cuando C aumenta, f se mueve hacia arriba y 
sus oscilaciones se vuelven menos pronunciadas. 2 
49. (a) 0 (b) CAenR 53. 3/3r? 

55, 4/4/3 cm desde D 57. L=C 59. $11.50 0 3 A 
61. 1.297383 63. 1.16718557 
65. F(x) = a” 2x? + 3x+C 
67. F(t) = —2 cos t — 3e' + C Y 
69. f(t) =t +3 cost +2 

71. f(x) = $x? — x? + 4x + 2x +1 

73. s(t) =P — tan lr + 1 

75. (b) 0.le* — cosx + 0.9 (c) 5 


4 y= fx) 


=Y 


=Y 


4 4 3. (a) 0.6345, subestimación (b) 0.7595, sobreestimación 


-1 yA yA 
77. No 
79. (b) Alrededor de 25.44 cm por 5.96 cm 
(c) 2//300 cm por 2,/600 cm dl 1 11 
85. (a) 10/2 = 14m Ñ 
dl —60k(h — 1) 
(b) = 2 5/2? 
dt  [(h=— 1) + 400] 
de proporcionalidad 


donde k es una constante 


=Y 


PROBLEMAS ADICIONALES = PÁGINA 363 


3. Máx abs f(—5) = e*, ningún mín abs 7. 24 

9. (—2, 4), (2, —4) 13. (1 + y5 )/2 15. (m/2, m?/4) 
l7. ase” 

21. (a) Ti =D/c;, Ta = (2h sec 0)/c, + (D — 2h tan 0)/c,, 5. (A) 8,6875 cb 
Ts = y4h? + D?/c, yA yA yA 


(c) e, = 3.85 km/s, c2 = 7.66 km/s, h = 0.42 km 
25. 3/(42 — 1) = 115h 


CAPÍTULO 5 2 z 


EJERCICIOS 5.1 = PÁGINA 375 
1. (a) R; = 12, L; =~ 22 o i 


=y 


(c) 5.75, 5.9375 


x 2 
2 
0 X 
0 1 Ki 
x (d) Ms 


7.n=2: superior = 377 = 9.42, inferior = 271 = 6.28 


YA 


0 T L ae i 


2 


n = 4: superior = (10 + V2)1/4) = 8.96, 
inferior = (3 + 1/2 (1/4) = 7.39 


YA 
3 


2 


1$ 


ESE] 

NE] 

els 
3 
= 


n=8: superior = 8.65, inferior = 7.86 


YA 
3 


2 


ENB] 
NE 


9. 0.2533, 0.2170, 0.2101, 0.2050; 0.2 
11. (a) Izquierda: 0.8100, 0.7937, 0.7904; 
derecha: 0.7600, 0.7770, 0.7804 


13. 10.55 m, 13.65 m 15. 63.2 L, 70L 17. 39m 
n 2(1+2i/n) 2 
19. 7840 21. lí : 
Jm 2 (1 +2i/n +1 n 

23. lím > y/sen(rri/n) e 

n>% ¡1 n 
25. La región bajo la gráfica de y = tan x de 0 a 7/4 
27. (a) L, <A < R, 


4. Xn + 1? (2n? + 2n — 1 
29. (a) ím = Ni b) 2 RADO Ea) 
n>% A i=1 12 
(> 


31. sen b, 1 


EJERCICIOS 5.2 m PÁGINA 388 


1. —10 
La suma de Riemman representa la 
suma de las áreas de los dos rectán- 


gulos arriba del eje x menos la suma 
de las áreas de los tres rectángulos 

bajo el eje x; es decir, el área neta de 
los rectángulos con respecto al eje x. 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A93 


3. -2 
La suma de Riemann representa la 
suma de las áreas de los dos rectán- 
gulos arriba del eje x menos la suma 
de las áreas de los cuatro rectángulos 
bajo el eje x. 


5. (a) 6 (b) 4 (c) 2 

7. —475, —85 

9. 0.5890 11. 1.6099 13. 0.9029, 0.9018 
15. 


n Ra Los valores de R, parecen 


5 1.933766 aproximarse a 2. 
10 1.983524 
50 1.999342 

100 1.999836 


17. 


dx 19. [f xln(1 + x?) dx 
z la 
21. 42 23.4 25 — 
n 2 
29. lím Y v4 + (1 + 2i/n) -^ 
i=l 


n>% j= n 


n 5 >. 2 
31. lím X (son zi) T2 
n 3 


n> ¡1 n 

33. (a) 4 (b) 10 (@ -3 (42 

35. —4  37.3+3m 39%% 4.0 4.3 
45. ee 47. |? f(x)dx 49. 122 
5.B<E<A<D<C 53.15 


> 2 (2 

59. 0< jx dxs1  61.sS| -dx= 2 
` 5 JIi+x 

63. 0 < fọ xe™ dx = 2/e 67. |? arctan x dx 


73. | xtdx 75. 


bi 


EJERCICIOS 5.3 m PÁGINA 399 


1. Un proceso deshace lo que el otro hace. Véase el teorema 
fundamental del cálculo, página 398. 


3. (a) 0,2,5,7,3 (d) y 


(b) (0, 3) 
(c) x=3 


(a), (b) x? 


~y 


A94 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


7.9 (a) = Vx + x? 9. g'(x) = 1/2 +1) 19. senx+ 2 +C 10 5, 
11. F'(x) = —Y1 + sec x 13. h'(x) = xe* mea Ls 
; 3(3x + 2) 
15. y = == 
1 + (Gx + 2) 
17. y =-—Ltanyx 19% 2.2 23.2 cis i 
25. 1 + 43/2 27.% 29%% 3.1 33.5 l J 
—6 
35. n2 +7 37. Fesi 39. e° — 1 
15 aa a 21.18 23.2% 25.-2  27.5e”+1 29,36 
4. — 480 45% 397,2 pe 3 1 9 
In 2 : a 31. E 3.i-2n2  35.— + 
49.% 51.2 l 69 A 
4 . 37. 1+ 7/4 39. % 41. m/3 43.m/6 45. —3.5 
23e Aa 47. =136 49. 
A 51. El aumento en el peso del niño (en kilogramos) entre las 
J 


edades de 5 y 10 años 

53. Número de litros de aceite fugado en las primeras 2 horas 
55. Aumento en ingresos cuando la producción aumenta de 1000 
a 5000 unidades 


57. Newtons-metros (o joules) 59. (a) -2m (b) 4m 
-1 N 61. (a) v(t) =3 +4t+5m/s (b) 4164m 
E il 63. 463kg 65. 1.4 millas 67. $58000 69. 14m/s 


71. 5443 bacterias 73. 4.75 X 10% megawatts-horas 
55. La función f(x) = x”* no es continua en el intervalo [—2, 1], 
así que FTC2 no puede aplicarse. 

57. La función f(0) = sec 0 tan 0 no es continua en el intervalo 
[7r/3, T], así que FTC2 no puede aplicarse. 


—2(4x? — 1) , 3(9x? — 1) 


EJERCICIOS 5.5 m PÁGINA 418 

1. ¿sen 2x+ C 3. a + 199+C 
a O -i= 
9. 3x- 2) + C 


59. g'(x) 


A El 9x2 + 1 11. (2/7) sen(rt/2) + C 
61. F'(x)=2xe"* — e? 13. —(1/r) cos mt + C i 
63. y' = sen xln(1 + 2 cos x) + cos xIn(1 + 2 sen x) 15. —¿cos'9 + C 17. P +C 
65. (—4, 0) 67. y= ex — 2e* 69. 29 19. $ Jax + bx? +C 21. 


3(Inx?+C 23. —¿cosó9 + C 
5a? + 3x + C 


71. (a) -2/n, 4n = 2, n un entero > 0 25. 
(b) (0, 1), (—/4n = 1, —/4n = 3), y (V4n = 1, /4n + 1), 


nunentero >0 (c) 0.74 


14 eC 27. 


29 qe (5) + C 
Ts eos 


33. tsen(1 + 5A +C 35. —¿(cotx)”? + C 
37. i senh°x +C 39. —In(1 + cos?x) + C 
41. Injsenx| +C 43. In|sen™'x| + C 


31. ¿arctan x) + C 


73. (a) Máx loc en 1 y 5; 
mín loc en 3 y 7 
(b) x=9 


(e) (2, 2), (4, 6), (8, 9) E 45. tan™'x + 4In(1 + x?) + C 
(d) Véase la gráfica 47. h(2x + 5) — Š (2x + 5} +C 
de la derecha. 49. (0-19 +C 51. e + C 
1 2 


75.5 8 fx) =x, a=9 


85. (b) Gasto promedio en [0, t]; minimizar el gasto 


i 


promedio | | F 
f 

EJERCICIOS 5.4 m PÁGINA 408 a k 
5, La? PEC 7. 5r? 2 4 2x1 +C 53. 2/7 55. s 57. 2/43 =11 59. e — ye 

T i = 3 16 
alpa rata Max taje +x + C 61.0 63.3 en (2/2 na 67. É 69.2 
13. —cot t — 2e' + C 15. 0 + tanð + C 71. ln(e + D 13; 5 75. 3 — 3 TUOT 

2! 10: 79. Las tres áreas son iguales. 81. =4512L 
17. + 5 2t 

ln 2 In 10 83. —| 1 = co — | L 

4T 5 


85. Co(1 — e™%™™/”); la cantidad total de urea separada de la 
sangre en los primeros 30 minutos de tratamiento de diálisis 
87. 5 93. m?/4 


REPASO DEL CAPÍTULO5 = PÁGINA 421 


Examen verdadero-falso 

1. Verdadero 3. Verdadero 5. Falso 7. Verdadero 
9. Verdadero 11. Falso 13. Verdadero 15. Falso 
17. Falso 


Ejercicios 
1. (a) 8 (b) 5.7 


3.3 +1/4 5.5 7. fesc,f'esb, Ñ f(t) dt esa 
9.3,0 11.37 13.3 15. -76 17.4 

19. No existe 21. 4 sen 1 23. 0 

25. —(1/x) = 2 m|| +x +C 

27. yx + 4x +C 29. [1/(275)] sen°rt + C 

31. 2e" +C 33. —2[In(cos x)]? + C 

35. }In(1 + xt) +C 37. In|1 +secð| +C  39.% 
41. 2/1 +senx +C 43. $ 45. F'(x) =xYV(1 + x°) 
47. g'(x) = 4x*cos(x*) 49. y = (2e* — eY*)/(2x) 

51. 4<|¡Vx2+3dx<4y3 57. 0.280981 

59. Número de barriles de petróleo consumidos del 1° de enero 
de 2000 al 1° de enero de 2008 

61. 72,400 63. 3 65. c = 1.62 
67. f(x) = e™(2x — 1)/(1 — e”) 73. 


WIN 


PROBLEMAS ADICIONALES =m PÁGINA 425 


1. 7/2 3.2k 5. -—1 7. e? 9. [-1,2] 
11. (a) 5(n — Dn 
(b) ¿19]Qb — [b] — 1) = ¿la]Qa — [a] — 1) 


17. y= a pe 13 2(y2 — 1) 
ar a 
CAPÍTULO 6 


EJERCICIOS 6.1 m PÁGINA 434 


1%-Mm8 3.e-(/9+% 51 7.5 
9.1n2-3 1. 13.72 15.63  17.% 
19.2/1+2% 21.2-2In2 23.%-2/12 25. 


27. % 29. (a)39 (b 15 31. )In2 
3.9 35. % - 4/6 — 4/2 

37. 0, 0.90; 0.04 39. —1.11, 1.25, 2.86; 8.38 
41. 2.80123 43. 0.25142 45. 12/6 — 9 
47. 36 m 49. 4232 cm? 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A95 


51. (a) Decimosegundo (t = 11.26) (b) Decimoctavo (t = 17.18) 
(c) 706 
53. (a) Automóvil A (b) La distancia por la cual A aventaja a B 
después de 1 minuto (c) AutomóvilA (d) t= 2.2 min 

24 2/3 
55. %/3 57.4 59. +6 
61.0<m<lim=Iinm-> 1 


EJERCICIOS 6.2 m PÁGINA 446 
1. 267/3 y 


3. ST 

y y 

y= Vx 1 
PA 
i > > 

o! 1 y=0 5 X 0 xX 

5. 
YA 


y=Inxorx=e' 


A96 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


9. 367 19. 71/3 21. 7/3 23. 11/3 
25. 1377/45 27. 1/3 29. 177/45 
31. (a) 27 |, e ** dx = 3.75825 
(b) 2m (e? + 207) dx = 13.14312 
33. (a) 27 [,8y/1 — x?/4 dx = 78.95684 
(b) 27 fi 8/4 — 4y? dy = 78.95684 
x 35. —4.091, — 1.467, 1.091; 89.023 37. Em” 
39. Sólido obtenido rotando la región 0 SxS, 
0 < y < ysen x alrededor del eje x 
41. Sólido obtenido rotando la región arriba del eje x 


acotada por x = y? y x = y* alrededor del eje y 
43. 1110 cm? 45. (a) 196 (b) 838 


47. trr’h 49. miel» = 1h) 51. bh 

53. 10cm? 55.24 57.4 59 61. 4m/15 

63. (a) 8TR [,/r?— y? dy (b) 2ar7r?R 

65. (b) rr h 67. ġarr? 69. 8 |, VR? -— y? yr? — y? dy 


yA yA 


EJERCICIOS 6.3 m PÁGINA 453 


1. Circunferencia = 27x, altura = x(x — 1); m/15 


q AM 


3.27 5. m(1 — 1/e) 7. 877 
9. 7687/7 11. 197 13. 167/3 
15. 2647/5 17. 167/3 19. 137/3 


21. (a) 27 [¿x%e *dx (b) 4.06300 
23. (a) 4r |72, (m — x)costrdx (b) 46.50942 


7/2 
25. (a) [y 27r(4 — y) sen y dy (b) 36.57476 
27. 3.68 
29. Sólido obtenido rotando la región 0 <y=x*,0=x= 3 
alrededor del eje y 
31. Sólido obtenido (usando proyectiles) rotando la región 
0=<x=< 1/y?, 1 < y < 4 alrededor de la recta y = —2 
33. 0, 2.175; 14.450 35. 331? 37. 877 
39. 4/37 41. 47/3 
43. 1177/5 45. 5mr? 47. zur?h 


xy 


EJERCICIOS 6.4 m PÁGINA 458 


17. 167/15 1. (a) 7200 pies-lb (b) 7200 pies-lb 

YA x=1 yA i 3. 9 pies-lb 5. 180J 7. * pies-lb 
9. (a) É=1.04J (b) 10.8cm 11. W=3W, 
13. (a) 625 pies-lb (b) 1875 pies-Ib 15. 650000 pies-lb 
17. 3857J 19. 62.5 pies-lb 21. 2450 J 
D A 23. =1.06 X 106J 25. =1.04 Xx 10' pies-lb 27. 2.0 m 
31. (b) 161.3 pies-1b 


TAR | 
33. (a) Gmm + - 2) (b) =8.50 X 10%) 
a 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A97 


EJERCICIOS 6.5 m PÁGINA 463 CAPÍTULO 7 


1.7 13.6/71 5. H41-e%  7.2/(5m) 
9. (A) 1 (092,4 © Y 


EJERCICIOS 7.1 m PÁGINA 476 


44 1. xe™ — te™ +C 3. tx sen 5x +3 cos 5x + C 
5. 2(r — 2e"? + C 
7. (x? + 2x) sen x + (2x + 2) cos x — 2 sen x + C 
9. xcosx — y1- x? +C 1n. int- +C 
13. —tcott + In|sent| + C 
14 15. xInYx — x+ C 
17. tarctan 4t — FIn(1 + 161?) + C 
0 19. 2de? — 32%e* + 6ze* — 6e* + C 
de na 
"4Qx+1) "2? 
11. (a) 4/7 (b) =1.24, 2.81 25. 2 cosh 2 — senh 2 27. H 2ln 5 29. —11/4 
© 3 31. 2e! — 6e 33. jIn2-) 


35. 1 +6- 343) 
37. 2yxe" -2e +C 39. —$ — 7/4 
41. Ma 1) n( + x) Le lx i C 
43. —xe * — La +C 


f 
-1 3 
15.2 17. (20 + 12/7)°C =24C 19. 6kg/m g 
21. Alrededor de 4056 millones (o 4 mil millones) de personas 
23. 5/(41r) = 0.4L e 
45. ma Ey (1 EXP RC 

REPASO DEL CAPÍTULO 6 m PÁGINA 466 4 
Ejercicios i 
$ 3.4 5.ł$4+4/r 7. 6411/15 9. 16567/5 > 3 
11. $r (2ah + h2y” 13. ES 2 (1/2 — x)(cos?x — 1) dx f 
15. (a) 27/15 (b) m/6 (c) 87/15 =4 
17. (a) 0.38 (b) 0.87 47. (b) -4 cos x sen?x + Ex — = sen 2x + C 


19. Sólido obtenido rotando la región 0 = y = cos x, 2 8 
0 < x < 7/2 alrededor del eje y 49. (b) 3,15 , 
21. Sólido obtenido rotando la región 0 <S x < 7, 55. x[(ln x} — 3(In x) + 6 Inx — 6] + C 

0 < y < 2 — sen x alrededor del eje x 57. %1n2-%H 59. —1.75119, 1.17210; 3.99926 


23.36 25. 2B/3m 27.323 61. 4— 8/1 63. 2re 

65. (a) 2(21n2—3) (b) 2r[(n 2? — 21n2 +1 
29. (a) 80007/3 ~ 8378 pies-lb (b) 2.1 pies = e il b 1 e Hna] n2+1] 
31. 4/7 33. f(x) i a 


69. 2 — e (P +21 +2) 71.2 

PROBLEMAS ADICIONALES =m PÁGINA 468 EJERCICIOS 7.2 m PÁGINA 484 

1 AE 1 
1. (a) fÀ e 3t? (b) fx) == [2x] 3. a 1. 5 COS x = 3 COS?x +C 3. 120 
5. (b) 0.2261 (c) 0.6736 m 5. —Lcos (21) + Ecos (21) — ¿cos (21) + C 
(d) © 3/1197) = 0.008 cm/s (ii) 16647/9 s = 9.7 min 7. m/4 9.37/83 11. 1/16 
9. y= 2y? 13. ¿(cos 0)? — ¿(cos 60)? + C 
11. (a) V= f! n[fO)] dy 15. In|sen x| — ¿sex + C 17. $sentx + C 

= 1/4 19. 1t? — Itsen 2t — ¿cos 21+ C 21. 4 secx + C 

() fO) A o . Ventaja: las marcas en el contenedor 23. tanx=x+C 25. }tan’x +2 tax + btandx + C 
ce E E O 27. secx — secx + C 29, 5tanix + jtanóx + {tantx + C 


13. b=2 15. B = 16A 4 > 
j Š 31. hsectx — tan°x + In|secx| + C 


A98 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


33. xsecx — In|secx + tanx| + C 35. 43 — įr 9. 2In|x+5| —Injx-2|+C 11.213 
37. V2 — 105 39. In|cscx — cotx| + C 13. 2 + In$ 15. $ — In2 — In3 (05 — In 6) 
41. ¿cos 3x 35 cos 13x EC 3.5 17.7 1n2-—2¿In3 (o 2 In 5) 
1 1 - 
45. 3/2 47. zsen2x + C 19. $- 51n2+31n3 (o t+ In?) 
49. xtanx — In|secx| — 4x? + C i 1 1 
. x2? — 1 2 2 7 21. In|++ 1 In|r= 1 FC 
51. yx ¿sen(x*) cos(x%) + C fm | E n| | rsi 
F 23. In|x — 1| — 31n(x? + 9) — $ tan™'(x/3) + C 
r m 25. —21n|x + 1| + In(x? + 1) + 2tan 'x + C 
' 27. Lin(x? + a Ž 
: 7 In(x 1) + tan lx — tan 3 +C 
e 5 3 al Atl 
53. E sen 3x — ¿sen 9x + C i 29. 5 ln(x + 2x +5) +35tan E + 
f Lo 2x+1 
31. 3In|x—1 ¿Ina? +x +1 tan`! EC 
] Fin] 1] ¿in( y 
2 2 8 
33. 3m3 
35. 21m|x] +i +1) + Han + EN 
E (x +1” 
55,0  57.jm=3 59.0 6l. 7/4 37. 1/2 ar) Ez 2 ; 8 +0 
2—4x + 
63. (2/2-3) 65. s= (1 — cosio1)/Go) y2 UA 
39. 2tan 'yx-1 +C 
A 2 
EJERCICIOS 7.3 m PÁGINA 491 41. —2 In /x — dE + 2 In(yx + 1) + C 
X 
1. V2 = 9/9) +C 3. 4x? — 18) yx +9 +C 43. (2 + 19 - 32 + 190 +0C 
Š 1 (x? — 1} E 45. 2/x + 34x + 64x + 61n|Yx — 1|+C 
IÓ + a 
3 x? y2a? AA (er + 2} LE 
. In| === 
9. iB- iAV 11.5 (e* + 1) 
13. ¿sec (x/3) — yx? — 9/(2x?) + C 49. In|tant+ 1| — Inftant + 2| + C 
15. krat 17. /x*=7+C 51. x — In(e" + 1) + C 
2 } fi fi 9 ea = 
19. n| (VI +x- 1)/x| + V143 +C 21. T 53. (e= Pit? = rt D = 2e Tan -)+c 
23. n| y+ 2x t5 +x+1|+C v7 
55 ln 3 = —0.55 
af HR 1 3 2 
25. 4sen 3 | qe 143 + 24= x f $00 i 2 tan(x/2) — 1 
5 57. zln +C 61. 5 ln t 
E H 2x- 120) + C x tan(x/2) + 2 
27. 2sen!((x — 2)/3) + Ha — 2) xX +C 63. 4In5+2 65. —1+%In2 
29. se (x°) + fx? V1 — xt +C 67. t= ln e 11 In a 
1 — 32 3 
33. (v48 — sec"'7) 37.31 +30 69. (2 2410 _ 1 668 1 9438 1 
41. 2m°Rr? 43. r/R? — r? + wr /2 — R? arcsen(r/R) . @ -4879 s5x+2 323 2x+1 80155 3x— 7 
, 1 22098x + 48935 
EJERCICIOS 7.4 m PÁGINA 501 260015 xX+x+5 
A B A B C D a EA OT 
¡UD T nj 2x 1 
1. (a) ' D Orr 4879 323 
l+2x 3s% e S a Ex 3146 In[3 7| 
A B Cx + D A B C 7 n| 3% — 
3. (a) E (b) 14 air 80155 
xo x x xo x x paiio arre 2 +1, 
A B C Dx+ E T MAE TXT T T 
5. (a) +G a 260015 260015 /19 J9 
i I x z El SAC omite los signos de valor absoluto y la constante 
(b) A B C i D de integración. 
x+3 (+3? x-3 (x-3 1 1 1 1 


75. — 
7. x+6lnjx-6| + C aíx=a) ax Ay ax" 


EJERCICIOS 7.5 m PÁGINA 507 


1. —In(1 — senx) +C  3.%In2-%4 
54mh Jec 


9. ¿In2+¿In3 (o Ł In 48) 
13.x/V1=x+C 

15. xsecx — In|secx + tanx| + C 

17. im? 19. e° +C 21. (x + 1) arctan Vx — yx + C 
23. 3x + ŽIn|x — 4|- 3Injx+2|+C 

25. 4—In4 27. x-In(1+e)+C 

29. x In(x H yx? 1) yv2=1+C 

31. sen™'x — y1 - x? + C 

33. t sen4x + $ sen8x + C 

35.0 37.7 39. In|secð — 1| — In |secð| + C 

41. Otan ð — 30? — In |sec0| +C 43. $ tan(x?) + C 
45. (+ 1)e™ + C 


11. secx + + C 


47. Injx— 1|- 3% -= 1) — å(x — 1)? — (x - 1)° + C 
J4x+1-1 YV4x2+ 1+1 
AA a s ial E HC 

vár FII 2x 


l 2 2 
53. — x“ cosh mx — — x senh mx + — cosh mx + C 
m m m 


55. 21n yx — 21n(1 + yx) + C 
57. Hx + oO” — ida + or + C 
l n pos e(a) FC 

32 K2 16 2 

61. csc — cot + Co tan(0/2) + C 

63. 2(x — 2/x + 2)e” + C 

65. —tan”!(cos*x) + C 67. 3[(x + 9 - 1] +C 


69. Y2 — 2/43 + In(2 + y3) — In(1 + y2) 


71. e =In(1+e)+C 


59. 


73. -/1—x? + 5(arcsenx)? +C 75, In|inx— 1| +C 
Ye +1 
77. (x — JVI F e +2 a 2 Ai. 
Fe = 


79. 4x senîx + cos x — å cosx + C 


81. 2/1 + senx + C 83. xe + C 


EJERCICIOS 7.6 m PÁGINA 512 


1. -2 3. V3 — 2 In(4 + V13) -} +313 
smi Tie pe 

7 i 

6 sen x + 3 
Jx F4 
gi +3 1n(3x + V97 +4) +C 
Xx 

11. 57/16 13. 2 yx arctan Vx — In(1 + x) + C 


15. —In| senh(1/y)| + C 


2y= 1 7 2y=1 
17, Y V6 + 4y — 4y? 4 son 7 ) 


8 8 


APÉNDICE |Ì Respuestas a los ejercicios con número impar A99 


19. ¿sen*x [3 In(sen x) — 1] + C 
1 e+y3 
2% In a B 
23. 1 tanxsecóx + ¿tanxsecx + $ In | sec x + tan x| + C 
25. LInx)/4 + (In)? + 21nļin x + y4 F (In9?] + C 
27. — 4x7? cos” U(x7?) + 1/1 =x*+C 
29. e — 1 — cos Ue") + C 
31. tIn|x5 + yx —-2|+C 
37. $ tan x sec?x + $ tanx + C 
39. Lx(x2 + 2) yx + 4 — 2mh yx t4 +x) +C 
41. ł cosx senx + ed E ¿ sen x cos x +C 


21. 


tC 


33. ¿m? 


43. —In| cos x| — 4 tan?x + £ tantx + C 


1+yl-= x? 
x 


45. (a) —In EC; 


ambos tienen dominio (—1, 0) U (0, 1) 


EJERCICIOS 7.7 m PÁGINA 524 


1. (a) L2 =6,R,= 12, M: = 9.6 

(b) £L, es una subestimación; Rz y Mz son sobreestimaciones. 
(Cc) T2=9<I (d) L, <T, <I< MM, < Ra 

3. (a) T, = 0.895759 (subestimación) 

(b) M, = 0.908907 (sobreestimación); T4 < I < Ma 

5. (a) 5.932957, Em = —0.063353 
(b) 5.869247, Es = 0.000357 

7. (a) 1.506361 (b) 1.518362 
9. (a) 2.591334 (b) 2.681046 
11. (a) —7.276910 (b) —4.818251 (c) -5.605350 

13. (a) —2.364034 (b) —2.310690 (c) —2.346520 

15. (a) 0.243747 (b) 0.243748 (c) 0.243751 

17. (a) 8.814278 (b) 8.799212 (c) 8.804229 

19. (a) Ts = 0.902333, Ms = 0.905620 

(b) | Er| = 0.0078, | Eu | = 0.0039 

(c) n = 71 para T,, n = 50 para M, 

21. (a) Tio = 1.983524, Er = 0.016476; 

Maio = 2.008248, Ey = —0.008248; 

Sio = 2.000110, Es = —0.000110 

(b) | Er| < 0.025839, | Eu| < 0.012919, | Es| = 0.000170 
(c) n = 509 para T,, n = 360 para M,, n = 22 para S,, 

23. (a) 2.8 (b) 7.954926518 (c) 0.2894 

(d) 7.954926521 (e) El error real es mucho menor. 

(£) 10.9 (g) 7.953789422 (h) 0.0593 

(i) El error real es menor. (j) n > 50 


25., Ex R, T: M, 

0.742943 1.286599 1.014771 0.992621 
10 | 0.867782 1.139610 1.003696 0.998152 
20 | 0.932967 1.068881 1.000924 0.999538 


(c) 1.511519 
(c) 2.631976 


n E, Er Er En 

5 | 0.257057  —0.286599 —0.014771 0.007379 
10 | 0.132218  —0.139610 —0.003696 0.001848 
20 | 0.067033  —0.068881 —0.000924 0.000462 


Las observaciones son las mismas que están después del 
ejemplo 1. 


A100 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 
mal] E M, $ 
6 | 6.695473 6.252572 6.403292 
12 | 6.474023 6.363008 6.400206 
n Er Eu Es 
6 | —0.295473 0.147428  —0.003292 
12 | —0.074023 0.036992  —0.000206 


Las observaciones son las mismas que están después 
del ejemplo 1. 


29. (a) 19 (b) 186 (c) 18.6 
31. (a) 14.4 (b) 5 

33. 70.8F 35. 18.8 m/s 

37. 1.0337 X 10? megawatts-horas 
39. (a) 190 (b) 828 

41. 28 43. 59.4 

45. ) 


Of 05 1 15 2 x 


EJERCICIOS 7.8 m PÁGINA 534 

Abreviaturas: C, convergente; D, divergente 

1. (a), (d), Discontinuidad infinita (b), (c) Intervalo infinito 
3. } — 1/(21?); 0.495, 0.49995, 0.4999995; 0.5 


52 7.D wie” 1D 130 15.D 
17.D 619.3 21. 7/9 23.-r/8 25.2 27.D 
29% D 3.D 33.D  35.D 37.-} 39. —2/e 
41. 1/e 43. 5In2 
2 
o 3 


45. Área infinita 
20 


oa 


47. (a) 

t f [(sen?x)/x?°] dx 

2 0.447453 

5 0.577101 

10 0.621306 

100 0.668479 

1,000 0.672957 

10,000 0.673407 


Parece que la integral es convergente. 


49. C 51. D 53. D 55. T 
59. p > —1, —1/(p + 1Y 63. T 


57. p < 1,1/1 — p) 
65. /2GM/R 


67. (a) y 
1 (b) La razón a la que aumenta 
la fracción F(t) cuando t 
aumenta 
(c) 1; todos los focos se 
> funden finalmente 
0 13 
(en horas) 
69. y= —® 71, 1000 
CYTAEA) ; 


73. (a) F(s) = 1/s,s > 0 
(c) F(s) = 1/s°,s>0 
79. C= 1;ln2 81. No 


(b) F(s) = 1/(s — 1),s > 1 


REPASO DEL CAPÍTULO7 m PÁGINA 537 


Examen verdadero-falso 


1. Falso 3. Falso 5. Falso 7. Falso 
9. (a) Verdadero (b) Falso 11. Falso 13. Falso 
Ejercicios 
1.3+In2 3 e®™*+C 5e-l 
7. 5 9. —cos(ln t) + C 11.43 — ir 
13. 3 O 
15. —3 In|x| +4 31n|x 2| +E 
17. xsenh x — coshx + C 
19. xsecx — In| secx + tanx| + C 
21. In[x-2+ yx- 4x|+C 

yx2+1-1 
23. In| | +C 

x 

25. 3 In(x? + 1) — 3 tan™'x + y2 tan (x/42) + C 
27.7 29.0 31.657 


X X 
33. J-A sen (3) EC 
35. 4/1 +x +C 37. įsen 2x — $ cos 4x + C 
39.je-] 41% 8D 
45. 4In4-8 47. —4 49. 7/4 
51. (x + 1) ln(x? + 2x + 2) + 2arctaníx + 1) — 2x + C 
53. 0 
55, }(2x — 1) /4x? — 4x — 3 

=In|2x—1+y4x2=4x=3|+C 

57. )senxy4 + sen?x + 2 In(sen x+y4 + sen?x ) +C 
61. No 
63. (a) 1.925444 (b) 1.920915 (c) 1.922470 
65. (a) 0.01348,n = 368 (b) 0.00674, n = 260 


67. 13.7 km 

69. (a) 3.8 (b) 1.7867, 0.000646 (c) n= 30 
71. (2) D_ (b) c 

73.2 75. èm’ 


PROBLEMAS ADICIONALES = PÁGINA 541 

1. Alrededor de 1.85 pulgadas desde el centro. 3.0 

7. f(m=-%/2 11. (Par ee 13. ¿7-3 
15. 2 — sen™!(2//5) 


CAPÍTULO 8 


EJERCICIOS 8.1 m PÁGINA 548 


1.4/5 3. 3.8202 5. 3.4467 7. 3.6095 
9. (82/82 - 1) mm 13. 2 

15. In(y2 +1) 17. i+%In2 19. In3-3) 
21. Y2 + In(1 + y/2) 23. 10.0556 


25. 15.498085; 15.374568 27. 7.094570; 7.118819 


29. (a), (b) 3 
Li =4, 
L, = 6.43, 
0 4 
(o) ivi +B — 09/64 — 92)? dx (d) 7.7988 


31. Y1 +e% — In(1 + y1 +e*) + 2-42 + In(1 + y2) 


33.6 yA 


1x 
35. s(x) = [4 +9) 10/10]  37.2/2(y1+x-1) 
41. 209.1m 43. 6255cm 45. 124 


EJERCICIOS 8.2 m PÁGINA 555 


1. (a) i) fi 2r tan xy/1 + sectx dx 
Gi) [5 2rrx/1 + sectx dx (b) (i) 10.5017 (ii) 7.9353 
3. (a) G) fl, 2me™ V1 + 4x%e2" dx 
Gi) [i 2mxy1 + 4x%e 2" dx (b) G) 11.0753 Gi) 3.9603 
5. (a) (1) fo 2ryv1 + (1 + 3y? dy 
Gi) h 2r(y + y) 1 + (1 + 3y?) dy 


(b) (i) 8.5302 (ii) 13.5134 


7. Im(145,/145 — 1) 9. tal271/27 — 545) 
11. ary/5 + ato l 25) 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A101 


13. 2/1 + m + (2/r) lnr + V14 r) 15.27 
17. ma? 19. 9.023754 21. 24.145807 


23. Im[41n(/17 + 4) - 4in(y2 + 1) - V17 + 4/2] 
25. ¿mltn(y10 + 3) + 3/10] 
(b) 35 m3 a? 
a?b sen” (Ya? — b?, 2| 
yal = b? 
2rab? a + ya? — b? 
Sa p 

33. |) 2m[c — £(91V1 + [FP dx 35. 4m?r? 


37. Ambos son iguales a m |’ (e? + e PY dx. 


EJERCICIOS 8.3 m PÁGINA 565 


1. (a) 187.5 lb/pies? (b) 18751b (c) 562.5 lb 
3. 7000lb 5. 2.36 X 10N 7.6.7 Xx 10%N 
9. 889 lb 11. 28aH 13. 5.27 X 10N 

15. (a) 314N (b) 353N 


17. (a) 49 X 10'N (b) =44x 10% N 
(c) =42 X 10N (d) =3.9 X 10óN 
19. 4148 lb 21. 330; 22 

23. 10; 1; (2121) — 25. (3,5) 


27. ( l =) 29. (2,2) 


e=1 4 
my2 4 1 ed 
31. I ee 33. (8, —4 
(o -= 1)" 4(y2 — 7) (5-3 
28 10 E 
27 A 37: ( j 3) 
41. (0,5) 45. inrh 47. (52 
T T 
49. 41 *rR 


EJERCICIOS 8.4 m PÁGINA 572 

1. $38000 3. $140000;$60000 5. $407.25 

7. $166666.67 9. (a) 3800 (b) $324900 

11. 3727, $37753 13. 3(16y/2 — 8) ~ $9.75 millones 

AP aa) 

(2 = k) (b™ = aa 
21. 6.59 L/min 


15. $65230.48 17. 


19. 1.19 X 10~* cm?/s 23. 5.77 L/min 


EJERCICIOS 8.5 m PÁGINA 579 


1. (a) La probabilidad de que una llanta aleatoriamente seleccio- 
nada tenga un período de vida de entre 30000 y 40000 millas. 

(b) La probabilidad de que una llanta aleatoriamente seleccionada 
tenga un período de vida de al menos 25000 millas. 


3. (a) f(x) = 0 para todas las x y, FG) dx=1 

(b) 2/e — 3/e? = 0.33 

5. (a) 1/7 (0) 3 

7. (a) f(x) > 0 para todas las xy |" f(1)dx= 1 (b) 5 
11. (a) =46.5% (b) =15.3% (c) Alrededor de 4.8 s 
13. =59.4% (b) 40 min 15. =36% 

17. (a) 0.0668 (b) =5.21% 19. =0.9545 


Respuestas a los ejercicios con número impar 


APÉNDICE | 


A102 


EJERCICIOS 9.2 m PÁGINA 597 


21. (b) 0; a 


ON | iii 7 


Soo 


Lo rcol 


SN Arc ANS 
SEN | 14400 011 
MXN | 111142 4 E 
NSSS 2222A 
AAVA 111114 
HAHAHAHA 
SBS > 
ATAA SS EN 
PAIN NOOO ET 
errr A| NNSS y 
SS ES 
daan A LO 
A NAS Cl 
~ 
G 
xw 
. 
=- 
2 
e $ 
x ama 
+ 
~ 
(9) 
ee 
O 
o0 
a 
© 
0 
1 
JN 
— 
2 ia 
3 | 
x o 
- TH 
a~ m 
o Me) 
== ~w 


= 0.5, y 
3. MI 5. IV 


(b) y 
7. 


PAGINA 581 


REPASO DEL CAPÍTULO 8 m 


Ejercicios 


O 


Nu 
n N 
m1 
ee 
AA 
22 


3) 


AR 


FN 


AAN 


(109/109 — 1) 


Er 
5. (a) 3.5121 


1. 


2.1391  (c) 29.8522 
11. 6533 N 


(b) 2 


$7166.67 


19. 


21. (a) f(x) = 0 para todas las x y | 


(oo 


FG) dx= 1 


=% 


SÍ 


(c) 5 


=0.3455 
23. (a) 1-e?P=0.31 


(c) 8 In 2 = 5.55 min 


(b) 


(b) e 54 = 0.29 


PROBLEMAS ADICIONALES = PÁGINA 583 


3 


3. (a) 2rrr(r + d) 


1 


373 


2 


1. 


5 


(b) =8.69 X 10% km 


(d) =2.03 X 10% km? 


) = Po + g f p(x) dx 


5. (a) P( 


¿e . 24/r? — x? dx 
Jrb? 9. 0.14m 


rr 


> 


(b) (Po — pogH)arr* 


7. Altura 


) + pogHe di | 


J6 =2 


13. (0, —1) 


28 
> 


2 b, volumen ( 


11. 2/7,1/7 


CAPÍTULO 9 


EJERCICIOS 9.1 m PÁGINA 590 


7. (a) Debe ser de 0 o decreciente 


(d) y= 1/(x +2) 


0 
9. (a) 0 < P < 4200 


(c) P = 0, P = 4200 


(c) y 


(b) P > 4200 


(d) II 


15. (a) Al principio; se mantiene positivo, pero decrece 


(c) POA 


(c) IV 


(b) 1 


13. (a) II 


M 


17. Se aproxima a 0 conforme c se aproxima a Cs. 


17. EE -2 <c = 2; -2,0,2 
E e a a E E e s e e al E E E 
EPET EEPEPEETEEREET 
AAA ASA A de A 
ELEDA RAR DADOS 
ALA 
MANO EN S 
AO, ` e=1 
SARRA N 
+ > 
1 Ac EISAI RA 
1111111111111 e=] 
ELELEE UA 11111111 
o ini 
A E S a O a TE A AS 
A TEETER AEA 
PEERS ETETEA ETI 
AS UA 
c=-3 
19. (a) (1) 14 Gi) 144 dii) 1.4641 
(b) ya y=e* Subestima 
15+ ¿oh =0.1 
ae “—h=0.2 
h=0.4 
133 
1.25 


(c) G) 0.0918 Gi) 0.0518 Gii) 0.0277 


Parece que el error también se reduce a la mitad (aproximadamente). 


21. 0.7824 


23. (a) 0.04 (b) 0.06 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


23. (a) sen ™'y = x? + C 


25. (a) (Gi) 3 
(c) G) —0.6321 


Gi) 2.3 
(1) 


27. (a), (d) 
QA 


PARADA 
At 
Di 
ll om===- 


1 
|] 
\ 
{ 

aji 
N 


PA AA 


928 (iii) 2.3701 (iv) 2.3681 
0.0249 (iii) 0.0022 (iv) —0.0002 
Parece que el error también se divide entre 10 (aproximadamente). 
(b) 3 
(c) Si, Q =3 
ni (e 2.77C 
voA 
do Y 
Y MN 
b NA 
Y 
/ 
I 
i 
4T 


ET E 


EJERCICIOS 9.3 m PÁGINA 605 


1. y 1/(x? + C) y=0 
3. y= +2 +2IMm|x] +C 
5. e” — y = 2x + senx + C 
7. 0 sen 0 + cos 0 let +C 9 eyl) he" 
11. y = —In(1 — $x?) 13. y= -yx +9 
15. ły? + 13 +y) = 1x*In x = Ly? + 4 
17. y= o. =a 
23 
19. y=yYx2+4 21. y=Ke"=x-1 


(b) y = sen(x?), —=y711/2 Sx < yr/2 (c) No 
1 
=/7/2 0 y7/2 
25. cos y = cosx — 1 5 
-2.5 25 
0 
27. (a) 
29. y = 


31.1-yY=C 


2 


33. y=1+e 2 


37. Q(1) = 3 — 3e *;3 
4 


YA 


DIS 


SU 


35. y= (3? + 2)? 
39. P(t) = M — Me™; M 


41. (a) x=a 


(kt +2//a Y 


(b) £ 2 t x 4 t AE 
= ——=| tan ——— — tan 
kya — b a=b a—=b 


A103 


A104 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


43. (a) C(t) = (Co — r/k)je™ + r/k (b) r/k; la concentración 
se aproxima a r/k independientemente del valor de Co 

45. (a) 15e "kg (b) 15e % = 12.3 kg 

47. Alrededor de 4.9% 49. g/k 

51. (a) Lı = KLE (b) B = KV” 


e Ce" 1 Y 
53. (a) dA/dt=ky/A(M—A) ©) A) = M| ——), 


Ce Mk + 1 

yM + yA 
donde C = 2 y Ao = A(0) 

VM = VA 
EJERCICIOS 9.4 m PÁGINA 617 

1200 
1. (a) 1200;0.04 (b) P(1) = 7 (0) 87 
7 


3. (a) 100; 0.05 (b) Donde P está cerca de 0 o 100; 
en la recta P = 50; 0 < Po < 100; Po > 100 


Las soluciones se aproximan a 100; algunas son crecientes y otras 
decrecientes, algunas tienen un punto de inflexión pero otras no; 
las soluciones con Po = 20 y Po = 40 tienen puntos de inflexión 
enP = 50 

(d) P = 0, P = 100; otras soluciones se alejan de P = 0 y se 
dirigen a P = 100 


5. (a) 323 X 107kg (b) =1.55 años 


P 1 P 
P| 1 
dt 305 ( 20 ) 


7. 9000 


d 
9. (a) 


(b) 6.24 miles de millones (c) 7.57 miles de millones; 
13.87 miles de millones 


Yo 
11. dy/dt = kyl — b) y = - 
(a) dy/dt = ky(1 — y) (b) y n+ (l yje” 
(c) 3:36 PM 
15. P(t) = 1909.7761 (1.0796) + 94000; 
33 086.4394 
P(t) = + 94000 


1 + 12,3428e 0187 


130000 


90000 


1960 2010 


t (en años) 


m m , 
17. (a) P() == + (r - me (b) m < kPo 


(c) m = kPo,m > kPo (d) Decayó 
19. (a) Los peces son atrapados a razón de 15 por semana. 
(b) Véase el inciso (d). (c) P = 250, P = 750 


0 < Po < 250: P —> 0; 
Py = 250: P —> 250; 
Py > 250: P —> 750 


250 — 750ke"2 P 1200 
CPUS ppt 
donde k = 7, —+ 
0 120 
t 
21. (b) pa 0 < Po < 200: P > 0; 


Po = 200: P —> 200; 
Po > 200: P —> 1000 


M-—m)(k/M)t 


m(M — Po) + M(Po 


m)je' 
M — Po + (Po — mje nm: 


23. (a) P(0 5 Poe Eat — q) + sen q] 


(c) P(t) = 


(b) No existe 


EJERCICIOS 9.5 m PÁGINA 625 


1. No  3.Sí 5. y =x°ln|x| + Cx? 
_ [sentx?) dx + C 


sen x 


7. y=x+ 1+ Ce™” 9. y 


11. y=x? (nx + C) 13. y=30 41 +2) + cr’ 


1 1 3 a 3 
15. y In x Ee 17. u= -t +r 
x XO x 
19. y = —x cosx — x 
=e" C=3 Cc=3 
21. y= (x 1e +C EN a 
C=1 


-1/2 
å 2 
25. y = G + 2) 


27. (a) I(1) =4—4e% (b) 4-4e "2 =157A 
29. Q(t) =3(1 — e *),1(1) = 120 * 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A105 


31. P(0)=M+Ce* PA (d) RA AW 
M +80 
1500 + WwW 
+60 
1000 
R +40 
P(0) 500 + 20 
0 > 
t 0 e 


33. y = 2(100 + 21) — 40000(100 + 21)7*/?; 0.2275 kg/L 


35. (b) mg/c (©) (mg/c)[t + (m/c) ""] — m?g/c? E p 
REPASO DEL CAPITULO9 m PAGINA 634 


37. (b) P(t) = = 
1 + MCe Examen verdadero-falso 
1. Verdadero 3. Falso 5. Verdadero 7. Verdadero 
EJERCICIOS 9.6 m PÁGINA 631 Ejercicios 
1. (a) x = depredadores, y = presa; el crecimiento es restringido 1. 4) A 
solo por los depredadores, que se alimentan exclusivamente de sus 
presas o o GV) 4 
(b) x = presa, y = depredadores; el crecimiento es restringido 
à E (ii) 
por la capacidad de carga y por los predadores, que se alimentan 
exclusivamente de sus presas. 27 
3. (a) Competencia (ii) 
(b) (1) x = 0, y = 0: poblaciones de cero. ayo S > 
Gi) x = 0, y = 400: en ausencia de una población x, la población ` 
y se estabiliza en 400. Ñ ] 
Gii) x = 125, y = 0: en ausencia de una población y, la población (b)0=<c=4y=0,y=2,y=4 
x se estabiliza en 125. 3. (a) JA y(0.3) = 0.8 
(iv) x = 50, y = 300: ambas poblaciones son estables. a pS EA AO 
5. (a) La población de conejos comienza en alrededor de 300, Da a A 
aumenta a 2400 y luego vuelve a 300. La población de zorros , 7 ` Ñ A N ` 7 f ' 
comienza en 100, se reduce a alrededor de 20, aumenta a LIT FA dZ iii 
alrededor de 315, decrece a 100 y el ciclo vuelve a empezar. ' ' ! ; 7 Z LE ; ' ' ' 
(b) Ra AF 3232 "170 VO 3 
2500 + 
2000 - qa (b) 0.75676 
1500 + 200 (c) y =x y y = —x; hay un máx loc o mín loc 
1000 4 Vi 5. y= (tx? + C)e = 
al z 7. y = Ey In(x? + 2x% + C) 
Of nnn y 9. r(t) = 5e” 11. y = 3x (In xXN+2x 13.x=C- ły? 
2000 2 
15. (a) P(t) = ——= =560 (b) t= —10 1n 5; = 33.5 
* Especie 2 A 1 + 19e 
200+ t=2 17. (a) L(t) = La — [Le — L(0)]e* (b) L(t) = 53 — 430% 
19. 15 días 21. klnh + h = (—R/V)t + C 
DOT 23. (a) Se estabiliza en 200000 
w Ji (b) (1) x = 0, y = 0: poblaciones de cero 
Gi) x = 200000, y = 0: en ausencia de aves, la población de in- 
50+ sectos es siempre de 200000. 
is Gii) x = 25000, y = 175: ambas poblaciones son estables. 
0 20 100. o 200 230 BB (c) Las poblaciones se estabilizan en 25000 insectos y 175 aves. 
(d) xA (insectos) (aves) A y 
e o. 45000 Laso 
11. (a) La población se estabiliza en 5000. 
(b) G) W = 0, R = 0: poblaciones de cero ai 200 
Gi) W = 0, R = 5000: en ausencia de lobos, la población 25000 y] e F130. 
de conejos es siempre de 5000. 15000 y MA 
Gii) W = 64, R = 1000; ambas poblaciones son estables. 5000 + X 
(c) Las poblaciones se estabilizan en 1000 conejos y 64 lobos. 0 7 


A106 APÉNDICE | 


Respuestas a los ejercicios con número impar 


PROBLEMAS ADICIONALES = PÁGINA 637 


1. f(x) = +10e* 5. y=x 


(v 7. 20°C 


xX- L (+) 
9. (b) f(x) = ln (c) No 


4L 2 


11. (a) 9.5h 
13. x + (y= 6) =25 


CAPÍTULO 10 


(b) 270077 = 8482 m?; 471 mY/h 
15. y = K/x, 


L 
(c) 5.5h 
K%0 


EJERCICIOS 10.1 = PÁGINA 645 


5. (a) 


(b) x= y?—4y+1, 


=1<yx=5 


(db) x==0 +2 +1, 
=4=<y=0 


11. (a) x2 +y =1l,y>0 


(b) y 


13. (a) y= 1/x,y> 1 (b) 


15. (a) x = e (b) y 


17. (a) y=)Inx+1 (b) o”? 


19. Se mueve en sentido contrario a las manecillas del reloj a lo 
largo del círculo 


x=5Y fy-3 ? 
( > ) > > ) 1 de (3, 3) a (7, 3) 


21. Se mueve 3 veces a en sentido contrario a las manecillas 
del reloj alrededor de la elipse (x?/25) + (y?/4) = 1, partiendo 
y terminando en (0, —2) 

23. Está contenido en el rectángulo descrito por 1 S x S 4 
y2=y=3, 

25. 


27. y, 
1 


29. e 


=T 


31. (b)x=-2+51,y=7-8r,0=1t=1 

33. (a) x = 2 cost, y = 1 — 2 sent, 0 S t S 2r 

(b) x= 2 cost, y = 1 +2sent,0 StS 67 

(c) x= 2cost, y = 1 + 2 sen t, m/2 = t = 37/2 

37. La curva y = x?/” es generada en (a). En (b), solo la porción 
con x => 0 es generada, y en (c) se obtiene únicamente 

la porción con x > 0. 


41. x = a cos 0, y = b sen 0; (1?/a?) + (y?/b?) = 1, elipse 
43. E 
2a 


> 


o| p 


45. (a) Dos puntos de intersección 
4 (b) Un punto de colisión en (—3, 0) 


cuando ż = 37/2 


(c) Hay todavía dos puntos de 
—4 


=6 Sintersección, pero ningún punto 


de colisión. 


47. Para c = 0, hay una cúspide; para c > 0, hay un lazo cuyo 
tamaño aumenta cuando c aumenta. 


3 1 
Ñ 
=j 1 a 
0 
0 15 0 15 
-3 a 


49. Las curvas siguen aproximadamente la recta y = x y empie- 
zan a tener lazos cuando a está entre 1.4 y 1.6 (más precisamente, 
cuando a > V2 ). Los lazos aumentan de tamaño cuando 

a aumenta. 

51. Cuando n aumenta, el número de oscilaciones aumenta; 

a y b determinan el ancho y la altura. 


EJERCICIOS 10.2 m PÁGINA 655 


1. 3(1 +09 3. y= -x 5. y= —x 
7.y=2x+1 
9. y=3x +3 5 
(0, 3) 
=2 0 3 
TA LEE 
2? 47” 

13. —3tant, — sect, m/2 < t < 31r/2 
A A 

t=1 (1-1) 


17. Horizontal en (0, —3), vertical en (+2, —2) 

19. Horizontal en G, = 1) y (2, 1), ninguna vertical 
21. (0.6, 2); (5 - 6795, e% '*) 

23. 15 


8.5 C J3 


APÉNDICE | 


A107 


Respuestas a los ejercicios con número impar 


25. y =x,y=-—x 


27. 
33. 


39. 
43. 
45. 


Š YA / 
Ss A 
N Y 
Nx A 
N # 
? x 
dd k> 
# bI 
# N 
A Ñ 
A N 
Y Nx 
(a) dsen0/(r — dcos 0) 29. (4,0) 31. mab 
2 35. 2ar+amd? 37. |è V2 + 2e dt = 3.1416 
[7/5 — 4 cost dt =26.7298 41. 4/2 — 2 


IVZ + a(i + 2) 
Sle 1) 8 


-25 - sE 

47. 16.7102 m 
des | | 2.1 
1.4 

49. 612.3053 51. 6y2,y2 
55. (a) 15 t E [0, 471] 
(b) 294 
57. [7 2711 costy + I dt = 4.7394 


. f 2rre "1 + 2e' + e” + e 2 dt = 10.6705 
A Er 63. Sra? 


. Ex (949/26 + 1) 


71. 


EJERCICIOS 10.3 m PÁGINA 666 


1. (a) 


(b) Si 


(1, 97/4), (—1, 57/4) (2, T/2), (22, TT/2) 


A108 


(c) 


APÉNDICE | 


(3, 577/3), (23, 27/3) 


3. (a) 


(c) 


Respuestas a los ejercicios con número impar 


4,1 


(=43/2, 1/2) 


5. (a) (1) (4/2, 37/4) (ii) (-4/2,77/4) 
(b) G (6, 7/3) Gi) (+6, 47/3) 


7. 
d 
~ 

11. 

13. 2/7 


17. Círculo, centro (5/2, 0), radio 5/2 
19. Círculo, centro (1, 0), radio 1 
23. r = 1/(sen0 — 3 cos0) 


21. r= 2 csc 
25. r = 2c cos0 
29. 


o 


27. (a) 0 = 7/6 
31. 


(2, 317/2) 


15. Círculo; centro O, radio 2 


(b) x= 3 


33. 
37. 
41. 43. (3, 7/6) 
g= 37 p=T 
6 -6 
A a - 
INSI 
SS e 


49. | 51. 
| 
je 0) (6,0) 
| 
| 
| 
| 


53. (a) Para c < —1, el lazo interno empieza en O = sen™! (—1/c) 
y termina en O = m — sen™!(—1/c); para c > 1, empieza en 

0 = m + sen '(—1/c) y termina en 0 = 277 — sen '(—1/c). 

55. 1/43 57. —1w_ 591 

61. Horizontal en (3//2, 1/4), (3/2, 37/4); 

vertical en (3, 0), (0, 7/2) 

63. Horizontal en G, 1/3), (0, 7) [el poste], y (5, 57/3); 

vertical en (2, 0),(3, 27/3), (3, 47/3) 


65. Centro (b/2, a/2), radio ya? + b?/2 


67. 


71. 


73. Por rotación en sentido contrario a las manecillas del reloj a 


-2.5 


r 
1.1 E 2 
XxX 


1.1 
=1:1 


través del ángulo 7/6, 1r/3, o æ alrededor del origen. 


75. Para c = 0, la curva es un círculo. Cuando c aumenta, el lado 
izquierdo se aplana, y luego tiene un hueco para 0.5 < c < 1, una 


cúspide para c = 1 y un lazo para c > 1. 


EJERCICIOS 10.4 = PÁGINA 672 


1. 717/10240  3.71/2 5.3 nm 


9. T Q, m/2) 11. lir 
(3, 7/2) 
(1, 7) 
r=2sen0 
> (3, 37/2) 


2.6 . 
> A a 
3.4 1.8 
3 
L G 
2.6 


13. 


15. > 


17. 
25. 
33. 
37. 
39. 


41. 
43. 


3r : 
3 
3 
IT 1.4 
pi 2.1 
1.4 
im Wir 2.7343 23. įr +2/3 


In+1/3 27.7 29.m-2 3. im-1 
43 +2+1p 35. H(7 + 343) 

(2, 1/6), (3, 57/6), y el poste 

(3, 7/6), (3, 57/6), y el poste 

(33, 1/3), 243, 27/3), y el poste 


Intersección en 0 = 0.89, 2.25; área = 3.46 


APÉNDICE |Ì Respuestas a los ejercicios con número impar A109 


45.27 47. Š[(m> +12- 1] 49. Y 
51. 2.4221 53. 8.0091 
55. (b) 21r(2 — y2) 


EJERCICIOS 10.5 = PÁGINA 680 


1. (0, 0), (0, a J= “a 


YA 


5. (-2,3) (22,5), y = 1 7. (4,3), (3, -3),x =3 
yA 
(2, 5). 
SA e x 
y=1 
g 
9. x = —y?, foco (4, 0), directriz x = $ 


11. (0, +2), (0, +/2) 13. (+3, 0), (+2,/2, 0) 


y 


2 2 E 
15. (1, +3), (1, +,/5) 17. T m a = 1, focos (0, +/5) 
YA 
(1,3) 
-1 3 x 
(1,3) 


19. (0, +5); (0, 2/34); y = +$x 


A110 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


21. (4, —2), (2, —2); YA 
EE 


y+2= =+2(x-— 3) 


11. (a) 1 (b) Parábola (c) y=1 
(d) 


13. (a) £ (b) Elipse  (c)x=3 


23. (+1,1),(+/2,1),y-1=zwx (d) o! 
En o 
(o 7) (50) 
63) 
25. Hipérbola, (+1, 0), (+,/5, 0) 15. (a) É (b) Hipérbola (e) y=-2 
27. Elipse, (+,/2, 1), (+1, 1) (d) (10,32) 
29. Parábola, (1, —2), (1, 2) AA o ed 
31. y? = 4x 33. y? = —12(x + 1) N E 7 F 
35. (y + 1) = —4(x — 3) Mo z 
2 2 2 — 47 ` SN 
ara, 1 La E ni a 
25 21 12 16 NX 
1 — 4 = y dl 
Ma A A a EN 
12 16 9 16 / N 
— 1} x+ 3) 2 2 / $ 
p LEMA re A N 
25 39 9 36 / N 
He y? / N N 
49. | > =]1 / ` 
3763600 — 3753196 / bo, 2A ^ 
121x” 121y? . 
51. (a) F =] (b) =248 millas 1 
1500625 3339375 17. (a) 2, y = —3 
55. (a) Elipse (b) Hipérbola (c) Ninguna curva 
59. 15.9 
bic 
61. — + ab n( £ ) donde c? = a? + b? 
a b+c 
63. (0, 4/7) 
EJERCICIOS 10.6 m PÁGINA 688 
4 6 1 
aee t e ©) r 
hd 2 + cos sel 2 + 3 send 1 — 2 sen — 37/4) 
10 6 
5. r= —— 7 r= —— 
i 3 — 2 cos ý 1 + senó 
9. (a) Y (d) 
(b) Hipérbola 
(c) x = -$ 


19. La elipse es casi circular 
cuando e está cerca de O y se 
alarga cuando e —> 1”. En 

e = 1, la curva se vuelve 
una parábola. 


2.26 X 108 1.07 
25. r = == — 27.r= 
1 + 0.093 cos 0 


29. 7.0 X 10” km 31. 3.6 X 10° km 


REPASO DEL CAPÍTULO 10 =m PÁGINA 689 


Examen verdadero-falso 


1. Falso 3. Falso 5. Verdadero 7. Falso 
9. Verdadero 
Ejercicios 
1. x = y? — 8y + 12 3. y= 1/x 
; YA 
(1,1),0=0 


=y 


> 
x 


5.x=tby Jt; x 4y=8té; 
x = tan?t, y =tant,0=<t< 7/2 


1 + 0.97 cos 0 


; 35.64 AU 


7. @ (42) (0) (3V2, 37/4), 
(-34/2, 77/4) 
E 
À E 
(-2, 2/3) 
9 11. 
(2, 1/2) 
(1, 7) (1, 0) > 
13. 15. Es 
ST O 
2,m) 2.0) ST a 
AS J= 
=j -L N - q 
7 0) 
(13) 
2 
17. r= 


cos O + sen 0 


0.75 


21. 2 23. —1 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A111 


l+sent 1++c0sf + sent 13 
25. ] - 27. (4,4) 
1 + cost (1 + cos t} 
29. Tangente vertical en YA 


Ga, +13 a), (3a, 0); L— 
tangente horizontal en 
(a, 0), (a, +5 3 a) 


(—3a, 0) / _(a, 0) £ 
31.18 33. (2, +7/3) 35. }(m — 1) 
37. 2(5/5 — 1) 
Se 2/24 1-y4m+1 l 2r + 4m? +1 
. rin === 
271 mym +l 


41. 471295 m /1024 
43. Todas las curvas tienen la asíntota vertical x = 1. Para c < —1, 
la curva se abulta a la derecha. En c = —1, la curva es la recta x = 1. 
Para —1 < c < 0, se abulta a la izquierda. En c = O hay una cúspide 
en (0, 0). Para c > 0, hay un lazo. 

45. (+1, 0), (+3, 0) 


47. (-2, 3), (-1,3) 


y 


Mine 


o] ž 
y? x? 
51. — — — =| 
72/5 8/5 
x? 8y — 399)? 4 
53. ás (By ) 1 55. 1 == 
25 160801 3 + cos 0 


57. x = a(cot 0 + sen 0 cos 0), y = a(1 + sen? 0) 


PROBLEMAS ADICIONALES =m PÁGINA 692 


3. [48,3] x [-1,2] 


1. In(7/2) 


CAPÍTULO 11 


EJERCICIOS 11.1 = PÁGINA 704 


Abreviaturas: C, convergente; D, divergente 

1. (a) Una sucesión es una lista ordenada de números. También 
puede definirse como una función cuyo dominio es el conjunto de 
enteros positivos. 

(b) Los términos a, se aproximan a 8 conforme n crece. 

(c) Los términos a, crecen conforme n crece. 


9. 1,2, 7,32, 157 


4-3 8-3 3 A 1 
5. ls 7733728740 
DD 
11. 2, 3» 5» 7» 9 13. Un = 1/Qn) 
2 


n— R 
15. an= -3-A 17. an =(=1)"— 
é ( 3) : Ed n +1 


19. 0.4286, 0.4615, 0.4737, 0.4800, 0.4839, 0.4865, 0.4884, 
0.4898, 0.4909, 0.4918; sí; j 

21. 0.5000, 1.2500, 0.8750, 1.0625, 0.9688, 1.0156, 0.9922, 
1.0039, 0.9980, 1.0010; sí; 1 

23. 5 25. D 27. 0 29. 1 31. 2 

33. 1 35. 0 37. 0 39. D 41. 0 43. 0 


A112 


45. 1 47. e? 49. In2 51. 7/2 53. D 55. D 
57.D 59. 7/4 61.4 63.0 

65. (a) 1060, 1123.60, 1191.02, 1262.48, 1338.23 (b) D 

67. (b) 5734 69. -1<r<l 

71. Convergente por el teorema de sucesión monótona; 5 S L < 8 
73. Decreciente; sí 75. Creciente; no 

77. Creciente; sí 


79.2 81. 4(3 + v5) 
85. (a) 0 (b) 9,11 


83. (b) ¿(1 + v5) 


EJERCICIOS 11.2 m PÁGINA 715 


1. (a) Una sucesión es una lista ordenada de números, mientras 
que una serie es la suma de una lista de números. 

(b) Una serie es convergente si la sucesión de sumas parciales es una 
sucesión convergente. Una serie es divergente si no es convergente. 
3.2 


5. 0.5, 0.55, 0.5611, 0.5648, 0.5663, 0.5671, 0.5675, 0.5677; C 
7. 1,1.7937, 2.4871, 3.1170, 3.7018, 4.2521, 4.7749, 5.2749; D 
9. —2.40000, — 1.92000, 1 

—2.01600, — 1.99680, š fa, 

—2.00064, — 1.99987, 0 _—— 

—2.00003, — 1.99999, 
—2.00000, — 2.00000; 
convergente, suma = —2 


{sa} 


-3 


11. 0.29289, 0.42265, 1 
0.50000, 0.55279, 

0.59175, 0.62204, 

0.64645, 0.66667, 

0.68377, 0.69849; 

convergente, suma = 1 


(a) 


13. 1.00000, 1.33333, 
1.50000, 1.60000, 
1.66667, 1.71429, 
1.75000, 1.77778, 
1.80000, 1.81818; 
convergente, suma = 2 


0 3 12 
15. (a) Sí (b) No 17.D 19% 21. 
23.) 25D 27.D 29D 31.9 33.D 
sen 100 

35. ————— 

1 — sen 100 
37.D 39.D 4l.e/le-1) 43.3 45.2 
47.e— 1 


49. (b) 1 (c) 2 (d) Todos los números racionales con una 
representación decimal final, excepto 0 
51. 53. 5063/3300 55. 45679/37000 


1 
57. LA 
5 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


3 


=x 


59. A 


61. x> 20x ea cu 
x-2 ee 


65. 1 67. a, = 0, a, 


na + D paran > 1, suma = 1 


69. (a) 120 mg; 124 mg 

(b) Qatı = 100 + 0.200, (c) 125 mg 

71. (a) 157.875 mg; 200 (1 — 0.05") (b) 157.895 mg 
D(1 — c”) 


73. (2) s= OS 75, 13 =1) 
a 
1 
79. ————— 81. La serie es divergente. 
n(n + 1) 
87. (s, ) está acotado y es creciente. 
89. (a) Lo gl 
+ 1)! -1 
91. (115319. 010 (e) 1 


(n+ 1)! 


EJERCICIOS 11.3 m PÁGINA 725 
1 C 


y 


o] 


3. C 5. D 7.D 9. D 11. C 13. D 


15. C 17. C 19. D 21. D 23. C 25. C 
27. f no es positiva ni decreciente. 
29. p>1 31. p< -1 33. (1, œ) 


35. (a) pri b) hrt- E 

37. (a) 1.54977, error S 0.1 (b) 1.64522, error < 0.005 
(c) 1.64522 en comparación con 1.64493 (d) n > 1000 
39. 0.00145 45. b < 1/e 


EJERCICIOS 11.4 m PÁGINA 731 


1. (a) Nada C 3C 5D 7C 9D 
ME BO. BC 17D 19.C  21.D 
23.C 25.D 27.D 29.C  31.D 


33. 0.1993, error < 2.5 X 107”? 
35. 0.0739, error < 6.4 X 1078 
45. Sí 


EJERCICIOS 11.5 m PÁGINA 736 


1. (a) Una serie cuyos términos son alternadamente positivos 
y negativos. (b) O < bn+ı S bn y líM;, >< bn = 0, 

donde b, = | an| (© |[R,| S bni 

3. D 5. C 7.D 9. C 11. C 13. C 

15. C 17. C 19. D 21. 0.5507 23. 5 

25. 5 27. 0.4597 29. —0.1050 

31. Una subestimación 


33. p noes un entero negativo. 35. [b,) no es decreciente. 


EJERCICIOS 11.6 = PÁGINA 742 


Abreviaturas: AC, absolutamente convergente; 
CC, condicionalmente convergente 


1(a)D (b)C (c) Puede converger o divergir 
3. CC 5. AC 7. AC 9. D 11. AC 
13. AC 15. D 17. AC 19. AC 21. AC 
23. D 25. AC 27. AC 29. D 31. CC 
33. AC 35. D 37. AC 39. D 41. AC 
43. (a) y (d) 
47. (a) $} ~ 0.68854, error < 0.00521 
(b) n = 11, 0.693109 

æ n 00 n-1 
o egaa 

i Inn hei n 
EJERCICIOS 11.7 m PÁGINA 746 
1. D 3. CC 5. D 7.C 9. C 11. C 
13. C 15. C 17. C 19. C 21. D 23. D 
25. C 27. C 29. C 31. D 
33. C 35. D 37. C 


EJERCICIOS 11.8 m PÁGINA 751 


1. Una serie de la forma >%=0 c„,(x — a)", donde x es una variable 
y a y las c,'s son constantes 


3. (1,1) 5 LL 

7. 00,(—00,00) 9. 4,[-4,4] 

Mea 1220 

15. 1,[1,3] 17. 2, [-4, 0) 

19. 4, [-3,-4) 21. b,(a-b,a+b)  23.0,() 
25. 1[21] 27. 0,(-0,0 

29. (a) SÍ (b) No 

31. k* 33. No 

35. (a) (—%, o) 


(b), (c) 


2 Si S3 S5 


37. (—1, 1), f(0) = (1 + 2x)/(1 — x°) 41. 2 


EJERCICIOS 11.9 = PÁGINA 757 


1. 10 3: > (-1 7 1”, (10, 10) 
n=0 10" 
5,22 391 (73,3) 
o (pri? 1 o (-1)"3x" 
7. È — 3 (52,2) E > zor > (72 2) 
n=0 n=1 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


E 1 
1. 5 (-1 — AS 1) 


n=0 


13. (a) 5 (Dn + Dx",R =1 


n=0 


(b) - 5 (Da + 2)(n + 1)x",R = 1 
n=0 
(c) ; 5 (—1)'n(n — 1)x",R = 1 


15. m5- $ >, R=5 
n=1 n5 


17. ED + Da, R = 43 
n=0 
3n-=2 


19. > 


E= qa 


a R=2 


21. > (=D "192, R =1 


n=0 


N 


2 yan io e 
2.37, p2R=1 a Als 
| fh 
-2 
| / 
3 
æ (942 
25. C + R=1 
2 8n + 2 
œ g*r 
27. C 1)” ,R = 
2 1 n(n + 3) 
29. 0.044522 31. 0.000395 
33. 0.19740 


35. (b) 0.920 39. [-1, 1], [—-1, 1), (—1, 1) 


EJERCICIOS 11.10 = PÁGINA 771 


3. X (n+ Dx”,R=1 


n=0 


1. bs = f®(5)/8! 
5, x +x? tix? ttxt 


7. 2+ (2-8) -— zgh — 8 + agla — 8) 


le) az) le 


so o 2n 
11. X (n+ 1)x”,R=1 13. X, (-1) 


xX 
n=0 n=0 


(2n)! 


j 


R=% 


A113 


ay 


00 


A114 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 
æ (In 2)" par 
15. ~x", R=% 17. ,R =œ 
2 ni * O (2n + 1)!” 
19. 50 + 105(x — 2) + 92(x — 2} + 42(x — 2) + 10(x 
+(x- 2 R= 
E 1 
21. n2 + Y) (D) —(x-2),R=2 
n=1 n2 
æ% 2e 6 
23. 2 - 3)" R =% 
æ% < pr 7 
25. =m) R= 
È n+ Dí Qn ET DA 
31. 1- == Y Ma RS] 
4 ne 4"-n! 
ES ¿(+ U2) 
33. > ( 1) añ 1” R=2 
S 1 
35. 1 n HR = 1 
M ari 
37. Y za yat R=00 
0 “nl > 
39. pa ynt R= 00 
P n 
D s n1:3:5: eae (Qn- 1) on 
41. 2% ia 1) n!23"+! E ES 
æ 2n-1 
43. 2 j x”, R = 0 
= (2n)! 
45. Ye LA 
¿0 (217? 
1.5 
: 


49. 0.99619 
MEET «(n= 
51. @ 1+ 5 LŽ Qn- 1) ion 
= Z'n! 
= 1 . 3 . 5 dl a A 2 == 1 
(6) x+ Y Qn ¡e 


(2n + 1)2"n! 


n=1 
œ 1 3n+1 
E 
53. C + : ,R=1 
> 3n + 1 
> 


o q ón+2 
55. C 1) ,R 
n=0 ( ) (6n F 2)(2n)! 
57. 0.0059 59. 0.40102 61. 4 E m 65.3 


7 
67.1-i2+%x* 69. 1+l1+3x* 
1x0 
73. e™ 75. n$ 
77. 1/2 79. e? 


EJERCICIOS 11.11 m PÁGINA 780 


1. (a) Tola) = 0, NA) = Tax) = x, Tala) = Tala) = x — Lx, 
Tola) = x — $x? + papa 


(b) x f DiT=T | n= T Ts 
m/4 |0.7071 | 0 0.7854 0.7047 | 0.7071 
m/2 |1 0 1.5708 0.9248 | 1.0045 
T 0 0 3.1416 |-—2.0261 | 0.5240 


Eno E 
47. op ,R= 


(c) Conforme n aumenta, T,(x) es una aproximación satisfactoria 
de f (x) en un intervalo cada vez más grande. 


3e 


elx= 1) 4 


jelx 


12 


1} + fe(x— 1) 


1 T; 0 


13 
15 
17 
19 


TY. 1 ar Y 
A O A 

} Hx 2) + Ex 27 (x 2y 

2 

f 
T; 

0 4 

x — 2x? + 2x? 


(A) 1=(x=1)+ (x- 1) 


. (a) 2 +i- 4) - á(a — 4) 
. (a) 1+3x? (b) 0.0015 
. (a) 1+x? (b) 0.000 06 


(b) 0.006 482 7 


(b) 1.5625 x 107? 


21. (a) x? — x’ 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A115 


23. 0.17365 25. Cuatro 27. —1.037 < x < 1.037 
29. —0.86 < x < 0.86 31. 21 m, no 
37. (c) Difieren en alrededor de 8 X 107? km. 


REPASO DEL CAPÍTULO 11 =m PÁGINA 784 


Examen verdadero-falso 

1. Falso 3. Verdadero 5. Falso 7. Falso 
11. Verdadero 13. Verdadero 15. Falso 
19. Verdadero 21. Verdadero 


9. Falso 
17. Verdadero 


Ejercicios 

Li 3D 50 de 92 110 
13.C BD 1.C 15€ 20 

25. AC 27. 29. 7/4 31. e~” 
37. 0.189 762 24, error < 6.4 X 107 

41. 4,[-6,2) 43. 0.5, [2.5, 3.5) 


1 £ n 1 m y? , J3 gyl 
i ZA! o (+ z) n+l)! (+ z) | 


23. CC 
35. 0.9721 


æ% n 


47. © (1x, R=1 49. m4- Y) >—,R=4 
n=0 n=1 n4 
00 q anta 
51. 1)" R=% 
2 ) (2n + 1)! 
1. 1:5:9:-+-(4n-3) , 
53. 77 2 P x", R = 16 
æ x” 
55. C+In|x| +£ 
aihen! 


57. (a) 1 + $(x — 1) — (x 
(b) 15 


F + io = 1" 
(c) 0.000 006 


59. — 


Dn 


PROBLEMAS ADICIONALES = PÁGINA 787 


1. 15!/5! = 10897286400 
3. (b) 0 si x = 0, (1/x) — cot x if x % kr, k un entero 
5. (a) sn = 3 + 4", a = 1/3", p =4'/3"" (0) 2V3 
3r I FAFA i 
9. — 11. 1,D, 13. ln> 
: o E nl 
17. (a) A (e7075 Se ens) (b) Sr 
T 
19. === 1 
243 


2 
21. = (z = 7 ) , donde k es un entero positivo 


A116 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


CAPÍTULO 12 


EJERCICIOS 12.1 m PÁGINA 796 


1. (4, 0, —3) 3. C;A 
5. Una recta paralela al eje y y 4 unidades a la derecha de ella; 
un plano vertical paralelo al plano yz y 4 unidades frente a él. 


yA 


7. Un plano vertical que 
interseca el plano xy en la 
rectay=2-x,z=0 


9. (a) |PO| = 6, | QR| = 24/10, 
11. (a) No (b)Sí 

13. (x = 1)? + (y + 4)? + (z — 3) = 25; 
(x — 1)? + (z — 3)? = 9, y = 0 (un círculo) 
15. (x= 3) + (y — 8)? + (2 — 1)? = 30 
17. (1,2, —4),6 19. (2,0,-6),9/y/2 
21. (b) 3, £94, 44/85 

23. (a) (x — 2)? + (y + 3)? + (z — 6)? = 36 
(y +3} +(2- 6) =4 
(+3) +(2- 6) =9 


25. Un plano paralelo al plano yz y 9 unidades frente a él 
27. Un semiespacio que consta de todos los puntos bajo 


RP | = 6; triángulo isósceles 


el plano z = 8 

29. Todos los puntos en o entre los planos horizontales z = 0 
yz=6 

31. Todos los puntos en un círculo con radio 2 con centro en el 
eje z que está contenido en el plano z = —1 


33. Todos los puntos en una esfera con radio 2 y centro (0, O, 0) 
35. Todos los puntos en o entre esferas con radios 1 y y5 y 
centros (0, 0, 0) 

37. Todos los puntos en o dentro de un cilindro circular de 
radio 3 con eje en el eje y 

37. 0<x<5 41. ?7<2+y9+2<R? 

43. (a) (2,1,4) ©) L; 


45. 14x — 6y — 10z = 9, un plano perpendicular a AB 
47. 2/3 -3 


EJERCICIOS 12.2 m PÁGINA 805 


1. (a) Escalar (b)Vector (c) Vector (d) Escalar 
3. AB = DC, DÀ = CB, DE = EB, EA = CË 


5. (a) (b) u 
u+v v 
YN PS 


u 
(c) (d) u 
AS o 
v+w Y 
(e) u (6 
NV 
w u 
y U—W-v 
vV+u+w 


=Y 


19. (6,3), (6, 14), 5, 13 
21. 6i — 3j — 2k, 20i — 12j, y/29,7 


23 25. 5i-ij+4k 27. 60° 


29. (2, 243) 31. =45.96 pies/s, =38.57 pies/s 
33. 100/7 = 264.6 N, =139.1* 
35. ,/1250 = 35.4 km/h, N8°W 


37. =-177.39i + 211.41 j, =177.391 + 138.59 j; 
=275.97 N, =225.11 N 

39. (a) En un ángulo de 43.4” desde la orilla, hacia río arriba 
(b) 20.2 min 

41. =(1+45//417 43.0 


45. (a), (b) 


47. Una esfera con radio 1, centrada en (xo, yo, Zo) 


EJERCICIOS 12.3 m PÁGINA 812 


1. (b), (c), (d) son significativos 3. —3.6 5. 0.58 7. 32 


9.14/3 — M.u-:v=ju:w=-) 
1 
15. co ( 2) = 630 17. cos (—¿) = 146° 


7 
19. | —— | = 52 
E (+5) 


23. (a) Ortogonal 
(c) Paralelo 


21. 48%, 75°, 57° 


(b) Ninguno de los dos 
(d) Ortogonal 


25. Sí 27. (1-j-K)/y3 [o (=i + j +k)/43] 
29. 45% 31. 0° en (0, 0),=8.1° en (1, 1) 
33. 3, 3, 3; 48°, 71°, 48° 


35. 1//14, -2/y/14, -3/414; 74°, 122°, 143° 
37. 1/3, 1/43, 1/3; 55°, 55°, 55° 
ailemi) 8. =N,- Aik 
7. (0, 0, -2/10 ) o cualquier vector de la forma 

te 1,3s — 2/10),5,1ER 

49. 144J 51. 560 cos(20°) = 526 J 

53. B cos” 11/43) = 55 


39. 9, ($, F) 


EJERCICIOS 12.4 m PÁGINA 821 

1. 15i = 10j -= 3k 3. 14i +4j+2k 

5. 3i+1j+3k  7.(1-Di+(0 -1P)k 

9. 0 11.i+j+k 

13. (a) Escalar (b) Sin sentido (c) Vector 

(d) Sin sentido (e) Sin sentido (£) Escalar 

15. 35; hacia dentro de la página 17. (—7, 10,8)», (7, —10, -8) 


dá ( 1 1 5 K I i 5 ) 
: 343" 3V3’ 343/1343" 3/3” 3/3 

27.20 29. (a) (0,18,-9) (b) 3v5 

31. (a) (13,—14,5) (b) 1//390 

33.82 35.16 39. 10.8 sen 80° = 10.6N-m 

41. =417N 43. 60° 


45. (b) /97/3 53. (a) No (b) No  (c) Sí 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A117 


EJERCICIOS 12.5 PÁGINA 831 


1. (a) Verdadero (b) Falso 
(e) Falso (£) Verdadero 
(1) Verdadero (j) Falso 


(c) Verdadero (d) Falso 
(g) Falso (h) Verdadero 
(k) Verdadero 


3. r = (2i + 2.4j + 3.5k) + t(3i + 2j — k); 
x=2 nada t 
5. r = (i + 6k) + t(i + 3j + k); 

x=1 a 
7.x=2+2%y=1+),2=-3- 4t; 


(œ = 2)/2 = 2y — 2 = (z + 3/(4) 


9. x= 8 +3t,y=4+0t=4,z 1 9t 
x-8 z+1 di 
3 z9 
11. x= —6 + 2t, y =2 +3tz=3+f,; 
(x + 6)/2 = (y — 2)/3 =z -3 
13. Sí 
15. (a) œ= D1) = ( + 5)/2 = (2 — 6)/(-3) 


(b) (1, -1, 0), (-2, 0, —2), (0, —3, 3) 

17. r() = (6i — j + 9k) +:(i+7j-9k),0=<1=<1 
19. Sesgada 21. (4, —1, —5) 23. —2x + y+ 5z=1 
25. x+ 4y+z=4 27. 5x-=y-z=7 

29. 6x + 6y + 6z = 11 31. x+y+z=2 


33. 54 = 3y = 87 = =9 35. 8x + y - 2z= 31 
37. x-2y-2=-3 39. 3x — 8y — z = —38 
41. A 43. Z 


xX 


45. (—2,6,3) 47. 


(4,4,0) 49. 1,0,—1 


1 
51. Perpendicular 53. Ninguno de los dos, of) = 114.1° 


a 


57. (a) x = 1, y = —t, z= t (b) cos(5) = 15,8" 


55. Paralelo 


59. x=2 y-3_ 2 
-3 8 2 

63. (x/a) + (y/b) + (z/c) = 

65. x=3t,y=1-—tz=2- 21 

67. P, y P; son paralelos, P, and P4 son idénticos 


61. x+2y+2=5 


69. /61/14 71. I: 73. 5/(2/14) 
77. 1//6 79. 13/4/69 


81. (a) x = 325 + 4401, y = 810 
0O<t<1  (b) No 


1351, z = 561 + 38t, 


EJERCICIOS 12.6 m PÁGINA 839 


1. (a) Parábola 
(b) Cilindro parabólico con resoluciones paralelas al eje z 
(c) Cilindro parabólico con resoluciones paralelas al eje x 


A118 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


3. Cilindro elíptico 5. Cilindro parabólico 17. Elipsoide ZA 


19. Paraboloide hiperbólico 


9. (a) x= k, y? — 2? = 1 — k, hipérbola (k # +1); 
y =k, xX — 7 = | — k, hipérbola (k 4 +1); 

z= k, xX + y =] + k, círculo 21. VII 23. II 25. VI 27. VII 
(b) El hiperboloide rota de tal forma que tiene como eje el eje y 
(c) El hiperboloide se desplaza una unidad en la dirección nega- 
tiva de y 


as ; ; 29. Paraboloide circular ZA 
11. Cono elíptico con eje en el eje x 


13. Cono elíptico con eje en el eje x y? 


- 31. y =x + 


33. y= =e 


Paraboloide hiperbólica 


35. z= (x- 1? + (y - 3 
Paraboloide circular con 
vértice (1, 3, 0) y eje en la 
recta vertical x = 1, y = 3 


37. (1-2? y i (z — 1) 
3 5 5 

Hiperboloide de una hoja con 

centro (2, 0, 1) y eje en la recta 


horizontal x = 2, z = 1 


41. 


45. x=y +7 


47. —4x = y? + 2?, paraboloide 
2 2 2 
y Z 


(6378.137) (6356.5237 ~ 


X 
49. 
O si 


(b) Círculo 
53. 


(c) Elipse 


go 
SS 
ES 
SLSR Zo 
SS 
SS 


`D 


SSS 

s SSSA 

SIS 

OSOS 

> 
ISS 
SS 
US 


REPASO DEL CAPÍTULO 12 = PÁGINA 842 


Examen verdadero-falso 


1. Falso 3. Falso 5. Verdadero 7. Verdadero 
9. Verdadero 11. Verdadero 13. Verdadero 15. Falso 
17. Falso 19. Falso 21. Verdadero 


APÉNDICE |Ì Respuestas a los ejercicios con número impar A119 


Ejercicios 

1. (a) («+ 1 + (y —- 2) + (2 — 1) = 69 

(b) (y — 2P + (2-1 = 68,x = 0 

(c) Centro (4, — 1, —3), radio 5 

3. u + v = 3/2; |u X v| = 32; fuera de la página 

5. —2,—-4 7102. @)-2 (0-2 00 
9. cos (3) =71% 11. (a) (4, —3,4) (b) y41/2 
13. =166N, =114N 

15. x=4-3t,y=-1+2t1z2=2+3f 

17. x= -2 +2ty=2-tz=4+5t 


T 


19. —4x + 3y +z = —14 21. (1,4,4) 23. Sesgada 
25.x+y+z=4 27. 22//26 


29. Plano 31. Cono 


xX 


35. Elipsoide 


ZA 


33. Hiperboloide de dos hojas 


(0, 1,2) 


37. 44 +y +2 = 16 


PROBLEMAS ADICIONALES = PÁGINA 844 


1. (3-8 


3 (41 +D = y = =D == Af" +1) 
(b) x? +y =t ++1,z=t (c) 47/3 

5. 20 

CAPÍTULO 13 


EJERCICIOS 13.1 m PÁGINA 853 
1. (1,3) 3.i+j+k  5.(-1,7/2,0) 
7. yA 9. 


A120 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


11. ZA 13. 37. 39. 
(3, 0, 2) 
10 
p 
20 
15. yA Ml 7 
10 P o RO y 
1 2T * 
Z Xx 
27 1 43. r(0) =1i+5(4-Dj+H0+1Dk 


45. r(t) = costi + sentj + cos21k,0=< t< 27 


47. x = 2 cost, y = 2 sent, z = 4 cos°t, 0 S t S 2r 49. Sí 


EJERCICIOS 13.2 m PÁGINA 860 
1. (a) ya 


17. r( = (1,21,31),0<1< 1; 
x=ty=2tz=340st<s1 

19. r() = ($r —1 +4,1-31),0=1<1; 
x=Hy=-1+%:2=1-H0=<1<1 

21. II 23. V 25. IV 

27. ZA 29. y= el 2=e",7= y? 


(b), (d) 


31. (0, 0, 0), (1,0, 1) 
33. 


r(4 + h) — r(4) r'(4) 


3. (a), (c) y (b) r'() = (1, 21) 


5. (a), (©) b) r = 2e”i+ e'j 


7. (a), (c) 


(b) r'(f) = 4costi + 2sentżj 


9. r'(t) ( i 0 2) 
er = U, 
241 — 2 p 
11. r'(t) = 2ti — 2t sen(t°) j + 2 sent cos t k 
13. r'(1) = (tcos 1 + sent) i + e'(cos 1 — senż)j 
+ (cos?t — sen’t) k 
15. r(A =b+2re 17. (2,3,6) 19. 3j+%k 


21. (1, 2t, 32), (1/4/14, 2/4/14, 3//T4), (0, 2, 6t), (61?, —6t, 2) 


23. x=2+21,y=4+2,2=1+1 
25.x=1-t¢£ty=tz=l1-t 
27. r(t) = (3 — 4t)i + (4 + 3t) j + (2 — 6t)k 
29. x=t,y=l-t,z=2t 
31. x= Tr ty=T+t2=-mT1 
33. 66° 35. 2i+)j-2k 
37. (In2)i + (m/4)j + $In2k 
39. e'i + tj+(tIint-t)k+C 
41. (4 + 2)i + (241 + 4) j + (2t + 5)k 
47. 2tcos t + 2 sent — 2 cos t sent 49. 35 
EJERCICIOS 13.3 m PÁGINA 868 
1.12 3 e-e" 5.413%? -— 8) 
7. 18.6833 9. 10.3311 11. 42 
13. (a) s(t) = v26 (t — 1); 
sS a 4s Ea 3s 
Sd ( +5) | (E | ) | (5 l 5) 


o (a 4 E) 
26° S26 ° V26 
15. (3 sen 1, 4, 3 cos 1) 
17. (a) (1/4/10, (=3/410) sen 1, (3/V/10 ) cos t), 
3 


(0, —cos £, —sent) (b) ¡5 


1 
19. (a) See. rl 


(b) 42e"/(e” + 1) 


— e”, J2e', /2e') 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A121 
V6 
21. 6:/(9* +44 23. —— 
A ) 237 + 1)? 
25.7% 
6|x| ó 1 
` (1 +9x*y2 “xQ + Inx? + (In 1) 
31. (-51n2, 1/42); se aproxima a0 33. (a) P (b) 1.3,0.7 
k(t) A 
0.6 
5 
z0 
-5 0 
g0 x 
o. só wo 
y > 
ag 0 5. t 


39. aes y = f(x), b esy = K(x) 
64/4 cos?t — 12 cos 1 + 13 


41. K(i = i 
Kio) (17 — 12 cos 7? 
K()A 
múltiplos enteros de 277 
0 27 pu mt 


43. 6r/(41 + 942 
45. 1/(V2e) a7. (333) (153 A 
= c+2=2 


49. x — 2z 4T, 2x +z =2T 
s (e 
5 
-7.5 25 
j 
-5 


53. (—1, —3, 1) 
55. 2x + y + 4z = 7, 6x — 8y —- z = -3 
65. 2/(tf + 4t? +1) 67. 2.07 X 10V Å =2m 


EJERCICIOS 13.4 =m PÁGINA 878 


1. (a) 1.8i — 3.8j — 0.7k, 2.0i — 2.4j — 0.6k, 
2.8i + 1.8j — 0.3k, 2.8i + 0.8j — 0.4k 
(b) 2.4i — 0.8j — 0.5k, 2.58 


122 CAPÍTULO 1 Funciones y modelos 


3. v(t = (-1,1) 


alt) = (=1, 0) 
Ivo | =y2 +1 

5. v(t) = —3 senti + 2costj 
a(t) = —3 cos ti — 2 sent j 


Iv | = y5 sen?t + 4 


7. v() =i+2tj 
alt) = 2j 


Ivo | =y1 +42 


mn 
9. (21, 319, 21), (2, 61, 2), |1]y/91? + 8 

11. /2i+e j—e "ke j+e ke + e” 

13. e'[(cos 1 — sen1)i + (sent + cos 1)j + (t + 1)k], 

e'[-—2 senti + 2 cos tj + (t + 2)k], eyt? + 2t + 3 

15. v( = (Q1+3)i-j+14k, 

r(t) =(2+301+(1-0j+(3 +1)k 

17. (a) r(t) = (4t + t)i + (1— sent + 1)j + ($ — ¿cos 21) k 
(b) 


19.1=4 
21. r(A =1i—1j+30k,|v()] = 4257 + 2 
23. (a) =3535m (b) =1531m (c) 200 m/s 
25. =30 m/s 27. =198 m/s 

29. 13.0 < 0 < 36.0%, 55.4% < 0 < 85.5 

31. (250, —50, 0); 10/93 = 96.4 m/s 


33. (a) 16 m (b) =23.6° río arriba 
20 12 
0 40 
0 i | 40 
—4 -12 


35. La trayectoria está contenida en un círculo que se sitúa en un 
plano perpendicular a e con centro en una recta que pasa por el 
origen en la dirección de ce. 


gare 6 bo dl Na 
"ya +9r 4 FOr ai 430" NV 30 

43. 4.5 cm/s?, 9.0 cm/s? 45.1=1 

REPASO DEL CAPÍTULO 13 = PÁGINA 881 

Examen verdadero-falso 

1. Verdadero 3. Falso 5. Falso 7. Falso 

9. Verdadero 11. Falso 13. Verdadero 

Ejercicios 

1. (a) 


(b) r'(1) =i— rmsenrij + reos mtk, 

r(A = -r° cos mtj — nm’ sen mtk 

3. r(1) = 4costi + 4sentj + (5 — 4 cos t)k, 0 < t < 271 
5. Li — (2/m)j + (2/m)k 7. 86.631 9. 90° 


1 
11. (a) —= (3 sen t, —3 cos t, 2) (b) (cos t, sen £, 0) 


y 13 
1 
(c) —— (—2 sen t, 2 cos t, 3) 
y 13 
3 
(d) o sec t csc t 


13 sen ź cos t 1 
13. 12/17 15. x—-2y+2m=0 
17. v(t) = (1 + Ini +j-— e”k, 
Iv()| = y2 + 21n1 + (In 1? + e, a(s) = (1/91 + ek 
19. r(t) =(P +0i+(4 0 j+ (1-5) k 
21. =37.3, =157.4m 
23. (c) -2e vı + e” R 


PROBLEMAS ADICIONALES =m PÁGINA 884 


1. (a) v = œwR(—sen wti + cos wt j) 
3. (a) 90°, vo/(29) 
5. (a) =0.25 m a la derecha de la orilla de la mesa, =4.9 m/s 
(b) =5.9° (c) =0.56 m a la derecha de la orilla de la mesa 
7. 56 
9. (ab; — ab:)(x — cı) + (azsb, — aby — c2) 
+ (arb, aby c3) =0 


(c) a = —w?r 


CAPÍTULO 14 


EJERCICIOS 14.1 m PÁGINA 899 


1. (a) —27; una temperatura de —15 °C con viento soplando 

a 40 km/h parece equivalente a alrededor de —27 °C sin viento. 
(b) Cuando la temperatura es de —20 °C, ¿qué velocidad del 
viento da un viento frío de —30 °C? 20 km/h 

(c) Con una velocidad de viento de 20 km/h, ¿qué temperatura da 
un frío de viento de —49 °C? —35 °C 


SECCIÓN 1.2 Mathematical Models 123 


(d) Una función de velocidad de viento que dé valores de viento- 23. z = y, plano que pasa por el eje x 
frío cuando la temperatura es de —5 °C % 
(e) Una función de temperatura que dé valores de viento-frío 

cuando la velocidad del viento es de 50 km/h 

3. =94.2; la producción anual del fabricante se valúa en 

$94.2 millones cuando se gastan 120000 horas de trabajo 


y se invierten $20 millones en capital. 0 

5. (a) =20.5; el área de una persona de 70 pulgadas de altura que x y 

pesa 160 libras es de aproximadamente 20.5 pies cuadrados. 

7. (a) 7.7; un viento que sopla a 80 km/h en mar abierto durante 25. 4x + 5y + z = 10, plano A 


15 h creará olas de alrededor de 7.7 m de alto. 

(b) f(60, £) es una función de £ que da las alturas de olas produci- 
das por vientos de 60 km/h que soplan durante horas. 

(c) f(v, 30) es una función de y que da las alturas de olas produci- 
das por vientos de velocidad v que soplan durante 30 horas. 

9. (a) 1 (b) R? (e) [21,1] 

11. (a) 3 
(bd) {y z |X + y? +2 <4, x> 0, y > 0, z > 0), interior de 
una esfera de radio 2, centro en el origen, en el primer octante 
13. {(x, y) |x >= 2,y > 1) y 


27. z = sen x, cilindro 


15. {x y) | 51? + y?< 1) YA 


== == 


17. {(x, y) | y —x) 


19. ((x, y) | y 


31.z=y +1, 
cilindro parabólico 


21. {(x, y, z)|-2 S x 


x y 


33. =56,>=35 35. 11°C, 19.5°C 37. Pronunciado; casi 
plano 
No 


q — 
0O 20 40 60 80 100120140 m 
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41. 43. 55. YA 


OCN 
EGO 


| 
A LOS 


Z A 


47. (y — 2x} =k 


e 
Ly 
e 


y 


61. (a) C b) H 63. (a) F (b) I 

65. (a) B (b) VI 67. Familia de planos paralelos 

69. Familia de cilindros circulares con eje en el eje x (k > 0) 
71. (a) Desplace la gráfica de f 2 unidades hacia arriba 

(b) Prolongue verticalmente la gráfica de f por un factor de 2 
(c) Refleje la gráfica de f a través del plano xy 

51. 2 +y=k(k>0) (d) Refleje la gráfica de fa través del plano xy y después 

f desplácela dos unidades hacia arriba 


4321 0 1234 


M a 

NIN 
DINA 
NN 
DUO 


f parece tener un valor máximo de alrededor de 15. Hay dos 
puntos máximos locales pero ningún punto mínimo local. 


2 
AS 1 5 -2 


= Los valores de la función se aproximan a O cuando x, y crecen; 
q cuando (x, y) se aproximan al origen, f se aproxima a +% o 0, 
X 


dependiendo de la dirección de la aproximación. 


=y 


77. Sic = 0, la gráfica es una superficie cilíndrica. Para c > 0, 
las curvas de nivel son elipses. Las curvas de la gráfica se mueven 
hacia arriba conforme se alejan del origen, y lo pronunciado 
aumenta cuando c aumenta. Para c < 0, las curvas de nivel son 
hipérbolas. Las curvas de la gráfica están hacia arriba en la direc- 
ción de y y hacia bajo, aproximándose al plano xy, en la dirección 
de x, lo que da una apariencia en forma de silla cerca de (0, 0, 1). 
79. c = —2, 0,2 81. (b) y = 0.75x + 0.01 


EJERCICIOS 14.2 m PÁGINA 910 


1. Nada; si fes continua. f(3, 1) = 6 3. =5 
5. 56 7. 7/2 9. No existe 
13.0 15. No existe 17. No existe 
21. No existe 


23. La gráfica muestra que la función se aproxima a números 
diferentes a lo largo de rectas diferentes. 


25. h(x, y) = (2x + 3y — 6)? + y2x + 3y — 6; 

[Gx y) | 2x + 3y > 6) 

27. Alo largo de la recta y = x 29. R? 

31. {(x, y) |x? + y? 1) 33. {(x, y) |x + y?=< 1,x = 0} 
35. {(x, y) |x? + y? > 4) 

37. {(x, y) | (x, y) # (0, 0)) 39. 0 41. —1 

43. 


11. No existe 


19. /3 


f es continua en R° 


RO 
SS 
Ñ NO 


EJERCICIOS 14.3 m PÁGINA 923 


1. (a) La razón de cambio de la temperatura cuando la longitud 
varía, con latitud y tiempo fijos; la razón de cambio cuando solo 
la latitud varía; la razón de cambio cuando solo el tiempo varía 
(b) Positivo, negativo, positivo 

3. (a) fr(— 15, 30) = 1.3; para una temperatura de — 15 °C 

y velocidad de viento de 30 km/h, el índice de viento-frío 
aumenta 1.3 °C por cada grado en que aumenta la temperatura. 
fa(—15, 30) =~ —0.15; para una temperatura de —15 °C y veloci- 
dad de viento de 30 km/h, el índice de viento-frío baja 0.15 °C 
por cada km/h en que aumenta la velocidad del viento. 

(b) Positivo, negativo 

5. (a) Positivo (b) Negativo 

7. (a) Positivo (b) Negativo 

9c=fb=f, a=f, 

11. f.(1,2) = —8 = pendiente de C,, f,(1, 2) = —4 = pendiente 
de C, 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A125 


13. 


O Y 

á Q SS 
RN Y 

y 


Fo, y) = 34 y? 


15. fx, y) = 4x? + Sy? fx y) = 15xy? 
17. f(x, t) = =te™, f(x, t) = 2te™ 


OZ 1 0z 2t 
19. — = -= 
Ox x+t ot xk 
21. f(x, y) = 1/y, f(x, y) = —x/y? 
23. f(x, t) = —tre sen Tx, f(x, t) = —e “cos mx 


25. 02/0x = 20(2x + 3y), 02/0y = 30(2x + 3y) 

27. dw/da = cos a cos B, ðw/ðß = —sen a sen 6 

29. F(x, y) = cos(e*), F(x, y) = —cos(e”) 

31. f = 3x°yz’, f = x’z? + 2z, f, = 2x°yz + 2y 

33. ðw/ðx = 1/(x + 2y + 3z), ðw/ðy = 2/(x + 2y + 32), 
ðw/ðz = 3/(x + 2y + 3z) 
35. ðu/ðx = y sen (yz), ðu/ðy = xsen (yz) + xyz/V1 = y?z?, 
ðu/ðz = xy? / V1 = yz? 

37. h, = 2xy cos(z/t), h, = x? cos(z/t), 

hz = (—x°y/t) sen(z/t), h, = (x%y2/1?) sen(z/+) 

39. ðu/ðxi u F x 


41.1 8. l 45. f(x, y) = y? — 31%, p(x, y) = 2xy — x’ 
ðz x 0z 2y 

47. —= ; = E 
ðx 3z dy 3z 

49. dz yz 02 Xz 


ðx  e*—xy' 0y 


A126 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


51. (a) f'a) gO) (0) F ++ y), Fx + y) 


53. fa = 12x°y — 12xy?, fy = 4x0? — 12x%y = fu fy = 4x0 
=4 
55. Zx = z 3> Zay T Sy ua = Zyx 
(2x + 3y) (2x + 3y) i 
o 12% 
ai (2x + 3y} 
57. vs = 2 cos(s? — 1?) — 4s° sen(s? — t°), 
Va = 4st sen (s? — 1%) = ts, 
va = —2 cos(s? — 1?) — 41? sen(s? — 1?) 


63. 24xy? — 6y, 24x?y — 6x 65. (2x°y?z5 + 6xyz* + 2z)e®? 
67. zo(u + 0) 69. 0e™?(2 sen O + 0 cos 0 + r8 sen 0) 
71. 6yz’ 73. =12.2, =16.8, =23.25 83. R/R? 

9T V-nb ðP 2na nRT 
87. — = == 5 

ðP nR aV yV? (V — nb? 
91. (a) =0.0545; para una persona de 70 pulgadas de altura que 
pesa 160 libras, un aumento de peso causa que el área aumente a 
razón de alrededor de 0.0545 pies cuadrados por libra. 
(b) =0.213; para una persona de 70 pulgadas de altura que pesa 
160 libras, un aumento de altura (sin ningún cambio en el peso) 
causa que el área aumente a razón de alrededor de 0.213 pies cua- 
drados por pulgada de altura. 


>  Blmg/x) ; i 
93. 0P/0v = 3Av? a es la razón de cambio de la fuerza 
y? 


> 


necesaria durante el modo de aleteo con respecto a la velocidad 
del ave cuando la masa y fracción de tiempo de aleteo se mantienen 
constantes; 

2Bm*9? 


xv 


ðP/ðx = es la razón a la que la fuerza cambia cuando 
solo varía la fracción de tiempo pasada en modo de aleteo; 
wA 


g 3 f 
es la razón de cambio de la fuerza cuando solo 


ðP/ðm = 


varía la masa. 
97. No 99. x=1+ty=2,z=2-—2t 103. -2 


105. (a) 


0.2 
OA) => 
-02 NS 
i A 
, NS = 
i im x 
4 2a 5 5 3.2 4 
xy + 4x y? y X =AL Y =y 
b) fx, y) = > fx y) = 


(1? + y?) (1 + yy 


(c) 0,0 (e) No, ya que fey y fyx no son continuas. 


EJERCICIOS 14.4 m PÁGINA 934 
lz=4x-y-6 3z=x-y+1l 5.x+y-22=0 


X SUN 
SOS A 
ZLA 


ZZ 


si 
Y, 
Sl, 


11. 6x+4y-23  13.2x+y-1 
15. 2x+2y+ 7-4 19. 6.3 

21. 5x+5y+52,6.9914 23. 2T + 0.3H — 40.5; 44.4 °C 
25. dz = —-2e ” cos 2rt dx — 21re ” sen 2rt dt 

27. dm = 5p*g* dp + 3p*9? dq 

29. dR = B’ cos y da + 2aß cos y dB — aß’ sen y dy 

31. Az = 0.9225, dz = 0.9 33. 5.4 cm? 35. 16 cm? 
37. =-—0.0165mg; decremento 39. t = 0.059 Q 

41. (a) 0.8264m — 34.56h + 38.02 (b) 18.801 

43. e, = Ax, &2 = Ay 


EJERCICIOS 14.5 m PÁGINA 943 


1. 2t(y? — 2xy + 3xy? — x’) 
1 


ET 


3 


1 
COS Xx COS y + a sen x sen y 
t 


5. 21 — (x/z) — Qxy/2?)] 
7. ðz/ðs = 5(x — y) (2st — t°), ðz/ðt = 5(x — y) Us? — 2st) 
dz  3sent— 2tsens dz _ 3s cost + 2 cos s 
"ds 3x + 2y ot 3x + 2y 
z S 
11. — = e'| t cos 0 — ——— sen 0 J, 
ds vs? +1 ) 
VA t 
— =e'| s cos 0 — ——=— sen O 
ðt ( y5? + t? ) 


13.42  15.7,2 
ðu _ ðu dx du dy ðu _ ðu ðx du dy 
ðr  ðx ðr  ðy ðr’ ðs  ðx ðs  ðy ðs’ 
ðu _ du dx du 0y 
ðt 0x ðt dy ðt 
IT _0Tóp _ T ðq _ ƏT ðr 
“ox  ðp ðx ðq ðx  0roóox 
ƏT Töp T ðq 0Tor 
dy 0p dy ðq ðy ðr əy’ 
ƏT 0Tóp Təq Tor 
OZ dp 0z ðq 0z dr 0z 
21. 85, 178,54 23. 21,-—271 
2x + ysenx 


17. 


19 


5 5 5 
25. 7 
144> 96> 144 cosx — 2y 


1y ty Fa yt — 2xy 


29. : 
x? — 2xy — 2x? 
j 2y Z Z 
31. e LA) 33. E AE 
3z  3z eb = yy e =y 
35. 2°C/s 37. = —0.33 m/s por minuto 


39. (a) 6 m?s (b) 10mYs (c) 0 m/s 
41. =-0.27L/s 43. —1/(12/3) rad/s 


45. (a) ðz/ðr = (02/0x) cos O + (0z/0y) sen 0, 
02/00 = —(02/0x) r sen 0 + (02/0y) r cos 0 
51. 4rs 0%2/0x? + (4r? + 45%)0%/0x dy + 4rs 0*%2/0y? + 2 02/0y 


EJERCICIOS 14.6 m PÁGINA 956 


1. =-0.08mb/km 3. =0.778 5. y2/2 

7. (a) Vf, y) = (1/pi- (2/y)j  (b)i-2j  (c) —1 
9. (a) (e?,2xze?", 2xye”) (b) (1,12,0) (©) -2 
11. 4-38 13.7/(2/5) 15.1 17. 4//30 


10 
19.2 21. /65,(1,87  23.1,(0,1) 
25. ł, (1, —2, —2) 27. (b) (-12,92) 
29. Todos los puntos en la recta y = x + 1 31. (a) —40/(3 3) 


33. (a) 32/43 (b) (38,6, 12)  (c) 24/406 

35. %2 39,7% 

41. (a) xx+y+z=11 (bx-3=y-3=z-5 

43. (a) x+ 2y +6z=12 (b)x 22222 

ao y. 
- 7 3 12 


47. 49. (2,3), 2x + 3y = 12 


YA 


2x+ 3y=127 
(3,2) 


=y 


55. No 59. (-3,-5,2) 
63. x= —1 — 101, y = 1 
65. (—1, 0, 1); =7.8° 

69. Si u = (a, b} y v = (c, d}, entonces af, + bf, y cf. + df, son 
conocidas, así que se despeja f, y f, en las ecuaciones lineales. 


161,7 =2 — 12t 


EJERCICIOS 14.7 = PÁGINA 967 


1. (a) f tiene un mínimo local en (1, 1). 
(b) f tiene un punto silla en (1, 1). 
3. Mínimo local en (1, 1), punto silla en (0, 0) 
5. Máximo f(—1,)) = 11 
7. Máximo f(0, 0) = 2, mínimo f(0, 4) = —30, 
puntos silla en (2, 2), (—2, 2) 
1 1 ) I 1 ) 1 
P URGE O E 
punto silla en (0, 0) 
11. Máximo f(— 1,0) = 2, mínimo f(1, 0) = —2, 
puntos silla en (0, +1) 
13. Máximo f(0, —1) = 2, mínimo f(+1, 1) = -3, 
puntos silla en (0, 1), (+1, —1) 
15. Ninguno 
17. Mínimos f(x, y) = 1 en todos los puntos (x, y) en los ejes x y y 
19. Mínimos F(0,1)= f(m, —1)= f(Qm,1)=-1, 
puntos silla en (7/2, 0), (37/2, 0) 


9. Mínimos f 
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A127 


23. Mínimos f(1, +1) = f(—1, +1) = 3 

25. Máximo f(11/3, 1/3) = 3V/3/2, 

mínimo f(51/3, 57/3) = —3 y3/2, punto silla en (7, 71) 

27. Mínimos f(0, —0.794) ~ —1.191, f(+1.592, 1.267) = —1.310 
puntos silla (+0.720, 0.259), puntos 

más bajos (+1.592, 1.267, — 1.310) 

29. Máximo f(0.170, — 1.215) = 3.197, 

mínimos f(—1.301, 0.549) = —3.145, f(1.131, 0.549) = —0.701, 
puntos silla (—1.301, — 1.215), (0.170, 0.549), (1.131, —1.215), 
ningún punto más alto o más bajo 

31. Máximo f(0, +2) = 4, mínimo f(1,0) = —1 

33. Máximo f(+1, 1) = 7, mínimo f(0, 0) = 4 

35. Máximo f(0, 3) = f(2,3) = 7, mínimo f(1, 1) = -2 

37. Máximo f(3, 0) = 83, mínimo f(1,1) =0 


== 
SAS 


= 


j 


M 


l 
N 
ELA 
AN 


m 
41. 2/43 43. (2,1, V5), (2, 1, —v5) 
47. 8r°/ (3/3) 49. $ 51. Cubo, longitud de arista c/12 
53. Base cuadrada de lado 40 cm, altura 20 cm 55. Na J3) 
57. (a) H = —pı ln pı — pln p: — (1 — pi — p) In(l — pi — p») 
(0) {pn p) |0 < pi < 1, p2<1= pi} 

(©) n3;p =p =p =3 


100 100 100 
45. 33 


EJERCICIOS 14.8 m PÁGINA 977 

1. =59, 30 

3. Máximo f(=1,0) = 1, mínimo f(0, +1) = —1 
5. Máximo f(1,2) = f(—1, —2) = 2, 

mínimo f(1, —2) = f(—1,2) = -2 

7. Mínimo f(4, 4, 4) = 48 

9. Máximo f(1, +/2, 1) = f(-1, +v2, —1) = 2, 
mínimo f(1, +2, —1) =f(=1, +42, 1) = -2 


11. Máximo y/3, mínimo 1 


17. Máximo f(0, 1, /2) = 1 + y2, 

mínimo f(0, 1, -/2) = 1 y2 

19. Máximo f(1, V2, -V2 ) = 1 + 2/2, 
mínimo f(1, —V2, V2) = 1 — 2/2 

21. Máximo f(3/V2, -3/V2) = 9 + 12/2, 
mínimo f(—2, 2) = —8 

23. Máximo f(+1/y2, +1/Q4/2)) = e”, 
mínimo f(+1/V2, +1/(242)) = e 

31-43. Véanse los ejercicios 41-55 de la sección 14.7. 
45. Más cercano (4, h, », más lejano (—1, —1, 2) 
47. Máximo =9.7938, mínimo = — 5.3506 


49. (a) c/n  (b) Cuando xı = X2 = ++- = Xn 


A1 


RE 
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PASO DEL CAPÍTULO 14 m PÁGINA 982 


Examen verdadero-falso 


1. 


Verdadero 3. Falso 5. Falso 7. Verdadero 9. Falso 


11. Verdadero 


Ejercicios 
1. {x y) |y = =x -= 1) 3. 
` yA 
q 3 
` 
N 
` 
N 
ZN E 
1 S E 
N 
=i 
h 
N 
h 


9 


-3 
11. (a) =3.5°C/m, —3.0°C/m 
(b) = 0.35°C/m por la ecuación 14.6.9 (la definición 14.6.2 da 
=1.1°C/m.) 
(c) =0.25 
13. fe = 32xy(5y° + 2x%yY f = (16x? + 120y°)(5y? + 2x?y) 
2a* E pr 2a?B 
15. F, = ——— + 2a In(a* +4 B>), R= z 5 
ar + B? ar + B? 
17. S, = arctan(vvw ), S, = uyw pa 


o 
N 
= 


I 


> Sw -= m 
1 + 0%w 2/w(1 + vw) 


19: f = 2A Sa mT ER E fia y T 2X 

21. fa = klk = 10 fo = klx yz" = fyr, 

fe = kmx y2"! = fan fyy = I — Maty”, 

Les Imr y z t= ffan míim= yT 

aosiy A 
A 8 4 1 

Mii yy AAA 
Di 4 4-6 

29. (a) x + 2y + 5z=0 

b) x=2+ty=-—-1+2t,z= 5t 

31. (2,4, —1), (-2, 3, 1) 

33. 60x + %y + %z — 120; 38.656 

35. 2xy°(1 + 6p) + 3x°y (pe? + e”) + 4z°(p cos p + sen p) 

37. —47, 108 

43. (2x, x z e , 2x?yze”") 45. —4 

47. /145/2, (4, A 49. ~ ¿nudos/milla 

51. Mínimo f(—4, 1) = —11 

53. Máximo f(1, 1) = 1; puntos silla (0, 0), (0, 3), (3, 0) 

55. Máximo f(1,2) = 4, mínimo f (2, 4) = —64 

57. Máximo f(—1, 0) = 2, mínimos f(1, +1) = —3, 


pu 


ntos silla (—1, +1), (1, 0) 


59. Máximo f(+4/2/3, 1/43) = 2/(343), 

mínimo f(+y/2/3, -1/V3) = -2/(343) 

61. Máximo 1, mínimo —1 

63. (+3714, 3714/2, +314), (2314, = 447, +3"4) 


65. P(2 — v3), P(3 — V3)/6, P(2 v3 — 3/3 


PROBLEMAS ADICIONALES = PÁGINA 985 
1. LW? ¿LW? 3. (a) x = 0/3, base = w/3 (b) Sí 


7. 1/3/2,3/42 


CAPÍTULO 15 


EJERCICIOS 15.1 = PÁGINA 999 

1. (a) 288 (b) 144 3. (a) 0.990 (b) 1.151 
5. U<V<L 7. (a) =248 (b) =15.5 
9.24/2 11.3 13. 2+ 8y?, 3x + 27x? 
15. 222  17.3-e'" 19,2 

21. %Iin2+3In40%In2 23.6 


25.7 27.2 29. 9In2 
31. 143-1)-¿r 33.0 


35. EN 
4 


45. 21e — 57 
47.7 49.0 


51. El teorema de Fubini no se aplica. El integrando tiene una 
discontinuidad infinita en el origen. 


EJERCICIOS 15.2 =m PÁGINA 1008 


1. $8 3. He — 1) 5. ¿sen 1 
7. ]In17 9 51-e>) 
11. (a) (b) 
YA JA 
0 x 
0 


=Y 


13. Tipol: D = {(x, y) | 0 
tipo I: D = ((x, y) | 0 = y 


<y 
<1 


> 


15. hr ydd + [LE yady de =f?, 


=x 
17. (1 — cos1) 19 4 21.0 
25.% 27.% 29.6 31.4 
33. 0,1.213:0.713 35. $ 

10. - 5/2 
Ey ie 
3/2. 3 


39. 


41. 13984735616/14549535 43. 7/2 


45. f x, y) dy dx y 
Jo J F& y) dy Gi 


47. j, Re” f(x, y) dx dy 


49. le 2 k f(x, y) dx dy 


51. He” — 1) 53. 3(2/2 — 1) 
55. 31n9 57,1 

3 $e TR 
59. 7 = ||, v4- xy dAS T 
61.3  65.9r 67. ab + żab? 


EJERCICIOS 15.3 m PÁGINA 1014 
1. pe K f(rcos0, r sen 0) r dr de 


3. [27 fo f(r cos9, r sen 9) r dr d0 
3711/4 


69. ra*b 
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7. 1250 9. (m/4)(cos 1 — cos 9) 
11. (1/24 — e“) 13. r° 15. 7/12 


3 
17. a ' L 19. Lr 2.47 23.tra’ 
25. (7/3)(2 — y2) 27. (87/3)(64 — 24/3) 
29. (m/4)(1 — e™) 31. 3p 33. 4.5951 
35. 37.5mm? 37. 2/(a+b) 39. E 
41. (a) VT/4 (b) /7/2 


(e 


EJERCICIOS 15.4 m PÁGINA 1024 


1. 285C 3. 42k, (2,85) 5. 6, (4,3) 
7. Šk, (0,4) 
i n [e5 8e- 4) 
A = (£ -3 Me — 2) 
11. ($, 37/16) 13. (0,45/(14m)) 
15. (2a/5, 2a/5) si el vértice es (0, 0) y los lados están 
a lo largo de ejes positivos 
17. 409.2k, 182k, 591.2k 
19. kk, Šk 
21. pbh"/3, pbh/3; b/43, 1/3 
23. pa*r/16, pa*rr/16; a/2, a/2 


EEF 16384 /2 
25. = 371/64, (x, = | — 0 
m = 3m/64, (x, y) 103957 o) 
5r 4 ST 4 5r 
k = > I = + > Lo = 
384 105- 384 105 192 


27. (a) z (b) 0.375 (c) Š = 0.1042 

29. (b) G) e? = 0.8187 

Gi) 1 + e™™8 — e™? — e™! = 0.3481 (c) 2,5 

31. (a) =0.500 (b) =0.632 

33. (a) [fp &/20[20 - Va- x) + (y = yo” | dA, donde 
D es el disco con radio 10 km centrado en el centro de la ciudad 
(b) 2007k/3 = 209k, 200(7/2 — $)k ~ 136k, en la orilla 


EJERCICIOS 15.5 m PÁGINA 1028 


1. 12/35  3.3/14 5. (7/6)(13/13 — 1) 
7. 12sen (3) 9. (27/3(2y2 — 1) 

11. a(r—2) 13. 3.6258 

15. (a) =1.83 (b) =1.8616 

17. T4 + Eml(11/5 + 3/70)/(345 + /70)] 
19. 3.3213 23. (/6)(101/101 — 1) 


EJERCICIOS 15.6 = PÁGINA 1037 


17 33 5- 74 9% 1.4 
13.8 15% 17. 167/3 19.% 21.£ 


23. (2) fi dzdydx (b) ir- 
25. =0.985 27. 


ma 


A130 APÉNDICE | 


29. PAL 


y4=x-y/2 


4 Viy v4-x —y/2 


EE a 


f(x, y, z) dz dy dx 
f(x, y, z) dz dx dy 


Respuestas a los ejercicios con número impar 


= =j 1) Rg mes MZ E a — f(x, y, z) dx dy dz 
a i a, ] MER f(x, y, z) dx dz dy 
= f, EEn Ni f, y, z) dy dz dx 


= =j A 47 a Ane f(x, y, z) dy dx dz 
. 1 f, fi iE DA y, z) dz dy dx 
Si Tp MAF E E y, z) dz dx dy 
=j Ma A s fC, y, z) dx dy dz 
T Í Pa dl ds s Fs y, z) dx dz dy 
= PROSA y, 0 dy de dx 
=f] aah 12% f(x, y, z) dy dx dz 
33. bish fa, y, 2) dz dy dx = lo Bh o f(x, y, z) dz dx dy 
= =fhhb le FO y, 2) dx dy dz = bh hh "HE y, 2) dx dz dy 


= llo LES y, 2) dy dz dx = f R? FE f(x, y, 2) dy dx dz 


35. f li E f(x,y, z) dz dx dy = j h R f(x, y, z) dz dy dx 
= F li la f(x, y, z) dx dy dz = iP if li f(x, y, z) dx dz dy 
= fo fo EFC y, 2) dy de de = lo fa RFC, y, 2) dy dx de 

37. 64m 39. 31,(0,0,3) 

41. a?, (74/12, 74/12, 74/12 

43. L=L=1= a 45. hrkha* 


47. (a) m= f a les] ” yx? + y? dz dy dx 


(b) (x,y, Z), donde 
x = (1/m) 52, fi f xvx? + y? dz dy dx, 
y = (1/m) f4 fi f "y Vx? + y? dz dy dx, 

z = (1/m) fl, fi b ” zvx? + y? dz dy dx 
(c) Pa ls pa (x? + y?) dz dy dx 
49. (a) ¿7 + H 

28 30m +128 4571 + 208 ) 

(6) 97 + 44° 4577 + 220” 13577 + 660 
(c) 25 (68 + 157) 
5.( Ok Oy 53. L/8 
55. (a) La región acotada por la elipsoide x? + 2y? + 32? = 1 
(b) 4/67/45 


EJERCICIOS 15.7 m PÁGINA 1043 
1. (a) (b) 


(2,2/3, —2) (0, —2, 1) 
3. (a) (2,7/3,-1) (b) (3/2, 77/4, 2) 

5. Cilindro circular con radio 2 y eje en el eje z 

7. Esfera, radio 2, centrada en el origen 

9. (a) z? = 1 + rcosĝð — r? (b) z= r° cos 20 


11. ZA 


13. Coordenadas cilíndricas: 6 S r < 7,0 < 0 < 27,0 Sz <20 
15. ZA 4T 


17. 384m 19. $r + 5% 
25. (a) Hr (o) (0,0,5) 
27. rKa?/8, (0, 0, 2a/3) 29. 0 

31. (a) Me h(P)g(P) dV, donde C es el cono 
(b) =4.4 x 10° J 


m=i 


21. 27/5 23. $r 


EJERCICIOS 15.8 = PÁGINA 1049 
1. (a) (b) mn 


G) e 


3. (a) (y2,0,3/4) (b) (2/2, 7/4, 1/3) 
5. Semicono 7. Plano horizontal 
9. (a) p=3 (b) p*(sen*g cos 28 — cos”p) = 1 


11. 


x 


15.0=4=<7/4,0=p Scos q 


17. 


(977/4)(2 — y/3) 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A131 


5. @ 5 03 Ok 


53. p hfa y 2dedydz 55. —In2 57. 0 


PROBLEMAS ADICIONALES = PÁGINA 1065 


E y 


KE ji FE cos 0, r sen 0, z) r dz dr d0 


19. 

21. 312,50077/7 23. 1688/15 25. 7/8 

27. (V3 — 1)rra'/3 29. (a) 107 (b) (0,0,2.1) 
31. (a) (0,0, 5) (b) 11K7/960 


33. 


35. 
37. 
39. 


(a) (0,0,2a) (b) 4Kra/15 (K es la densidad) 

br (2 — v2), (0, 0, 3/[8(2 — /2))) 

(a) Ka*h/2 (K es la densidad) (b) mKa”h(3a” + 4h?)/12 
Sm/6 41. (4/2 — 5)/15 43. 40967/21 

47. 1367/99 


Ny 
S 
S 
Ey 
Ry 
h 
N 
Ey 
ÁS 
ES 
SN 
Y 


EJERCICIOS 15.9 = PÁGINA 1060 


1. -6 3. s 5. 2uvw 

7. El paralelogramo con vértices (0, 0), (6, 3), (12, 1), (6, —2) 
9. La región acotada por la recta y = 1, el eje y y y = Vx 

1. x o u), y Hu + 2v) es una posible transformación, 
donde S = {(u, v) | -1 Su S 1,1 Sv <3} 

13. x = u cos v, y = u sen v es una posible transformación, 
donde S = { (u, v) | 1 < u < 2,0 < v < 1/2} 


15. -3 17.67  19.21n3 
21. (a) mabe (b) 1.083 X 10°? km? (c) r(a? + b?abck 
23.3In8  25.5senl  27.e-e” 


REPASO DEL CAPÍTULO 15 =m PÁGINA 1061 


Examen verdadero-falso 
1. Verdadero 3. Verdadero 
9. Falso 


5. Verdadero 7. Verdadero 


Ejercicios 

1. =640 3% 5,2 7 
9. [5 f f(r cos 0, r sen 0) r dr de 

11. (3, 3, 2), (4, 1/3, 1/3) 

13. (2/2, 2/2, 4/3), (4, 1/4, 4/3) 
15. (a) r?+22=4p=2 (bìr=2,psenġ=2 


17. La región dentro del lazo de la rosa de cuatro pétalos r = sen 20 
en el primer cuadrante 


WIN 


19. $sen1 21.3e-3  23.}In2 25.8 
27. 817/5 292% 31. 7/96 33. € 

35. 176 37.4 39. 2ma/9 

MaDi (0) (6,5) 

(©) h = m b = aY = 1/43,x = 1/46 

43. (a) (0,0, h/4) (b) rra*h/15 

45. In(V2 + y3) + /2/3 47.8% 49. 0.0512 


1. 30 


2 
13. aber 
3 


3. sen 1 


s7) 


CAPÍTULO 16 


7. (b) 0.90 


EJERCICIOS 16.1 = PÁGINA 1073 


1. 


ANON 


YA 


NN 


11. IV 
19. 


13. 


tor 
E ES 


pripara a a 


—4.5 


4.5 


17. M 
La recta y = 2x 


A132 


21. Vf(x, y) = 3 sec(3x — 4y) i — 4 sect(3x — 4y) j 


23. Vf(x, y, 2) = — 1 
A a 


A y iy 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


T J k 
yx? + y? + 2 Vx? + y? +z 
25. Vf(x, y) = (x= y) i+ (y —x)] A 


172704 shig 
31. 5632705 2(1—e lA ) 


35. (a) x = (1/m) fe xp(x, y, z) ds, 
y = (1/m) fe yp(x, y, z) ds, 


33. 27k, (4/7, 0) 


z = (1/m) le zp(x, y, z) ds, donde m = fe p(x, y, z) ds 


(b) (0, 0, 37) 

37. 1,= kar — 35), 5 = kar — 5) 
43. (a) 2mai + 6mbtj,0=1t=1 
45. =1.67 X 10* pies-lb 47. (b) Sí 


39. 27? 41. 


(b) 2ma? + ¿mb? 
51. =22J 


7 


3 


NN EJERCICIOS 16.3 = PÁGINA 1094 

1. 40 3. No conservativo 
5. f(x, y) = ye” + K 7. f(x, y) = ye” + xseny + K 
9. f(x,y) = y?senx + xcos y + K 
11. b) 16 13. (a) f(x, y) = Fay? 
15. (a) f(x,y,z) = xyz +z?  (b) 77 
17. (a) f(x,y,z) = ye”  (b)4 19. 2 
21. No importa qué curva se elija. 


(b) =9 


-4 


29. III 31. II 33. (2.04, 1.03) 


3 
23.2 
31. (a) Sí 


25. No 
(b) Sí 


27. Conservativo 
(c) Sí 


(b) y = 1/x,x>0 33. (a) No  (b) Sí  (c) Sí 


EJERCICIOS 16.4 m PÁGINA 1101 


13. 47 


l1 4 _ 4144 2 , 7578368 _ 
15. m — maT + 2515 ~ 0.0779 


17. -5 19.37 21. (c)3 


23. (44/37, 4a/371) si la región es la porción del disco 
x? + y? = a? en el primer cuadrante 
27.0 


EJERCICIOS 16.2 = PÁGINA 1084 


1. 500°% — 1) 3, 16384 5. im+27r 7.5 
5 


9. 2/3 11. 5y/14(e* — 1 13. Ue — 1 15. Y . 
e A A i EJERCICIOS 16.5 = PÁGINA 1109 
17. (a) Positivo (b) Negativo 19. 5 e za z 
21. É— cosl — senl 23. 0.5424 25. 94.8231 1. (a) 0 E O 
27. 37 +2 3. (a) =x“ i + 3xyj—xzk (b) yz 
5. (a) dE a Y; dy 
(1 + y)” (1 +2) (1 + x) 
1 1 1 
5 (b) —= t — p= 
2x1 +2 2Yy(1+x 2z +y) 
7. (a) 0 (b) 2/4x? + y? + 2? 
9. (a) Negativo (b) rotF=0 


11. (a) Cero (b) rot F apunta en la dirección negativa de z. 
13. f(x,y,z) = xy’? + K 
17. f(x,y,z) = xe” + K 


29. (a) E — 1/e 


b) 21 i 
(1) ( 15. No conservativo 


19. No 


EJERCICIOS 16.6 m PÁGINA 1120 

1. P: sí; Q: no 

3. El plano que pasa por (0, 3, 1) que contiene los vectores 
(1, 0, 4), (1, —1, 5) 

5. El cono circular con eje en el eje z 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A133 


7. 43. 1/21 + Zlin(2 + /21)-1n/17] 45. (27/3(2/2 — 1) 
A 47. (11/0651) 49.4 51. mR? < A(S) < yY3 TR? 
d j t constante 53. 3.5618 55. (a) =24.2055 (b) 24.2476 
5 57. E /14 + Ein[(11/5 + 3/70)/(3/5 + /70)] 
20 59. (b) 
2. 
AÑ 
Ñ 
-2 PT y 
0 
a y 1 l an C] 
9. zgd L 
i 2 
AAA 
2 a el 
EEE il AJ a (c) Il i 1/36 sentu cos?v + 9 sentu sen?y + 4 cos?u sen?u du dv 
61. 4r 63. 2a°(m — 2) 
-1 
-1 
y 0 5 =i EJERCICIOS 16.7 m PÁGINA 1132 
= ú 1.=-693 3.907 5. 11/14 7.2(2/2-1) 
11. 9. 171/14 11. 364/27/3 13. (1/1201(25/5 + 1) 
15. 7/21 — Y y/17 17. 16m 19. (7/60/(391/17 + 1) 
21.4 23.1% 25.57 27.0 29. —4r 
31. 2m +$ 33. 45822 35. 3.4895 
37. [J F -dS = ||, [P(9h/0x) — Q + R(9h/02)] dA, 
donde D = proyección de S en el plano xz 
39. (0, 0, a/2) 
41. (a) L= ff; (x? + y?)p(x, y, 2) dS (b) 4329 27/5 
43. Okg/s 45. Šmaso 47. 12487 
13. IV 15.1 17.111 EJERCICIOS 16.8 m PÁGINA 1139 
VI ASE O E 3. 16r 5.0 7.-1 9-5 
2l.x=x,y=4c080,2=4sen0,0=x=<5,0=<0=<21 11. (a) 817/2 (b) 
23. x = 2 sen y cos 0, y = 2 sen q sen 0, 
2=2c0sp,0<4=<m/4,0<0=<27 > 
[ox=xy=y2=vV4=x2= yx? + y? <2] 20 
25. x = 6 sen ġ cos 0, y = 6 sen sen 0, z = 6 cos dp, 
m/6 < ġ < T/2,0 <0 2r =5 
29 0 E 0 2 o0 r 
.X=X,y= 7 COS 0, y = 7 sen 0, 2 x 
BY- Ipa SIO TE ; 
-2 sx <2,0 <0 S2r (c) x = 3 cos t, y = 3 sent, 
z = 1 — 3(cos t + sen ñ), 
i 0=<1t=271 
z0 
-1 
-2 
ye 0 13. —327 15. -=m 17. 3 
1% id 
31. (a) La dirección se invierte (b) El número de espirales EJERCICIOS 16.9 m PÁGINA 1145 
se duplica 1.3  3.256m/3 5.3  7.95/2 9.0 
33. 3x—y+32=3 35. Y, 1 Es di 11. 7 13. 27 15. 341 /2/60 + ST aresen(,/3/3) 
: 2 2” 3 17. 137/20 19. Negativo en P,, positivo en P2 


37. -x+ 2z= 1 39. 3/14 41. /147 21. div F > 0 en cuadrantes I, II; dic F < 0 en cuadrantes II, IV 


A134 


REPASO DEL CAPÍTULO 16 = PÁGINA 1148 


Examen verdadero-falso 


1. Falso 3. Verdadero 5. Falso 7. Falso 

9. Verdadero 11. Verdadero 13. Falso 

Ejercicios 

1. (a) Negativo (b) Positivo 3. 64/10 5. £ 7. 10 
9. H — 4/e 11. f(x,y) = e + xe?” + K 13. 0 


15.0 17. -8m 25. (27 — 5/5) 
27. (m/60)(391 17 +1) 29. —64r/3 31.0 
33. — 35. 4m 37. —4 39.21 


CAPÍTULO 17 


EJERCICIOS 17.1 = PÁGINA 1160 


1. y= aet cer" 3. y= c cosly2x) + cz sen(y2x) 
5. y =ce Y + caxe *? 7. y= at ee"? 
9. y = e™(cicos 3x + c2 sen 3x) 

11. y = ce) + eye WD 


13. V= eanl eicos( Es) Ee sE) | 


15. f(x) = e “cos x, g(x) = e * sen x. Todas las curvas de solución 
se aproximan a 0 cuando x—> % y oscilan con amplitudes que se 


vuelven arbitrariamente grandes cuando x—> —oo, 
60 


A 


60 


17. y = cos(,/3x) + y3 sen(y3x) 


21. y=2e + e* 


23. y = Let — Ir 25. y = —3 cos 4x + 2 sen 4x 
= 9) xX 
e 5 E 


19. y=e>B + Exe d 


27. y 


II 


5 cos 2x + 3 sen 2x 29. y= 


e=1 e=] 
31. Ninguna solución 
33. (b) A = n°r”/L, n un entero positivo; y = C sen(nrx/L) 


35. (a) b — a # nm, n cualquier entero 


Cc ap COS A 

(b)b-a=nry a menos que cos b = 0, entonces 
d cos b 

Cc _, Sena 

Vei a—=b 

d sen b 
Cc ap COS a 

()b=a=ntry>=e a menos que cos b = 0, entonces 
d os b 

c _, Sena 

Le e” b 

d sen b 


EJERCICIOS 17.2 m PÁGINA 1167 


de dx y 1,24 1 1 
¿y = ce" tpe "+ qx taa 


. y =cicos(5x) + c sen( Fx) + e? 


xX 


. y = e™(cı cos x + c sen x) + he 
=p LD =L L 1 
y=e (2 cos 2x — zg Sen 2x) + 37 cosx + 5 sen x 


y= ell- +2) 


pony 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


11. 3 Las soluciones son todas asintóticas 
para y, = b cos x + — sen x cuando 
x—>%, Excepto para yp, todas las 

$ soluciones se aproximan a % o —% 


cuando x—> —00, 


3 
13. y, = Ae” + (Bx? + Cx + D) cos x + (Ex? + Fx + G)senx 
15. y, = Axe” + B cosx + Csen x 

17. y, = xe "[(4Ax? + Bx + C) cos 3x + (Dx? + Ex + F) sen 3x] 


19. y=c; cos(+x) + Ca sen(3x) = $ cos Ea 


21. y =cje" + caxe* + e™ 

23. y = cı sen x + c2 cosx + sen x In(sec x + tan x) — 1 
25. y = [ci + In(1 + e™)]e* + [c2 — e * + In(1 + e™)]e™ 
27. y lc E cox — $ In(1 + x’) 4 xtan`'x] 


EJERCICIOS 17.3 = PÁGINA 1175 


1.x=035cos(2/51)  3.x=-lte “+fe" 5 Bkg 
. c=10 
0.02 e=15 


0.11 
13. Q(t) = (-e7'"/250)(6 cos 201 + 3 sen 201) + 3, 
I(t) = że™™ sen 201 
15. 0(1) coa, cos 201 — sgg sen 20r] 


— 5 COS 101 + — sen 101 


EJERCICIOS 17.4 m PÁGINA 1180 


æ% n o 3n 


1. o X, — = ce" 3. co X, = qe” 
n=0 n! n=0 y ! 
5 ka EY > +c y 2 FA a 
a=o Fnk =o On + 1)! 
o b d 
Tota) = Cy — Ciln(1 — x) para |x| < 1 
n=1 M 
æ 2n 
9. Y) 02 
n=0 2'n! 


3n+1 


e (INS (8n— 1} 
Xx 
n=1 (3n + 1)! 


REPASO DEL CAPÍTULO 17 = PÁGINA 1181 


Examen verdadero-falso 
1. Verdadero 3. Verdadero 


Ejercicios 


1. y = ae + ce" 


3. y=Ci cos(y3x) +o sen(y3x) 


5. y = e*(c, cosx + c sen x + 1) 


cosx — Hx + 1) senx 


7. y = ce” + cxe” 


9. y = ce” + oe ™ — t} — ixe ™ 

Ti y= 5 = 204 13. y = (e* — e*)/3 
2 (D'n, 

15. Ninguna solución 17. X, EA ans 
so (2n + 1)! 


19. O(1) = —0.02e (cos 101 + sen 101) + 0.03 
21. (c) 2m/k = 85 min (d) =28400 km/h 
APÉNDICES 
EJERCICIOS A m PÁGINA A9 
1.18 3.7 55-45 7.2-x 
a +1 para x > —1 j 
9 |x+1|= 11. x° +1 
=ġ=] parax< =1 
13. (2,0%) 15. [-1,0) 
— m —_—_9—_—_— 
=2 0 =l 0 
17. (3, œ) 19. (2,6) 
3 2 6 
21. (0,1] 23. liz 
0 l á AA 7 
2 
25. (—%, 1) U (2, 00) 27. |-1,:] 
1 2 a 1 j 
2 
29. (—0, 0%) 31. (-,/3, 43) 
n 
AB 0 43 
33. (—%, 1] 35. (—1, 0) U (1,00) 
¿_--(A _————— > O) — 
0 1 =] 0 1 
37. (—%, 0) U (2, œ) 
Kál_—————>-- -_——_—_—_—_—= 
O 1 
4 
39. 10<C=<35 4. (a T=20-— 10h,0<h=< 12 
(b) -30C<T<20C 43. +} 45,2, 
47. (—3,3) 49. (3,5) 51. (-%,-7]U[-3,0) 
53. [1.3,1.7] 55. [—4, —1] U [1, 4] 
57. x > (a + b)c/(ab) 59. x > (c — b)/a 


EJERCICIOSB m PÁGINA A15 


1. 


17. 


5 3.474 5. 24/37 
A 


19. 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A135 
21. y=6x-15  23.2x-3y+19=0 
25. 5x+y=11 27. y =3x-—2 29. y =3x- 3 
3ly=5 33. x+2y+11=0 35. 5x-2y+1=0 
37. m = == 39. m = 0, 41. m= å, 
b=0 b= -2 b= -3 


43. n 45. e 


=————> 


== ——>o< 


= 
o 


53. (0, —4) 
59. y =x-3 


55. (a) (4, 9) 


(b) (3.5, —3) 
61. (b) 4x — 3y- 24 = 0 


57. (1, —2) 


EJERCICIOS C m PÁGINA A23 


1(x-3P+(y+1?=25 3.124 y?=65 
5. (2,-5),4  7.(-30)3 9 (5-1), /10/4 


11. Parábola 13. Elipse 


A136 APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar 


15. Hipérbola 17. Elipse 


23. Hipérbola 25. Elipse 
YA YA 
0 x 
*x 
27. Parábola 29. Parábola 
YA 


(3,4) 
0 X 
31. Elipse 


37. 39. 


EJERCICIOSD = PÁGINA A32 


1. 77/6 3. m/20 5.5m  7.720° 9. 75° 
11. —67.5° 13. 3mcm 15. ¿rad = (120/7)° 
17. YA , 


21. M 


2 rad 


23. sen(37/4) = 1/42, cos(37/4) = —1//2, tan(37/4) = —1, 
csc(37r/4) = J2, sec(37/4) = =A/2, cot(371/4) = —1 

25. sen(971/2) = 1, cos(97/2) = 0, csc(971/2) = 1, 

cot(977/2) = 0 tan(97/2) y sec(977/2) sin definir 

27. sen(51r/6) = ),cos(5m/6) = —y3/2, tan(5m/6) = -1/43, 
cse(57/6) = 2, sec(5m/6) = -2/43, cot(5m/6) = 4/3 

29. cos 0 = tano = 3, esc 0 Š, sec 0 5, cot 0 2 

31. send = 5/3, cos d = 2 tan d = —1/5/2, cse $ = 3/45, 
cot ọ = -2/45 

33. sen ß = —1/y/10, cos B = —3/y/10, tan B = L, 

esc B = —y10, sec B = —y10/3 

35. 5.73576cm 37. 24.62147cm 59. (4 + 6v2) 

61. 5(3+8/2) 63. % 65. 1/3, 57/3 

67. 1/4, 37/4, 57/4, 17/4 69. 7/6, T/2, 517/6, 31/2 

71. 0, T, 27 73. 0 <x < m/6y5r/6 Sx < 2r 

75. 0 <x < m/4, 3m/4 < x < 57/4, Tm/4 < x S 27 

77. 


ISE] 


81. 


89. 14.34457 cm? 


EJERCICIOS E =m PÁGINA A38 


MA EAS 3344+353 
5. -1+5 +] TVE n 
10 
9. 1 1>+1 1+- + (=D 1. Yi 
i=l 


n 5 n 
15. X 2 17. > 2 19. X x' 
T i=1 i=0 i=1 


21. 80 23. 3276 25.0 27.61 29. n(n+ 1) 
31. n(n? + 6n + 17)/3 33. n(n? + 6n + 11)/3 

35. n(n? + 2n? — n — 10)/4 

41. (a) nt (0)5%-1 ©% (d)a,—a, 

43.) 45.14 49.2! +n? +n-2 


EJERCICIOSG m PÁGINA A54 
1. (b) 0.405 


EJERCICIOSH m PÁGINA A62 


1.8— 4i 3.13+18i 
9. -ii WM.-i 13.5i 


5.12-7i 7. #+#%i 
15. 12 + 5i, 13 


APÉNDICE | Respuestas a los ejercicios con número impar A137 


17. 
23. 
27. 
29. 


41,4 19. +3i 21. -1+2i 
=4=(V7/2)i 25. 3y2 [cos(37/4) + isen(37/4)] 
5(cos[tan”1(*)] + isen[tan (9) 


4[cos(1r/2) + isen(7/2)], cos(—1/6) + i sen(—7/6), 


)[cos(—1/6) + i sen(—11/6)] 


31. 


4/2 [cos(777/12) + i sen(77/12)], 


(2/2 )[cos(13r/12) + i sen(137/12)], h[cos(m/6) + isen(m/6)] 


33. 
37. 


41. 
47. 


—1024 35. -512/3 + 512i 
+1, +i, (1/42 X=1 + i) 39. +(43/2) + 3i, —i 


Im Im 


Re 


i  43.)+(/3/2)i 45. -e° 
cos 30 = cos*9 — 3 cos 0 sen?0, 


sen 39 = 3 cos?8 send — sen’ð 
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Abel, Niels, 211 
abierta, región, 1089 
abierto, intervalo, A3 
absoluto, máximo y mínimo, 276, 959, 
960, 963, 964, 965, 966 
aceleración centrípeta, 884 
aceleración como una razón 
de cambio, 159, 224 
aceleración de una partícula, 871 
como un vector, 871, 872 
componentes de, 874 
adaptativa, integración numérica, 523 
adición de vectores, 798, 801 
adición, fórmulas para el seno y coseno, 
A28, A29 
ADN, forma helicoidal de, 850 
afelio, 687 
Airy, Sir George, 752 
Airy, función de, 752 
ajuste de curvas, 25 
algebraica, función, 30 
algebraico, vector, 800 
amortiguador, 1169 
Ampère, ley de, 1087 
ángulo, A24 
de desviación, 285 
entre curvas, 273 
entre planos, 828 
entre vectores, 808, 809 
negativo o positivo, A25 
posición estándar, A25 
ángulo doble, fórmulas de, A29 
ángulo negativo, A25 
ángulos de dirección, 810 
antiderivada, 350 
apolunio, 681 
aprendizaje, curva de, 591 
aproximación 
cuadrática, 258 
e, 178 
lineal, 252, 929, 930, 933 
lineal, a un plano tangente, 929 
por desigualdad de Taylor, 762, 775 
por diferenciales, 254 
por el método de Newton, 345 
por la regla de Simpson, 519, 520 
por la regla del punto medio, 384, 515 
por la regla trapezoidal (o regla 
del trapecio), 516 


por polinomios de Taylor, 774 
por sumas de Riemann, 379 
por un polinomio de Taylor de n-ésimo 
grado, 258 
recta tangente, 252 
aproximación de la recta tangente, 252 
aproximación lineal, 252, 929, 930, 933 
aproximación por discos, 440 
Aquiles y la tortuga, 5 
arandelas, método de, 442 
arco largo, curva de, 691 
arcoíris, ángulo, 286 
arcoíris, formación y ubicación del, 285 
arcsen, función, 63 
área, 2, 366 
bajo una curva, 366, 371, 378 
de un círculo, 488 
de un sector de un círculo, 669 
de una elipse, 487 
de una región plana, 1099 
de una superficie, 654, 1026, 1027, 
1116, 1117, 1118 
de una superficie de revolución, 551, 
557 
en coordenadas polares, 669 
encerrada por una curva paramétrica, 
651 
entre curvas, 428, 429 
por agotamiento, 2, 97 
área de una superficie, 552 
de una esfera, 1117 
de una función de dos variables, 1026 
de una gráfica de una función, 1118 
de una superficie paramétrica, 654, 
1116, 1117 
área neta, 379 
área, función de, 391 
área, problema de, 2, 366 
argumento de un número 
complejo, A59 
aritmética-geométrica, media, 706 
armónica, función, 920, 1110 
armónica, series, 713, 722 
Arquímedes, 411, 426, 502, 560 
Arquímedes, principio, 469, 1146 
asíntota(s), 316 
de una hipérbola, 678, A20 
diagonal, 316, 320 
en la gráfica, 316 


horizontal, 128, 316 

inclinada, 316, 320 

vertical, 90, 316 
astroide, 215, 649 


Barrow, Isaac, 3, 97, 152, 392, 411 
base b de un logaritmo, 59, A55 

cambio de, 62 
base de un cilindro, 438 
béisbol y cálculo, 464 
Bernoulli, ecuación diferencial de, 625 
Bernoulli, James, 600, 625 
Bernoulli, John, 306, 314, 600, 644, 760 
Bessel, Friedrich, 748 
Bessel, función de, 217, 748, 752 
Bézier, curvas de, 643, 657 
Bézier, Pierre, 657 
binomial, serie, 766 

descubierta por Newton, 773 
binomial, teorema, PR1 
binomiales, coeficientes, 766 
binomio, teorema del, 173 (Véase 

binomial teorema) 

binormal, vector, 866 
Boyle, ley de, 30, 167, 181, 234 
Brahe, Tycho, 875 
braquistócrona, problema de la, 644 
bruja de Maria Agnesi, 188, 647 
Buffon, problema de la aguja de, 584 


C/D prueba, 293 
C! transformación, 1053 
cable (colgante), 259 
calculadora, graficadora, 323, 642, 665 
Véase Sistema algebraico 
computacional 
cálculo, 8 
diferencial, 3 
integral, 2, 3 
invención del, 8, 411 
calor, flujo de, 1131 
calor, índice de, 911, 931 
cambio de base, fórmula para, 62 
cambio de variables 
en integración, 412 
en una integral doble, 1012, 1052, 1056 
en una integral triple, 1042, 1047, 
1058, 1059 
cambio neto, teorema del, 406 
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campila de Eudoxo, 215 
campo 
conservativo, 1073, 1090, 1091, 1105 
de fuerzas, 1072 
de velocidad, 1068, 1071 
eléctrico, 1072 
escalar, 1069 
gradiente del, 956, 1072 
gravitacional, 1072 
incompresible, 1107 
irrotacional, 1106 
vectorial, 1068, 1069 
campo de direcciones, 592 
campo de fuerzas, 1068, 1072 
campo de velocidad, 1071 
corrientes marinas, 1068 
flujo de aire, 1068 
patrones de viento, 1068 
campo eléctrico (fuerza por unidad 
de carga), 1072 
campo vectorial, 1068, 1069 
conservativo, 1073, 1090, 1091, 1105 
de fuerza, 1068, 1072 
de velocidad, 1068, 1071 
divergencia de, 1106 
flujo de, 1129 
flujo eléctrico de, 1131, 1144 
funciones componentes de, 1069 
gradiente, 956, 1072 
gravitacional, 1072 
incompresible, 1107 
integral de línea de, 1082, 1083, 1084 
integral de superficie de, 1128, 1129 
irrotacional de, 1106 
rotacional de, 1103 
cantidad de movimiento angular, 879 
cantidad de movimiento de un objeto, 464 
Cantor, conjunto de, 718 
Cantor, Georg, 718 
capacidad de carga, 236, 297, 313, 587, 612 
capital, formación de, 573 
cardíaco, gasto, 571 
cardioide, 215, 662 
carga eléctrica, 227, 599, 602, 623, 1016, 
1036, 1172 
en un sólido, 1036 
carga eléctrica total, 1016, 1036 
carrera sobre ruedas, 1052 
cartesiano, plano, A11 
cascarón cilíndrico, 449 
Cassini, Giovanni, 669 
catástrofe ultravioleta, 783 
catenaria, 259 
Cauchy-Schwarz, desigualdad de, 814 
Cauchy, Augustin-Louis, 109, 994, A45 
Cauchy, teorema del valor medio, A45 
Cavalieri, 520 
Cavalieri, principio de, 448 


Centro de gravedad, 560. Véase centro 
de masa 
centro de masa, 560 
de un alambre, 1077 
de un sólido, 1035 
de una lámina, 1018 
de una placa, 563 
de una superficie, 1124 
centroide de un sólido, 1036 
centroide de una región plana, 562 
cero, vector, 798 
cicloide, 643 
cilindro, 438, 794, 834 
parabólico, 834 
parametrización de, 1114 
cilindro circular, 438 
cilindro circular recto, 438 
circuito eléctrico, 599, 602, 623, 1172 
análisis de, 1172 
circulación de un campo 
de velocidad, 1138 
círculo, A16 
área de, 488 
ecuación de, A16 
en el espacio tridimensional, 794 
círculo de curvatura, 867 
circunferencias gordas, 213, 550 
cisoide de Diocles, 648, 667 
Clairaut, Alexis, 919 
Clairaut, teorema de, 919, A48 
Clarke, Arthur C., 881 
Clarke, órbita geoestacionaria de, 881 
Cobb-Douglas, función de producción 
de, 889, 890, 922, 926, 978 
curvas de nivel para, 896 
gráfica de, 891 
Cobb, Charles, 889 
cociente, regla del, 185, 186 
cocleoide, 690 
coeficiente(s) 
binomial, 766 
de desigualdad, 437 
de fricción, 197, 284 
de fricción estática, 844 
de un polinomio, 27 
de una serie de potencias, 746 
coeficientes indeterminados, método 
de, 1161, 1165 
cola de golondrina, curvas catastróficas, 
648 
combinaciones de funciones, 40 
cometas, órbitas de, 688 
comparación, integral propiedades de, 387 
complejo conjugado, A57 
completez, axioma de, 702 
componente de b a lo largo de a, 811 
componente normal de la aceleración, 874, 
875 


componente tangencial de la aceleración, 
874 
componentes de la aceleración, 874 
componentes de un vector, 800 
componentes, funciones, 848, 1069 
comportamiento en los extremos 
de una función, 139 
composición de funciones, 41, 198 
continuidad de, 121, 909 
derivada de, 199 
compresibilidad, 228 
compresión, teorema de, 101, A42 
para sucesiones, 698 
concavidad, 296 
concentración, 227 
concoide, 645, 667 
condición inicial, 589 
conducción de calor, ecuación, 925 
conductividad (de la sustancia), 1132 
conductividad térmica, 1132 
conejos-lobos, sistema, 631 
cónicas desplazadas, 679, A21 
conjugados, propiedades de, A58 
conjunto acotado, 965 
conjunto cerrado, 965 
conjunto, notación de, A3 
cono, 674, 837 
parametrización de, 1114 
conservación de la energía, 1093 
constante de amortiguación, 1169 
constante de resorte, 457, 587, 1168 
consumo de potencia, aproximación de, 408 
continuidad 
de una función, 114, 849 
de una función de dos variables, 907, 
908, 910 
de una función de tres variables, 909, 
910 
de una función vectorial, 849 
en un intervalo, 117 
por la derecha, 116 
por la izquierda, 116 
convergencia 
absoluta, 737 
condicional, 738 
de una integral impropia, 528, 531 
de una serie, 708 
de una sucesión, 696 
intervalo de, 749 
radio de, 749 
convergente, integral impropia, 528, 531 
convergente, serie, 708 
propiedades de, 713 
convergente, sucesión, 696 
conversión de coordenadas 
cilíndricas a rectangulares, 1040 
rectangulares a cilíndricas, 1040 
rectangulares a esféricas, 1046 
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coordenada x, 792, A10 
coordenada y, 792, A10 
coordenada z, 792 
coordenadas cartesianas, sistema de, A11 
coordenadas cilíndricas, 1040 
coordenadas rectangulares, sistema 
de, 793, A11 
coordenadas, sistema de, A2 
cartesianas, A11 
cilíndricas, 1040 
esféricas, 1045 
polares, 658 
rectangulares tridimensional, 793 
rectangulares, A11 
coordenados, ejes, 792, A11 
coordenados, planos, 792 
coplanares, vectores, 820 
copo de nieve, curva, 788 
Coriolis, aceleración de, 883 
Cornu, espiral de, 656 
corriente, 227 
corriente eléctrica en una lámpara 
de flash, 79, 206 
coseno inverso, función, 64 
cosenos directores. 810 
costo marginal, función de, 146, 231, 
335, 406 
cotas de error, 518, 522 
creciente, función, 19 
creciente, sucesión, 700 
creciente /decreciente, prueba, 293 
crecimiento de microorganismos, 610, 615 
crecimiento estacional, modelo, 620 
crecimiento natural, ley de, 237, 611 
crecimiento de una población, 48, 237, 
610 
de insectos, 502 
de microorganismos, 610, 615 
modelos, 586 
mundial, 49 
crecimiento, razón de, 229, 406 
relativo, 237, 611 
cuadrante, A11 
cuadrática, aproximación, 258, 970 
cuadrática, función, 27 
cuádrica(s), superficie(s), 835 
cono, 837 
elipsoide, 835, 837 
hiperboloide, 837 
paraboloide, 836, 837 
tabla de gráficos, 837 
cuaternión, 803 
cuerpo negro, radiación de, 783 
cuña esférica, 1047 
curva(s) 
arco largo, 691 
asintótica, 323 
bruja de María Agnesi, 647 


cerrada, 1089 
cisoide de Diocles, 667 
cola de golondrina, teoría catastrófica 
de, 648 
de contorno, 893 
cúbica alabeada, 851 (Véase cúbica 
torcida) 
cúbica torcida, 851 
de Bézier, 643, 657 
de nivel, 893, 897 
del diablo, 215 
demanda, 569 
en el espacio, 849 
epicicloide, 649 
equipotenciales, 902 
espiral de Cornu, 656 
espiral toroidal, 851 
estrofoide, 673, 691 
frontera, 1134 
hélice, 849 
lisa por partes, 1076 
longitud de, 544, 861 
nariz de bala, 205 
orientación de, 1080, 1096 
ortogonal, 216 
óvalos de Cassini, 669 
paramétricas, 640, 849 
polar, 660 
reticulares, 1112 
serpentina, 188 
silla de mono, 902 
silla de perro, 902 
simple, 1090 
suave, 544, 863 
trocoide, 647 
curva en el espacio, 849 
longitud de arco de, 861, 862 
parametrización de, 851 
curva frontera, 965, 1001, 1096, 1134 
curva paramétrica, 640, 849 
área bajo la, 651 
longitud de arco de, 652 
curva simple, 1090 
curva solución, 592 
curvatura, 657, 864, 865, 875 
curvatura de una curva plana paramétrica, 
869 
cúspide, 645 


De Moivre, teorema de, A61 

De Moivre, Abraham, A61 
decaimiento exponencial, 237 
decaimiento radioactivo, 239 
decaimiento, ley natural de, 237 
decreciente, sucesión, 700 
decreciente, función, 19 

delta (A) notación, 145 
demanda, curva de, 336, 569 
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demanda, función de, 336, 569 
densidad 
de un fluido, 558 
de un sólido, 1035 
de una lámina, 1016 
lineal, 226, 406 
masa específica contra peso 
específico, 558 
densidad conjunta, función de, 1021, 1036 
densidad de carga, 1016, 1036 
densidad de probabilidad, función 
de, 574, 1021 
dependiente, variable, 10, 888, 940 
depredador, 627 
derecha, derivada por, 165 
derecha, límite por, 88, 109 
derivable, función, 155, 930 
derivación, 155 
de una función vectorial, 855, 856, 858 
de una serie de potencias, 754 
fórmulas para funciones vectoriales, 
858 
fórmulas para la, 187, PR5 
implícita, 208, 209, 917, 942 
logarítmica, 220 
parcial, 911, 913, 914, 917 
término a término, 754 
derivada(s), 140, 144, 152, 257 
como una función, 152 
como la pendiente de una tangente, 141, 
146 
como una razón de cambio, 140 
de funciones trigonométricas, 190, 193 
de un cociente, 186 
de un producto, 183, 184 
de una función potencia, 173 
de una función vectorial, 855, 856, 858 
de una serie de potencias, 754 
de funciones exponenciales, 179, 202, 
A54, A55 
de funciones hiperbólicas, 261 
de funciones logarítmicas, 218, A51, 
A54 
de funciones trigonométricas 
inversas, 213, 214 
de orden superior, 158 
de una función compuesta, 198 
de una función constante, 172 
de una función inversa, 214 
de una integral, 393 
de una polinomial, 172 
direccional, 946, 947, 948, 950, 951 
dominio de, 153 
normal, 1110 
notación, 155 
notación para parciales, 914 
parcial, 913, 914 
parcial de orden superior, 918 
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derivada(s) (continúa) 
por la derecha, 165 
por la izquierda, 165 
segunda, 158, 858 
segunda direccional, 958 
segunda parcial, 918 
tercera, 159 
derivada direccional, 946, 947, 948, 
950, 951 
máximo valor de, 952 
segunda, 958 
derivada por la izquierda, 165 
derivadas parciales superiores, 918 
derivadas superiores, 158 
Descartes, René, A11 
desigualdad del triángulo, 111, A8 
para vectores, 814 
desigualdades, reglas para, A4 
desplazamiento, 143, 406 
desplazamiento de una función, 37 
desplazamiento, vector, 798, 811 
desviación estándar, 578 
determinación del inicio del descenso, 
208 
determinante, 815 
diablo, curva del, 215 
diagrama de árbol, 940 
diagrama de una función como 
una máquina, 11 
diferencia de límites, ley de la, 95 
diferencia de vectores, 799 
diferencia, regla de la, 176 
diferencial, 254, 932, 934 
diferencial total, 932 
diferencial, cálculo, 3 
diferencias, cociente de, 12 
direccional, campo, 592 
directriz, 674, 682 
discontinua, función, 115 
discontinuidad, 115, 116 
discontinuo, integrando, 531 
diseño de un contenedor, minimizar 
el costo de, 970 
dispersión, 286 
distancia, entre 
números reales, A7 
planos paralelos, 830, 833 
punto y plano, 822, 829, 830 
punto y recta en el espacio, 822 
puntos en el espacio, 795 
puntos en un plano, A11 
rectas sesgadas, 830 
divergencia 
de un campo vectorial, 1106 
de una integral impropia, 528, 531 
de una serie infinita, 708 
de una sucesión, 696 
divergencia, prueba de la, 713 


divergencia, teorema, 1141, 1147 
divergente, serie, 708 

divergente, sucesión, 696 

división de serie de potencias, 770 
dominio de una función, 10, 888 
Douglas, Paul, 889 


e (el número), 51, 178, A52 
como un límite, 222, A56 
como una suma de una serie 
infinita, 763 
ecuación auxiliar, 1155 
raíces complejas, 1157 
raíces reales e iguales, 1156, 1157 
raíces reales y distintas, 1156 
ecuación característica, 1155 
ecuación complementaria, 1161 
ecuación de difusión, 926 
ecuación de grado n-ésimo, determinar 
raíces de, 211 


ecuación diferencial, 181, 237, 353, 585, 


586, 588 
autónoma, 594 
de Bernoulli, 625 
de primer orden, 588 
familia de soluciones, 586, 589 
homogénea, 1154 
lineal, 620 
logística, 612, 707 
no homogéneas, 1154, 1160, 1161 
orden de, 588 
parcial, 920 
segundo orden, 588, 1154 
separables, 599 
solución de, 588 
solución general de, 589 
soluciones linealmente 
independientes, 1155 
ecuación diferencial autónoma, 594 


ecuación diferencial de segundo orden, 588 


problema de valor frontera, 1159 
problema de valor inicial, 1158 
soluciones de, 1154, 1159 
ecuación diferencial homogénea, 1154 
ecuación diferencial lineal de primer- 
orden, 588, 620 
ecuación vectorial 
de una recta, 824 
del plano, 827 
ecuación(es) 
canónica, de la recta, A16 
conducción de calor, 925 
de cancelación, 57 
de Laplace, 920, 1107 
de segundo grado, A16 
de un círculo, A17 
del plano, 827 


del plano que pasa por tres puntos, 828 


de una curva en el espacio, 849 

de una elipse, 676, 684, A19 

de una esfera, 795 

de una gráfica, A16, A17 

de una hipérbola, 679, 684, A20 

de una parábola, 675, 684, A18 

de una recta, A12, A13, A14, A16 

de una recta en el espacio, 824 

de una recta que pasa por dos puntos, 
825 


diferencial. (Véase ecuación diferencial 


autónoma) 
difusión, 926 
forma de dos intersecciones, A16 
lineal, 827, A14 
logística, diferencial, 587, 619 
logística, en diferencias, 707 
Lotka-Volterra, 627 
n-ésimo grado, 211 
paramétricas, 640, 824, 849, 1110 
pendiente-intersección, A13 
polar, 660, 684 
presa-depredador, 627 
punto-pendiente, A12 
simétrica, 825 
ecuaciones de cancelación 
para funciones inversas, 57 
para funciones trigonométricas 
inversas, 64 
para logaritmos, 59 
ecuaciones simétricas de una recta, 825 
efecto Doppler, 945 
eje de una parábola, 674 
eje mayor de la elipse, 676 
eje menor de la elipse, 676 
eje x, 792, A10 
eje y, 792, A10 
eje z, 792 
ejes de coordenadas, 792, A11 
ejes de la elipse, 676, A19 
elementos del conjunto, A3 
elipse, 215, 676, 682, A19 
área, 487 
directriz, 682 
ecuación polar, 684, 687 
eje mayor, 676, 687 
eje menor, 676 
excentricidad, 682 
focos, 676, 682 
propiedad de reflexión, 677 
rotada, 217 
vértices, 676 
elipsoide, 835, 837 
energía, 
cinética, 464, 1093 
conservación de la, 1093 
potencial, 1093 
energía cinética, 464, 1093 
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entero, A2 
epicicloide, 649 
epitrocoide, 656 
equilátera, hipérbola, A21 
equilibrio, punto de, 629 
equilibrio, solución de, 587, 628 
equipotenciales, curvas, 902 
equivalentes, vectores, 798 
error 
en integración aproximada, 516, 517 
en la aproximación de Taylor, 775 
porcentaje, 256 
relativo, 256 
error estimado 
para la regla de Simpson, 522 
para la regla del punto medio, 516, 517 
para la regla trapezoidal, 516, 517 
para series alternadas, 735 
error, función de, 401 
escalar, 799 
escalar, campo, 1069 
escalar, ecuación de un plano, 827 
escalar, producto, 807 
escalar, proyección, 811 
escalar, triple producto, 819 
caracterización geométrica de, 819 
escalón, función, 17 
esfera 
área de la superficie de, 1117 
ecuación de, 795 
flujo a través de, 1129 
representación paramétrica de, 1113 
esféricas, sistema de coordenadas, 1045 
ecuaciones de conversión para, 1046 
integrales triples en, 1047 
espacio tridimensional, 792 
espiral toroidal, 851 
estado estacionario, solución en, 1174 
estereografía estelar, 536 
estimaciones de residuo 
para la prueba integral, 723 
para las series alternantes, 735 
estimar la suma de una serie, 723, 730, 
735, 740 
estiramiento de una función, 37 
estrategia 
para integración, 503, 504 
para integrales trigonométricas, 481, 482 
para la resolución de problemas, 71 
para probar series, 744 
para problemas de optimización, 330, 
331 
para razones relacionadas, 247 
estrofoide, 673, 691 
etapas del cohete, determinación de masas 
óptimas para las, 979 
Euclides, 97 
Eudoxo, 2, 97, 411 


Euler, Leonhard, 52, 597, 720, 726, 763 
excedente del consumidor, 569 
excedente del productor, 572 
excentricidad, 682 
exponencial(es), función(es), 32, 45, 177, 
A52, A54, PR4 

con base b, A54 

derivada de, 179, 202, A55 

gráficas de, 47, 179 

integración de, 383, 413, 768, 769 

límites de, 131, A53 

propiedades de, A53 

serie de potencias para, 761 
exponencial natural, función, 52, 179, A52 

derivada de, 179, A54 

gráfica de, 179 

propiedades de, A53 

serie de potencias para, 760 
exponencial, crecimiento, 237, 615 
exponencial, gráfica, 46 
exponenciales complejas, A63 
exponentes, leyes de, 47, A53, A55 
extrapolación, 27 
extremo, teorema del valor, 278, 965 
extremo, valor, 276 


Familia 
de curvas paramétricas, 644 
de epicicloides e hipocicloides, 648 
de funciones, 29, 327, 328 
de funciones exponenciales, 47 
de soluciones, 586, 589 
fase, plano, 629 
fase, retrato, 629 
fase, trayectoria, 629 
Fermat, Pierre, 3, 152, 279, 411, A11 
Fermat, principio de, 340 
Fermat, teorema de, 279 
Fibonacci, 695, 706 
Fibonacci sucesión de, 695, 706 
flechas, diagrama de, 11 
fluido, fuerza de un, 558 
flujo, 570, 1129, 1131 
flujo de un fluido, 1071, 1106, 1107, 1130 
flujo eléctrico, 1131, 1144 
flujo sanguíneo, 230, 342, 570 
flujo, integral de, 1129 
FM, síntesis, 327 
foco, 674, 682 
de una elipse, 676, 682 
de una hipérbola, 677 
de una parábola, 674 
de una sección cónica, 682 
focos, 676 
folium de Descartes, 209, 691 
forma polar de un número complejo, A59 
forma simétrica, de la recta, A16 
de onda, 920 
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de van der Waals, 926 
vectorial, 824, 827 
fórmula de distancia, A12 
en tres dimensiones, 795 
fórmula de Euler, A63 
fórmulas de antiderivación, 352 
fórmulas de sustracción para el seno 
y el coseno, A29 
Fourier, Joseph, 233 
Fourier, serie finita de, 485 
fracción continua, desarrollo en, 706 
fracciones (parcial), 493, 494 
Frenet-Serret, fórmulas de, 870 
Fresnel, Augustin, 395 
Fresnel, función de, 395 
Fubini teorema de, 994, 1030 
Fubini, Guido, 994 
fuente, 1145 
fuerza, 455 
centrípeta, 884 
constante, 455, 811 
ejercida por un fluido, 558 
momento de torsión, 820, 879 
resultante, 803 
fuerza constante (en el trabajo), 455, 811 
fuerza de amortiguación, 1169, 1171 
fuerza eléctrica, 1072 
fuerza y presión hidrostáticas, 558 
función(es), 10, 888 
Airy, 752 
algebraica, 30 
arcsen, 64 
área, 391 
armónica, 920, 1110 
combinaciones de, 40 
componente, 848, 1069 
compuesta, 41, 198, 909 
constante, 172 
continua, 849 
continuidad de, 114, 849, 907, 
908, 909, 910 
coseno inverso, 64 
costo promedio, 339 
creciente, 19 
cuadrática, 27 
cúbica, 28 
de Bessel, 217, 748, 752 
de costo, 230, 231 
de costo marginal, 146, 231, 335, 406 
de demanda, 336, 569 
de Heaviside, 45, 87 
de ingresos, 336 
de posición, 142 
de producción de Cobb-Douglas, 889, 
890, 922, 926, 978 
de tres variables, 897, 909 
de varias variables, 898, 909 
decreciente, 19 
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función(es), (continúa) 


de dos variables, 888 

de Fresnel, 395 

definidas por partes, 15 

de n variables, 898 

densidad conjunta, 1021, 1036 

densidad de probabilidad, 574, 1021 

derivabilidad de, 155, 930 

derivada de, 144 

desplazadas, 37 

diagrama de flechas, 11 

diagrama de máquina de, 11 

discontinua, 115 

dominio de, 10, 888 

elementales, 507 

error, 401 

escalón 17 

estiramiento, 37 

exponencial, 32, 45, 177, A54 

exponencial natural, 52, A52 

familia de, 29, 327, 328 

Gompertz, 617, 620 

gradiente de, 936, 950 

gráfica de, 11, 890 

hiperbólica, 259 

hiperbólica inversa, 261 

homogénea, 946 

impar, 17, 315 

implícita, 209 

ingreso marginal, 336 

integral de seno, 401 

inversa, 55, 56 

inyectiva, 55, 56 

límite de, 83, 105, 904, 909, 910 

lineal, 24, 891 

logarítmica, 32, 59, A50, A55 

logarítmica natural, 60, A50 

longitud de arco, 547, 863 

no derivable, 157 

par, 17, 315 

parte entera, 101 

periódica, 316 

polinomial, 27, 908 

potencia, 29, 172 

punto fijo de, 170, 292 

racional, 30, 493, 908 

raíz, 29 

rampa, 45 

rango de, 10, 888 

recíproca, 30 

reflejada, 37 

representación como una serie 
de potencias, 752 

representaciones de, 10, 12 

seno inverso, 63 

suave, 544 

tabular, 13 

tangente inversa, 65 


transformación de, 36 
traslación de, 36 
trigonométrica, 31, A26 
trigonométricas inversas, 63, 64 
utilidad, 336 
utilidad marginal, 336 
valor, 10, 11 
valor absoluto, 16 
valor promedio de, 461, 575, 576, 
997, 1039 
valores extremos de, 276 
valores máximos y mínimos, 276, 
959, 960 
función constante, 172 
función coseno, A26 
derivada de, 192 
gráfica de, 31, A31 
serie de potencias para, 766 
función cúbica, 28 
función de costo, 231, 335 
función de costo promedio, 339 
función elemental, integrabilidad de, 507 
función evaluada en un vector. Véase 
función vectorial 
función homogénea, 946 
función implícita, teorema de la, 942, 943 
función recíproca, 30 
función vectorial, 848 
continuidad de, 849 
derivada de, 855, 856, 858 
funciones componentes de, 848 
integración de, 859 
límite de, 848, 855 
función(es) hiperbólica(s), 259 
derivadas de, 261 
inversa, 261 
función(es) inversa(s), 55, 56 
de una función inyectiva, 58 
funciones simétricas, integrales de, 417 
funciones trigonométricas, 31, A26 
derivadas de, 190, 193 
gráficas de, 31, 32, A30, A31 
integrales de, 403, 479 
inversas, 63 
límites que implican, 191, 192 
funciones trigonométricas inversas, 63, 64 


G (constante gravitacional), 234, 460 
Gabriel, cuerno de, 556 

Galileo, 644, 651, 674 

Galois, Evariste, 211 

gas ideal, ley de, 236 

Gause, G. F., 615 

Gauss, Karl Friedrich, 1141, A35 
Gauss, ley de, 1131, 1144 

Gauss, Óptica de, 780 

Gauss, teorema de, 1141 
generatriz de una superficie, 834 


geoestacionaria, órbita, 881 
geometría analítica, A10 
geometría de un tetraedro, 823 
geométrica, serie, 709 
geométrico, vector, 800 
Gibbs, Josiah Willard, 803 
Gini, coeficiente de, 437 
Gini, Corrado, 436 
Gini, índice de, 437 
global, máximo y mínimo, 276 
Gompertz, función de, 617, 620 
gradiente, 950 
gradiente de campo vectoriales, 956, 1072 
gradiente de f, 949, 951 
gradiente de velocidad, 230 
gradiente, vector, 949, 951, 955 
interpretaciones de, 955 
grado de un polinomio, 27 
gráfica(s) 
de dispersión, 13 
de ecuaciones en tres dimensiones, 793 
de funciones exponenciales, 46, 179, PR4 
de funciones logarítmicas, 60, 62 
de funciones potencias, 29, PR3 
de funciones trigonométricas, 31, 
A30, PR2 
de una curva paramétrica, 640 
de una ecuación, A16, A17 
de una función, 11 
de una función de dos variables, 890 
de una sucesión, 699 
de una superficie, 1124 
de una superficie paramétrica, 1124 
polar, 660, 665 
graficador, dispositivo. Véase Sistema 
algebraico computacional 
graficadora, calculadora, 323, 642, 665 
gran círculo, 1051 
gravitación, ley de, 234, 460 
gravitacional, aceleración, 455 
gravitacional, campo, 1072 
Green, George, 1096, 1140 
Green, identidades, 1110 
Green, teorema de, 1096, 1140, 1147 
formas vectoriales, 1108 
para una unión de regiones simples, 1099 
Gregory, James, 198, 483, 520, 756, 760 
Gregory, series de, 756 


Hamilton, Sir William Rowan, 815 
Heaviside, función, 45, 87 
Heaviside, Oliver, 87 
Hecht, Eugene, 254, 257, 779 
hélice, 849 
hélice doble, 850 
hipérbola, 215, 677, 682, A20 
asíntotas, 678, A20 
directriz, 682 
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ecuación, 678, 679, 684, A20 
ecuación polar, 684 
equilátera, A21 
excentricidad, 682 
focos, 677, 682 
propiedad de reflexión, 677 
ramas, 678, A20 
vértices, 678 
hiperboloide, 791, 837 
hiperesfera, volumen de, 1040 
hipervolumen, 1034 
hipocicloide, 648 
humidex, 899, 911 
Huygens, Christiaan, 644 


i (número imaginario), A57 
i (vector de base estándar), 802 
identidades hiperbólicas, 260 
imagen de un punto, 1053 
imagen de una región, 1053 
impar, función, 17, 315 
implícita, función, 208, 209 
impropia, integral, 527 
convergencia o divergencia de, 528, 531 
impulso de la fuerza, 464 
incompresible, campo de velocidad, 1107 
incremento, 145, 933 
indefinida(s), integral(es), 403 
tabla de, 403 
independencia de la trayectoria, 1088 
independiente, variable, 10, 888, 940 
independiente, variable aleatoria, 1022 
indeterminada, diferencia, 309 
indeterminadas, formas de límites, 304 
indeterminadas, potencias, 310 
indeterminados, productos, 308 
índice de masa corporal (IMC), 901, 916 
índice de una suma, A34 
inducción matemática, 72, 74, 703 
principio de, 72, 74, A36 
inercia (momento de), 1019, 1020, 1036, 
1086 
inferior, suma, 371 
infinita, discontinuidad, 116 
infinita, serie. Véase serie 
infinita, sucesión. Véase sucesión 
infinito, intervalo, 527, 528 
infinito, límite, 89, 112, 132 
ingreso marginal, función de, 336 
ingreso, función de, 336 
instantánea, rapidez de reacción, 227 
instantánea, velocidad, 81, 143, 224 
instantáneo, razón de crecimiento, 229 
integrable, función, 990 
integración, 379 
aproximada, 514 
con un sistema algebraico 
computacional, 511 


de funciones exponenciales, 383, 413 
de funciones racionales, 493 
de una función vectorial, 859 
de una serie de potencias, 754 
fórmulas, 471, 503, PR6-10 
indefinida, 402 
límites de, 379 
numérica, 514 
orden inverso de, 995, 1006 
parcial, 993, 995 
por fracciones parciales, 493 
por partes, 472, 473, 474 
por una sustitución racionalizada, 500 
sobre un sólido, 1042 
sustitución en, 412 
tablas, uso de, 508 
término a término, 754 
integración definida 
por partes, 472, 474, 475 
por sustitución, 416 
integración numérica, 514 
integral de línea, 1075, 1078 
con respecto a la longitud de arco, 1075, 
1078, 1080 
con respecto a x y y, 1078, 1081 
de campos vectoriales, 1082, 1083, 1084 
para una curva en el espacio, 1080 
para una curva plana, 1075 
teorema fundamental para, 1087 
trabajo definido como, 1082 
integral de superficie, 1122 
de un campo vectorial, 1128, 1129 
sobre una superficie paramétrica, 1122, 
1123 
integral definida, 378, 988 
de una función vectorial, 859 
propiedades de, 385 
regla de sustitución para, 416 
integral impropia divergente, 528, 531 
integral, prueba de la, 721 
integral(es) 
aproximaciones a, 384 
cambio de variables en, 412, 1012, 
1052, 1056, 1058, 1059 
conversión a coordenadas cilíndricas, 
1040 
conversión a coordenadas esféricas, 
1046 
conversión a coordenadas polares, 1012 
de funciones simétricas, 417 
de línea (Véase integral de línea) 
definida, 378, 988 
derivada de, 394 
doble (Véase integral doble) 
evaluación, 381 
impropia, 527 
indefinida, 402 
iterada, 993 
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patrones en, 513 
propiedades de, 385 
propiedades de comparación de, 387 
superficie, 1122, 1129 
tabla de, 471, 503, 509, PR6-10 
triple, 1029, 1030 
unidades para, 408 
integral(es) doble(s), 988, 990 
aplicaciones de, 1016 
cambio de variable en, 1012, 1052, 1056 
en coordenadas polares, 1010, 1012 
en rectángulos, 988 
en regiones generales, 1001 
propiedades de, 1006, 1007 
regla del punto medio para, 992 
integrales múltiples. Véase integral doble; 
integrando, 379 
discontinuo, 531 
intensidad de campo magnético 
de la Tierra, 921 
interés compuesto continuamente, 241, 313 
interés compuesto de manera continua, 241 
interés compuesto, 241, 313 
intermedia, variable, 940 
interpolación, 27 
intersección 
de conjuntos, A3 
de gráficas polares, área de, 670 
de planos, 828 
de tres cilindros, 1044 
intersección con el eje x, A13, A19 
intersección con el eje y, A13, A19 
intersecciones, 315, A19 
intervalo, A3 
intervalo cerrado, A3 
intervalo de convergencia, 749 
inversión del orden de integración, 995, 1006 
inverso del cuadrado, leyes, 36 
inyectiva, función, 55, 56 
función inversa de, 58 
inyectiva, transformación, 1053 
irrotacional, campo vectorial, 1106 
isobara, 895 
isoterma, 893 
isotérmica, compresibilidad, 228 
iterada integral, 993 


j (vector de base estándar), 802 

Jacobi, Carl Gustav Jacob, 1055 

jacobiano de una transformación, 1055, 1059 
jerk, 160 

joule, 455 


k (vector de base estándar), 802 
Kepler, Johannes, 686, 875, 880 
Kepler, leyes de, 686, 875, 876, 880 
Kirchhoff, leyes de, 593, 1172 
Kondo, Shigeru, 763 
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L Hôpital, marqués de, 306, 314 
L Hôpital, regla de, 305, 314, A45 
orígenes de, 314 
Lagrange, Joseph-Louis, 288, 289, 972 
Lagrange, multiplicador de, 971, 972 
lámina, 562, 1016, 1017 
lámpara de flash, corriente para, 79 
Laplace, ecuación de, 920, 1107 
Laplace, operador, 1107 
Laplace, Pierre, 920, 1107 
latas, minimización de los costos 
de fabricación de, 343 
Leibniz, Gottfried Wilhelm, 3, 155, 392, 
411, 600, 773 
Leibniz, notación de, 155 
lemniscata, 215 
ley de conservación de la cantidad de 
movimiento angular, 879 
ley de conservación de la energía, 1094 
ley de crecimiento o decaimiento natural, 
237 
ley de flujo laminar, 230, 570 
ley de gravitación, 460 
ley de Hooke, 457, 1168 
ley de la gravitación universal, 876, 880 
ley de los cosenos, A33 
ley de los límites del múltiplo constante, 95 
ley del triángulo, 798 
leyes de los exponentes, 47, A53, A55 
leyes de los logaritmos, 60, A51 
libra (unidad de fuerza), 455 
libración, punto de, 350 
limacon, 665 
límite por la izquierda, 88, 109 
límite(s), 2, 83 
al infinito, 126, 127, 132 
cálculo de, 95 
de funciones exponenciales, 132, A53 
de funciones logarítmicas, 91, A50, 
A52 
de integración, 379 
de una función, 83, 106 
de una función de dos variables, 904, 
910 
de una función de tres variables, 909, 
910 
de una función trigonométrica, 192 
de una función vectorial, 848 
de una sucesión, 5, 368, 696 
definiciones precisas, 104, 109, 112, 
134, 137 
e (el número) como, 222 
infinito, 89, 112, 132 
por la derecha, 88, 109 
por la izquierda, 88, 109 
propiedades de, 95 
propiedades de, para funciones 
vectoriales, 855 


que implican las funciones seno 
y coseno, 190, 191, 192 
unilateral, 88, 109 
límites laterales, 87, 109 
límites, leyes de los, 95, A39 
para funciones de dos variables, 907 
para sucesiones, 697 
lineal, combinación, 1154 
lineal, densidad, 226, 406 
lineal, ecuación, A14 
de un plano, 827 
lineal, ecuación diferencial, 620, 1154 
lineal, función, 24, 891 
lineal, modelo, 24 
lineal, regresión, 26 
linealización, 252, 929, 930 
líneas de corriente, 1074 
líneas de flujo, 1074 
Lissajous, figura de, 642, 648 
litotripsia, 677 
local, máximo y mínimo, 276, 959, 960 
logarítmica, derivación, 220 
logarítmica(s), función(es), 32, 59, A48 
con base b, 59, A55 
derivadas de, 218, A56 
gráficas de, 60, 62 
límites de, 91, A52 
propiedades de, 59, 60, A51 
logaritmo natural, función, 60, A50 
derivativa de, 218, A51 
límites de, A51 
propiedades de, A51 
logaritmo(s), 32, 59 
leyes de los, 60, A51 
natural, 60, A50 
notación para, 60 
logística, ecuación de diferencias, 707 
logística, ecuación diferencial, 587, 612 
logística, sucesión, 707 
logístico, modelo, 587, 611 
longitud 
de un segmento recta, A7, A12 
de un vector, 801 
de una curva, 544 
de una curva en el espacio, 861 
de una curva paramétrica, 652 
de una curva polar, 671 
longitud de arco, 544, 861, 862 
de una curva en el espacio, 861, 862 
de una curva paramétrica, 652 
de una curva polar, 671 
longitud de arco, fórmula de la, 545 
longitud de arco, fórmula para una curva 
en el espacio, 862 
longitud de arco, función, 547, 863 
longitudes de arco, concurso, 550 
LORAN, sistema, 681 
Lorenz, curva de, 436 


Lotka-Volterra, ecuaciones de, 627 
LZR Racer, 887, 936 


Maclaurin, Colin, 760 
Maclaurin, serie de, 759, 760 
tabla de, 768 
magnitud de un vector, 801 
mano derecha, regla de la, 792, 816 
mapa de contorno, 894, 895, 921 
marginal, productividad, 922 
masa 
de un alambre, 1077 
de un sólido, 1035 
de una lámina, 1016 
de una superficie, 1124 
masa, centro de. Véase centro de masa 
máximo y mínimo, valores, 276, 959, 
960 
media de tiempo de espera, 576 
media de una función de densidad 
de probabilidad, 576 
media X, 1023 
media Y, 1023 
media, vida, 50, 239 
mediana de una función densidad 
de probabilidad, 578 
medio espacio, 898 
medio-ángulo, fórmulas de, A29 
membrana de caucho, vibración de, 748 
método de agotamiento, 2, 97 
método de cascarones cilíndricos, 449 
aproximar volumen, 449 
método de coeficientes indeterminados, 
1161, 1165 
método de dilución de colorante, 571 
método de discos para aproximar el 
volumen, 440 
método de Euler, 595 
método de intervalo cerrado, 281 
para una función de dos variables, 966 
método de mínimos cuadrados, 26, 970 
método de multiplicadores de Lagrange, 
971, 972 
con dos restricciones, 976 
método de variación de parámetros, 1165, 
1166 
mezclas, problemas de, 604 
mínima cota superior, 702 
mínimos cuadrados, método de, 26, 970 
Möbius, August, 1127 
Möbius, banda de, 1121, 1127 
modelado 
con ecuaciones diferenciales, 586 
crecimiento de población, 48, 237, 586, 
611, 617, 635 
del movimiento de un resorte, 587 
vibración de membrana, 748 
modelo empírico, 25 
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modelo matemático, 13, 23 
para vibración de membrana, 748 
modelo(s), matemático(s), 13, 23 
Cobb-Douglas, para costos de 
producción, 889, 890, 922, 926, 978 
comparación decrecimiento natural 
contra logístico, 615 
crecimiento estacional, 620 
de corriente eléctrica, 593 
de von Bertalanffy, 635 
empírico, 25 
exponencial, 32, 48 
función de Gompertz, 617, 620 
función potencia, 29 
función racional, 30 
lineal, 24 
logarítmica, 32 
para crecimiento de la población, 237, 
586, 617 
polinomial, 28 
presa-depredador, 627 
trigonométrico, 31, 32 
módulo, A58 
momento de torsión, 820, 879 
momento(s) 
con respecto a un eje, 561, 1017 
con respecto a un plano, 1035 
de inercia, 1019, 1020, 1036, 1086 
de un sistema de partículas, 561 
de un sólido, 1035 
de una lámina, 562, 1017, 1018 
de una masa, 560 
polar, 1020 
segundo, 1019 
monótona, sucesión, 700 
montaña rusa, diseño de, 182 
movimiento armónico simple, 206, 1168 
movimiento de un proyectil, 872 
movimiento de un resorte, fuerza que afecta 
el amortiguamiento, 1169, 1171 
resonancia, 1172 
restaurador, 1169, 1171 
movimiento en el espacio, 870 
movimiento planetario, leyes de, 686, 875, 
876, 880 
muestra, punto, 371, 378, 989 
multiplicación de serie de potencias, 770 
multiplicación por escalar, 799, 801 
multiplicador (Lagrange), 971, 972, 975 
multiplicador efecto, 717 
múltiplo escalar de un vector, 799 


n-ada, 802 

n-dimensional, vector, 802 
(V), 949, 951, 1103 

nariz de bala, curva, 205 
negativo de un vector, 799 
neto, flujo de inversión, 573 


newton (unidad de fuerza), 455 
Newton, ley de enfriamiento de, 240, 591, 
Newton, ley de la gravitación de, 234, 460, 
876, 880, 1071 
Newton, método de, 345 
Newton, segunda ley del movimiento 
de, 455, 464, 872, 876, 880, 1168 
Newton, Sir Isaac, 3, 8, 97, 152, 155, 392, 
411,773, 876, 880 
Newton, tridente de, 330 
Nicomedes, 645 
no derivable, función, 157 
no homogénea, ecuación diferencial, 1154, 
1160, 1161 
no paralelos, planos, 828 
normal principal, vector unitario, 866 
normal, derivada, 1110 
normal, distribución, 578 
normal, recta, 175 
a una superficie, 954 
normal, vector, 827, 866 
nudo de trébol, 851, 855 
número 
complejo, A57 
entero, A2 
irracional, A2 
racional, A2 
real, A2 
número crítico, 280 
número irracional, A2 
número(s) complejo(s), A57 
argumento de, A59 
división de A57, A60 
forma polar, A59 
igualdad de, A57 
módulo de, A58 
multiplicación de, A57, A60 
parte imaginaria de, A57 
parte real de, A57 
potencias de, A61 
raíces de, A62 
raíz cuadrada principal de, A58 
suma y diferencia de, A57 
números de dirección, 825 


O (origen), 792 
octante, 792 
oferta, función de, 572 
onda, ecuación de, 920 
operador de derivación, 155 
óptica 
de Gauss, 780 
de primer orden, 780 
de tercer orden, 780 
optimización de una hidroturbina, 980 
optimización, problemas de, 276, 330 
órbita de un planeta, 876 
orden de integración, invertida, 995, 1006 
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orden de una ecuación diferencial, 588 
ordenada, terna, 792 

ordenado, par, A10 

Oresme, Nicole, 713 

orientación de una curva, 1080, 1096 
orientación de una superficie, 1127 
origen, 792, A2, A10 

ortogonal, trayectoria, 216, 603 
ortogonales, superficies, 959 
ortogonales, vectores, 809 
osculador, círculo, 867 

osculador, plano, 867 

Ostrogradsky, Mikhail, 1141 
otogonales, curvas, 216 

óvalos de Cassini, 669 


Pappus de Alexandria, 565 
Pappus, teorema de, 565 
par, función, 17, 315 
parábola, 674, 682, A18 
directriz, 674 
ecuación, 675 
ecuación polar, 684 
eje, 674 
foco, 674, 682 
propiedad de reflexión, 274 
vértice, 674 
parabólico, cilindro, 834 
paraboloide, 836, 839 
paraboloide elíptico, 836, 837 
paraboloide hiperbólico, 836, 837 
paradojas de Zenón, 5 
paralelas, rectas, A14 
paralelepípedo, 438 
volumen de, 820 
paralelogramo, ley del, 798, 814 
paralelos, planos, 828 
paralelos, vectores, 799, 817 
paramétrica, superficie, 1110 
área de la superficie, 1116, 1117 
gráfica de, 1124 
integral de superficie sobre, 1122, 1123 
plano tangente a, 1115, 1116 
suave, 1116 
paramétricas, ecuaciones, 640, 824, 849 
de una curva en el espacio, 849 
de una recta en el espacio, 824 
de una superficie, 1110 
de una trayectoria, 873 
parametrización de una curva en el 
espacio, 862 
con respecto a la longitud de arco, 863 
suave, 863 
parametrización suave, de una curva en el 
espacio, 863 
parámetro, 640, 824, 849 
paraxiales, rayos, 254 
parcial, derivación, 911, 913, 914, 917 
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parcial, ecuación diferencial, 920 
parcial, integración, 472, 473, 474 
para integrales dobles, 993, 995 
parcial(es), derivada(s), 913, 914 
como pendientes de rectas tangentes, 915 
como una razón de cambio, 915 
de una función de más de dos variables, 
917 
interpretaciones de, 915 
notaciones para, 914 
reglas para determinar, 914 
segundas, 918 
parciales, fracciones, 493, 494 
parte entera, función, 101 
partes, integración por, 472, 473, 474 
partículas, movimiento de, 870 
pascal (unidad de presión), 558 
patrones de viento en el área de la bahía 
de San Francisco, 1068 
patrones en integrales, 513 
pendiente, A12 
de una curva, 141 
pendiente-intersección, ecuación 
de una recta, A13 
péndulo, aproximación del periodo 
del, 254, 257 
perihelio, 687 
perilunio, 681 
periódica, función, 316 
período, 316 
período de una partícula, 884 
perpendiculares, rectas, A14 
perpendiculares, vectores, 809 
peso (fuerza), 455 
Planck, ley de, 783 
planímetro, 1099 
plano horizontal, 793 
plano normal, 867 
plano tangente 
para una superficie de nivel, 954 
para una superficie paramétrica, 1115, 
1116 
para una superficie, 928 
plano tangente, aproximación del, 929, 
930 
plano(s), 826 
ángulo entre, 828 
coordenados, 792 
ecuación del, que pasa por tres 
puntos, 828 
ecuación escalar del, 827 
ecuación lineal del, 827 
ecuación vectorial de, 827 
ecuación(es) del, 823, 827, 828 
horizontal, 793 
normal, 867 
osculador, 867 
paralelo, 828 


recta de intersección, 829 
tangente a una superficie, 928, 1115 
vertical, 888 
planos de corte, 833 
platillo satelital, 839 
Poiseuille, Jean-Louis-Marie, 230 
Poiseuille, ley de, 257, 342, 571 
polar, curva, 660 
gráfica de, 660 
longitud de arco de, 671 
recta tangente, 663 
simetría en, 663 
polar, eje, 658 
polar, gráfica, 660 
polar, momento de inercia, 1020 
polar, rectángulo, 1010 
polar, sistema coordenado, 658 
área en, 669 
conversión de integral doble, 1012, 998 
conversión ecuaciones a coordenadas 
cartesianas, 659, 660 
sección cónica en, 682 
polar(es), ecuación(es), 660 
de una cónica, 684 
gráfica de, 660 
polinomial función, 27 
de dos variables, 908 
polinomio, 27 
polinomio de Taylor de grado n-ésimo, 
258, 761 
polinomio de Taylor de primer grado, 970 
polo, 658 
porcentaje de error, 256 
por partes, función definida, 15 
posición estándar de un ángulo, A25 
posición, vector de, 800 
posición, función de, 142 
positiva, orientación 
de una curva cerrada, 1096 
de una curva frontera, 1134 
de una superficie, 1128 
positivo, ángulo, A25 
potencia, 147 
potencia de límites, ley de, 96 
potencia, función(es), 29 
derivada de, 172 
potencia, regla de la, 173, 174, 200, 221 
potencial, 539 
potencial, energía, 1093 
potencial, función, 1073 
presa, 627 
presa-depredador, modelo, 236, 627 
presión ejercida por un fluido, 558 
prima, notación, 176 
primer octante, 792 
primer orden, óptica, 780 
primera derivada, prueba, 294 
para valores extremos absolutos, 333 


principio de inducción matemática, 72, 
74, A36 
principio de simetría, 562 
principio de superposición, 1163 
principios para la resolución de problemas, 
71 
probabilidad, 573, 1021 
problema de distancia, 373 
problema de la tautócrona, 644 
problema de valor frontera, 1159 
problema de valor inicial, 589, 1158 
problema de velocidad, 80, 142 
procedimiento para el trazo de curvas, 315 
producto 
cruz, 814, 815 
escalar, 807 
punto, 807 
triple, 819 
triple escalar, 819 
producto cruz, 814, 815 
caracterización geométrica de, 817 
dirección de, 816 
longitud de, 817, 818 
magnitud de, 817 
propiedades de, 816, 819 
producto de límites, ley del, 95 
producto interno, 807 
producto punto, 807 
en forma de componentes, 807 
propiedades de, 807 
producto vectorial, 815 
propiedades de, 816, 819 
producto, fórmulas del, A29 
producto, regla del, 183, 184 
propensión marginal a consumir o ahorrar, 
717 
propiedad de sustitución directa, 97 
proyección, 793, 811 
ortogonal, 813 
proyección ortogonal de un vector, 813 
proyección vectorial, 811 
proyectil, trayectoria de, 648, 872 
prueba de comparación para integrales 
impropias, 533 
prueba de comparación para series, 727 
prueba de concavidad, 296, A44 
prueba de la divergencia, 713 
prueba de límite de comparación, 729 
pruebas para series de convergencia 
y divergencia de series 
prueba de la raíz, 741 
prueba de la razón, 739 
prueba de la serie alternante, 732 
prueba integral, 721 
prueba por comparación, 727 
resumen de pruebas, 744 
punto de inflexión, 297 
punto estacionario, 960 


BR 


punto fijo de una función, 170, 292 
punto inicial 
de un vector, 798 
de una curva paramétrica, 641 
punto medio, fórmula del, A16 
para puntos en el espacio, 979 
punto medio, regla de, 384, 515 
error al usar, 516 
para integrales dobles, 992 
para integrales triples, 1038 
punto terminal de un vector, 798 
punto terminal de una curva paramétrica, 
641 
punto-pendiente, ecuación de una 
recta, A12 
punto(s) críticos, 960, 970 
punto(s) en el espacio 
coordenadas de, 792 
distancia entre, 794, 795 
proyección de, 793 


racional, función, 30, 493, 908 
continuidad de, 118 
integración de, 493 
racional, número, A2 
racionalización, sustitución para 
integración, 500 
radiación de las estrellas, 783 
radian, medida, 190, A24 
radio de convergencia, 749 
radio de giro de una lámina, 1020 
radiocarbono, datación con, 243 
raíces de un número complejo, A62 
raíces de una ecuación n-ésimo grado, 211 
raíz cuadrada principal de un número 
complejo, A58 
raíz de límites, ley de, 97 
raíz, función, 29 
raíz, prueba de, 741 
ramas de una hipérbola, 678, A20 
rampa, función, 45 
rango de una función, 10, 888 
rapidez angular, 872 
rapidez de reacción, 147, 227, 406 
rapidez promedio de moléculas, 535 
Rayleigh-Jeans, ley de, 783 
razón común, 709 
razón de cambio 
derivada como, 146 
instantáneo, 81, 145, 224 
promedio, 145, 224 
razón de cambio instantáneo, 80, 145, 
224 
razón de cambio promedio, 145, 224 
razón decrecimiento, 229, 406 
razón, prueba de la, 739 
razones relacionadas, 245 
reacción química, 227 


reactor nuclear, torres de enfriamiento 
de, 839 
real, número, A2 
real, recta, A3 
recíproca, regla, 190 
recta horizontal, ecuación de, A13 
recta horizontal, prueba de la, 56 
recta vertical, prueba de la, 15 
recta(s) en el espacio 
ecuación vectorial de, 823, 824 
ecuaciones paramétricas de, 824 
ecuaciones simétricas de, 825 
normal, 954 
sesgada, 826 
tangente, 856 
recta(s) en el plano, 78, A12 
ecuaciones de, A12, A13, A14 
horizontal, A13 
normal, 175 
paralela, A14 
pendiente de, A12 
perpendicular, A14 
secante, 78, 79 
tangente, 78, 79, 141 
recta(s) tangente(s), 141 
a una curva, 3, 78, 141 
para una curva en el espacio, 856 
para una curva paramétrica, 649, 650 
para una curva polar, 663 
primeros métodos de determinación 
de, 152 
vertical, 158 
rectificante, plano, 869 
rectilíneo, movimiento, 354 
red, punto de, 274 
reducción, fórmula de, 475 
reflexión de una función, 37 
reflexión, propiedad 
de una elipse, 677 
de una hipérbola, 682 
de una parábola, 273, 274 
región 
abierta, 1089 
bajo una gráfica, 366, 371 
conectada, 1089 
entre dos gráficas, 428 
plana simple, 1097 
plana, de tipo I o II, 1002, 1003 
simplemente conectada, 1090 
sólida (de tipo 1, 2, o 3), 1031, 1032 
sólida simple, 1141 
región conectada, 1089 
región plana de tipo I, 1002 
región plana de tipo II, 1002 
región plana tipo I o tipo II, 1002, 1003 
región polar, área de, 669 
región sólida simple, 1141 
región sólida tipo 1, 2, o 3, 1031, 1032 
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regla de la cadena, 197, 198, 200 
para varias variables, 937, 938, 939, 940 
regla de sustitución, 413, 416 
para integrales definidas, 416 
regla del múltiplo constante, 175 
reglada, superficie, 841 
regresión, lineal, 26 
relación de recurrencia, 1177 
relativo, error, 256 
relativo, máximo o mínimo, 276 
relativo, razón de crecimiento, 237, 611 
removible, discontinuidad, 116 
reordenamiento de una serie, 742 
representación de líneas ocultas, 834 
representación(es) de una función, 10, 12, 13 
como una serie de potencias, 752 
representaciones visuales, de una función, 
10, 12 
residuo de la serie de Taylor, 761 
resolución de problemas, principios 
para la, 71 
usos de, 169, 363, 412, 425 
resonancia, 1172 
restauradora, fuerza, 1169, 1171 
restricción, 971, 976 
resultante, fuerza, 803 
reticulares, curvas, 1112 
revolución, sólido de, 443 
revolución, superficie de, 551 
Riemann, Bernhard, 379 
Roberval, Gilles de, 398, 651 
Rolle, Michel, 287 
Rolle, teorema de, 287 
rosa de cuatro hojas, 662 
rotacional de un campo vectorial, 1103 
rumores, razón de divulgación, 232 


SAC. Véase Sistema algebraico 
computacional 
salto de discontinuidad, 116 
secante, recta, 78, 79, 81 
secante, vector, 856 
sección cónica, 674, 682 
desplazada, 679, A21 
directriz, 674, 682 
ecuación polar, 684 
excentricidad, 682 
foco, 674, 676, 682 
vértice(s), 674 
sección transversal, 438 
sección transversal de una superficie, 834 
sector de un círculo, área de, 669 
segmento de recta dirigido, 798 
segunda derivada, 158 
de una función vectorial, 858 
segunda derivada direccional, 958 
segunda derivada parcial, 918 
segunda derivada, prueba de la, 297 
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segundas derivadas, prueba de las, 961 
segundo grado, polinomio de Taylor 
de, 971 
segundo momento de inercia, 1019 
seno integral, función, 401 
seno inverso, función, 63 
seno, función, A26 
derivada de, 192, 193 
gráfica de, 31, A30 
serie de potencias para, 764 
sentarse en el cine, 465 
separable, ecuación diferencial, 599 
serie absolutamente convergente, 737, 742 
serie, 6, 707 
absolutamente convergente, 737 
alternante, 732 
armónica, 713, 722 
armónica alternante, 734, 737, 738 
binomial, 766 
coeficientes de, 746 
condicionalmente convergente, 738 
convergente, 708 
de Taylor, 759, 760 
divergente, 708 
estrategia para probar, 744 
geométrica, 709 
Gregory, 756 
infinita, 707 
Maclaurin, 759, 760 
p, 722 
potencia, 746 
reordenamiento de, 742 
suma de, 6, 708 
suma parcial de, 708 
término de, 707 
trigonométrica, 746 
serie alternante, prueba de la, 732 
serie armónica, alternante, 734 
serie condicionalmente convergente, 738 
serie de potencias, 746, 747 
coeficientes de, 746 
derivación de, 754 
división de, 770 
integración de, 754 
intervalo de convergencia, 749 
multiplicación de, 770 
para coseno y seno, 764 
para la función exponencial, 763 
radio de convergencia, 749 
representaciones de funciones 
como, 732 
serie solución de una ecuación 
diferencial, 1176 
series alternantes, 732 
series armónicas alternantes 734, 737 
series-p, 722 
serpentina, 188 
sesgadas, rectas, 826 


Shannon, índice de, 969 
Sierpinski, alfombra de, 718 
sigma, notación, 372, A34 
silla de mono, 902 
silla de perro, 902 
silla, punto, 961 
simetría, 17, 315, 417 
en gráficas polares, 663 
simple, región plana, 1097 
simplemente conectada, región, 1090 
Simpson, regla de, 519, 520 
límite de error para, 522 
Simpson, Thomas, 520, 985 
Sistema algebraico computacional, 86, 
511, 642 
para integrar, 511, 756 
para trazar la gráfica de sucesiones, 699 
riesgos del uso de, 86 
Sistema algebraico computacional, trazar 
gráficas con 
campo vectorial, 1070, 1071 
curva, 323 
curva en el espacio, 851 
curva polar, 665 
curvas de nivel, 897 
derivadas parciales, 919 
ecuaciones paramétricas, 642 
función de dos variables, 892 
sucesión, 699 
superficies paramétricas, 1114 
sistema de coordenadas cilíndricas, 1040 
ecuaciones de conversión para, 1040 
integrales triples en, 1042 
Snell, ley, 341 
sobreamortiguada, vibración, 1170 
sólida, región, 1031, 1141 
sólido, 438 
sólido de revolución, 443 
rotación sobre una pendiente, 557 
volumen de, 445, 451, 557 
sólido, ángulo, 1151 
sólido, volumen de un, 438, 439, 990, 1031 
solución de las ecuaciones presa- 
depredador, 627 
solución de una ecuación diferencial, 588 
soluciones linealmente independientes, 
1155 
Stokes, Sir George, 1135, 1140 
Stokes, teorema de, 1134, 1140, 1147 
suave función, 544 
suave por partes, curva, 1076 
suave, curva, 544, 863 
suave, superficie, 1116 
sucesión, 5, 694 
acotada, 701 
convergente, 696 
creciente, 700 
de Fibonacci, 695 


de sumas parciales, 708 
decreciente, 700 
divergente, 696 
gráfica de, 699 
límite de, 5, 368, 696 
logística, 707 
monótona, 700 
término de una, 694 
sucesión acotada, 701 
sucesión monotóna, teorema de la, 702 
suma, 371 
de fracciones parciales, 494 
de Riemann, 379 
de una serie geométrica, 710 
de una serie infinita, 708 
de vectores, 798, 801 
inferior, 371 
límites, ley de, 95 
superior, 371 
telescópica, 712 
suma de Riemann(s), 379 
doble, 991 
triple, 1029 
suma parcial de una serie, 708 
suma superior, 371 
suma, notación, A34 
suma, regla de la, 176 
sumidero, 1145 
superficie(s) 
cerrada, 1128 
cuádrica, 835 
gráfica de, 1124 
nivel, 898 
orientación positiva de, 1128 
orientada, 1127 
ortogonal, 959 
paramétrica, 1111 
suave, 1116 
superficie de aproximación, 551 
superficie de nivel, 898 
plano tangente a la, 954 
superficie de revolución, 551 
área de una, 552 
representación paramétrica de, 1115 
sustitución hiperbólica, 489, 490 


T y T~! transformaciones, 1053 
tabla de derivadas 
fórmulas, 187, PR5 
tablas de integrales, 503, PR 6-10 
uso de, 509 
tabular, función, 13 
tangente inversa, función, 65 
tangente, función, A26 
derivada de, 193 
gráfica de, 32, A31 
tangente, problema de la, 2, 3, 78, 140 
tasa de fertilidad total, 168 
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Taylor, Brook, 760 
Taylor, desigualdad de, 762 
Taylor, polinomio de, 258, 761, 970 
aplicaciones de, 774 
Taylor, serie de, 759, 760 
técnicas de integración, resumen, 504 
telescópica, suma, 712 
Telescopio Espacial Hubble, 282 
temperatura-humedad, índice, 899, 911 
teorema de comparación para integrales, 533 
teorema de estimación para series 
alternantes, 735 
teorema del valor medio, 287, 288 
para integrales, 462 
para integrales dobles, 1063 
teorema fundamental del cálculo, 392, 
394, 398 
para funciones vectoriales, 859 
para integrales de línea, 1087, 1147 
versiones para dimensiones 
más altas, 1147 
tercer orden, óptica de, 780 
tercera derivada, 159 
término a término, derivación 
e integración, 754 
término de una serie, 707 
término de una sucesión, 694 
tetraedro, 823 
Thomson, William (Lord Kelvin), 1097, 
1135, 1140 
TNB estructura, 866 
torcida, cúbica, 851 
toro, 448, 1122 
torre de enfriamiento, hiperbólica, 839 
Torricelli, Evangelista, 651 
Torricelli, ley de, 234 
torsión de una curva en el espacio, 870 
trabajo (fuerza), 455, 456, 811 
trabajo definido como una integral 
de línea, 1082 
transformación 
de una función, 36 
de una función raíz, 38 
inversa, 1053 
inyectiva, 1053 
jacobiano de, 1055, 1059 
transformación inversa, 1053 
trapezoidal, regla, 516 
error en, 516 
traslación de una función, 36 
traslación vertical de una gráfica, 37 
trayectoria, 1088 
trayectoria de aproximación de una 
aeronave, 208 
trayectoria, ecuaciones paramétricas para, 
873 
trazo de una superficie, 834 
trazo del dominio, 888 


tridimensionales, sistemas de coordenadas, 
792 
trigonométricas, identidades, A28 
trigonométricas, integrales, 479 
estrategia para evaluar, 481, 482 
trigonométricas, series, 746 
trigonométricas, sustituciones, 486 
tabla de, 486 
triple producto, 819 
triple producto vectorial, 820 
triple suma de Riemann, 1029 
triples, integral(es), 1029, 1030 
aplicaciones de, 1034 
cambio de variables en, 1058 
en coordenadas cilíndricas, 1040, 1042 
en coordenadas esféricas, 1045, 1047 
regla del punto medio para, 1038 
sobre una región acotada general, 1031 
trocoide, 647 
tronco, 447 
Tschirnhausen, cúbica de, 215, 436 


uniforme, movimiento circular, 884 
unilaterales, límites, 87, 109 

unión de conjuntos, A3 

utilidad marginal, función de, 336 
utilidad, función de, 336 


valor absoluto, 16, 31, 40, 73, A6, A58 
valor absoluto, función 16 
valor de una función, 10 
valor intermedio, teorema del, 123 
valor promedio de una función, 461, 575, 
576, 997, 1039 
valores esperados, 1023 
valores extremos de puntos frontera, 277 
van der Waals, ecuación de, 217, 926 
variable(s) 
aleatoria continua, 573 
aleatoria independiente, 1022 
cambio de, 413 
dependiente, 10, 888, 940 
independiente, 10, 888, 940 
intermedia, 940 
variable aleatoria normalmente distribuida, 
función de densidad de probabilidad 
de una, 1024 
variables, cambio de. Véase 
cambio de variable(s) 
variación de parámetros, método 
de, 1165, 1166 
vascular, ramificación, 342 
vector(es), 798 
aceleración, 871 
adición de, 798, 801 
algebraicos, 800 
ángulo entre, 808, 809 
base, 802 
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base estándar, 802 
bidimensional, 800 
binormal, 866 
cero, 798 
componentes de, 800 
coplanares, 820 
de posición, 800 
desplazamiento, 798, 811 
diferencia de, 799 
fuerza, 1071 
gradiente, 949, 951, 955 
i, j, y k, 802 
igualdad de, 798 
longitud de, 801 
magnitud de, 801 
multiplicación por escalar, 799, 801 
múltiplo escalar de, 799, 801 
n-dimensiones, 802 
normal, 827, 866 
ortogonal, 809 
paralelo, 799, 817 
perpendicular, 809 
producto cruz de, 814, 815 
producto punto, 807 
propiedades de, 802 
proyección ortogonal de, 813 
representación de, 800 
representación geométrica de, 800 
resta de, 799, 801 
secante, 856 
tangente, 856 
tangente unitario, 856 
tridimensional, 800 
triple producto de, 820 
unitario, 803 
unitario normal, 866 
velocidad, 870 
vectores de base estándar, 802 
propiedades de, 819 
velocidad, 3, 80, 143, 224, 406 
de escape, 535 
de una partícula, 146, 870 
instantánea, 81, 143, 224 
promedio, 4, 81, 143 
terminal, 607 
Verhulst, Pierre-François, 587 
vertical, asíntota, 90, 316 
vertical, recta, A13 
vertical, recta tangente, 158 
vértices 
de una elipse, 676 
de una hipérbola, 678 
vértice de una parábola, 674 
vibracion(es), 1168, 1169, 1171 
vibración amortiguada, 1169 
vibración críticamente amortiguada, 1170 
vibración de un resorte, 1168 
vibración de una membrana de caucho, 748 
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vibración subamortiguada, 1170 
vibraciones forzadas, 1171 
vida media de un átomo, 536 
viento-frío, índice de, 889 
Volterra, Vito, 627 
volumen, 439 
de un sólido, 438, 990 
de un sólido de revolución, 443, 557 
de un sólido sobre una recta inclinada, 557 


de una hiperesfera, 1040 

por arandelas, 442, 443 

por cascarones cilíndricos, 449 

por coordenadas polares, 1012 

por discos, 440, 443 

por integrales dobles, 988 

por integrales triples, 1034 

por sección transversal, 438, 439, 570 
von Bertalanffy, modelo, 635 


Wallis, John, 3 

Wallis, producto de, 478 
Weierstrass, Karl, 502 
Wren, Sir Christopher, 654 


Zenón, 5 
Zenón, paradojas de, 5 
zona esférica, 583 
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ALGEBRA GEOMETRIA 
Operaciones aritméticas Fórmulas geométricas 
alb + c) = ab + ac uyiz ad + be Fórmulas para el área A, circunferencia C y volumen V: 
b d bd 
4 Triángulo Círculo Sector de círculo 
A A A A=lbh A= A=1r0 
b b b co b € bc 
d = Lab sen 0 C= 2rrr s = r0 (0 en radianes) 


Exponentes y radicales 


y” g r s 
xy” = y” -= yro” 
Xx mi 


b 
(a = qn yis — r 
x 

aA 

Ly) = x"y (+) = Esfera Cilindro Cono 
SE = mr? = lyr? 

qn Y yr = y/z7 = (yz) V=3wrr V= rr”h V=3"wróh 

z odz A = 4rr? A = mryọyr?+ h? 
S = Yy di E 


Factorización de polinomios especiales 


$ 
Jl 


x? = y = (x + yla — y) 
194 y? = (2 + y)? — xy + y) 


7 


x? — y? = (x — y)? + xy + y’) 


Teorema binomial Fórmulas de distancia y punto medio 


2 Distancia entre Py(x,, y1) y Pa(x2, y»): 


(a+ y =x? + 2xy + y (x= =x 


(x + yP = x? + 3x°y + 3xy? 4 


y 
A 3 2 2 3 d Ya x1? + (y. — yi) 
(x — y) x? — 3x y + 3xy"— y 


n n n-1 n(n — 1) n—2,,2 xļx +x + 
G +y) úl MA 2 y Punto medio de P; P»: (Es, a) 
n 
a (oy + o + nxy"™ + y" 
Rectas 
n n(n—= 1): (n=k+1) 
donde |, ERE Pendiente de la recta que pasa por P,(x,, y1) y Pa% y»): 
Fórmula cuadrática ma RM 
Xa — Xi 
—b + yb? — 4ac 
Siax? + bx + c = 0, entonces x = ——_——, . 
2a Ecuación punto-pendiente de la recta que pasa por P,(x,, yı) con pen- 
i diente m: 
Desigualdades y valor absoluto 
y y = m(x- xı) 
Sia < b yb < c, entonces a < c. 
Si a < b, entonces a + c < b + c. Ecuación pendiente-interesección de la recta con pendiente m e intersección 
eny =b: 
Si a < b y c > 0, entonces ca < cb. id 
Si a < b yc < 0, entonces ca > cb. y=mx+tb 
Si a > 0, entonces Círculos 


|x| =a significa x=a o x= -~-a , f 
a Ecuación del círculo con centro (h, k) y radio r: 
|x| <a significa —a < x < a 


|x| >a significa x>a o x< -a (x -hP + (y-k =r 
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TRIGONOMETRIA 
Medición de ángulos Identidades fundamentales 
Tr radianes = 180° s 1 
80 csc O = 0 sec 0 = o 
1 o 
r = -7 rad 1 rad = A 
180 sen 0 cos 0 
tan 0 = cot 0 = 
s=r0 cos 0 sen 0 
(0 en radianes) 1 5 
coth = —— sen’0 + cos’ = 1 
tan 0 
Trigonometría de ángulos rectos 1 + tan?’ = sec?0 1 + cot? = csc?0 
— P _ Hip 
sen 0 = hip csc 0 = op sen(—0) = —sen 0 cos(—0) = cos 0 
ä hi hip 
ady ip op 
cos 0 = hip sec O = ady i tan(—0) = —tan 0 sa( Z = o) = cos 0 
o d: ady 
tan 0 = 2P cot 0 = y T T 
ady op cos Y = senó tan 3 = cot 0 
Funciones trigonométricas Ley de los senos o 
sen O = 2 cse 8 = E 7 
r y senA  senB _ senC a 
pa E (x, y) a b Cc 
cos O =— sech = — 2 C 
ř x is 
y a 0 Ley de los cosenos 
tan 0 = — cot 0 = — > 
X y. a 5 b 
a? = b? + c? — 2bc cos A 
Gráficas de funciones trigonométricas b? = a? + c? — 2ac cos B 
YA ya y=tanx c? = a? + b? — 2ab cos C A 
y=cos x ' 
| | Fórmulas de adición y sustracción 
| | 27, 
l a %  sen(x + y) = senx cos y + cos x sen y 
l l sen(x — y) = sen x cos y — cos x sen y 
Ip ý 
l l cos(x + y) = cos x cos y — sen x sen y 
yA  y=csex yA y=secx YA y=cot x cos(x — y) = cos x cos y + sen x sen y 


| l l l l | 
| Ñ 1 Aa | l tanx + tan 

NA 1 | | | \ tan(x + y) iana - 
| | l l | | y 
pS > a ra T Zma tan x — tan y 

tan(x — y) = 
=j | | ele "N | | | 1 + tan x tan y 

| IN IN Lo 

VPN / N L 


Fórmulas de doble ángulo 


Funciones trigonométricas de ángulos importantes sen 2x = 2 sen x cos x 
. cos 2x = cos?x — sentx = 2cos%x — 1 = 1 — 2sen?x 
0 radianes sen 0 cos 0 tan 0 
0° 0 0 1 0 aa HE 
l — tanóx 
30° 1/6 1/2 4/3/2 v3/3 
45° 7/4 y2/2 y2/2 1 Fórmulas de medio ángulo 
60° 11/3 Y3/2 1/2 3 
A 1 — cos 2x 5 1 + cos 2x 
90° 1/2 1 0 = E Ed M 


R2 


m 

(19) k 

c f 

= a _ 
[e)] + e ls 
O la] <= 
© 1 

o | 

< R 

po 1 

U a 

Z z 

TT 

x 

LI 

TE 

LLI = 
oe T 


7 S 
W | -= 
> Q 
tio 3 
E n 
N” 
uj 
a 2 
n|3 2 
wie 5 
w 
ulg 3 
zia 5 
O| + 
=|c Il 
Ulo a 
D S 
v 
5| = 
w| 2 


$ 


g}nsuos esed apren6 Á Inbe aop 


n par 


nimpar 


= (/x, n un entero positivo 


(ii) f(x) = x!” 


y 


y 


(1,1 


(1, 1) 


(0 f) =x = a 
xX 


eja 
l Ela 
Il 
Il 
z 
a > 
S S 
8 + 
g! 8 
Š Ei 
ES = 
Ar 
l 
l 
l 
l = 
l g 
| 3 
l RIN 3 
IS l | Il 
>a p 9 cl 
E 
l 1 
l ES 
l 
l 
| 
l 
| 
Ela Ela 
WV E V 
> Y > 
V >» Vv 
Ela V Ela 
| e | 
>» di >» 
pa > = š 
17) Il 
= Il Il 
E E 
E 5 S 3 
£ 9 S 
Nn 
© 
Ú 
E 1 1 1 
E 
NT) 
a 
£ Il Il 1 
>K A R 
Pa y La mi 
F 3 3 3 
v 
v ] Í l 
o > E 2 
U = 
5 g 8 $ 
L 3 3 z 
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FUNCIONES ESPECIALES 


Funciones exponenciales y logarítmicas YA 
y = e* 
logyx=y => b=x A y=x 
lnx = loge x, donde lne = 1 
nx=y => e=x 1 y=Inx 
0 
> 
. . . . r . Xx 
Ecuaciones de eliminación Leyes de los logaritmos 1 
logi(b*) =x bie" = x 1. logs(xy) = log,x + log, y 
x 
ln(e*) = x e" =x 2. sl +) = log,x — log, y lím e*=0 lím e* = œ% 
y xa 1>0 
3 Uva lí nx=-o lí mx = 0 
yA XJ AX de Xx YA = 
GY GY 10*/ 4 e 2 y = log), x 
1.5" 
y=lnx 
14 y= log; x 
y = logo x 
r 
0 f X 
> 
0 X 
Funciones exponeciales Funciones logarítmicas 
Funciones hiperbólicas 
A 1 
senhx = it csch x = 
2 senh x 
ste~ 1 
hx = hx = 
cosh x 2 A T 
senh x cosh x 
tanh x = coth x = 
osh x senh x 
Funciones hiperbólicas inversas 
y= senh lx => senhy=x senh lx = 
y=cosh lx => coshy=x y y=0 cosh lx = 
y=tab lx => tamhy=x tanh lx = 5 
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REGLAS DE LA DERIVACIÓN 


Fórmulas generales 


3. LLO) + g= + 91) 
X 


2. Lf cfo) 
t a 


4. LIO 01 =O) — 91) 
X 


d , _ , 
5. a. LEa] = fg) + gx) f (x) (Regla del producto) 6. [La | - IFW 109 2) (Regla del cociente) 
dx dx | g(x) Lg(x)] 
d ! į d =] x 
7. e Algo) = F (gd)g (x) (Regla de la cadena) 8. e (x") = nx"? (Regla de la potencia) 
lx 
Funciones exponenciales y logarítmicas 
d d 
9. ae) =e* 10. a en = b'Inb 
d d 1 
E == 12. l = 
11 qe lx] qe LE mó 
Funciones trigonométricas 
13 EN )= 14 A ) = —sen 15. — (tan x) = sec?x 
. q NY) = cos x "gy 0osx sen x de 
16 E == t 17 E cx) =s tan x 18 A a 
ge~ csc x cot x Te ec x ta iem 
Funciones trigonométricas inversas 
d ayal E E O.. En E E. 
19. en (sen lx) = Aa 20. (cos 'x) = + 21. Pa (tan lx) = ES 
d 4 1 d 1 d zi 1 
pS = -—=— po = 24. — =- 
22 a (csc”'x) ae 23 En (sec”!x) 1 de (cot”*x) e 
Funciones hiperbólicas 
25 E hx) = cosh 26 EF sh x) = senh 27 A h x) = sech?*x 
* qq CP = cosh x * gy ©% = senhx qe 
28 Ea h x) = —csch th 29 Ai ch x) = —sech x tanh 30 ia = —csch?x 
-y schx csch x coth x + y eP ech x X E 
Funciones hiperbólicas inversas 
d E 1 d a 1 d m 
ni =— Ta EEES . — (tank) = 
31 de (senh”'x) VETS 32 dí (cosh”!x) El 33 di (tanh”!x) Ig 
d 1 d 1 d 1 
4. — (esch x) - === . — (sech lx) = === 36. — (coth™'x) = 
3 de (csch”!x) PRES 35 En (sech”!x) =P de (coth”'x) Po 
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TABLA DE INTEGRALES 


Formas básicas 


1. [udo =w- | vdu 11. | esc u cotu du = =esc u + C 
yt 
2 |u” du = +C,n*+-1 12. | an udu = 1n sec u| + C 
n+l1 
du 
3. y =inlu]+cC 13. | cotu du = In |senu| + C 
4. ferdu=er+c 14. | secudu = In secu + tanu| + C 
b" 
5. b" du = p +C 15. | csc udu = In |csc u — cotu| + C 
6. | d + 16. | E LEE. a>0 
. | senu du = —cos u . | === = sen '— , q 
ya? — y? 
du u 
7. | cosudu = senu + C 17. | 3 z =— tán EC 
á“ Fu a a 
s. | 2u du = tanu + C 18. | A alat 
+ | secu du = tan u s aj 2 z 
E du 1 uta 
9. | eseu du = =cotu + C 19. | 3 == E 
ar —u 2a u=a 
du 1 u=a 
10. | secu tan udu = secu + C 20. | 3 T In C 
u“ a 2a u+a 


Formas que involucran ya? + u?, a >0 


2 


2 
21. [ve + u’ du = * Jr purt Flu + ya? +u’) +C 


4 
22. f u’ ya? + u? du = ga + 2u?) ya? + u? — PEO + ya + u2)+C 
lan E y2 +./a2 F y? 
2. | Ea Jara am| ar H 
u u 
b an 2 la? + 2 
24. | == du = sa H In(u + ya? + u?) + C 
u u 
du 
25. | = Inlu + ya? + u?) + C 
10 ) 
u? du u a? 
26. | A > = Va + 2 — Inu + ya Fu?) + C 
a+u 
2 + 2 
27. | y AA ET 
ua? + u? a u 
d 2 2 
28. | E a CA G 
u ya? +u? atu 
29. | du u 
J] (@ +w a’ ya Fu 
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N 
Q ğ 3 
<Á + | 
— o ay O S 
U + o 7 + O O 
Z ajs + 5 — + + 4 
= a a 3 
LL la > y S — 2 
Y | 00 a a 
er A S 5 | f= N 3 
s O de a = 
TE 9 afe f > ha o k ele y A R 
TT + + Bjs + + = + s > 
(aag S SiS > a| S 18 ++ ES E 
= Ej -= f} AL 
A A E e Sl dE to yt 
2 a al Ed E a 7 = > 
Sa S E a l + S S a 3 2 E bj = ba 
an RIA > E SIN Els q S o = afo S F A + 
> E E S a ss 3 H + È T S + s o sia oO ~ 
l ES | S F a a 3 l $ | S | + + i 
N a a 
ala a 3 a 3 S à | i a 3 ls S pe EN lla 
N 
= | >œ a SN) a 5 = sjo “İR a a 3 | LRS > 
3 4 
<X S 5] =lx = mja a >= a a | 3 a 
œ S a| LS Hig y | R s > a |æ LS AR > à y 
ala z He ES e > 
DS ~ ıl l 5 ] 
wW | 5 l = l l | 3 l 5 l 3 l l E aja | l 
Ris3 “3 3 3 l pe V = 3 X 3 3 l Il 
o 3 a 3 3 a a o a US "3 E E 
Z|> AS 3 p > 5 > e S S 5 
€ > Sy a SN = pom ~ € a a [S] [S] a ~ 
— P = | 3 z3 3 = | a | zo A == 3 | 3 3 3 Š 3 | P 
Lu f] 3 a = u Sa 2 
als sodiks I ak S F oA g s e Ei sl 3| ae 3) 
N N 
= 3 a Š £ Sie a a ES o N Ñ 3 3 23 “ia e i 
q a > x 3 3 3 pa > 3 3 
de . . . . . . . da . . 
e S = À m + 5 só N có o EN S = A m + 5 6 
e| m em mM mM M m M m M M mM + y y q y y 4 
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TABLA DE INTEGRALES 


Formas que involucran a + bu 


d 1 
a7. | sa = 57 (a + bu aln |a + bu|) + C 


48. 


= [a E buy — 4ala + bu) + 2a? In| a + bu |] +C 


49. 


50. 


u du a 


jl 
+ 1 + bu| + C 
(a + bu? b’(a+ bu) b’ ia u] 
du 1 1 
ula + bu?  ala+bu) a? 


j 
j 
j 
j 
j 
5 | El phatu- E amat bul) +c 
j 
j 
j 
j 


+ 
52. a bu 


2 
uya + bu du = 15p7 (Bbu — 2a)(a + buy? + C 


54. 


d 2 
A e E 


55. a 
a+bu  3b* 


2 
56. S (8a? + 3b°u? — 4abu) ya + bu + C 


du 1 a ya + bu — ya 
uya+bu Ja Va + bu + ya 


2 a + bu 
= 2 nta] FC, sia < 0 


ya + bu du 
du = 2 ya + bu + af 
u uy a + bu 


57. FC, sia>0 


58. 


59. 


a + bu ya + bu a] du 


du = } — 
u u 2) uya + bu 


61. 


u"du _ 2u"ya + bu 2na j u”! du 
Va + bu b(2n + 1) b(2n + 1) 


du ya + bu b(2n — 3) j du 
u"a + bu a(n — Du"  2a(n— 1) 


ya + bu 


62. 


| 
| 
60. fe a + budu = -= uta E buy” na [ue Ja hd | 
| 
| 


ua + bu 
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TABLA DE INTEGRALES 


Formas trigonométricas 


63. f seu du = hu — į sen 2u + C 


64. | cos%u du = 5u + {sen 2u + C 


65. | tanu du = tanu — u + C 


66. | cot'u du = —cotu — u + C 


67. | senu du = —}(2 + sen?u) cos u + C 


68. | cos*u du 2 + cos*u) senu + C 


tanu du 


a 


9 


il 
J 
J 
d 
] 
J 
o. | 
] 
] 
d 
J 
J 


5tandu + In |cosu| + C 


cotèu du 


N 


—} con — In |senu| + C 


71. | secĉu du = } sec u tanu + 3 ln | sec u + tanu| + C 


72 escu du = —} csc u cotu + 3 ln | csc u — cotu| + C 
n = e n=l n—l n-2 
73. | sen'u du = sen” u cos u + sen” “u du 
n 
n = 1 n-1 n= 1 n-2 
74. | cos"u du = —cos” u senu + cos” “u du 
n n 


1 


n— 


75. | tan"u du i tan”™'u — rana du 


Formas trigonométricas inversas 


= usen lu + y1 — u? + C 


87. f sen™'u du 


88. | cos™'u du = u cos™'u — y1 — u? + C 


89. | tan™'u du = u tan™'u — 4 In(1 + u?) + C 


90 PC 


Ai ut=sl. uyl — u? 
u sen u du = 4 1 == 


sen u t 
4 


u? —1 uy l — u? 
4 


cos” uy 
4 


91. | ucos”lu du = 


HC 


J 
d 
ef 2 
J 


y 
Ed 


78. 


79. 


80. 


81. 


82. 


o 
a 


HUA RAY RAY RS) _ —,_ KAY XK], ]K—y, á]|—] — —, 


92 


93 


94 


95 


d 
| 
] 
| 


=1 
cot"u du = cot""!y — f cot”™?u du 
n=l 
n. n=2 n= n-2 
sec"u du = =1 tan u sec" “u + = f sec u du 
= =2 
csc"u du = cotucscr?y +2 f esc" uy du 
n= m=i 
sen (a — bju  senía + b)u 
bu du = +C 
sen au sen bu du Xa =D) la tb) 
sen (a — bju  seníla + bju 
bu du = tC 
cos au cos bu du Xa H) Xa + b) 
cos (a — b)u cos (a + b)u ] 
sen au cos bu du ezb) Xa + b) tC 
u sen u du = senu — u cosu + C 
u cos u du = cosu + u senu + C 


u” sen u du = —u” cos u + af u”™! cos u du 


u” cos u du = u” senu — af u"™' sen u du 
a n sen”"lu cos”*y  n—1 uo a 
sen"u cos”u du I E sen” “uy cos”u du 
n+m n+m 
sen"*ly cos”"tu m-—1 E ne 
= E | E sen'u cos””“u du 
n+m n+m 
2+1 


utan lu du = 


u” sen lu du = 


u” cos” lu du = 


u” tan"lu du = 


(continúa) 


R9 


REFERENCIA página 10 


TABLA DE INTEGRALES 


Formas exponenciales y logarítmicas 


1 
96. fueran = — (au — D)e” + C 100. [nuan =ulnu=u+C 
a 
n n+1 
97. |u "er du = une = z ue“ du 101. furmuau = mr” + 1)nu— 1]+ C 
au 1 
98. | e“ sin bu du = —— (a sin bu — b cos bu) + C 102. | du = 1n |Inu| + C 
a+b ulnu 
99. f e“ cos bu du = ap (a cos bu + b sin bu) + C 
Formas hiperbólicas 
103. | senn u au = cosh u + C 108. f esen u au = In [tanh t u| +C 
104. f cosh u au = senh u + C 109. | socru du = tanh u + C 
105. | ranh uau = In coshu + C 110. | esenĉu du = —cothu + C 
106. f coth u au = In |senhu| + C 111. f sech u tanh u du = —sech u + C 
107. | seen u au = tan '|senhu| + C 112. fesch u coth u du = —csch u + C 


Formas que involucran y2au — u?, a >Q 


EN 2 Z 
113. | Vai w du = 2 7 á y 2au — u? + a E 2) +C 
a 


2 De Toa =3 2 3 per 
114, | u/Zan = i du = "o [Zau u3 + Ecos” A 


6 a 
12 = 2 
115. A + acos ( “) +C 
u 
/Zau — u? 22au — u? - 
116. Í a ej Poe cos ») +C 
u u a 
du — 
17. | <= = co CAEL +C 
y2au — u? a 
di E 
118. — A + ac) +C 
y 2au — u? a 
u? du (u + 3a) 3a? ( = “) 
119. v2au — u? + cos”! +C 
y2au — u? 2 2 a 
2, EE 2 
120. f du E E, 
uy 2au — u? au 
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¡INIA RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


1. 


N 


w 


p> 


W 


EN 


(a) ¿Qué es una función? ¿Qué son su dominio y rango? 
Una función f es una regla que asigna a cada elemento x 
en un conjunto D exactamente un elemento llamado f(x), en 
un conjunto E. El dominio es el conjunto D y el rango es 
el conjunto de todos los valores posibles de f(x) conforme 
x varía a todo lo largo del dominio. 


(b) ¿Qué es la gráfica de una función? 
La gráfica de una función f consta de todos los puntos 
(x, y) tales que y = f(x) y x esté en el dominio de f. 

(c) ¿Cómo se puede saber si una curva dada es la gráfica de 
una función? 


Use la prueba de la recta vertical: Una curva en el plano 
xy es la gráfica de una función de x si, y solo si, ninguna 
recta vertical interseca la curva más de una vez. 


. Analice cuatro maneras de representar una función. Ilustre la 


discusión con ejemplos. 

Una función puede representarse verbal, numérica, visual o alge- 
braicamente. Un ejemplo de cada una se da a continuación. 
Verbal: Asignar a estudiantes los pupitres de un salón de cla- 
ses (una descripción con palabras). 

Numérica: Una tabla de impuestos que asigna una cantidad de 
impuestos a un ingreso (una tabla de valores). 

Visual: Una historia gráfica del promedio Dow Jones (una 
gráfica). 

Algebraica: Una relación entre el área A y la longitud de los 
lados s de un cuadrado: A = s? (una fórmula explícita). 


. (a) ¿Qué es una función par? ¿Cómo puede saber si una 


función es par observando su gráfica? Dé tres ejemplos 
de una función par. 

Una función f es par si satisface f(-x) = f(x) para cada 
número x en su dominio. Si la gráfica de una función es 
simétrica con respecto al eje y, f es par. Ejemplos 


F() = 2, f(x) = cos x, fx) = | x]. 


(b) ¿Qué es una función impar? ¿Cómo puede saber si 
una función es impar observando su gráfica? Dé tres 
ejemplos de una función impar. 
Una función f es impar si satisface f(-x) = f(x) para cada 
número x en su dominio. Si la gráfica de una función es 
simétrica con respecto al origen, f es impar. Ejemplos 


fœ) = £, f(x) = sen x, f(x) = 1/x. 


. ¿Qué es una función creciente? 


Una función fes creciente en un intervalo 7 si f (x1) < f (x2) 
siempre que x; < x en 1. 


. ¿Qué es un modelo matemático? 


Un modelo matemático es una descripción matemática (a 
menudo por medio de una función o una ecuación) de un fenó- 
meno del mundo real. (Véase el análisis en las páginas 23-24.) 


. Dé un ejemplo de cada tipo de función. 


(a) Función lineal: f(x) = 2x + 1, f (x) = ax + b 
(b) Función potencia: f(x) = x, f(x) = x 


(c) Función exponencial: f (x) = 2*, f (x) = b* 
(d) Función cuadrática: f (x) = x2 + x + 1, 

f(x) = aL +bx+c 
(e) Polinomio de grado 5: f (x) = x5 + 2x* — 3x2 + 7 
P(x) 
Q(x) 


Fx) 


(£ Función racional: f(x) 3 
KFZ 


donde P(x) y Q(x) son polinomios. 


. Trace a mano, en los mismos ejes, las gráficas de las funciones 


siguientes. 
@ fa) =x (b) g()=xw 
(0) ha) =r (d) jx) =x 


h(x) =x? 


8. Trace a mano un bosquejo de la gráfica de cada una de las 


funciones siguientes. 
(a) y = sen x. 


(b) y = tan x 
yA 
1 ale 
| > 
T m T Xx 
E 2 
I I i 1 
(0) y=e* (d) y= lnx 
y YA 
1 
> 
1 Xx 
xX 
(continúa) 
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[No HN RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS (continuación) 


(e) y =1/x y= |x] (£) Reflejar a través del eje y: y = f(— x) 
YA (g) Alargar verticalmente por un factor de 2: y = 2 f(x) 
(h) Contraer verticalmente por un factor de 2: y = a FO) 


(i) Alargar horizontalmente por un factor de 2: y = fG 


=Y 


(j) Contraer horizontalmente por un factor de 2: y = f (2x) 


12. (a) ¿Qué es una función inyectiva? ¿Cómo puede saber si 
una función es inyectiva observando su gráfica? 


2 Una función f es inyectiva si no adopta nunca dos veces 
(8) y = Vx yA el mismo valor; es decir, f(x,) 4 f(x2) siempre que 
xı % X2. Al examinar una gráfica use la prueba de la recta 
horizontal: Una función es inyectiva si, y solo si, ninguna 


VAR recta horizontal interseca su gráfica más de una vez. 
+ > 


1 x (b) Si fes una función inyectiva, ¿cómo se define su función 
inversa f~'? ¿Cómo se obtiene la gráfica de f”* a partir de 
la gráfica de f? 


Si f es una función inyectiva con dominio A y rango B, 
= a ld e 

(h) y = tan™'x su función inversa f”' tiene dominio B y rango A y se 

define mediante 


3 
SO=x => fha)=y 
0 
A para cualquier y en B. 
La gráfica de f~! se obtiene reflejando la gráfica de fa 
E través de la recta y = x. 
a 


13. (a) ¿Cómo se define la función seno inversa f(x) = sen”!x? 


¿Cuáles son su dominio y rango? 


9. Suponga que f tiene dominio A y g tiene dominio B. La función seno inversa f(x) = sen”Lx se define como 


(a) Cuál es el dominio de f + g? 
lor ==. == 
El dominio de f + g es la intersección del dominio de f sen X=Y > seny=x 


y el dominio de g; es decir, A N B. 
y 1/2 Sy < 1/2 
(b) ¿Cuál es el dominio de fg? 


El dominio de fg también es A N B. Su dominio es —1 < x < 1 y su rango es — 77/2 < y < 7/2. 


(c) ¿Cuál es el dominio de f/g? (b) ¿Cómo se define la función coseno inversa f(x) = cos”!x? 


El dominio de f/g debe excluir valores de x que vuelven ¿Cuáles son su dominio y rango? 


a g igual a 0; es decir, {x E A N B | g(x) # 0). La función coseno inversa f(x) = cos™!x se define como 


10. ¿Cómo se define la función compuesta fo g? ¿Cuál es su 
dominio? cosx =y œ cosy=x 
La composición de f y g está definida por 
(fog)(x) = f (g(x)). El dominio es el conjunto de todas las x y 


en el dominio de g tal que g(x) esté en el dominio de f. O siyti syan 


11. Suponga que la gráfica de f está dada. Escriba una ecuación 
para cada una de las gráficas que se obtienen de f de la 
siguiente manera. 


(c) ¿Cómo se define la función tangente inversa f(x) = tan™'x? 
¿Cuáles son su dominio y rango? 


La función tangente inversa f(x) = tan”'x se define como 
(a) Desplazar dos unidades hacia arriba: y = f (x) + 2 


(b) Desplazar dos unidades hacia bajo: y = f (x) — 2 tan x=y => tany=x 

c) Desplazar dos unidades a la derecha: y = f(x — 2 

(c) Desp y =f(x- 2) o EP E 

(d) Desplazar dos unidades a la izquierda: y = f(x + 2) 

(e) Reflejar a través del eje x: y = — f (x) Su dominio es R y su rango es — 7/2 < y < 7/2. 
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Corte aquí y guarde para consulta e 


1. Explique qué significa cada uno de los enunciados siguientes e 


ilustre con un trazo. 


(a) lím f(x) = L significa que los valores de f(x) se 
aproximan a L conforme los valores de x se aproximan a a 
(pero x + a). 


YA 


L 


(b) lím f(x) = L significa que los valores de f(x) se 
x—a 
aproximan a L conforme los valores de x se aproximan 
a a mediante valores mayores que a. 


y 


(c) lím f(x) = L significa que los valores de f(x) se 
a 
aproximan a L conforme los valores de x se aproximan a a 
mediante valores menores que a. 


0] =a Z 


(d) lím f(x) = o significa que los valores de f(x) pueden 
hacerse arbitrariamente grandes tomando a x lo 
suficientemente cerca de a (pero no igual a a). 


(e) lím f(x) = L significa que los valores de fix) pueden hacerse 
arbitrariamente cerca de L requiriendo que x sea lo 
suficientemnte grande. 


3: 


(FLT KoPA RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


Ze 


Describa varias formas en que un límite puede no existir. 
Ilustre con gráficas. 


En general, el límite de una función no existe cuando los valo- 
res de la función no se aproximan a un número fijo. Para cada 
una de las funciones siguientes, el límite no existe en x = 2. 


YA 


Los límites izquierdo y 
derecho no son iguales. 


Hay una discontinuidad 
infinita. 


Los valores de la función oscilan entre 
1 y —1 con frecuencia infinita. 


Enuncie las leyes de los límites siguientes. 


(a) Ley de la suma 
El límite de una suma es la suma de los límites: 
lím [ f(x) + g(x)] = lím f(x) + lím g(x) 


(b) Ley de la diferencia 
El límite de una diferencia es la diferencia de los límites: 
lím [f6) — 99] = lím f(x) — lím glo 


(c) Ley del múltiplo constante 


El límite de una constante multiplicada por una función 
es la constante multiplicada por el límite de la función: 


lím [ef] = c lím f(x) 


(d) Ley del producto 
El límite de un producto es el producto de los límites: 


1ím [F090] = lím fO) lím g0) 


(e) Ley del cociente 


El límite de un cociente es el cociente de los límites, 
siempre y cuando el límite del denominador no sea 0: 


lím f(x) 
a SO) _ a =? 
a PEA 


(continúa) 
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[NU K o» MN RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS (continuación) 


(b) 


R14 


(£) Ley de la potencia 
El límite de una potencia es la potencia del límite: 
lím [f(x)]" = [ lim f 9)" (para n un entero positivo) 
(g) Ley de la raíz 
El límite de una raíz es la raíz del límite: 


lím 4f (x) = }/ lím f(x) (para n un entero positivo) 


. ¿Qué establece el teorema de la compresión? 


Si f(x) < g(x) = h(x) cuando x está cerca de a (excepto posi- 
blemente en a) y lím f(x) = lím h(x) = L, entonces 


lím g(x) = L. En otras palabras, si g(x) está comprimida entre 


KG) y hx) cerca de a y si fy h tienen el mismo límite L en a, 
entonces g está obligada a tener el mismo límite L en a. 


. (a) ¿Qué quiere decir que la recta x = a es una asíntota 


vertical de la curva y = f(x)? Trace curvas para ilustrar las 
diversas posibilidades. 


Significa que el límite de f(x) conforme x se aproxima a a 
desde uno o ambos lados es infinito positivo o negativo. 


y y 
y=$íx) | 


v 
o 


o 
a 
=y 

o 


a 
=y 


¿Qué significa decir que la recta y = L es una asíntota 
horizontal de la curva y = f(x)? Trace curvas para ilustrar las 
diversas posibilidades. 


Significa que lím f(x) =L o lím f(x) = L. 


y= fix) 


0 | xX 


6. ¿Cuáles de las curvas siguientes tienen asíntotas verticales? 


10. 


¿Cuáles tienen asíntotas horizontales? 
(a) y= x*: sin asíntotas 
(b) y= sen x: sin asíntotas 
(c) y=tanx: asíntotas verticales x = 7/2 + mn, n un entero 
(d) y = tan™' x: asíntotas horizontales y = +7/2 


(e) y=e: asíntota horizontal y = 0 ( lím e* = o) 
(1) y=Inx: asíntota vertical x = 0 (1m, Inx = =>) 


(g) y =1/x: asíntota vertical x = 0, 


asíntota horizontal y = 0 


h) y = yx: 


sin asíntotas 


. (a) ¿Qué significa que f sea continua en a? 


Una función f es continua en un número a si el valor de 
la función en x = a es el mismo que el límite cuando x se 
aproxima a a; es decir, lím f(x) = f(a). 
x—>a 
(b) ¿Qué significa que f sea continua en el intervalo (—oo, 00)? 
¿Qué puede decir acerca de la gráfica de esta función? 


Una función fes continua en el intervalo (—oo, 00) 
si es continua en todos los números reales a. 


La gráfica de esa función no tiene agujeros ni quiebres. 


. (a) Dé ejemplos de funciones continuas en [— 1, 1]. 


f(x) = x? — x, glx) = 2”, y = senx, y = tan x, 
y = 1/(x — 3) y h(x) = |x| son todas ellas continuas 
en [-1, 1]. 
(b) Dé un ejemplo de una función que no sea continua en 
[O, 1]. 
1 
fu = I 


x— 


(f(x) no está definida en x = 3) 


NI 


. ¿Qué establece el teorema del valor intermedio? 


Si fes continua en [a, b] y N es cualquier número entre f(a) y 
Kb) [Ka) + K(b)], existe un número c en (a, b) tal que fc) = N. 
En otras palabras, una función continua adopta todos los valores 
intermedios entre los valores de la función f(a) y fb). 


Escriba una expresión para la pendiente de la recta tangente a 
la curva y = fx) en el punto (a, fía). 
La pendiente de la recta tangente está dada por 

Fx) — fla) 


lim == 
x>a xa 


im LH 1) (a) 
maa 
h>0 h 


(continúa) 
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¡NJ U EPE RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS (continuación) 


11. Suponga que un objeto se mueve a lo largo de una línea recta 
con posición f(t) en el instante t. Escriba una expresión para la 
velocidad instantánea del objeto en el momento t = a. ¿Cómo 
puede interpretar esta velocidad en términos de la gráfica de f? 


La velocidad instantánea en el momento f = a es 


Fla + h) - fla) 
h 


na) = py 


Esta velocidad es igual a la pendiente de la recta tangente a la 
gráfica de f en el punto P(a, f(a)). 


pen 
N 


. Si y = fx) y x cambia de x, a x2, escriba expresiones para lo 
siguiente. 


(a) La razón de cambio promedio de y con respecto a x a lo 
largo del intervalo [x,, x2]: 


Ay 2 Fa) — f(x) 


Ax Xa = X1 


(b) La razón de cambio instantánteo de y con respecto a x en 


X= Xr 
A = 
lím Y lím f) — f(x) 
Ax—>0 Ax XxX: Xa — Xi 


pu 
w 


. Defina la derivada f'(a). Analice dos maneras de interpretar 
este número. 


fla + h) — f(a) 
h 


í P 
a) = lím 
f'(a) = lím 

o, en forma equivalente, 


a 


raa TO Ea 
f'(a) = lím P 


La derivada f'(a) es la razón de cambio instantánea de y = fx) 
(con respecto a x) cuando x = a y también representa la pen- 
diente de la recta tangente a la gráfica de f en el punto 


P(a, fa)). 


. Defina la segunda derivada de f. Si f(t) es la función de 
posición de una partícula, ¿cómo puede interpretar la segunda 
derivada? 


La segunda derivada de f, f”, es la derivada de f’. Si At) es la 
función de posición de una partícula, la primera derivada es 
velocidad y la segunda derivada es la razón instantánea de 
cambio de la velocidad, es decir la aceleración. 


= 
obee 


15. (a) ¿Qué significa que f sea derivable en a? 
fes derivable en a si la derivada f'(a) existe. 
(b) ¿Cuál es la relación entre derivabilidad y continuidad de 
una función? 
Si fes derivable en a, es continua en a. 


(c) Trace la gráfica de una función continua pero no derivable 
end =2, 


La gráfica de f cambia de dirección abruptamente en x = 2, 
así que f no tiene ninguna recta tangente ahí. 


16 . Describa varias maneras en que una función puede no ser 
derivable. Ilustre con gráficas. 
Una función es no derivable en cualquier valor donde la gráfica 
tenga una “esquina”, donde la gráfica tenga discontinuidad o 
donde tenga una recta tangente vertical. 


YA YA 
H > H > 
0 a x 0 a x 
Una esquina Una discontinuidad 
YA 
T > 
0 a X 


Una tangente vertical 
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(F VITKE RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


1. Exprese cada una de las reglas de derivación siguientes, tanto 
en símbolos como en palabras. 


(a) 


(b) 


(c 


= 


(d 


= 


(e 


= 


(£) 


La regla de la potencia 


š ; d — 
Si n es cualquier número real, entonces Er (K= nrn, 
x 


Para determinar la derivada de una variable elevada a una 
potencia constante, multiplíque la expresión por el expo- 
nente y después reste uno al exponente. 


La regla del múltiplo constante 


Si c es una constante y f una función derivable, entonces 
d d 
glc gI 


La derivada de una constante multiplicada por una función 
es la constante multiplicada por la derivada de la función. 


La regla de la suma 


Si f y g son derivables, entonces 


d d d 
Tx EFG) + g(x)] q TO) E g(x) 


La derivada de una suma de funciones es la suma de las 
derivadas. 


La regla de la diferencia 


Si f y g son derivables, entonces 


d d d 
Ti [fŒ — gl] q TO) 1 g(x) 


La derivada de una diferencia de funciones es la diferencia 
de las derivadas. 


La regla del producto 
Si f y g son derivables, entonces 


d d d 
q Uy] Fx) en Lg] + glo) E o] 


La derivada de un producto de dos funciones es la primera 
función multiplicada por la derivada de la segunda función 
sumada a la segunda función multiplicada por la derivada 
de la primera función. 


La regla del cociente 


Si f y g son derivables, entonces 


d d 
7 19] 90) qe LH = S 900) 


dx | g(x) Lw] 

La derivada de un cociente de funciones es el denomina- 

dor multiplicado por la derivada del numerador menos el 

numerador multiplicado por la derivada del denominador, 
todo eso dividido entre el cuadrado del denominador. 


(g) La regla de la cadena 


Si g es derivable en x y f es derivable en g(x), la función 
compuesta definida por F(x) = f(g(x)) es derivable en 
xy F' está dada por el producto 


Fx) =f (gad)g(x) 


La derivada de una función compuesta es la derivada de la 
función externa evaluada en la función interna multiplicada 
por la derivada de la función interna. 


2. Obtenga la derivada de cada una de las funciones siguientes. 


1 


(a) y =x": y = nx" 


b y=e y =e" 

© y=b: y =b*Inb 

(d) y=Inx y'= 1/x 

(e) y = logax: y'= 1/(x1n b) 


(f) y =senx: y! = cosx 


(g) y = cosx: y'= —senx 

(h) y = tanx: y'= sec?x 

G) y =cscx: y! = —cscxcotx 
(j) y= secx: y’ = sec x tan x 
(k) y = cotx: y’ = —csc?x 


A) y=senix y 
(m)y = cos "lx: y =-1/yY1=x? 
m) y =tan lx y =1/0 + x°) 
(0) y = senh x: 
(p) y =coshx: y” = senhx 

(q) y = tanhx: y! = sech?x 

(0) y = senh: y =1//1+x? 
(S) y =cosh "lx: y'=1/yx?= 1 


(0) y =tanb lx: y =1/( — 1?) 


3. (a) ¿Cómo se define el número e? 


h 
> pel 
e es el número tal que lím A = 1. 
p> 


(b) Exprese e como un límite. 


e = ím (1 + x)!“ 
x>0 


(c) ¿Por qué en cálculo se usa la función exponencial natural 
y = e* con más frecuencia que las demás funciones 
exponenciales y = b*? 

La fórmula de derivación para y = b* [dy/dx = b*Inb] 
es más simple cuando b = e, porque Ine = 1. 


(continúa) 
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(FALUK RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS (continuación) 


4. 
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(d) ¿Por qué en Cálculo se usa la función logarítmica 
natural y = ln x más que las demás funciones 
logarítimicas y = log, x? 


La fórmula de derivación para y = log,x 
[dy/dx = 1/(x In b)] es más simple cuando b = e, 
porque Ine = 1. 


(a) Explique cómo funciona la derivación implícita. 


La derivación implícita consiste en derivar ambos miembros 
de una ecuación con respecto a x, tratando a y como una fun- 
ción de x. Entonces se despeja y’ en la ecuación resultante. 


(b) Explique cómo funciona la derivación logarítmica. 


La derivación logarítmica consiste en tomar logaritmos 
naturales de ambos miembros de una ecuación y = fx), 
simplificar usando las leyes de los logaritmos, derivar im- 
plícitamente con respecto a x y despejar y” en la ecuación 
resultante. 


. Dé varios ejemplos de cómo puede interpretar la derivada 


como una razón de cambio en física, química, biología, 
economía u otras ciencias. 


En física, interpretaciones de la derivada incluyen veloci- 
dad, densidad lineal, corriente eléctrica, poder (la razón de 
cambio del trabajo) y la razón de decaimiento radiactivo. 

Los químicos pueden usar derivadas para medir la rapidez de 
reacción y la compresibilidad de una sustancia bajo presión. 
En biología, la derivada mide tasas de crecimiento demográfi- 
co y circulación de la sangre. En economía, la derivada mide 
el costo marginal (la razón de cambio del costo conforme se 
producen más bienes) y la utilidad marginal. Otros ejemplos 
son la razón de flujo de calor en geología, el índice de mejora 
del desempeño en psicología y la rapidez con que se propaga 
un rumor en sociología. 


6. (a) Escriba una ecuación diferencial que exprese la ley del 


crecimiento natural. 


Si y(t) es el valor de una cantidad y en el momento t, entonces 


donde k > 0 es una constante 


(b) ¿En qué circunstancias este es un modelo apropiado para 
el crecimiento de la población? 


La ecuación del inciso (a) es un modelo apropiado cuando 
existen el espacio y la nutrición suficientes para sostener 
el crecimiento. 

(c) ¿Cuáles son las soluciones de esta ecuación? 


Si y(0) = yo, entonces las soluciones son y(t) = yoe“. 


7. (a) Escriba una expresión para la linealización de f en a. 


L(x) = f(a) + f'(a)(x — a) 
(b) Si y = fx), escriba una expresión para la diferencial dy. 
dy = f'(x) dx 


(e) Si dx = Ax, dibuje un diagrama que muestre los 
significados geométricos de Ay y dy. 


YA 


recta 
tangente 


Corte aquí y guarde para consulta e 


¡INIA RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


1. Explique la diferencia entre máximo absoluto y máximo 
local. Ilustre por medio de un dibujo. 


El valor de de la función f(c) es el valor máximo absoluto de f 
si fc) es el valor más grande de la función en todo el dominio 
de f, mientras que f(c) es un valor máximo local si es el valor 
más grande de la función, cuando x está cerca de c. 


=y 


abs y 
loc mín 


2. (a) ¿Qué dice el teorema del valor extremo? 


(b 


) 


3. (a) 


(b 


) 


> 
a 
> 
= 


(b 


= 


Si fes una función continua en un intervalo cerrado [a, b], 
siempre alcanza un valor máximo absoluto y un valor 
mínimo absoluto en ese intervalo. 

Explique cómo funciona el método del intervalo cerrado. 


Para determinar los valores máximo y mínimo absolutos 
de una función continua f en un intervalo cerrado [a, b], 
se siguen estos tres pasos: 


m Se determinan los números críticos de f en el intervalo 
(a, b) y se calculan los valores de f en esos números. 


m Se determinan los valores de f en los puntos extremos 
del intervalo. 


ma El mayor de los valores de los dos pasos previos es el 
valor máximo absoluto; el menor de esos valores es el 
valor mínimo absoluto. 

Enuncie el teorema de Fermat. 

Si f tiene un máximo o mínimo local en c y si f'(c) existe, 

entonces f'(c) = 0. 

Defina un número crítico de f. 

Un número crítico de una función fes un número c en el 

dominio de f tal que f'(c) = 0 o f'(c) no existe. 


Enuncie el teorema de Rolle. 


Sea funa función que satisface las tres hipótesis siguientes: 


a fes continua en el intervalo cerrado [a, b]. 

m fes derivable en el intervalo abierto (a, b). 

a fla) = fb) 

Entonces, existe un número c en (a, b) tal que f'(c) = 0. 
Enuncie el teorema del valor medio y dé una 
interpretación geométrica. 


Si fes continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b), 
existe un número c entre a y b tal que 


F(b) — fla) 


ros = 


5. (a) 


(b 


) 


(c) 


(d 


) 


6. (a) 


(b 


= 


En geometría, este teorema indica que hay un punto 
P(c, f(c)), donde a < c < b, en la gráfica de f donde la 
recta tangente es paralela a la recta secante que une a 


(a, Ka)) y (b, Kb)). 


YA 


Enuncie la prueba creciente/decreciente. 

Si f"(c) > 0 en un intervalo, f es creciente en ese intervalo. 
Si f'(c) < 0 en un intervalo, f es decreciente en ese 
intervalo. 

¿Qué significa que fes cóncava hacia arriba en un 
intervalo 7? 

fes cóncava hacia arriba en un intervalo si la gráfica de f 
se sitúa arriba de todas sus tangentes en ese intervalo. 
Enuncie la prueba de la concavidad. 


Si f" (x) > 0 en un intervalo, la gráfica de f es cóncava 
hacia arriba en ese intervalo. 


Si f” (x) < 0 en un intervalo, la gráfica de f es cóncava 
hacia bajo en ese intervalo. 

¿Qué son los puntos de inflexión? ¿Cómo puede 
encontrarlos? 

Los puntos de inflexión en la gráfica de una función 
continua f son puntos donde la curva cambia de cóncava 
hacia arriba a cóncava hacia bajo o de cóncava hacia bajo 
a cóncava hacia arriba. Pueden hallarse determinando los 
valores en los cuales la segunda derivada cambia de signo. 
Enuncie la prueba de la primera derivada. 


Si se supone que c es un número crítico de una función 
continua f. 


a Sif’ cambia de positiva a negativa en c, entonces f tiene 
un máximo local en c. 


a Sif’ cambia de negativa a positiva en c, entonces f tiene 
un mínimo local en c. 


a Sif’ es positiva a la izquierda y derecha de c, o negativa 
a la izquierda y derecha de c, f no tiene máximo ni 
mínimo local en c. 

Enuncie la prueba de la segunda derivada. 

Suponga que f’ es continua cerca de c. 

a Sif'(c) =0yf"(c) > 0, entonces f tiene un mínimo 
local en c. 

a Sif'(c) =0yf"(c) < 0, entonces f tiene un máximo 
local en c. 


(continúa) 
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(c) ¿Cuáles son las ventajas y desventajas relativas de estas 
pruebas? 
La prueba de la segunda derivada es más fácil de usar a 
veces, pero no es concluyente cuando f” (c) = 0 y falla si 
f" (c) no existe. En cualquier caso debe usarse la prueba 
de la primera derivada. 


(a) ¿Qué afirma la regla de L’ Hôpital? 
La regla de L' Hópital afirma que si el límite de un cociente 


de funciones es una forma indeterminada de tipo 0/0 o %/%, 
ese límite es igual al límite del cociente de sus derivadas: 


mi = jimm LO 
sa gO) ee gO) 


(b) ¿Cómo puede usar la regla de L’ Hôpital si se tiene un 
producto fx)g(x) donde f(x) — 0 y g(x) —> œ% cuando 
=> a 


f g 
1/g 1/f 


se convierta en una forma indeterminada de tipo 0/0 o %/%. 


Se escribe fg como 7— 0 -—— de tal modo que el límite 


(c) ¿Cómo puede usarse la regla de L' Hópital si se tiene una 
diferencia f(x) — g(x) donde f(x) — % y g(x) > % cuando 
>a 
Convierta la diferencia en un cociente usando un deno- 
minador común, racionalizando, factorizando o por algún 
otro método. 


(d) ¿Cómo puede usarse la regla de L’ Hôpital si tiene una 
potencia [f (x) p® donde f(x) —> 0 y g(x) —> 0 cuando 
> a% 

Tomando el logaritmo natural de ambos miembros 
de y = [f(1)]1, se puede convertir la potencia en 
un producto escribiendo In y = g(x) In f(x). O bien, 
se puede escribir la función como una exponencial: 


Lf] = 290 In f(x). 


. Indique si los límites siguientes tienen forma indeterminada. 


Donde sea posible, enuncie el límite. 
0... ; y ; 
(a) o indeterminada. La regla de L'Hópital puede aplicarse a 


esta forma. Note que todas las derivadas son un límite 
de esta forma. 


(b) Z, indeterminada. La regla de L’ Hôpital se puede aplicar 
00 
a esta forma. 

(c) E, no indeterminada. Un límite de esta forma tiene valor 0. 
00 
00 

(d) u no indeterminada. Un límite de esta forma podría ser 


igual a œ, — o podría no existir (aunque no puede ser igual 
a un valor finito). 
(e) oo + 00: 
igual a oo, 
(E) œ -— o: 
(g) %- 0: no indeterminada. Un límite de esta forma es 
igual a oo, 
(h) o-0: 


no indeterminada. Un límite de esta forma es 


indeterminada. 


indeterminada. 


(Gi) 0% indeterminada. 
(j) 07: no indeterminada. Un límite de esta forma tiene valor 0. 
(k) o: indeterminada. 
(D 1%: indeterminada. 


. Si se tiene una calculadora graficadora o computadora, ¿por 


qué necesita del cálculo para graficar una función? 


El cálculo revela todos los aspectos importantes de una grá- 
fica, como valores extremos locales y puntos de inflexión, lo 
cuales pueden pasarse por alto cuando se depende en exclusiva 
de tecnología. En muchos casos se puede determinar ubica- 
ciones exactas de esos puntos clave más que aproximaciones. 
Usar derivadas para identificar el comportamiento de la gráfica 
también ayuda a elegir una ventana de visualización apropiada 
y alerta acerca de dónde podría usarse una ventana de visuali- 
zación más chica para ver mejor los detalles de una gráfica. 


10. (a) Dada una aproximación inicial x, a una raíz de la ecuación 


Kx) = 0, explique geométricamente, mediante un dibujo, 
cómo se obtiene la segunda aproximación x, en el método 
de Newton. 


Determinar la recta tangente L a la gráfica de y = f(x) en 
el punto(x,, Ax,)). Entonces, x es la intersección en x de L. 


YA 


(b) Escriba una expresión para x en términos de xı, f(x) y 


FG: 


L Fx) 
Fx) 


X2 —= Xi 


(c) Escriba una expresión para x, + , en términos de 


Xm f En) y S'n). 


a fin) 
f'(x) 


Xn+1 5 Xn 


(d) ¿Bajo que circunstancias es probable que el método de 
Newton falle o funcione muy lentamente? 


EL método de Newton podría fallar u operar muy lento 
cuando f'(x,) está cerca de O. También falla cuando f'(x;) 
es indefinida. 


1. (a) ¿Qué es una antiderivada de una función f? 


Una función F es una antiderivada de f si F'(x) = fx). 


(b) Suponga que F; y F, son antiderivadas de f en un intervalo 
I. ¿Cómo se relacionan F, y F3? 


Son idénticas o difieren por una constante. 


Corte aquí y guarde para consulta e 


¡ONIS RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


1. (a) 


(b) 


~ 
e 
= 


15 
~ 
E) 

= 


(b) 


Escriba una expresión para una suma de Riemann de una 
función f. Explique el significado de la notación que use. 


Una suma de Riemann de f es 


Y a+) Àz 


donde x* es un punto en el subintervalo de orden i 
[x;-1, x,] y Ax es la longitud de los subintervalos. 


Si fx) > O, ¿cuál es la interpretación geométrica de una 
suma de Riemann? Ilustre su respuesta con un diagrama. 


Si f es positiva, una suma de Riemann se puede interpretar 
como la suma de las áreas de los rectángulos de aproxi- 
mación, como se muestra en la figura. 


yA 


0 


Si f(x) toma tanto valores positivos como negativos, ¿cuál 
es la interpretación geométrica de una suma de Riemann? 
Ilustre su respuesta con un diagrama. 

Si f adopta valores tanto positivos como negativos, la 
suma de Riemann es la suma de las áreas de los rectángulos 
que se ubican arriba del eje x y las negativas de las áreas 
de los rectángulos que se ubican debajo del eje x (las 
áreas de los rectángulos azules menos las áreas de los 
rectángulos grises). 


y 


Escriba la definición de la integral definida de una función 
continua de a a b. 


Si fes una función continua en el intervalo [a, b], se 
divide [a, b] en n subintervalos de igual ancho 

Ax = (b - a)/n. Sean x, (= a), X1, X2 ..., Xa ( = b) los 
puntos extremos de estos subintervalos. Entonces 


[10 dr = im X fa?) Ax 


donde x*¥ es cualquier punto muestra en el subintervalo 
de orden i[x;-,, xi]. 

¿Cuál es la interpretación geométrica de f fæ)dx 

si fla) > 0? 

Si f es positiva, H f(x) dx se puede interpretar como 

el área bajo la gráfica de y = f(x) y arriba del eje x para 
a=xsSb. 


(c) ¿Cuál es la interpretación geométrica de lia f(x)dx si f(x) toma 


valores tanto positivos como negativos? Ilustre con 

un diagrama. 
En este caso, ls f(x) dx se puede interpretar como un 
“área neta”, es decir el área de la región arriba del eje x 
y abajo de la gráfica de f (rotulada como “+” en la figura) 
menos el área de la región abajo del eje x y arriba de la 


e 


gráfica de f (rotulada como 3 


3. Enuncie la regla del punto medio. 


Si fes una función continua en el intervalo [a, b] y se divide 
[a, b] en n subintervalos de igual ancho Ax = (b — a)/n, 
entonces 


f "ies 16) Ax 


donde x; = punto medio de [x;-1, x] = +(x,-1 + x). 


. Enuncie ambas partes del teorema fundamental del cálculo. 


Suponga que fes continua en [a, b]. 
Parte 1. Si g(x) = J? f(t) dt, entonces g'(x) = f(x). 


Parte 2. M f(x)dx = F(b) — F(a), donde F es cualquier anti- 
derivada de f, es decir F' = f. 


. (a) Enuncie el teorema del cambio neto. 


La integral de una razón de cambio es el cambio neto: 
PF) dx = Fl) — F(a) 


(b) Si r(t) es la rapidez con la que el agua fluye hacia un 
depósito, ¿qué representa ls r(t) dt? 

F r(t) dt representa el cambio en la cantidad de agua en 

el depósito entre el momento f, y el momento h. 


. Suponga que una partícula se mueve de un lado a otro a lo 


largo de una recta con velocidad v(t), medida en metros por 

segundo, y aceleración a(t). 

(a) ¿Cuál es el significado de ko. v(t) dt? 
lo v(t) dt representa el cambio neto en posición (el des- 
plazamiento) de la partícula de £ = 60 a t= 120 segundos; 
en otras palabras, en el segundo minuto. 

(b) ¿Cuál es el significado de fé” | v(t) | dt? 
la v(t) | dt representa la distancia total recorrida por la 
partícula en el segundo minuto. 


(continúa) 
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(©) ¿Cuál es el significado de [i2 a(t) dt? lo que establece que si f se integra y después el resultado se 
so” a(t) dt representa el cambio en velocidad de la deriva, se uelvea la fünción orignal f. f 
partícula en el segundo minuto. Como F'(x) = f (x), la parte 2 del teorema (o, en forma equi- 


o a dl valente, el teorema del cambio neto) establece que 
7. (a) Explique el significado de la integral indefinida | f(x) dx. 


La integral indefinida Í fœ dx es otra forma de llamar a Í b F'(x) dx = F(b) — F(a) 
una antiderivada de f, así que | f(x) dx = F(x) significa E 


I = 
que F'(x) = fx). Esto indica que si se toma una función F, primero se deriva 


(b) ¿Cuál es la relación entre la integral definida |; f(x) dx y y después se integra el resultado, se vuelve a la función origi- 
la integral indefinida f f(x) dx? nal, aunque en la forma F(b) — F(a). 
La relación está dada por la parte 2 del teorema funda- Asimismo, la integral indefinida | f(x) dx representa una 
mental: antiderivada de f, de modo que 
b b 
= d 
[roa rad, E Sro da= fw 


si fes continua en [a, b]. y ME load j 
f [a,b] 9. Enuncie la regla de sustitución. En la práctica, ¿cómo puede 


8. Explique con exactitud qué significa el enunciado usarla? 


i nA : es . : » i > ; ; 
la derivación y la integración son procesos inversos”. Si u = g (x) es una función derivable y fes continua en el 


La parte 1 del teorema fundamental del cálculo se puede rango de g, entonces 
reescribir como : 
S FUOD dx = f Fl) du 
d xX 
eL de = fa 


En la práctica, se hacen las sustituciones u= g(x) y du = g'(x) dx 
en el integrando para que la integral sea más simple de evaluar. 
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Corte aquí y guarde para consulta e 


f(x) > g(x) para a S x S b. Muestre cómo aproximar el 
área entre esas curvas mediante una suma de Riemann y 
trace los rectángulos de aproximación correspondientes. 
Luego escriba una expresión para el área exacta. 


Una suma de Riemann que aproxima el área entre esas 
curvas es Y [f(x¥) — g(x¥)] Ax. Un diagrama de los 


i=1 
rectángulos de aproximación correspondientes es: 


Una expresión para el área exacta es 

n ý 
lím Y [SOP — g(x?)] Ax = | LO — g()] dx 
n—% ¡21 a 


(b) Explique cómo cambia la situación si las curvas tienen 
ecuaciones x = f(y) y x = g(y), donde f(y) = g) 
parac Sy <d. 
En vez de usar “punta menos base” e integrar de izquierda 
a derecha, se usa “derecha menos izquierda” y se integra 


de abajo arriba: A = T LO) — g(y)] dy 


YA 
y=d 
de=-=— 
) Ay 
x=g(y) x= f(y) 
C 
y= 
0 z 


2. Suponga que Sue corre más rápido que Kathy en la competencia 


de 1500 metros. ¿Cuál es el significado físico del área entre sus 
curvas de velocidad para el primer minuto de la competencia? 
Representa el número de metros por los cuales Sue aventaja 
a Kathy después del minuto 1. 


. (a) Suponga que S es un sólido con áreas de secciones 


transversales conocidas. Explique cómo aproximar 
obtener un valor aproximado del volumen de S 


¡NAIL RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


1. (a) Trace dos curvas representativas y = f(x) y y = g (x), donde 


mediante una suma de Riemann. Escriba una expresión para el 
volumen exacto. 


Se corta S en “rebanadas” de igual ancho Ax. El volumen de la 
rebanada de orden i es aproximadamente A(x*) Ax, donde x¥ 
es un punto muestra en la rebanada de orden i y A(x¥) el 

área transversal de S en x¥. Entonces, el volumen de S 


es aproximadamente >) A(x¥) Ax y el volumen exacto es 
i=1 


V= lím Y A(x%) Ax = ac) dx 
n>% ¡71 a 


(b) Si S es un sólido de revolución, ¿cómo se determinan las 
áreas transversales? 


Si la sección transversal es un disco, se determina el radio 
en términos de x o y y se usa A = Tr(radio)?. Si la sección 
transversal es un cilindro, se determina el radio interno Yin 
y el radio externo rex y se usa A = 1r(r2,) — mrin) 


(a) ¿Cuál es el volumen de un cascarón cilíndrico? 


V = 27rrh Ar = (circunferencia)(altura)(grosor) 


(b) Explique cómo usar los cascarones cilíndricos para 
calcular el volumen de un sólido de revolución. 


Se aproxima la región que girará mediante rectángulos 
orientados de tal modo que la revolución forme casca- 
rones cilíndricos en lugar de discos o arandelas. Para un 
cascarón típico se determinan la circunferencia y la altura 
en términos de x o y y se calcula 


V= { É (circunferencia)(altura)(dx o dy) 


(c) ¿Por qué preferiría usted usar el método mediante 
cascarones en lugar del de las rebanadas? 


A veces rebanar produce arandelas o discos cuyos radios 
son difíciles (o imposibles) de determinar explícitamente. 
En otras ocasiones, el método de cascarones cilíndricos 
produce una integral más fácil que al rebanar. 


Suponga que empuja usted un libro al otro lado de una 

mesa de 6 metros de largo ejerciendo una fuerza f(x) en cada 
punto desde x = 0 hasta x = 6. ¿Qué representa [$ f)dx? 

Si f(x) se mide en newtons, ¿cuáles son las unidades para 

la integral? 

Ñ f(x)dx representa la cantidad de trabajo realizado. Sus unida- 
des son newton-metros, o joules. 


(a) ¿Cuál es el valor promedio de una función fen un 
intervalo [a, b]? 


1 b 
fio= 7,10 dx 


(b 


= 


¿Qué establece el teorema del valor medio para integrales? 
¿Cuál es su interpretación geométrica? 

Si fes continua en [a, b], hay un número c en [a, b] en el 
cual el valor de fes exactamente igual al valor promedio 
de la función, es decir f (c) = forom. Esto significa que para 
funciones positivas f, hay un número c tal que el rectán- 
gulo con base [a, b] y altura f(c) tiene la misma área que 

la región bajo la gráfica de f de a a b. 
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Į. 


Establezca la regla para la integración por partes. En la 
práctica, ¿cómo se utiliza? 

Para integrar i] f(x)g'(x) dx, sea u = f(x) y v = g(x). Entonces 
[udv = w — | v du- 

En la práctica, se intenta elegir u = f(x) de tal forma que sea 
una función que se simplifique al derivarse (o que al menos 
no se complique más), siempre y cuando dv = g'(x) dx pueda 
integrarse fácilmente para dar v. 


¿Cómo se evalúa |i sen”x cos"x dx si m es impar? ¿Qué pasa 
si n es impar? ¿Qué ocurre si m y n son pares? 

Si m es impar, se usa sen?x = 1 — cos?x para escribir todos los 
factores seno excepto uno en términos del coseno. Luego se 
sustituye u = COS x. 

Si n es impar, se usa cos?x = 1 — sen?x para escribir todos los 
factores coseno excepto uno en términos del seno. Luego se 
sustituye u = sen x. 


Si m y n son pares, se usan las identidades de medio ángulo 


sen?x = 4(1 — cos 2x) cos?x = F(1 + cos 2x) 


. Si la expresión ya? — x? se presenta en una integral, ¿qué 


sustitución se puede intentar? ¿Qué pasa si se presenta 

ya? + x2? ¿Y si se presenta yx? — a?? 

Si va? — x? ocurre, se prueba x = a sen 0; si Ya? + x? 
ocurre, se prueba x = a tan 0, y si yx? — a? ocurre se prueba 
x=asec0. 


. ¿Cuál es la forma de la descomposición en fracciones 


parciales de una función racional P(x)/0(x) si el grado de P 
es menor que el grado de O y Q(x) solo tiene factores lineales 
distintos? ¿Qué pasa si tiene factores lineales repetidos? ¿Y 
qué ocurre si Q(x) tiene un factor cuadrático irreducible (no 
repetido)? ¿Y si el factor cuadrático se repite? 
Para factores lineales distintos, 
P(x) _ A f A2 i ' Ak 
Q(x) ax+tb  ax+b e ax + by 
Si el factor lineal aix + b; se repite r veces, debemos incluir 
todos los términos 
Bı Ba B, 
| Soc + 
aix + bı (ax + b1Y? (ax + biy 
Si Q(x) tiene un factor cuadrático irreducible (no repetido), 
incluimos un término de la forma 
Ax + B 
ax? + bx+c 
Si el factor cuadrático irreducible se repite r veces, se incluye 
todos los términos 
Aix + B; 


AX + Bə A,x + B, 


ad+b+c (ax? + bx+ c} 


S: 
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id (ax? + bx + c) 
Establezca las reglas para aproximar la integral definida 
|? f(x) dx con la regla del punto medio, la regla del trapecio y la 
regla de Simpson. ¿Cuál esperaría que diera la mejor estimación? 
¿Cómo se aproxima la estimación del error de cada regla? 
Seaa < x < b, I = [? f(x) dx, y Ax = (b — a)/n. 
Regla del punto medio: 

I= M, = Ax[f00) +f) t +00,)] 
donde x; es el punto medio de [x;-,, x;].. 


Regla del trapecio: 
I PR Ta 


= ŽE flao) + 2400) + 2f) + i H 2f) +f] 


donde x; = a + i Ax. 


Regla de Simpson: 
I= S, 


A 
= L/(10) + 4/00) + 2/(12) + 4/00) + 
+ 2 (2) + 4fx0-1) + F(x,)] 


donde n es par. 

Se esperaría que la mejor estimación fuera dada por la 
regla de Simpson. 

Suponga que | f(x] 5S K y |£%0)] < L paraa < x =b. 
Los errores en las reglas del punto medio, del trapecio y de 
Simpson están dadas, respectivamente, por 


K(b — ay K(b — ay 
<= <= == 
| En 24n? |Er] 12n? 
IE |< L(b — ay 
Ñ 180n* 


6. Defina las integrales impropias siguientes. 


@ [FO dx = lim [00 ax 
b) f Sadr = lim f fa) dx 


(© 16 f(x)dx = L fadt + roo dx, donde a es 


cualquier número real (suponiendo que ambas integrales 
son convergentes). 


7. Defina la integral impropia |? f(x) dx para cada uno de los 


casos siguientes. 


(a) ftiene una discontinuidad infinita en a. 


Si fes continua en (a, b], entonces 
b b 
Í f(x)dx = lím Í f(x)dx 
a t>at dt 
si este límite existe (como un número finito). 


(b) ftiene una discontinuidad infinita en b. 


Si fes continua en [a, b), entonces 
Pro dx = lím Frw dx 
a t=>b7 Ja 


si este límite existe (como un número finito). 


(c) ftiene una discontinuidad infinita en c, donde a < c < b. 
pc 


Si tanto |“ f(x) dx como |; f(x) dx son convergentes, 
entonces 


IN f(x) dx = IN f) dx + i f dx 


8. Establezca el teorema de comparación para integrales impropias. 


Suponga que f y g son funciones continuas con fx) > g(x) > 0 
para x > a. 


(a) Si [7 f(x) dx es convergente, |, g(x) dx es convergente. 


(b) Si [7 g(x) dx es divergente, |, f(x) dx es divergente. 


Corte aquí y guarde para consulta e 


N 
~ 
E) 
< 


w 


A 


u 


R 


Se puede aproximar una curva C por medio de un polígo- 
no con vértices P; a lo largo de C. La longitud L de C se 
define como el límite de las longitudes de estos polígonos 
inscritos: 


L= lím > | P-P; | 


n>% ii 


(b) Escriba una expresión para la longitud de una curva suave 
dada por y = f(x), a Sx Sb. 


L= f VJI + [FOF dx 


(c) ¿Qué pasa si x se da como una función de y? 
Paan 

Si x = g(y), c S y < d, entonces L = Í V1 + [gO dy 

Escriba una expresión para el área de la superficie 


obtenida al hacer rotar la curva y = f (x), a S x S b 
alrededor del eje x. 


s= | 2m fV TE [FOF dx 
(b) ¿Qué pasa si x se da como una función de y? 
Si x= g(y), c S y < d, entonces S = f 2ry 1 + [gF dy. 


(c) ¿Qué pasa si la curva se hace girar alrededor del eje y? 


S= |’ 2mx/1 + [FOF a 
o S= f 2r9 (y) Y 1 + [g'(1)1 dy 


. Describa cómo se puede determinar la fuerza hidrostática 
contra una pared vertical sumergida en un fluido. 


Se divide la pared en franjas horizontales de igual altura 

Ax y se aproxima cada una por medio de un rectángulo con 
longitud horizontal f(x;) en la profundidad x;. Si ò es el peso 
específico del fluido, la fuerza hidrostática es 


F = lím Ù ôx; f(x) Ax = i 8xf(x) dx 
no i-1 a 


. (a) ¿Cuál es el significado físico del centro de masa de una 
placa delgada? 


El centro de masa es el punto en el que la placa se balan- 
cea horizontalmente. 


(b) Si la placa se sitúa entre y = f(x) y y = 0, donde 
a S x Sb, escriba expresiones para las coordenadas del 
centro de masa. 


— l po z 1 fo 
1= [gd y y= [MOTA 


donde A = l FG) dx. 


. ¿Qué afirma el teorema de Pappus? 
Si una región plana R, que cae por completo a un lado de 
una recta £ en su plano, es rotada alrededor de €, entonces 
el volumen del sólido resultante es el producto del área de R 
y la distancia recorrida por el centroide de R. 


. Dada una función de demanda p(x), explique lo que se 
entiende por excedente del consumidor cuando la cantidad de 
un artículo actualmente disponible es X y el precio de venta 
actual es P. Ilustre con un diagrama. 


10. 


(FVII: 2 RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


1. (a) ¿Cómo se define la longitud de una curva? 


El excedente del consumidor representa la cantidad de dinero 
ahorrada por los consumidores al adquirir la mercancía al pre- 
cio P [cuando estaban dispuestos a adquirirla al precio p(x)], 
en correspondencia con una cantidad demandada de X. 


PA 


Excedente 
del consumidor 


el 


p=P 


=y 


0 X 


. (a) ¿Cuál es el gasto cardíaco del corazón? 


Es el volumen de sangre bombeada por el corazón por 
unidad de tiempo, es decir la razón de flujo en la aorta. 


(b) Explique cómo puede medirse el gasto cardíaco 
por el método de dilución de colorante. 


Una cantidad A de colorante es inyectada en una parte del 
corazón y la concentración c(t) que sale del corazón se 
mide durante el intervalo de tiempo [0, T] hasta que el colo- 
rante se diluye. El gasto cardiaco está dado por A/[¿c(t) dt. 


. ¿Qué es la función de densidad de probabilidad? ¿Qué 


propiedades tiene tal función? 

Dada una variable aleatoria X, su función de densidad de pro- 
babilidad f es una función tal que | f(x) dx da la probabilidad 
de que X esté entre a y b. La función ftiene las propiedades de 
que f(x) > 0 para todas las x, y [2 f(x) dx = 1. 


. Suponga que f(x) es la función de densidad de probabilidad 


para el peso de una estudiante universitaria, donde x se mide 
en kilogramos. 


(a) ¿Cuál es el significado de la integral [$ f(x) dx? 
Representa la probabilidad de que una estudiante universi- 
taria, seleccionada de forma aleatoria, pese menos de 
60 kilogramos. 


(b) Escriba una expresión para la media de esta función de 
densidad. 


u = fo x f(x) dx = fo xfG0 dx 
[ya que f(x) = 0 para x < 0] 
(c) ¿Cómo puede encontrarse la mediana de esta función 


de densidad? 


La mediana de f es el número m tal que 
1 


Pro dx = 2 


¿Qué es una distribución normal? ¿Cuál es el significado 
de la desviación estándar? 


Una distribución normal corresponde a una variable aleatoria 
X que tiene una función de densidad de probabilidad con una 
gráfica en forma de campana y una ecuación dada por 


1 


e7=m?/00> 
OyT 


fía) = 


donde y es la media y la constante positiva ø es la desviación 
estándar. o mide qué tan dispersos están los valores de X. 
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(FALUK KEE RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


1. 


(a) ¿Qué es una ecuación diferencial? 
Es una ecuación que contiene una función desconocida 
y una o más de sus derivadas. 

(b) ¿Cuál es el orden de una ecuación diferencial? 
Es el orden de la derivada de orden mayor presente en 
la ecuación. 

(c) ¿Qué es una condición inicial? 


Es una condición de la forma y(to) = yo. 


. ¿Qué se puede decir acerca de las soluciones de la ecuación 


? 


y’ = xX + y? con solo observar la ecuación diferencial? 


La ecuación indica que la pendiente de una curva de solución 
en cualquier punto (x, y) es x? + y’. Note que x? + y? siempre es 
positiva excepto en el origen, donde y” = x? + y? = 0. Así, hay 
una tangente horizontal en (0, 0), pero en ningún otro lado, y 
las curvas de solución son crecientes en todas partes. 


. ¿Qué es un campo direccional para la ecuación diferencial 


y =F(x, y? 
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Un campo direccional (o campo de pendientes) para la ecua- 
ción diferencial y” = F(x, y) es una gráfica bidimensional 
que consta de segmentos de recta cortos con pendiente F(x, y) 
en el punto (x, y). 


. Explique cómo funciona el método de Euler. 


El método de Euler establece que se debe partir del punto 
dado por el valor inicial y avanzar en la dirección indicada por 
el campo direccional. Se hace alto un rato después, se examina 
la pendiente en la nueva ubicación y se avanza en esa direc- 
ción. Hay que seguir deteniéndose y cambiando de dirección 
de acuerdo con el campo direccional hasta que la aproxima- 
ción esté completa. 


. ¿Qué es una ecuación diferencial separable? 


¿Cómo se resuelve? 

Es una ecuación diferencial en la que la expresión para dy/dx 
se puede factorizar como una función de x multiplicada por 
una función de y, es decir dy/dx = g(x) f (y). Se puede resol- 
ver la ecuación reescribiéndola como [1/f y)] dy = g(x) dx, 
integrando ambos miembros y despejando y. 


. ¿Qué es una ecuación diferencial lineal de primer orden? 


¿Cómo se resuelve? 


Una ecuación diferencial lineal de primer orden es una ecua- 
ción diferencial que se puede poner en la forma 

dy 

== + PG)y = Q(x) 

dx 
donde P y Q son funciones continuas en un intervalo dado. 
Para resolver esa ecuación, se multiplican ambos miembros 
por el factor de integración I(x) = e!”™® * para ponerla en la 


forma (r (x) y = I(x) O(x). Luego se integran ambos 
miembros y se despeja y. 


7. (a) Escriba una ecuación diferencial que exprese la ley 


natural de crecimiento. ¿Qué dice en términos de la 
razón de crecimiento relativo? 


Si P(t) es el valor de una cantidad y en el momento t 
y si la razón de cambio de P con respecto a t es 
proporcionala su tamaño P(t) en cualquier momento, 
entonces aP = kP. 

dt a 1 dP 
En este caso, la tasa de crecimiento relativo, — =, 
es constante. P dt 


(b) ¿Bajo qué circunstancias es un modelo apropiado 
para el crecimiento poblacional? 


Es un modelo apropiado en condiciones ideales: Entorno 
ilimitado, nutrición adecuada, ausencia de depredadores 
y enfermedades. 


(c) ¿Cuáles son las soluciones de esta ecuación? 


Si P(0) = Po, el valor inicial, las soluciones son 
P) = Poet". 


. (a) Escriba la ecuación diferencial logística. 


La ecuación diferencial logística es 


dP P 
— =kP| 1- — 
dt ( z) 


donde M es la capacidad de carga. 


(b) ¿Bajo qué circunstancias es un modelo apropiado 
para el crecimiento poblacional? 
Es un modelo apropiado para el crecimiento demográfico 
si la población aumenta a una tasa proporcional con 
el tamaño de la población inicial, pero finalmente se 
modera y se acerca a su capacidad de carga a causa 
de recursos limitados. 


. (a) Escriba las ecuaciones de Lotka-Volterra para modelar 


poblaciones de peces comestibles (F) y tiburones (5). 


e FS AS ASH BES 
de s y wo 


(b) ¿Qué indican estas ecuaciones sobre cada población en 
ausencia de la otra? 


En ausencia de tiburones, un amplio suministro alimentario 
sostendría el crecimiento exponencial de la población de 
peces, es decir dF/dt = kF, donde k es una constante positiva. 
En ausencia de peces, se supone que la población de tiburones 
disminuiría a una tasa proporcional a sí misma, es decir 

dS/dt = —rS, donde r es una constante positiva. 


Corte aquí y guarde para consulta e 


[NUI RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


1. (a) ¿Qué es una curva paramétrica? 


Una curva paramétrica es un conjunto de puntos de la 
forma (x, y) = (f (®©, g(0), donde f y g son funciones 
de una variable £, el parámetro. 


(b) ¿Cómo se traza una curva paramétrica? 


Trazar una curva paramétrica, como trazar la gráfica de 
una función, es difícil de hacer en general. Se pueden tra- 
zar puntos en la curva determinando f(t) y g(t) para varios 
valores de f, ya sea a mano o con una calculadora o com- 
putadora. A veces, cuando f y g están dadas por fórmulas, 
se puede eliminar £ de las ecuaciones x = f(t) y y= g(t) 
para obtener una ecuación cartesiana que relacione a x y y. 


Podría ser más fácil graficar una ecuación que trabajar con 


las fórmulas originales para x y y en términos de t. 


N 
~ 
D 

= 


¿Cómo se encuentra la pendiente de una tangente a una 
curva paramétrica? 


Se puede determinar dy/dx como una función de t 


calculando 
dy _ dy/dt 
— == dx/dt + 0 
a “E 


(b) ¿Cómo se determina el área debajo de una 
curva paramétrica? 


Si la curva se traza una vez conforme a las ecuaciones 
paramétricas x = f (t), y = g(t), œ S t S B, el área es 


A= f’ yax = Í , JOFO dt 


[o i g(t) f'(t) dt si el punto más a la izquierda es (f (8), g(6)) 
antes que (f (œ), g(a))]. 


3. Escriba una expresión para cada uno de los elementos 
siguientes: 


(a) La longitud de una curva paramétrica 


Si la curva se traza una vez conforme a las ecuaciones 
paramétricas x = f (t), y = g(t), œa S t S B, la longitud es 


L= ll ° Ndx/dt} + (dy/di? dt 
= |! AFOP +OP ar 


(b) El área de la superficie obtenida al hacer girar una curva 
paramétrica alrededor del eje x 


S= Í ° omy /(dx/di + (dy/di? dt 
= [Pag SOY +OP at 


4. (a) Use un diagrama para explicar el significado de las 
coordenadas polares (r, 0) de un punto. 


YA 
P(r,0) =P(x, y) 


(b) Escriba ecuaciones que expresen las coordenadas 
cartesianas (x, y) de un punto en términos de las 
coordenadas polares. 


x=rcos0 y =rsenG 


(c) ¿Qué ecuaciones usaría para obtener las coordenadas 
polares de un punto si conociera las coordenadas 
cartesianas? 


Para determinar una representación polar (r, 0) con 
r=0y0=<0=< 2r, primero se calcula r = yx? + y?. 
Luego se especifica O por medio de tan 0 = y/x. Hay que 
cerciorarse de elegir 0 de tal forma que (r, 0) esté en el 
cuadrante correcto. 


5. (a) ¿Cómo se determina la pendiente de una recta tangente 


a una curva polar? 
dy d d 
y a 4? yes 


dx dx d 
de d0 


A EET 
R sen r Cos 
(æ ğ 


qe 0= 0 
30 cos r sen 


(b) ¿Cómo se calcula el área de una región acotada por una 
curva polar? 


A= ia de = S LOF de 


(x) £ (r cos 6) 


donde r = f(0) 


(c) ¿Cómo se determina la longitud de una curva polar? 


L= i VNax/doY + (dy/d0) de 
= PF Tara do 


= OFF [OF d0 


. (a) Dé una definición geométrica de una parábola. 


Una parábola es un conjunto de puntos en un plano cuyas 
distancias de un punto fijo F (el foco) y una recta fija l 
(la directriz) son iguales. 


(b) Escriba una ecuación de una parábola con foco (0, p) 
y directriz y = —p. ¿Qué pasa si el foco es (p, 0) y la 
directriz es x = —p? 
En el primer caso, una ecuación es x? = 4py, y en el segundo 
caso y? = 4px. 


. (a) Dé una definición de una elipse en términos de los focos. 


Una elipse es un conjunto de puntos en un plano que satisface 
que la suma de las distancias a dos puntos fijos (los focos) es 
una constante. 
(b) Escriba una ecuación para la elipse con focos (+c, 0) 
y vértices (+a, 0), 
2 2 
xX y 
— += =l 
ar p? 
dondea >b >0 y c =a -— b’. E 
(continúa) 
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[NU Ko AIN RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS (continuación) 


8. (a) 


(b) 


(c) 


9. (a) 
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Dé una definición de una hipérbola en términos de los focos. 


Una hipérbola es un conjunto de puntos en un plano que sa- 
tisfacen que la diferencia de las distancias a dos puntos fijos 
(los focos) es una constante. Esta diferencia debería interpre- 
tarse como la distancia mayor menos la distancia menor. 


Escriba una ecuación para la hipérbola con focos (Œc, 0) 
y vértices (+a, 0). 
2 2 
Yad 
a b 


donde c? = a? + b’. 
Escriba ecuaciones para las asíntotas de la hipérbola del 


inciso (b). 


YE TR 


a | o 


¿Cuál es la excentricidad de una sección cónica? 

Si una sección cónica tiene foco F y directriz correspon- 
diente l, la excentricidad e es la razón fija | PF | /|PI | para 
puntos P de la sección cónica. 


(b) ¿Qué se puede decir acerca de la excentricidad si 


(c) 


la sección cónica es una elipse? ¿Una hipérbola? 
¿Una parábola? 

e < 1 para una elipse; e > 1 para una hipérbola; e = 1 
para una parábola. 


Escriba una ecuación polar para una sección cónica con 
excentricidad e y directriz x = d. ¿Qué pasa si la directriz 


es x = d? ¿y = d? ¿y =-d? 
d 
directriz x = d: r = 2 
l + e cos 
ed 
k d 1 — e cos0 
ed 
de 4 1 + e sen 
ed 
y d 1 — e send 


Corte aquí y guarde para consulta e 


(FALUK REES RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


1. (a) ¿Qué es una sucesión convergente? (c) Prueba por comparación 
Una sucesión convergente (a, ) es una lista ordenada de Suponga que È a, y È b, son series con términos positivos. 
números donde lím, -... a” existe. a Si È b, es convergente y a, S b, para todas las n, enton- 


(b) ¿Qué es una serie convergente? ces È a, también es convergente. 


n e a a Si È b, es divergente y a, > b, para todas las n, entonces 
Una serie > a, es la suma de una sucesión de números. y E 
2 a, también es divergente. 


n 
PROPENSAS SO PAra. + 2 pt (d) Prueba por comparación del límite 
i=1 


aproximan un valor finito, es decir si lím, >» 5, existe Suponga que Y a, y Y b, son series con términos 


como un número real. positivos. Si lím a, /bn = c, donde c es un número finito 


no... s 
(0) 3 Qué significa lím a, = 3? ye > 0, ambas series convergen o divergen. 
G n>. Un 7 3: 


Que los términos de la sucesión(a,) se aproximan (e) Prueba de la serie alternante 


a 3 conforme n crece. Si la serie alternante 
(d) ¿Qué significa Di Un = 3? > ( 1y "by = bi bz | bs ba | bs be | 
Que añadiendo suficientes términos a la serie, se puede pr 
acercar a 3 las sumas parciales tanto como se quiera. donde b, > 0 satisface (i) b,+1 S b, para todas las n y (ii) 
. lím b, = 0, entonces la serie es convergente. 
2. (a) ¿Qué es una sucesión acotada? n=% 


Una sucesión {a,} está acotada si hay números m y M (f) Prueba de la razón 


tales que m = a, S M para todas las n > 1. 


00 


= L< 1, la serie > An es 


ñ=l 


An+1 


4 24 P3 € n “az 

(b) ¿Qué es una sucesión monótona? Si lím 7 
n 

Una sucesión es monótona si es creciente o decreciente 


clas 1 i absolutamente convergente (y por tanto convergente). 
para todas las n > 1. 


(c) ¿Qué puede decir con respecto a una sucesión monótona a Si lím Arti | = L>lo lím Oai | la serie 
> 
acotada? a An "1 2| An 


Todas las sucesiones monótonas acotadas son convergentes. : 
D an es divergente. 
n-1 


3. (a) ¿Qué es una serie geométrica? ¿En qué circunstancias es 
convergente? ¿Cuál es su suma? 


as An+1 P 
Una serie geométrica es de la forma z Si lím P = 1, la prueba de la razón no es 
n 
i _ concluyente. 
NY ar! =a+ar+ar+--.. ý 
pa (g) Prueba de la raíz 
i a 
Es convergente si | r| < 1 y su suma es —. æ 
. =P saa = . 
(b) ¿Qué es una serie p? ¿En qué z Si lím y la, | = L < 1,la serie 2 An es 
. . nE 
circunstancias es convergente? Una absolutamente convergente (y por tanto convergente). 
serie p es de la forma $, —. Es . 
. a P a fea Af = S ¿mm Y = 0 
convergente si p > 1."! ” e la| =L> 10 un [an| „la 
4. Suponga que È a, = 3 y s, es la enésima suma parcial de la serie X, a, es divirgente. 


serie. ¿Qué es lím, > dn? ¿Qué es líM, >< Sa? A 
Si2a, = 3, entonces lím a, =0 y lím s, = 3. m Si lím Y | An | = ], la prueba de la raíz no es concluyente. 


n—>o n—w n=% 


5. Enuncie lo siguiente. 


(a) Procbadeladi . 6. (a) ¿Qué es una serie absolutamente convergente? 
a) Prueba de la divergencia co 


Si lí . í 40.1 TO Una serie È a, se llama absolutamente convergente si la 
i lím a, no exis ím ri ivergente. : 
A A E ES IVETE ELE serie de valores absolutos 3 | a, | es convergente. 


(b) Prueba de la integral 
Suponga que fes una función continua positiva decreciente 
en [1, œ) y sea a, = fín). 


(b) ¿Qué puede decir acerca de dicha serie? 


Si una serie È a, es absolutamente convergente, es 
convergente. 


m sif f(x)dx es convergente, S a, es convergente. 
1 = é e" 

ml Una serie2 a, se llama condicionalmente convergente 

si es convergente pero no absolutamente convergente. 


(c) ¿Qué es una serie condicionalmente convergente? 


m Si IN f(x) dx es divergente, È, a, es divergente. 
1 n-1 


(continúa) 
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[NJ Ko AKI RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS (continuación) 


7. (a) Si una serie es convergente de acuerdo con la prueba 


8. 
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(b) 


(c) 


(a) 


(b) 


(c) 


(a) 


(b) 


de la integral, ¿cómo se estima su suma? 


La suma s se puede estimar mediante la desigualdad 
set. fu) dx s < s, + | f) dx 
n+l n 


donde s, es la enésima suma parcial. 


Si una serie es convergente de acuerdo con la prueba por 
comparación, ¿cómo estima su suma? 


Primero se estima el residuo de la serie de comparación. 
Esto da un límite superior para el residuo de la serie origi- 
nal (como en el ejemplo 11.4.5). 


Si una serie es convergente de acuerdo con la prueba 
de la serie alternante, ¿cómo se estima su suma? 


Se puede usar una suma parcial s„ de una serie alternante 
como una aproximación de la suma total. Está garantizado 
que el tamaño del error no sea mayor que 
absoluto del primer término omitido. 


Escriba la forma general de una serie de potencias. 


Una serie de potencias centrada en a es 


œ 


È eee 

n=0 
¿Qué es el radio de convergencia de una serie de 
potencias? 


00 


Dada la serie de potencias X, c,(x — a)", el radio 
de convergencia es: aN 


(1) O si la serie converge solo cuando x = a, 
(11) oo si la serie converge para todas las x, o 


Gii) un número positivo R tal que la serie converge si 
|x-a]|< R y diverge silx-a| >R. 


¿Qué es el intervalo de convergencia de una serie 
de potencias? 


El intervalo de convergencia de una serie de potencias 

es el intervalo que consta de todos los valores de x para 
los que la serie converge. En correspondencia con los 
casos del inciso (b), el intervalo de convergencia es (i) el 
solo punto {a}, (11) (~œ, œ) o (iii) un intervalo con puntos 
extremos a — R y a + R que puedan contener a ninguno, 
alguno o ambos puntos extremos. 


Suponga que f(x) es la suma de una serie de potencias 
con radio de convergencia R. 


¿Cómo deriva f? ¿Cuál es el radio de convergencia 
de la serie para f'? 


Si f(x) = Y c,(x — a)”, entonces 
æn=0 

fF'(x) = Y nc,(x — a)" con radio de convergencia R. 
n=1 


¿Cómo integra f? ¿Cuál es el radio de convergencia 

de la serie para | f(x) dx? 

ñ 0 x=a n+l 

FG) dx = C +5) cn ( ) con radio de conver- 
n=0 nF 1 


gencia R. 


10. 


11. 


12. 


a 


(a) Escriba una expresión para el polinomio de Taylor de 
grado enésimo de f centrada en a. 


(1) 
ro = EL a a 


(b) Escriba una expresión para la serie de Taylor de f 
centrada en a. 


(n) 
Z O a-a 


n=0 
(c) Escriba una expresión para la serie de Maclaurin de f. 


5 L0 0) “o 


n=0 


x” 


[a = 0 en el inciso (b)] 


(d) ¿Cómo demuestra que f(x) es igual a la suma de su serie 
de Taylor? 
Sif (x) = Tix) + R, (o), donde T,(x) es el polinomio 
de Taylor de enésimo grado de f y R,,(x) es el residuo de la 
serie de Taylor, se debe demostrar que 
lím R,(x) = 0 
(e) Enuncie la desigualdad de Taylor. 
Si | £"()| < M para |x — a| < d, el residuo R,(x) 
de la serie de Taylor satisface la desigualdad 


M 
lr A para |x- a| <d 
Escriba la serie de Maclaurin y el intervalo de convergencia 
para cada una de las funciones siguientes. 
(a) e R= 
1 xX n=0 
b) e= X, R=% 
n=0 n! 
00 q nl 
x= 1) , R=% 
(c) sen x 2 ) a+ 
x?” 
d) cos 1)” R=% 
(d) cos x = Y Po 
o grt 
tan™'x = 1) , R=1 
to 2 
(£) Ind A pa R=1 


Escriba el desarrollo de la serie binomial de (1 + xY. ¿Cuál es 
el radio de convergencia de esta serie? 


Si k es cualquier número real y | x| < 1, entonces 


+ x= 3 (1). 


klk- 1), kk 1Mk-2) , 
X F X 
2! 3! 


El radio de convergencia para la serie binomial es 1. 


Corte aquí y guarde para consulta e 


(FLUER PA RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


1. ¿Cuál es la diferencia entre un vector y un escalar? 


Un escalar es un número real, mientras que un vector es una 
cantidad que tiene tanto una magnitud con valor real como 
una dirección. 


7. Escriba expresiones para las proyecciones escalar y vectorial 


de b en a. Ilustre con diagramas. b 
a- 


lal 


La proyección escalar de b en a: comp, b = 


2. ¿Cómo se suman geométricamente dos vectores? ¿Cómo se 
suman algebraicamente? 
Para sumar dos vectores geométricamente se puede usar la ley 
del triángulo o la ley del paralelogramo: 
u comp, b 
u+v v v 2% ] 
La proyección vectorial de b en a: 
v 
u u a:bj a a:b 
Po Ta a 
Ley del triángulo Ley del paralelogramo 
Algebraicamente, se suman los componentes correspondientes 
de los vectores. 

3. Si a es un vector y c un escalar, ¿cómo se relaciona 
geométricamente ca con a? ¿Cómo se determina ca 
algebraicamente? 

Para c > 0, ca es un vector con la misma dirección que a proy, b 
y longitud c multiplicada por la longitud de a. Si c < 0, ca 
apunta en la dirección opuesta a a y tiene longitud | c | multi- : ; 

p ; p E 5 | | : 8. ¿Cómo se determina el producto cruz a X b de dos vectores si 
plicada por la longitud de a. Algebraicamente, para determinar E , $ i . 

e se conocieran sus longitudes y el ángulo entre ellos? ¿Y si se 
ca se multiplica cada componente de a por c. a 
conocieran sus componentes? 

4. ¿Cómo se determina el vector de un punto a otro? Si 6 es el ángulo entre a y b (0 < 0 < 7), entonces a X b es 
El vector del punto A(xı, yı, 21) al punto B(x», y», 22) está el vector con longitud | a X b | = | a | | b | sen 8 y dirección 
dado por ortogonal tanto a a como a b, tal como lo da la regla de la 

(x2 — X1, Y2 — Yi), Z2 — 21) mano derecha. Si 
. a = (a, a,, as) y b = (b,, b,, b3) 

5. ¿Cómo se determina el producto punto a - b de dos vectores 
si se conocen sus longitudes y el ángulo entre ellos? ¿Y si se entonces 
conocieran sus componentes? 

Si 0 es el ángulo entre los vectores a y b, entonces i j K 
a-b = |a] |b] cos 8 is A t 

bi bı b; 

Sia = (a,, a2,a3) y b = (bı, b2, b3), entonces 
= (abs — abọ, abı — aibs, aiba — abı) 
«b=a + a ag PSE : 
axb ¡bi 2b2 + asba 9. ¿Qué utilidad tienen los productos cruz? 
6. ¿Qué utilidad tienen los productos punto? El producto cruz se puede usar para crear un vector ortogonal 


El producto punto se puede usar para determinar el ángulo 
entre dos vectores. En particular, se puede emplear para deter- 
minar si dos vectores son ortogonales. También se puede usar 
el producto punto para determinar la proyección escalar 

de un vector en otro. Adicionalmente, si una fuerza constante 
mueve un objeto, el trabajo realizado es el producto punto 


a dos vectores dados y se puede emplear para calcular el área 
de un paralelogramo determinado por dos vectores. Dos vec- 
tores diferentes de cero son paralelos si, y solo si, su producto 
cruz es 0. Además, si una fuerza actúa sobre un cuerpo rígido, 
el vector de momento de torsión es el producto cruz de los 
vectores de posición y de fuerza. 


de los vectores de fuerza y de desplazamiento. (continúa) 
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10. (a) ¿Cómo se establece el área del paralelogramo determinado 
por a y b? 
El área del paralelogramo determinado por a y b es la 
longitud del producto cruz: | a X b |. 


(b) ¿Cómo se establece el volumen del paralelepípedo 
determinado por a, b y e? 
El volumen del paralelepípedo determinado por a, b y c es 
la magnitud de su triple producto escalar: | a. (b x cœ¢) | 


11. ¿Cómo se determina un vector perpendicular a un plano? 


Si se conoce una ecuación del plano, se puede escribir en la 
forma ax + by + cz + d = 0. Un vector normal, el cual es per- 
pendicular al plano, es (a, b, c} (o cualquier múltiplo escalar 
de (a, b, c) diferente de cero). Si no se conoce una ecuación, 
se pueden usar puntos en el plano para encontrar dos vectores 
no paralelos que residan en el plano. El producto cruz de estos 
vectores es un vector perpendicular al plano. 


12. ¿Cómo se determina el ángulo entre dos planos intersecantes? 
El ángulo entre dos planos intersecantes se define como el 
ángulo agudo 0 entre sus vectores normales. Si n; y n: son los 
vectores normales, entonces 

ni'n: 


cos 0 = ———— 
|n; || m> | 


13. Escriba una ecuación vectoral, ecuaciones paramétricas y 
ecuaciones simétricas para una recta. 


Una ecuación vectorial para una recta que es paralela a un 
vector v y pasa por un punto con vector de posición ro es 

r = ro + tv. Ecuaciones paramétricas para una recta que pasa 
por el punto (xo, yo, Zo) y que es paralela al vector (a, b, c) son 


x= Xo + at y = yo + bt Z = Z + ct 
mientras que las ecuaciones simétricas son 


XT Xo _ Y-Y _ Z7- 


a b E 


14. Escriba una ecuación vectorial y una ecuación escalar 
para un plano. 
Una ecuación vectorial de un plano que pasa por un punto con 
vector de posición ro y que tiene vector normal n (lo que signi- 
fica que n es ortogonal al plano) es n - (r — ro) = 0, en forma 
equivalente, n +. r = N- ro. 
Una ecuación escalar de un plano que pasa por el punto 
(Xo, Yo, zo) con vector normal n = (a, b, c} es 


alx — xo) + bly — yo) + e(z — z) = 0 


15. (a) ¿Cómo se sabe si dos vectores son paralelos? 
Dos vectores (diferentes de cero) son paralelos si, y solo si, 
uno es un múltiplo escalar del otro. Además, dos vectores dife- 
rentes de cero son paralelos si, y solo si, su producto cruz es 0. 
(b) ¿Cómo se sabe si dos vectores son perpendiculares? 


Dos vectores son perpendiculares si, y solo si, su producto 
punto es 0. 
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(c) ¿Cómo se sabe si dos planos son paralelos? 


Dos planos son paralelos si, y solo si, sus vectores norma- 
les son paralelos. 


16. (a) Describa un método para determinar si tres puntos P, Q 


y R están en la misma recta. 


Se determinan los vectores PO =a y PR = b. Si hay 
un escalar ź tal que a = tb, los vectores son paralelos 
y todos los puntos deben estar en la misma recta. 


O bien, si PO x PR = 0, entonces PO y PR son parale- 
los, así que P, Q y R son colineales. 


Un método algebraico consiste en determinar una 
ecuación de la recta que une a los dos puntos y verificar 
después si el tercer punto satisface o no esta ecuación. 


(b 


sa 


Describa un método para determinar si cuatro puntos P, Q, 
R y S están en el mismo plano. 

Se determinan los vectores PO =a, PR = b, PS = c. 
Entonces, a X b es normal al plano formado por P, Q y R, 
así que S reside en este plano si a X b y e son ortogonales, 
es decir si (a X b)» c = 0. 

O bien, se puede verificar si el volumen del paralelepípe- 
do determinado por a, b y c es O (véase el ejemplo 12.4.5). 
Un método algebraico consiste en hallar una ecuación del 
plano determinado por tres de los puntos y después verifi- 
car si el cuarto punto satisface o no la ecuación. 


17. (a) ¿Cómo se determina la distancia de un punto a una recta? 


Sea P un punto que no está en la recta L que pasa por los 
puntos Q y R y sea a = OR, b = OP. La distancia del 
punto P a la recta L es 


x b 
J-la xb] 
[a] 


(b) ¿Cómo se determina la distancia de un punto a un plano? 
Sea Po(xo, Yo, Zo) cualquier punto en el plano 
ax + by+cz+d=0y sea Px, Yı, Zı) un punto que 
no está en el plano. Si b = P¿P, = (xı — Xo, Yı — Yo, Z1 — Zo), 
entonces la distancia D de P; al plano es igual al valor 
absoluto de la proyección escalar de b en el vector normal 
del plano n = (a, b, c): 


[n-b] _ [ax + by + czı + d| 
|n| yal +b +e? 


D =| comp, b| = 


(c) ¿Cómo se determina la distancia entre dos rectas? 


Dos rectas sesgadas L, y L,se pueden visualizar como 
tendidas en dos planos paralelos, cada uno de ellos con 
vector normal n = vı X v2, donde vı y vz son los vectores 
de dirección de Lı y Lı. Después de elegir un punto en Lı 
y determinar la ecuación del plano que contiene a L», se 
puede proceder como en el inciso (b). (Véase el ejemplo 
12.5.10). 


(continúa) 


Corte aquí y guarde para consulta e 


[NJ Ko ADN RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS (continuación) 


18. ¿Qué son las trazas de una superficie? ¿Cómo se les . o zz 1. y 
determina? Paraboloide elíptico: > = Ez + y 
Las trazas de una superficie son las curvas de interesección 
de la superficie con planos paralelos a los planos de coorde- a ; : PA 

Hiperboloide d hoja: — SS A 

nadas. Se puede hallar la traza en el plano x = k (paralelo al E A a b e 
plano yz) estableciendo x = k y determinando la curva repre- , i E 
sentada por la ecuación resultante. Las trazas en los planos Hiperboloide de dos hojas: x a y ae Z s =] 
y = k (paralelo al plano xz) y z = k (paralelo al plano xy) se a b c 


hallan en forma similar. 
19. Escriba ecuaciones en forma estándar de los seis tipos de Paraboloide hiperbólico: 
superficies cuádricas. 


Ecuaciones para las superficies cuádricas simétricas con 
respecto al eje z son como sigue: 


2 2 2 
ha x z 
Elipsoide: = F u += el 
a b c 
2 2 2 
z x y 
Cono: A 
e a p 


R33 


Corte aquí y guarde para consulta e 


FLUER EW RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


1. 


N 


w 


A 


¿Qué es una función vectorial? ¿Cómo se encuentran su 
derivada y su integral? 

Una función vectorial es una función cuyo dominio es un con- 
junto de números reales y cuyo rango es un conjunto de vecto- 
res. Para determinar la derivada o la integral, se puede derivar 
o integrar cada función componente de la función vectorial. 


. ¿Cuál es la relación entre funciones vectoriales y curvas 


en el espacio? 

Una función vectorial continua r define una curva en 
el espacio trazada por la punta del vector de posición 
r(t) en movimiento. 


. ¿Cómo se determina el vector tangente a una curva suave en 


un punto? ¿Cómo se determina la recta tangente? ¿El vector 
tangente unitario? 

El vector tangente a una curva suave en un punto P con vector 
de posición r(£) es el vector r'(£). La recta tangente en P es la 
recta que pasa por P paralela al vector tangente r'(£). El vector 
r (1) 

[rol 


tangente unitario es T(t) = 


. Si u y v son funciones vectoriales derivables, c un escalar y f 


una función con valores reales, escriba las reglas para derivar 
las siguientes funciones vectoriales. 


(a) ult) + v(t) 


d Y 1 N 
a lu) + vO] = ul) + v() 


(b) cu(t) 


d j 
q 2O! = cu((1) 


© f(Du() 
Ou = OO +F00 
(d) ul) - v() 
Z uO vO] = wO -vO + (0 vO 
(e) ul) x v() 
Z uo x v(9] = (0 X v(0) + u x v() 


O FO) 
Z WO = OO) 


5. ¿Cómo se determina la longitud de una curva en el espacio 


dada por una función vectorial r(t)? 

Si r(t) = ( f (t), g(t), h(t)}, a S t < b, y la curva es recorri- 
da exactamente una vez cuando 1 se incrementa de a a b, la 
longitud es 


L= i pro | dt = IN VFOP+ Ir + POr dt 


. (a) ¿Cuál es la definición de curvatura? 


S 


La curvatura de una curva es k = donde T es el 


vector tangente unitario. 


(b) Escriba una fórmula para la curvatura en términos 
de r'(£) y T'(0. 
[T| 
KO Se 
ro) | 


(e) Escriba una fórmula para la curvatura en términos de r'(£) 
y r”(0. 


r (1) X r”(t 
eo = EOX rOl 
K 
(d) Escriba una fórmula para la curvatura de una curva en un 


plano, con ecuación y = f(x). 


[£"œ% | 
[1 + (Ay Pe 


k(x) = 


. (a) Escriba fórmulas para los vectores normal unitario y 


binormal de una curva suave en el espacio r(£). 


T(0) 
[T| 


Vector normal unitario: N(1) = 


Vector binormal: B(1) = T(1) X N(1) 


(b 


= 


¿Qué es el plano normal de una curva en un punto? 
¿Qué es el plano osculador? ¿Qué es el círculo osculador? 


El plano normal de una curva en un punto P es el plano 
determinado por los vectores normal y binormal N y B en 
P. El vector tangente T es ortogonal al plano normal. 

El plano osculador en P es el plano determinado por los 
vectores T y N. Es el plano que está más cerca de conte- 
ner la parte de la curva próxima a P. 


El círculo osculador en P es el círculo que se ubica en el 
plano osculador de C en P, tiene la misma tangente que C 
en P, reside en el lado cóncavo de C (hacia el que apunta 
N) y tiene radio p = 1/k (el recíproco de la curvatura). Es 
el círculo que describe mejor cómo se comporta C cerca de 
P; comparte la misma tangente, normal y curvatura en P. 


(continúa) 
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8. (a) ¿Cómo se determina la velocidad, rapidez y 
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(b) 


aceleración de una partícula que se mueve a 

lo largo de una curva en el espacio? 

Si r(^ es el vector de posición de la partícula en la 
curva en el espacio, el vector de velocidad es 

v(t) = r'(£), la rapidez está dada por | v(t) 
ción es a(t) = v'(1) = r"(0. 


, y la acelera- 


Escriba la aceleración en términos de sus componentes 
tangencial y normal. 


a = ayT + aN, donde ar = v' y ay = Ki? (v = lvl es la 
rapidez y k la curvatura). 


9. Enuncie las leyes de Kepler. 


ma Un planeta gira alrededor del sol en una órbita elíptica con 
el sol en un foco. 

a La recta que une al sol con un planeta recorre áreas iguales 
en tiempos iguales. 

a El cuadrado del período de revolución de un planeta es pro- 
porcional al cubo de la longitud del eje mayor de su órbita. 


Corte aquí y guarde para consulta e 


¡INIA RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS 


1. (a) ¿Qué es una función de dos variables? 5. (a) Escriba expresiones para las derivadas parciales f.(a, b) y 


Una función f de dos variables es una regla que asigna a f,(a, b) como límites. 
cada par ordenado (x, y) de números reales en su dominio 


un número real único denotado por f(x, y). 


a fla + h,b) — f(a, b) 
fa, b) = lím , 


fla, b + h) — f(a, b) 
h 


(b) 


Describa tres métodos para visualizar una función de dos 
variables. 


f(a, b) = lím 
Una manera de visualizar una función de dos variables 
consiste en graficarla, lo que resulta en la superficie 

z = f(x, y). Otro método es elaborar un mapa de contor- 
no, el cual consta de curvas de nivel f(x, y) = k (k una 
constante), que son trazas horizontales de la gráfica de la 
función proyectada en el plano xy. Asimismo, se puede 
usar un diagrama con flechas como el que aparece aquí. 


(b) ¿Cómo se interpretan f(a, b) y f(a, b) geométricamente? 
¿Cómo se les interpreta como razones de cambio? 
Si f(a, b) = c, el punto P(a, b, c) se sitúa en la superficie S 
dada por z = f(x, y). Se puede interpretar f. (a, b) como la 
pendiente de la recta tangente en P a la curva de intersec- 
ción del plano vertical y = b y S. En otras palabras, si se 
restringe a la trayectoria a lo largo de S que pasa por P y que 
es paralela al plano xz, entonces f.(a, b) es la pendiente en 
P que apunta en la dirección positiva de x. De igual forma, 
f,(a, b) es la pendiente de la recta tangente en P a la curva 
de intersección del plano vertical x = a y S. 


ZA 


YA 


Si z = f(x, y), entonces f.(x, y) se puede interpretar como 
la razón de cambio de z con respecto a x cuando y es fija. 
Así, f.(a, b) es la razón de cambio de z (con respecto a x) 
cuando y está fija en b y se permite a x variar desde a. Del 
mismo modo, f, (a, b) es la razón de cambio de z (con respec- 
to a y) cuando x está fija en a y se permite a y variar desde b. 


2. ¿Qué es una función de tres variables? ¿Cómo puede 
visualizar una función de ese tipo? 


(c) Si f(x, y) está dada por una fórmula, ¿cómo se calculan 
FYH 

Para determinar fx, se considera y como constante y se de- 
riva f(x, y) con respecto a x. Para determinar f,, se conside- 


ra a x como constante y se deriva f(x, y) con respecto a y. 


Una función f de tres variables es una regla que asigna a cada 
terna ordenada (x, y, z) en su dominio un número real único 
f(x, y, zZ). Se puede visualizar una función de tres variables 
examinando sus superficies de nivel f(x, y, z) = k, donde k es 


una constante. 6. ¿Qué dice el teorema de Clairaut? 


w 


Si f es una función de dos variables definida en un disco D que 
contiene al punto (a, b) y las funciones fwy y fx son continuas en 
D, el teorema de Clairaut establece que f. (a, b) = fx. (a, b) 


. ¿Qué significa la expresión siguiente? 


lím x,y) =L 
(x, y)— (a, b) Fl E ) 
7. ¿Cómo se determina un plano tangente a cada uno de los tipos 


¿Cómo se puede demostrar que ese límite no existe? de superficies siguientes? 


lím 
(x, y)—> (a, b) , 
aproximan al número L cuando el punto (x, y) se aproxima 
al punto (a, b) a lo largo de cualquier trayectoria que esté 
dentro del dominio de f. Se puede demostrar que un límite en 
un punto no existe determinando dos trayectorias diferentes 


que se aproximan al punto a lo largo de las cuales f(x, y) tiene 


f(x, y) = L significa que los valores de f(x, y) se (a) Una gráfica de una función de dos variables, z = f(x, y) 


Si f tiene derivadas parciales continuas, una ecuación 
del plano tangente a la superficie z = f(x, y) en el punto 
(xo, Yo, Zo) es 


Z — Zo = fixo, yoJ(x — xo) Fo yoy — yo) 


pe 


límites diferentes. 


(b) Una superficie de nivel de una función de tres variables, 


. (a) 


¿Qué significa decir que f es continua en (a, b)? 


Una función f de dos variables es continua en (a, b) si 


(b) 


Fx, y) = f(a, b) 


lím 
(x, y) =(a, b) 


Si f es continua en 
gráfica? 


R°, ¿qué puede decir usted sobre su 


Si f es continua en R?, su gráfica parecerá una superficie 
sin agujeros ni quiebres. 


Fx, y,z)= k 

El plano tangente a la superficie de nivel F(x, y, z) = k 
en P(xo, yo, Zo) es el plano que pasa por P y tiene vector 
normal VF(xo, Yo, Zo): 


Fxo yo, Zo)(x — xo) + Filxo, yo, Zo)(y — yo) 
+ Fo, Yo, zoMz — zo) = 0 


(continúa) 
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[INIA RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS (continuación) 


8. Defina la linealización de fen (a, b). ¿Cuál es la correspondiente 


10. 


11. 
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aproximación lineal? ¿Cuál es la interpretación geométrica 
de la aproximación lineal? 


La linealización de f en (a, b) es la función lineal cuya gráfica 
es el plano tangente a la superficie z = f(x, y) en el punto 


(a, b, f (a, b)): 
L(x, y) = f(a, b) + f.(a, b)(x — a) + f,(a, by — b) 
La aproximación lineal de fen (a, b) es 


F(x, y) = f(a, b) + fLa, b)(x — a) + fila, b)(y — b) 


Geométricamente la aproximación lineal indica que los valo- 
res de funciones f(x, y) pueden ser aproximados por 

los valores L(x, y) del plano tangente a la gráfica de f en 

(a, b, f (a, b)) cuando (x, y) está cerca de (a, b). 


. (a) ¿Qué significa decir que fes derivable en (a, b)? 


Si z = f(x, y), entonces f es derivable en (a, b) si Az puede 
expresarse en la forma 


Az = f(a, b) Ax + fy(a, b) Ay + e, Ax + e2 Ay 


donde e, y €2>0 cuando (Ax, Ay) -> (0, 0). En otras 
palabras, una función derivable es aquella para la cual la 
aproximación lineal ya enunciada es una aproximación 
satisfactoria cuando (x, y) está cerca de (a, b). 


(b) ¿Cómo suele verificarse que fes derivable? 
Si las derivadas parciales f, y fy existen cerca de (a, b) y 
son continuas en (a, b), entonces fes derivable en (a, b). 
Si z = f(x, y), ¿qué son las diferenciales dx, dy y dz? 
Las diferenciales dx y dy son variables independientes que 


pueden recibir cualesquiera valores. Si f es derivable, la dife- 
rencial dz está definida por 


dz = fx, y) dx + f(x, y) dy 


Enuncie la regla de la cadena para el caso en el que 
z = f(x, y) y x y y son funciones de una variable. ¿Y six y y 
son funciones de dos variables? 


Suponga que z = f(x, y) es una función derivable de x y y, don- 
de x = g(t) y y = h(t) son funciones derivables de t. Entonces, 
z es una función derivable de t y 


df dy 
dy dt 


dz _ of dx 
dt əx dt ` 
Siz = f(x, y) es una función derivable de x y y, donde 


x = g(s, t) y y = h(s, t) son funciones derivables de s y t, 
entonces 


dz _ ðz ðx , 
ðs Ox ðs 


dz dy dz _ 0z dx 
dy ðs ðt Ox ðt 


dz dy 
dy ðt 


12. Si z es definida implícitamente como una función de x y y por 


una ecuación de la forma F(x, y, z) = 
02/0x y 02/0y? 
Si F es derivable y 9F/0z + 0, entonces 


0, ¿cómo se determinan 


ðF ðF 
ðz ax dz _ dy 
ðx ðF ðy ðF 
az dz 


13. (a) Escriba una expresión como un límite para la derivada 


direccional de fen (xo, yo) en la dirección de un vector 
unitario u = (a, b). ¿Cómo se le interpreta como una 
razón? ¿Cómo se le interpreta geométricamente? 

La derivada direccional de f en (xo, yo) en la dirección 
de u es 


f(xo + ha, yo + hb) — f(xo, yo) 
h 


Du f (xo, yo) = lím 


si este límite existe. 


Se puede interpretar esto como la razón de cambio de f 
(con respecto a la distancia) en (xo, yo) en la dirección de u. 
Geométricamente, si P es el punto (xo, Yo, f (Xo, yo)) en la 
gráfica de fy C es la curva de intersección de la gráfica de f 
con el plano vertical que pasa por P en la dirección de u, 
entonces D,f(xo, yo) es la pendiente de la recta tangente a 
CenP. 


(b) Si fes derivable, escriba una expresión para D, £(xo, yo) 
en términos de f; y fy. 


Dif (xo, Yo) => Flo, Yo) a+ Foo, Jo) b 


14. (a) Defina el vector gradiente V f para una función f de dos 


o tres variables. 


Si f es una función de dos variables, entonces 


Try) = (1,550) = + E 


Para una función f de tres variables, 


V f(x, y, 2) = (Fx, y, 2), Hx, y, 2), £x, y, 2) ) 


(b) Exprese D, fen términos de Vf. 
Da f(x, y) = Vf(x, y) u 


o Da f(x,y,z) = Vf(x,y,z) +u 


(continúa) 
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[INIA P RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS (continuación) 


15. 


m=i 
=a 


17. 


(c) Explique la significación geométrica del gradiente. 


El vector gradiente de f da la dirección de razón máxima 
de incremento de f. En la gráfica de z = f(x, y), Vf apunta 
en la dirección del ascenso más pronunciado. Asimismo, 
el vector gradiente es perpendicular a las curvas de nivel o 
superficies de nivel de una función. 


¿Qué significan los enunciados siguientes? 


(a) f tiene un máximo local en (a, b). 
ftiene un máximo local en (a, b) si f (x, y) = f (a, b) 
cuando (x, y) está cerca de (a, b). 

(b) f tiene un máximo absoluto en (a, b). 
f tiene un máximo absoluto en (a, b) si f (x, y) S f (a, b) 
para todos los puntos (x, y) en el dominio de f. 

(c) ftiene un mínimo local en (a, b). 
ftiene un mínimo local en (a, b) si f (x, y) > f (a, b) 
cuando (x, y) está cerca de (a, b). 

(d) f tiene un mínimo absoluto en (a, b). 
ftiene un mínimo absoluto en (a, b) si f (x, y) > f (a, b) 
para todos los puntos (x, y) en el dominio de f. 

(e) ftiene un punto silla en (a, b). 


f tiene un punto silla en (a, b) si f (a, b) es un máximo 
local en una dirección pero un mínimo local en otra. 


. (a) Sif tiene un máximo local en (a, b), ¿qué puede decir 


usted sobre sus derivadas parciales en (a, b)? 
Si f tiene un máximo local en (a, b) y las derivadas parcia- 
les de primer orden de f existen ahí, f(a, b) = 0 
y f (a, b) = 0. 
(b) ¿Qué es un punto crítico de f? 
Un punto crítico de f es un punto (a, b) tal que f(a, b) = 0 
y f(a, b) = 0 o una de estas derivadas parciales no existe. 
Enuncie la prueba de la segunda derivada. 


Suponga que las segundas derivadas parciales de f son 

continuas en un disco con centro (a, b) y que f(a, b) = 0 

y f(a, b) = 0 [es decir, (a, b) es un punto crítico de f ]. Sea 
D = D(a, b) = fa, b) f(a, b) — [ f.,(a, b)Y 


a SiD>0 y fala, b) > O, entonces f(a, b) es un mínimo local. 


a Si D >Q y fala, b) < 0, entonces f(a, b) es un máximo local. 


a Si D <0, entonces f(a, b) no es un máximo ni un mínimo 
local. El punto (a, b) es un punto silla de f. 


18. (a) ¿Qué es un conjunto cerrado en R?? ¿Qué es un conjunto 


acotado? 


Un conjunto cerrado en R? es el que contiene todos sus 
puntos frontera. Si uno o más puntos en la curva frontera 
se omiten, el conjunto no es cerrado. 


Un conjunto acotado es el que está contenido en algún 
disco. En otras palabras, es de extensión finita. 


(b) Enuncie el teorema de valores extremos para funciones de 
dos variables. 


Si fes continua en un conjunto cerrado y acotado D en R?, 
entonces f alcanza un valor máximo absoluto f (xı, yı) y un 
valor mínimo absoluto f (x2, y2) en algunos puntos (xı, yı) 
y œ, y2) en D. 
(c) ¿Cómo se determinan los valores que garantiza el teorema 
de valores extremos? 
m Se determinan los valores de fen los puntos críticos 
de fen D. 
m Se determinan los valores extremos de f en la frontera 
de D. 
a El mayor de los valores de los pasos previos es el 
valor máximo absoluto; el menor de esos valores 
es el valor mínimo absoluto. 


19. Explique cómo funciona el método de multiplicadores de 


Lagrange para determinar los valores extremos de f(x, y, z) 
sujeta a la restricción g(x, y, z) = k. ¿Y si hubiera una segunda 
restricción h(x, y, z) = c? 

Para hallar los valores máximo y mínimo de f(x, y, z) sujeta 

a la restricción g(x, y, z) = k [suponiendo que estos valores 
extremos existen y que Vg + 0 en la superficie g(x, y, z) = k], 
primero se determinan todos los valores de x, y, z y A donde 
Vf (x, y, 2) = A Vg(x, y, 2) y g(x, y, Z) = k. (Así, se determinan 
los puntos de la restricción donde los vectores gradientes Vf y 
Vg son paralelos.) Se evalúa f en todos los puntos resultantes 
(x, y, Z); el mayor de esos valores es el valor máximo de f y el 
menor es el valor mínimo de f. 

Si hay una segunda restricción h(x, y, z) = c, se determinan 
todos los valores de x, y, z, A y y tales que 


Vf(x, y, z) = A Vglx, y, z) + u Vh(x, y, z) 


Nuevamente, los valores extremos de f se determinan evaluan- 
do fen los puntos resultantes (x, y, z). 
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Entonces se define 


1. Suponga que f es una función continua definida en un 
rectángulo R = [a, b] x [c, d]. 


(a) 


(b 


= 


(c) 


(d) 


(e) 


(6) 


15 
~ 
E) 

= 


Escriba una expresión para una doble suma de Riemann 
de f. Si f(x, y) = 0, ¿qué representa la suma? 
Una doble suma de Riemann de f es 


mon 


i=1 j=1 
donde AA es el área de cada subrectángulo y (x *, y F) es 
el punto muestra en cada subrectángulo. Si f(x, y) > 0, 
esta suma representa una aproximación al volumen del 


sólido que se encuentra arriba del rectángulo R y bajo 
la gráfica de f. 


Escriba la definición de ff, f(x, y) dA como un límite. 


mon 


ff œ) = tim EE fG5, yi) AA 


R i=] j=1 


¿Cuál es la interpretación geométrica de jf aT (x, y) dA si 
f(x, y) = 0? ¿Y sif adopta valores tanto positivos como 
negativos? 

Sif(x, y) > 0, [fp f(x, y) dA representa el volumen del 
sólido que se encuentra arriba del rectángulo R y bajo la 
superficie z = f(x, y). Si f toma valores tanto positivos 
como negativos, entonces ||, f(x, y) dA es Vı — V2, donde 
V; es el volumen sobre R y bajo la superficie z = f(x, y) 
y V, el volumen bajo R y sobre la superficie. 


¿Cómo se evalúa ff, f(x, y) dA? 


Usualmente se evalúa ||, f(x, y) dA como una integral 
iterada de acuerdo con el teorema de Fubini: 


ff fæ as = [7 f Fy) dy dx = |" [746% y) dx dy 


R 


¿Qué dice la regla del punto medio para las integrales 
dobles? 

La regla del punto medio para las integrales dobles afirma 
que se aproxima la integral doble Jfk f(x, y) dA por medio 


de la doble suma de Riemann Y, Y f(x;, y;) AA, donde 
i=l j=1 
los puntos (x;, y;) muestra son los centros de los subrec- 


tángulos. 


Escriba una expresión para el valor promedio de f. 


fim A) Jæ) aa 


donde A(R) es el área de R. 


¿Cómo se define Ii f(x, y) dA si D es una región acotada 
que no es un rectángulo? 

Como D está acotada, puede estar encerrada en una región 
rectangular R. Se define una función nueva F con dominio R 
mediante 


f(x,y) 


Si (x, y) está en D 
F(x, y) = | 


0 Si (x, y) está en R pero no en D 


(b) 


IEG y)dA = Í F(x, y) dA 


D R 
¿Qué es una región tipo I? ¿Cómo se evalúa jf p f(x, y) dA 
si D es una región tipo I? 
Una región D es de tipo I si se ubica entre las gráficas de 


dos funciones continuas de x, es decir 


D= {œ | asx=<b, gx) = y = g} 


donde gı y g2 son continuas en [a, b]. Entonces, 


(c) 


(d) 


b fga) 
fro, y) dA = Í w f(x, y) dy dx 
, a Jg(x) 
¿Qué es una región tipo II? ¿Cómo se evalúa 
jf p f(x, y) dA si D es una región tipo II? 


Un región D es de tipo H si se ubica entre las gráficas 
de dos funciones continuas de y, es decir 


D= {(x,y) | c5 y= d, (y) = x = hy) 


donde hı y h son continuas en [c, d]. Entonces, 
d (10) 
ff fæ aa = f 776%, y) dxdy 
A c Jab) 


¿Qué propiedades tienen las integrales dobles? 


n Í Í f(x, y) + g(x, y)] dA 
= [[1(x, y da + ff g(x y) da 


n JÍ esto y aa = c |f fœ y) da 
D D 
donde c es una constante 
a Si f(x, y) > g(x, y) para todos los (x, y) en D, entonces 


IES y) dA > Í g(x, y) dA 


D D 


a Si D =D, U D,, donde D, y D, no se superponen 
excepto quizá en sus fronteras, entonces 


[f fædda = |] fæ yda + || fœ y) da 


” ji 1 dA = A(D), el área de D. 
D 


a Si m < f(x, y) S M para todos los (x, y) en D, entonces 


mA(D) < i f(x, y) dA < MA(D) 


D 


(continúa) 
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[NJ Ko MEW RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS (continuación) 


3. ¿Cómo se cambia de coordenadas rectangulares a coordenadas 


polares en una integral doble? ¿Por qué se querría hacer ese 
cambio? 


Se puede querer cambiar de coordenadas rectangulares a pola- 


res en una integral doble si la región D de integración es más 
fácil de describir en coordenadas polares: 


D= (e, 0) [a =0=<B, hi0) <r< m0) 


Para evaluar $ r Fx, y) dA, se reemplazan x por r cos 0, y 
por r sen 0 y dA por r dr d6 (y se usan límites de integración 
apropiados): 


if f(x, y) dA = p Ia cos 6, r sen 0) r dr de 
D 


4. Si una lámina ocupa una región plana D y tiene función de 
densidad p(x, y), escriba expresiones para cada uno de los 
conceptos siguientes en términos de integrales dobles. 


(a) La masa: m = ff p(x, y) dA 


D 
(b) Los momentos alrededor de los ejes: 


M, = i yp(x, y) dA M, = if xp(x, y) dA 


(c) El centro de masa: 


M, - M 
= y y= 
m m 


(Xi, y;), donde x = 
(d) Los momentos de inercia alrededor de los ejes y el origen: 


L= ff y’ p(x, y) dA 
l= Ii x? p(x, y) dA 


h = |] (2 +33 p(x, y) da 


5. Sea funa función de densidad conjunta de un par de variables 
aleatorias continuas X y Y. 


(a) Escriba una integral doble para la probabilidad de que X 
se ubique entre a y b y Y se sitúe entre c y d. 


Plas X<b,c<sY<d)= 700 ay ax 
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(b) ¿Qué propiedades posee f? 


fy) > 0 NECAD dA =1 


(c) ¿Cuáles son los valores esperados de X y Y? 


El valor esperado de X es u; = i xf(x, y) dA 
pr 


El valor esperado de Y es u = ij yf(x, y) dA 
e 


6. Escriba una expresión para el área de una superficie con 


ecuación z = f(x, y), (x, y) E D. 


A(S) = || VEDE + ANP T aA 


(suponiendo que f. y f, son continuas). 


7. (a) Escriba la definición de la integral triple de fen una caja 


rectangular B. 


n 


1 m 
fff fæ Dav = im E Y E fs yo 2%) AV 
5 i=1 j=1 k=1 


l,m, n>% ; 


donde AV es el volumen de cada subcaja y (xfr, Yir Zii) 
es un punto muestra en cada subcaja. 

(b) ¿Cómo se evalúa A f(x, y, z) dV? 
Usualmente se evalúa fff, f(x, y, z) dV como una integral 
iterada de acuerdo con el teorema de Fubini para las integra- 
les triples: si fes continua en B = [a, b] X [c, d] X [r, s], 
entonces 


li f(x, y, z) dV =f i Pro, y, z) dx dy dz 
B 


Note que hay otros cinco órdenes de integración que se 
pueden usar. 


(c) ¿Cómo se define jif g f(x, y, z) dV si E es una región 
sólida acotada que no es una caja? 


Como E está acotada, puede estar encerrada en una caja B 
como se describió en el inciso (b). Se define una función 
nueva F con dominio B mediante 


F(x,y, 2) = o y, z) Si (x, y, z) está en E 


0 Si (x, y, z) está en B pero no en E 


Entonces se define 
i f(x,y, 2) dv = 10) F(x, y, z) dV 
E B 


(continúa) 
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(d) ¿Qué es una región sólida tipo 1? ¿Cómo se evalúa 
Mz F(x, y, z) dV si E es una región de ese tipo? 
Una región £ es de tipo 1 si está entre las gráficas de dos 
funciones continuas de x y y, es decir 


E= {(x, y, z) | (x, y) = D, u(x, y) =<73= u(x, y) 


donde D es la proyección de E en el plano xy. Entonces, 


ii f(x, y, 2) dV = ff Usa f(x,y,z) a dA 
E D 


(e) ¿Qué es una región sólida tipo 2? ¿Cómo se evalúa 
Mie f(x, y, z) dV si E es una región de ese tipo? 


Una región tipo 2 es de la forma 
E = {(x, y, z) | (y, z) E D, u(y, z) S x < u(y, 2)) 


donde D es la proyección de E en el plano yz. Entonces, 


[ll1o0r= ff [ereraa | es 
E D i 


(£) ¿Qué es una región sólida tipo 3? ¿Cómo se evalúa 
e f(x, y, z) dV si E es una región de ese tipo? 
Una región tipo 3 es de la forma 


E = {(x, y, z) | (1,2) E D, m(x,z) S y < u(x, z)} 


donde D es la proyección de E en el plano xz. Entonces, 


[star ar= [Joso] a 
E D 


FLUER E RESPUESTAS A LA VERIFICACIÓN DE CONCEPTOS (continuación) 


8. Suponga que un objeto sólido ocupa la región E y tiene 


función de densidad p(x, y, z). Escriba expresiones para cada 
uno de los factores siguientes. 


(a) La masa: 


m= jif p(x, y, z) dV 
E 


(b) Los momentos alrededor de los planos de coordenadas: 


m.= [ocu av 
E 

M, = i y p(x, y, z) dV 
È 


M,, = 10) z p(x, y, z) dV 
E 


(c) Las coordenadas del centro de masa: 


O z M 
(x y, Z), donde x = m7 7S 


(d) Los momentos de inercia alrededor de los ejes: 


L= l (y? +22) p(x, y, z) dV 


L= ii (x? + 22) p(x, y, z) dV 
E 

= Nice + y) p(x, y, z) dV 
E 


(continúa) 
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9. (a) ¿Cómo se cambia de coordenadas rectangulares a coordenadas cilíndricas en una integral triple? 


h(0) Julr cos 6, r sen 6) 


i f(x,y, z)dV = Y fa die mD y cos 6, r sen 0, z) r dz dr d0 
E 
donde 
E= f(r, 0,z)| œ < 0 < B, h(0) = r < h:(0), u(r cos 9, r sen 0) < z S u(r cos 0, r sen 0) 


Así, se reemplaza x por r cos 0, y por r sen 0, dV por r dz dr d0 y se usan límites de integración apropiados. 


(b) ¿Cómo se cambia de coordenadas rectangulares a coordenadas esféricas en una integral triple? 


i f(x, y, z) dV = f IN Fost sen q cos 0, p send sen 0, p cos p) p° sen h dp de dy 
c a gio, 
E 


donde E= [(p, 0, $) | as=0=B, csod, gi(0, p) = p = gx0, p)} 


Así, se reemplaza x por p sen q cos 0, y por p sen y sen 9, z por p cos q, dV por p? sen y dp d0 dd y se usan límites de integra- 
ción apropiados. 
(c) ¿En qué situaciones usted cambiaría a coordenadas cilíndricas o esféricas? 


Se puede querer cambiar de coordenadas rectangulares a cilíndricas o esféricas en una integral triple si la región E de integración 
es más fácil de describir en coordenadas cilíndricas o esféricas. Regiones que involucran simetría alrededor del eje z suelen ser 
más simples de describir usando coordenadas cilíndricas, y regiones simétricas alrededor del origen suelen ser más simples en 
coordenadas esféricas. Asimismo, a veces el integrando es más fácil de integrar usando coordenadas cilíndricas o esféricas. 


10. (a) Si una transformación T está dada por x = g(u, v), y = h(u, v), ¿cuál es el jacobiano de T? 
ax ax 
ax, y) | ðu dv  ðx ðy  ðx ðy 
alu, v) dy  0y du ðv dv du 
du ðv 


(b) ¿Cómo se cambian variables en una integral doble? 


Se cambia de una integral en x y y a una integral en u y v expresando x y y en términos de u y v escribiendo 


a(x, y) 


lA = 
d (u, v) 


du dv 


Así, en las condiciones apropiadas, 


a(x, y) 
[JA09 da = || Falu o), yt) yy | dudo 
R s 
donde R es la imagen de S bajo la transformación. 
(c) ¿Cómo se cambian variables en una integral triple? 
En forma similar al caso de dos variables del inciso (b), 
MA nd 
= ———— | du dv dw 
l fœ, y, z) dV ii (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) Ala, 0,4) 
de DE E 
du du ðw 


ax, yz) |æ æ ð 


donde 
alu, v, w) ðu dv ðw 
ðz ðz ðZ 
ðu ðv ðw 


es el jacobiano. 
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¿Qué es un campo vectorial? Dé tres ejemplos que tengan 
significado físico. 

Un campo vectorial es una función que asigna un vector a 
cada punto en su dominio. 

Un campo vectorial puede representar, por ejemplo, la velo- 
cidad del viento en cualquier lugar en el espacio, la velocidad 
y dirección de las corrientes marinas en cualquier ubicación o 
el vector de fuerza del campo gravitacional de la Tierra en un 
lugar en el espacio. 


. (a) ¿Qué es un campo vectorial conservativo? 


Un campo vectorial conservativo F es un campo vectorial 
que es el gradiente de alguna función escalar f, es decir, 
F= Vf. 


(b) ¿Qué es una función potencial? 


La función f del inciso (a) se llama función potencial de F. 


~ 
E) 
<~ 


Escriba la definición de la integral de línea de una función 
escalar f a lo largo de una curva suave C con respecto a la 
longitud de arco. 

Si C está dada por las ecuaciones paramétricas x = x(0), 

y = y(t), a S 1 <= b, se divide el intervalo paramétrico 

[a, b] en n subintervalos [1; -;, t;] de igual ancho. El 
subintervalo de orden i corresponde al subarco de C con 
longitud As,. Entonces, 


[fs y ds = lím Y f(x", yf) As, 
n>? i=] 


donde (x¥, y“) es cualquier punto muestra en el subarco 
de orden i. 


(b) ¿Cómo se evalúa tal integral de línea? 


OS 


De igual forma, si C es una curva suave en el espacio, 
entonces 


Í. f(x,y, z) ds 


«Erro (3) (2 + (E) + 


Escriba expresiones para la masa y centro de masa de un 
alambre delgado en forma de una curva C si el alambre 
tiene una función de densidad lineal p(x, y). 


~ 
e 
= 


La masa es m = fo p(x, y) ds. 


El centro de masa es (x, y), donde 


(d) Escriba las definiciones de las integrales de línea a lo 
largo de C de una función escalar f con respecto a x, y y z. 


me y,z2)dx= lím Y f(x, yE, z7) Ax, 
n>? i=] 


lím Y f(x¥, yž, 25) Ay, 
i=1 


E y, 2) dy = lím . 
[sŒ y,z)dz = lím Y f(x*, yž, z*) Az, 
n>% ¿21 


(Se tienen resultados similares cuando f es una función 
de dos variables.) 


(e) ¿Cómo se evalúan estas integrales de línea? 


[469,0 dx = | F00,y00, z0) xO de 
[Fay d dy = | FOO. yO, 20) y'0 ae 
[Fa y, D dz = f’ FO, yO, 20) 0 de 


. (a) Defina la integral de línea de un campo vectorial F a lo largo 


de una curva suave C dada por una función vectorial r(t). 


Si F es un campo vectorial continuo y C está dada por una 
función vectorial r(t), a S t S b, entonces 


fE -dr = f ECO) (0) dt = f E -Tds 


(b) Si F es un campo de fuerza, ¿qué representa esta integral 
de línea? 


Representa el trabajo realizado por F para mover una 
partícula a lo largo de la curva C. 


(c) Si F = (P, Q, R}, ¿cuál es la relación entre la integral 
de línea de F y las integrales de línea de las funciones 
componentes P, Q y R? 


f F- dr= | Pax t Qdy +Rdz 


5. Enuncie el teorema fundamental para integrales de línea. 


Si C es una curva suave dada por r(t), a S t S b, y f es una 
función derivable cuyo vector gradiente Vf es continuo en C, 
entonces 


k Vf- dr = f(r(b)) — f(r(a)) 


. (a) ¿Qué significa decir que fe F - dr es independiente de la 


trayectoria? 
Í cF + dr es independiente de la trayectoria si la integral 
de línea tiene el mismo valor para dos curvas cualesquie- 
ra con los mismos puntos iniciales y los mismos puntos 
terminales. 


(b) Si usted sabe que fe F - dr es independiente de la 
trayectoria, ¿qué se puede decir sobre F? 


Se sabe que F es un campo vectorial conservativo, es decir 
que existe una función f tal que V f = F. 
(continúa) 
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Enuncie el teorema de Green. 

Sea C una curva cerrada simple con orientación positiva y sua- 
ve por partes en el plano y sea D la región acotada por C. Si P 
y Q tienen derivadas parciales continuas en una región abierta 
que contiene a D, entonces 


raroa- fi (2 
D 


. Escriba expresiones para el área encerrada por una curva C en 


términos de integrales de línea alrededor de C. 


A=4 xdy= -$ y dx =>) xdy— y dx 


. Suponga que F es un campo vectorial en R°. 


(a) Defina rot F. 


ðR 001. ðP ƏR\., ðQ ðP 
rot F = ia j? k 
dy Oz Óz ðx ðx dy 
=VXxF 
(b) Defina div F. 
ðP ð ðR 
div F = H 9 H =V-F 
Ox dy 0z 
(c) Si F es un campo de velocidad en flujo de fluidos, ¿cuáles 


10. 


11. 


R46 


son las interpretaciones físicas de rot F y div F? 


En un punto en el fluido, el vector rot F se alinea con el 
eje alrededor del cual el fluido tiende a rotar, y su longitud 
mide la rapidez de rotación; div F en un punto mide la 
tendencia del fluido a alejarse (divergir) de ese punto. 


Si F = Pi + O j, ¿cómo se determina si F es conservativo? 
¿Y si F fuera un campo vectorial en R°’? 


Si P y Q tienen derivadas continuas de primer orden y 


əP 00 

— = ——<, entonces F es conservativo. 

dy ðx 

Si F es un campo vectorial en R? cuyas funciones componen- 
tes tienen derivadas parciales continuas y rot F = 0, entonces 
F es conservativo. 


(a) ¿Qué es una superficie paramétrica? ¿Qué son sus curvas 
reticulares? 
Una superficie paramétrica S es una superficie en R? 


descrita por una función vectorial 


r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v) j + z(u, v) k 


de dos parámetros u y v. Ecuaciones paramétricas equiva- 
lentes son 


z = z(u,v) 


x= x(u, v) y= y(u, v) 


Las curvas reticulares de S son las curvas que correspon- 
den a mantener constante a u o V. 


(b) 


(c) 


12. (a) 


(b) 


(œ) 


(d) 


Escriba una expresión para el área de una superficie 
paramétrica. 


Si $ es una superficie paramétrica suave dada por 
r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v) j + z(u, v) k 
donde (u, v) E D y S es cubierta solo una vez cuando 
(u, v) abarca D, el área de S es 
A(S) = ff [ru X r| dA 


D 


¿Cuál es el área de una superficie dada por una ecuación 
z = g(x, y)? 


A(S) = ji y $ (z) + (5) 


Escriba la definición de la integral de superficie de una 
función escalar f en una superficie S. 


Se divide S en “parcelas” S;. Entonces, 


mon 


> > JPR) AS); 


% ¡=1 ¡=1 


ji f(x, y, z) dS = „ím 
s aa 


donde AS; es el área de la parcela S; yP} es un punto 
muestra en la parcela. (S se divide en parcelas de tal forma 
que garantice que AS; 0 cuando m, n=.) 


¿Cómo se evalúa esa integral si $ es una superficie 
paramétrica dada por una función vectorial r(u, v)? 


ff ræv das = ff £tr(u, 0) 1, x rla 
S D 


donde D es el dominio paramétrico de S. 


¿Y si S estuviera dada por una ecuación z = g(x, y)? 


[fræ yas 
S 


= [rer on (2) + (z) + 1dA 
A x dy 


Si una hoja delgada tiene la forma de una superficie S y la 
densidad en (x, y, z) es p(x, y, z), escriba expresiones para 
la masa y centro de masa de la hoja. 


La masa es 


m= i p(x, y, z) dS 
s 
El centro de masa es (x, y, Z), donde 


x= ES y, z) dS 


saj 


= + ff ypa, y, z) dS 
S 


Zz 


Z ff zox, z) dS 
s 


(continúa) 
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13. (a) 


(b) 


(c) 


(d) 


¿Qué es una superficie orientada? Dé un ejemplo de una 
superficie no orientable. 

Una superficie orientada es aquella para la cual se puede 
elegir un vector normal unitario n en todos los puntos 

de tal forma que n varíe continuamente en S. La elección de 
n dota de orientación a S. 


Una cinta de Móbius es una superficie no orientable. 
(Solo tiene un lado.) 


Defina la integral de superficie (o flujo) de un campo 
vectorial F en una superficie orientada $ con vector 
normal unitario n. 


RR 


¿Cómo se evalúa esa integral si § es una superficie 
paramétrica dada por una función vectorial r(u, v)? 


[PF -as = [| F - Œ X r) da 
S D 


Se multiplica por — 1 si se desea la orientación opuesta de S. 


¿Y si S estuviera dada por una ecuación z = g(x, y)? 
Si F = (P, Q, R), 
ð 
ffr-as= ff ( p% 
ðx 
S D 


3g 
Q H R] dA 
dy 


14. 


15. 


16. 


para la orientación hacia arriba de S; se multiplica 
por —1 para la orientación hacia bajo. 


Enuncie el teorema de Stokes 


Sea S una superficie orientada suave por partes acotada por 
una curva frontera cerrada simple suave por partes C con 
orientación positiva. Sea F un campo vectorial cuyos com- 
ponentes tienen derivadas parciales continuas en una región 
abierta en R? que contiene a S. Entonces 


JE -ar=|| rot F - dS 
Fed 


Enuncie el teorema de la divergencia. 

Sea E una región sólida simple y S la superficie frontera de E, 
dada con orientación positiva (hacia fuera). Sea F un cam- 

po vectorial cuyas funciones componentes tienen derivadas 
parciales continuas en una región abierta que contiene a E. 
Entonces, 


pess div F dV 


¿En qué sentidos son similares el teorema fundamental para 
las integrales de línea, el teorema de Green, el teorema de 
Stokes y el teorema de la divergencia? 

En cada teorema se integra una “derivada” en una región, y 
esta integral es igual a una expresión que involucra los valores 
de la función original solo en la frontera de la región. 
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1. (a) 


(b) 


~ 
e 
= 


15 
~ 
E) 

= 


(b) 


3. (a) 


(b) 


(c) 


Escriba la forma general de una ecuación diferencial lineal 
homogénea de segundo orden con coeficientes constantes. 


ay" +by+cy=0 
donde a, b y c son constantes y a+ 0. 
Escriba la ecuación auxiliar. 
a?r+br+c=0 


¿Cómo se usan las raíces de la ecuación auxiliar para 
resolver la ecuación diferencial? Escriba la forma de la 
solución para cada uno de los tres casos que pueden ocurrir. 
Si la ecuación auxiliar tiene dos raíces reales distintas r, y 
r, la solución general de la ecuación diferencial es 


y = cent + cer 


Si las raíces son reales e iguales, la solución es 
y = ce™ + c,xe'* 


donde r es la raíz común. 


Si las raíces son complejas, se puede escribir rı = a + ¿8 
y r, = a. — if, y la solución es 


y = e*(c, cos Bx + c sen Bx) 


¿Qué es un problema de valor inicial para una ecuación 
diferencial de segundo orden? 


Un problema de valor inicial consiste en determinar una 
solución y de la ecuación diferencial que también satisfaga 
las condiciones dadas y(xo) = yo y y'(xo) = yı, donde yo y yı 
son constantes. 


¿Qué es un problema de valor frontera para una ecuación 
de ese tipo? 


Un problema de valor frontera consiste en determinar una 
solución y de la ecuación diferencial que también satisfaga 
condiciones de frontera dadas y(xo) = yo y yx) = yı. 


Escriba la forma general de una ecuación diferencial 
lineal no homogénea de segundo orden con coeficientes 
constantes. 

ay" + by' + cy = G(x), donde a, b y c son constantes y G 
es una función continua. 


¿Cuál es la ecuación complementaria? ¿Cómo ayuda a 
resolver la ecuación diferencial original? 

La ecuación complementaria es la ecuación homogénea 
asociada ay” + by’ + cy = 0. Si se determina la solución 
general y. de la ecuación complementaria y y, es cualquier 
solución particular de la ecuación diferencial no homogé- 
nea, la solución general de la ecuación diferencial original 
es yx) = y) + ye). 


Explique cómo funciona el método de coeficientes 
indeterminados. 


Para determinar una solución particular y, de 
ay" + by' + cy — G(x), se hace una conjetura inicial sobre 
que y, es una función general del mismo tipo que G. Si 


(d) 


G(x) es un polinomio, se elige y, de tal forma que sea 

un polinomio general del mismo grado. Si G(x) es de la 
forma Ce**, se elige y, (x) = Ae**. Si G(x) es C cos kx o 

C sen kx, se elige y,(x) = A cos kx + B sen kx. Si G(x) es 
un producto de funciones, se elige y, para que sea un pro- 
ducto de funciones del mismo tipo. Algunos ejemplos son: 


G(x) y(x) 

y Ax? + Bx+C 

e™ Ae™ 
sen2x Acos2x + B sen 2x 
xe * (Ax + Bje * 


Después se sustituye yp, y», y yp en la ecuación diferencial 
y se determinan los coeficientes. 

Si resulta que y, es una solución de la ecuación comple- 
mentaria, la solución de prueba inicial se multiplica por x 
(o x? si es necesario). 

Si G(x) es una suma de funciones, se determina una solu- 
ción particular para cada función y y, es entonces la suma 
de estas. 


La solución general de la ecuación diferencial es 
YO) = ya) + yea) 


Explique cómo funciona el método de variación 
de parámetros. 


Se escribe la solución de la ecuación complementaria 

ay” + by' + cy = 0 como yx) = ciyi(x) + cyx), donde 
yı y y2 son soluciones linealmente independientes. Luego 
se toma y(x) = u(x) y(x) + u(x) ya(x) como una solu- 
ción particular, donde u(x) y u(x) son funciones arbitarias. 
Después de calcular y;, se impone la condición de que 


ui ym y: = 0 (1) 


y luego calculamos y;. La sustitución de y,, yp,. y y en la 
ecuación diferencial original da 


alui yi + u yi) = G (2) 


se despeja entonces las funciones desconocidas 

ui y uz en las ecuaciones (1) y (2). Si se puede integrar 
estas funciones, una solución particular es 

Yo) = ux) y(x) + w(x) y(x) y la solución general 
es y(x) — y(x) + yx). 


4. Mencione dos aplicaciones de ecuaciones diferenciales 


lineales de segundo orden. 


El movimiento de un objeto con masa m en el extremo de un 
resorte es un ejemplo de movimiento armónico simple y se 
describe por la ecuación diferencial lineal de segundo orden 


2 


X 
fZ + kx =0 
meg X 


(continúa) 
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donde k es la constante de resorte y x la distancia en que el 
resorte se estira (o contrae) desde su longitud original. Si 

hay fuerzas externas que actúan sobre el resorte, la ecuación 
diferencial se modifica. 

Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden también 
se utilizan para analizar circuitos eléctricos que involucran una 
fuerza electromotriz, un resistor, un inductor y un capacitor 

en serie. 

Véase el análisis de la sección 17.3 para detalles adicionales. 


. ¿Cómo se usan las series de potencias para resolver una 


ecuación diferencial? 


Primero se supone que la ecuación diferencial tiene una solu- 
ción de serie de potencias de la forma 


y= X ax = co + axt ox t oax +. 
n=0 


La derivación da 


y =Y nex! = Y (n+ 1)cnx" 


n=1 n=0 


œ 


y! = X n(n- De,x"?= Y (n + 2)(n + 1)cn2x" 


n=2 n=0 


Se sustituyen estas expresiones en la ecuación diferencial 

y se igualan los coeficientes de x” para determinar una relación 
de recursión que implique a las constantes c,. La resolución de 
la relación de recursión da una fórmula para c, y entonces 


y=X cx" 
n=0 


es la solución de la ecuación diferencial. 


NOTAS 


NOTAS 


Cálculo. Trascendentes tempranas es una obra líder en el mercado que tiene como objetivo 
ayudar al estudiante a descubrir y comprender el cálculo, no sólo en su aplicación sino también 
por su sorprendente belleza. Con ello, su autor busca transmitir al futuro profesional la impor- 
tancia de la materia y la forma en que puede desarrollar e incrementar sus competencias. 

Por lo anterior, en esta octava edición el énfasis se orienta hacia la implementación de lo 

que el autor denomina la regla de tres, es decir, que “Los temas deben presentarse geométrica, 
numérica y algebraicamente”. Es así que la visualización, al igual que la experimentación nu- 
mérica y gráfica, han transformado la manera en que se desarrolla y enseña en la actualidad 
el razonamiento conceptual. 

Entre los cambios para esta nueva edición destacan los siguientes: 

e Para establecer el vínculo entre la teoría y la práctica, se incorporan nuevos proyectos, 
como Aviones y pájaros para analizar la minimización de la energía, El Speedo LZR 
Racer, el cual explica la reducción de la fricción en el agua. 

e El capítulo sobre integrales múltiples ha sido reestructurado, al combinar las dos pri- 
meras secciones para que las integrales iteradas se estudien antes. 

e Se incluyen diferentes tipos de problemas actualizados y organizados según su enfoque. 

e Para motivar e ilustrar los conceptos, en la obra se incorporan numerosos datos y he- 


chos interesantes que se derivan de contextos del mundo real. 
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